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Resumo

Neste trabalho encontramos uma limitacao para a cardinalidade do género dos grupos
G =HNN(K,A,t, f), com relacao a familia de todos os grupos virtualmente livres, onde
K & um grupo finito. Também encontramos condigoes sobre GG para que a cardinalidade
do género seja igual a 1. Para o caso pro-p, encontramos efetivamente a cardinalidade do
género quando consideramos G uma HNN-extensao residualmente-p. Por fim, fazemos o
mesmo estudo para os grupos da forma Gy xy G, onde G e G5 sao grupos nilpotentes
finitamente gerados e o subgrupo amalgamado H ¢é finito. Toda esta tese tem como pilar
o trabalho [GZ], de F. Grunewald e P. Zalesski.

Palavras-chave: Género para HNN-extensao, grupo virtualmente livre, completamento

profinito, produto livre amalgamado.
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Abstract

In this work, we find a bound for the cardinality of genus of groups G = HNN (K, A, t, f)
with respect to the class of virtually free groups, where K is a finite group. We also find
conditions on G for the cardinality of the genus to be equal 1. For the pro-p case we find
effectively the cardinality of genus when we consider G to be residually-p HNN-extension.
Finally, we do the same consideration for the groups of type G xyg G5 where GG; and G4
are finitely generated nilpotent groups and the amalgamated subgroup H is finite. This
work is inspired by the paper [GZ], of the F. Grunewald and P. Zalesskii.

Key words: Genus for HNN-extension, virtually free group, profinite completion, amal-

gamated free product.
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Introducao

Seja G um grupo e G seu completamento profinito. No trabalho [GZ], F. Grunewald e
P. Zalesski introduzem a notacao de género para um grupo G com respeito a uma familia
F de grupos como o conjunto de classes de isomorfismos dos grupos que pertencem a esta

familia e que tem o mesmo completamento profinito, isto €,
9(F,G) = IsoClasses({H eF|G ﬁ})

No mesmo trabalho as seguintes questoes sao formuladas:

Problemas basicos:

PI Encontrar interessantes familias F tal que a cardinalidade do conjunto g(F,G) é
finita para todo G € F.

PII Encontrar grupos G em alguma familia F tal que ¢g(F,G) contém somente um

elemento.

PIIT Encontrar grupos GG em interessantes familias tal que a cardinalidade do conjunto
g(F, Q) é finita, mas contém mais que um elemento. Construir exemplos quando a

cardinalidade de elementos do género é ilimitada.

PIV Encontrar algoritmos para determinar quando dois grupos finitamente apresentados

(e pertencentes a uma familia F) tem completamentos profinitos isomorfos.

PV Encontrar algoritmos que determinem o nimero de elementos do género g(F,G).

Uma das motivagoes para este estudo tem sua origem a partir do trabalho de Grothe-

dieck [G], onde ele introduz a nogao de grupo fundamental algébrico 7%#(X) de uma
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Introdugao

variedade algébrica projetiva suave (connected smooth projective algebraic variety) X
definida sobre o fecho algébrico dos nimeros racionais. Denotamos este fecho algébrico
por Q e fixamos uma imersio de Q sobre o corpo C dos ntimeros complexos. Seja X (C)
a correspondente superficie de pontos complexos (manifold of complex points). Grothen-
dieck define o grupo fundamental algébrico ﬂi‘lg (X) de X e estabelece um isomorfismo
continuo

—

™ (X(C)) = m*(X).

Aqui o grupo fundamental 7 (X (C)) ¢ finitamente apresentado enquanto que 7%(X)

) : < I
é profinito. A construcao de 7}®

(X) é puramente algébrica, além do mais, existe um
isomorfismo

T (X7) 22 (X))

onde X7 representa a conjugacao da variedade X por qualquer elemento ¢ no grupo de

Galois absoluto dos racionais.

Uma das primeiras contribuicoes para este assunto, ver Problema PIII, é de autoria
de J. P. Serre em [S1], que construiu exemplos de variedades algébricas projetivas X, Xo
definidas sobre Q que sdo conjugadas sobre o grupo de Galois absoluto de Q. Serre provou
que m)) em m)) sao isomorfos mas (X (C)) e 7 (X2(C)) néo sao isomorfos
(este exemplo veio diretamente da Geometria Algébrica). Observando no entanto que os
grupos m(X1(C)) e m1(X2(C)) s@o produtos semi-diretos A x C, de um grupo abeliano

livre A de posto p e um grupo C,, de ordem p.

Outras importantes contribuig¢oes sao de autoria de F.Grunewald, P. Pickel e D. Segal
na série de trabalhos [GS1, GS2, GSc, GPS, GPS1|. Em particular eles provaram a
finitude da cardinalidade do género para a familia de todos os grupos policiclicos por
finito. Observamos que o termo genus estudado como cardinalidade de um conjunto foi
introduzido por Fritz Grunewald: ele faz um analogo da teoria de niimeros classica onde o
género de uma forma quadrética integral é o conjunto de classes de equivaléncias integrais

de uma forma quadratica integral que sao Z—equivalentes para uma forma dada.

Um grupo é denominado virtualmente livre se tem um subgrupo livre de indice finito.
No trabalho [GZ|, Grunewald e Zalesski usam a teoria de Bass-Serre de grupos agindo
sobre arvores para provar que o género de um grupo virtualmente livre finitamente gerado
G é finito, e mais, é limitado por um namero [(m,n) que depende do posto n do grupo
livre de indice minimal. Segue do Teorema de Stallings que todo grupo virtualmente livre

se decompde como produto livre amalgamado ou HNN-extensao sobre um grupo finito,
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logo segue por Karras, Pietrowsky e Solitar que ele pode ser obtido como uma sequéncia
de produtos livres amalgamados ou HNN-extensoes com grupo base finito. O estudo do
género em grupos que sao produtos livres amalgamados, onde os subgrupos amalgamados
sao finitos, foi objeto de estudo do trabalho |[GZ|, de F. Grunewald e P. Zalesski. Uma
investigacao do mesmo, s6 que para HNN-extensoes com grupo base finito é objeto de

estudo desta tese.

Seja K um grupo finito e f : A — B um isomorfismo entre subgrupos A e B de K.

Defina G := HNN(K, A,t, f) para o grupo dado pela apresentagao:
G = (K,t|rel(K) , f(a) = a',Ya € A).

Observe que como K é um grupo finito, entdo G é um grupo residualmente finito (ver
[RZ| Proposi¢ao 9.4.3). No Capitulo 2 desta tese, estudamos a cardinalidade do género
para HNN-extensoes com grupo base finito com respeito a classe de todos os grupos

virtualmente livres. Em [GZ] Proposicao 8.1, F. Grunewald e P. Zalesski mostraram que:

Teorema 0.1. ([GZ], Proposi¢io 5.1) Sejam G = HNN (K, A,t, f) uma HNN-extensao
com grupo base finito K e H um grupo virtualmente livre tal que G =~ H. Entio H
€ isomorfo a uma HNN-extensao com grupo base isomorfo a K e subgrupo associado

isomorfo a A.

Portanto o calculo do género para HNN-extensoes na classe dos grupos virtualmente
livres pode ser restringido ao calculo na classe de todas as HNN-extensoes com grupo base

finito. Neste trabalho resolvemos os seguintes problemas propostos acima:
PII Encontramos condigbes em G para |g(F,G)| =1,

PII’ Encontramos uma limitagao para a cardinalidade g(F,G),

PIII Construimos exemplos.

Com base no problema PII provamos o seguinte

Teorema 0.2. Seja G = HNN(K,A,t,f), onde f : A — B € um isomorfismo e
Ng(A) e Ng(B) denota a imagem natural de Ng(A) e Ng(B) em Aut(A) e Aut(B)
respectivamente. Entao a cardinalidade do género de G € igual a 1 se uma das sequintes

condigoes abaizo for satisfeita:
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(i) A e B sdo conjugados em K e Aut(A) = Ng(A),

(ii) A e B sio conjugados em K e 7, 0 f € Ng(A), para algum k € K, onde 71, € a

imagem natural de k no grupo de automorfismos internos de K,
(i1i)) A # B tal que A ou B é central em K,
(iv) A e B nao sao conjugados em K e f € Aut(K),
(v) A e B ndo sio conjugados em K e N (A) = Inn(A),

(vi) A e B ndo sio conjugados em K e Ng(B) = Inn(B).

Este Teorema seré provado na Secao 2.3, Teorema 2.29 e também é valido no caso

pro-p, quando consideramos G um grupo residualmente-p, com demonstragao analoga.

Na Secao 2.4 resolvemos o problema PII’. Nosso estudo ¢ dividido em duas partes:
Primeiro encontramos uma limitacao para a cardinalidade do género em HNN-extensoes
onde os subgrupos associados sao iguais (Teorema 2.31) e entdo mostramos que encontrar
tal limitagao no caso em que os subgrupos associados sao conjugados em K é consequéncia
imediata do caso anterior. Na segunda parte, assumimos que os subgrupos associados nao

sao conjugados em K (ver Teorema 2.38).

Finalizamos o Capitulo 2 com o estudo de p-género, i.e. o génerode G = HNN (K, A t, f)
com respeito ao completamento pro-p, assumindo que K é um p-grupo finito. Mais pre-

cisamente, definimos:
9p(F.G) = IsoClasses({H € F | @p &~ ﬁp}),

onde @p é o completamento pro-p de G. Observamos que é necessério considerar a HNN-
extensao GG um grupo residualmente-p, desde que o homomorfismo natural de G no seu
completamento pro-p, @p nao ¢é necessariamente injetivo. Na se¢ao 2.6 resolvemos a versao
pro-p do Problema PIV e calculamos efetivamente a cardinalidade do conjunto g,(F, G)

quando G é residualmente-p. Também mostramos o seguinte

Corolario 0.3. Seja G = HNN (K, A,t, f) onde f : A — B € um isomorfismo entre
subgrupos A e B de K. Suponha A = B en # 0 mod p, onde n = |f|. Seja G; =
HNN (K, A, ty, fi) uma HNN-extensao arbitrdria. Entao (a)p = @p se, e somente se,
G1 =2 HNN(K, A, ts, fo) tal que fo € Ng(A).
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No trabalho [GZ], F. Grunewald e P. Zalesski mostraram a seguinte limitacao para a

cardinalidade do género em amalgamacoes onde os subgrupos amalgamados sao finitos:

Teorema 0.4. ([GZ], Teorema 4.10) Seja G = Gy gy G onde G, Gy sao grupos finitos

e H um subgrupo comum a ambos. Entao existe uma tmersao
Lyt 9(F,G) — Autg,(H) \ No(H)/Autg, (H),

onde overline significa a imagem em Aut(H) e F é a familia de todos os grupos virtual-

mente livres.

Sejam G e G grupos nilpotentes finitamente gerados e H um subgrupo finito comum

a ambos. Considere a familia P de todas as amalgamagoes, isto é:
P ={G *u, G tal que p € Inj(H,G>)},

onde Inj(H,G2) é o conjunto de todas as imersoes de H em G. O Capitulo 3 desta tese

trata do estudo da cardinalidade do género dos grupos GG € P com relacao a familia P.

Durante toda a tese usamos a seguinte notacao. Para um subgrupo A do grupo
K escrevemos Nk (A) para representar o normalizador de A no grupo K e denotamos
por Ng(A) a imagem (pela restricio) de Nx(A) no grupo de automorfismos Aut(A).
Usamos a abreviacao padrao 29 para ¢ 'zg. Dado um elemento ¥ € K denotamos por
T, 0 automorfismo interno induzido por k£ no grupo Inn(K) de todos os automorfismos

internos de K.
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