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Resumo

Neste trabalho, consideramos variedades completas, nao-compactas, satisfazendo alguma
hipétese sobre a curvatura de Ricci radial. Na primeira parte, obtemos algumas estimativas a
priori e também a questao de existéncia para equacoes tipo Yamabe em tais variedades. Como
consequéncia destes resultados, mostramos um teorema de existéncia de métricas conformes
com curvatura escalar dada. Na segunda parte, estudamos algumas familias de desigualdades
cléssicas da andlise. Entre outras coisas, mostramos que uma variedade completa, nao-compacta,
satisfazendo a propriedade do volume duplicado e tal que vale alguma desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg, possui maximo crescimento de volume. Também mostramos que variedades comple-
tas nao compactas com curvatura de Ricci nao negativa e que satisfazem alguma desigualdade
de Log-Sobolev ou de Hardy, com uma constante “préxima”da melhor constante do caso Eucli-

deano, sao difeomorfas a este ultimo.

Palavras-Chave e frases: Equacoes de Yamabe, estimativas a priori e existéncia, variedades
completas, curvatura de Ricci assintéticamente nao-negativa, desigualdades de Gagliardo-Nirenberg,

maximo crescimento de volume, desigualdades de Hardy.
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Abstract

In this work, we consider complete non-compact manifolds, satisfying some hypothesis about
the radial Ricci curvature. In the first part, we obtain some priori estimates and also the question
of existence for Yamabe type equations in such manifolds. As a consequence of these results,
we show a theorem of existence of conformal metrics with scalar curvature given. In the second
part, we study some families of classical inequalities of analysis. Among other things, we show
that a complete non-compact manifold satisfying the doubling volume property and such that
some inequality of Gagliardo-Nirenberg holds, has maximal volume growth. We also show that
non-compact manifolds with non-negative Ricci curvature and satisfying some inequality of
Log-Sobolev or Hardy, with a constant “ close "to the best constant of the Euclidean case are

diffeomorphics to the latter.

keywords and phrases: Yamabe equations, priori estimates and existence, complete mani-
folds, asymptotically non-negative Ricci curvature, Gagliardo-nirenberg inequalities, maximal

volume growth, Hardy inequalities.
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Introducao

Neste trabalho estudamos variedades Riemannianas completas nao-compactas em que, na

maioria dos casos, o tensor de Ricci satisfaz

Ricog) () 2 =(n = 1)G(r(z)) (1)

onde r(x) = dist(z,0) e G : [0, +00) — R satisfaz alguma condigao de regularidade.

No Capitulo 1, apresentamos algumas ferramentas que serao utilizadas no decorrer do tra-
balho, entre elas, aparecendo na se¢ao inicial, o conceito de espacos de Sobolev numa variedade
Riemanniana, alguns teoremas sobre imersoes continuas e compactas envolvendo estes espagcos.
Apesar de quase todos os resultados desta secao serem enunciados sem demonstracao, deixamos
ao leitor interessado, as devidas referéncias para uma pesquisa mais aprofundada. Na secao
seguinte, apresentamos os teoremas de comparacao de Laplace e de comparacao de volume
de Bishop-Gromov com suas respectivas demonstragoes, ja que estes resultados sao utilizados
praticamente em todo o texto.

No Capitulo 2 estudamos o comportamento assintotico bem como a questao da existéncia

de solugoes positivas de equagoes tipo Yamabe, isto é, equacoes da forma
Au+a(x)u —b(x)u® =0, o > 1, (2)

numa variedade Riemanniana completa e nao-compacta. Em biologia, estas equagoes descrevem

o estado estacionario das solugoes da equacao logistica com difusao

ou -
i Au+ a(z)u — b(x)u’.

Neste contexto, u representa a densidade de uma populagao e portanto é assumida nao negativa,
o termo nao linear —b(x)u? significa que a populagao se auto limita, e a funcao a(z) representa

a taxa de natalidade sem auto limitacao.



Em geometria Riemanniana, equagoes deste tipo surgem como equagoes de mudanca da cur-
vatura escalar sob uma deformacao conforme da métrica. Este problema surgiu inicialmente
quando Yamabe ([46]) tentava provar a conjectura de Poincaré: Uma variedade Riemanniana
(M"™,g) compacta e simplesmente conera de dimensio n = 3 é difeomorfa a S3. Para isso,
ele pensou, como um primeiro passo, em exibir uma métrica com curvatura escalar constante.
Considerando métricas conformes, ele provou a seguinte afirmacao “Numa variedade Riemanni-
ana compacta (M™, g), n > 3, existe uma métrica ¢’ conforme a g, tal que a curvatura escalar
correspondente R’ é constante”. Porém, nesta prova de Yamabe, havia uma lacuna que s6 foi
preenchida em trabalhos posteriores (veja [5]). No caso em que R’ ndo é constante, temos o
problema da curvatura escalar prescrita: seja (M™, ¢g) uma variedade Riemanniana completa de
dimensao n > 2. Dada f € C*°(M), existe uma métrica g¢' em M tal que a curvatura escalar R’
de g’ ¢ igual a f?

Este problema foi inteiramente resolvido por Kazdan e Warner para o caso em que M é
compacta ([24, 25, 26, 27]). Vale salientar que como as equagbes sao diferentes para n = 2 e
n > 3, as provas sao diferentes assim como os resultados. Se denotarmos por R a curvatura
escalar de (M™,g), quando n = 2, escrevemos g’ = e'g e o problema é equivalente a encontrar
uma solugao positiva da equacao

Au+ R = fe".

4
Quando n > 3, consideramos a deformagao conforme da métrica g dada por ¢’ = un-2g, e neste

caso, o problema ¢é equivalente a encontrar uma solugao positiva de

4(n—1 n+2
dn—1) )Au—i-Ru:fun—?.

n—2
Para variedades completas nao-compactas, destacamos os trabalhos de Ratto-Rigoli-Véron e
de Rigoli-Zamperlin ([38, 40]) onde os autores mostram alguns resultados de existéncia e nao-

existéncia de métricas conformes, bem como a questao da completude de algumas dessas métricas

para uma classe de variedades cujo tensor de Ricci satisfaz
Ric(ug) (@) = —(n = ) H(1 +r()*)3, § > -2, (3)

No Capitulo 2, generalizamos alguns dos resultados obtidos em ([40]). Na primeira se¢ao, deter-
minamos algumas estimativas & priori para solugdes da equacao (2) e, como aplicacao, utilizamos
estes resultados para alguns casos particulares, afim de determinar a questao da completude de

métricas conformes com curvatura escalar dada. Sobre a questao de existéncia de solucoes, para



o caso Euclideano, Du e Ma ([18, 19]), obtiveram um teorema de existéncia para esta equagao,
resultado este de suma importancia e que serviu de inspiragdo para Rigoli-Zamperlin ([40])
mostrarem um teorema de existéncia para a equacao (2) em variedades Riemannianas comple-
tas nao-compactas com tensor de Ricci satisfazendo (3). Seguindo estas idéias, na ultima segao
apresentamos um teorema de existéncia para variedades satisfazendo a nossa hipotese sobre a
curvatura de Ricci (1).

Como aplicagao, finalizamos o capitulo mostrando um resultado sobre a existéncia de métricas
conformes, com curvatura escalar dada, em alguns casos incompletas, para uma classe de varie-
dades nao-compactas.

No Capitulo 3, mudamos de assunto e passamos a estudar algumas desigualdades tipo
Sobolev, também conhecida na literatura como desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, em va-

riedades Riemannianas, ou seja, desigualdades do tipo

( /M!f!’“dvg>r §C< /M\Vﬂqdvg)" ( /Mrerdvg> )

Vale ressaltar que desta desigualdade obtemos importantes desigualdades na andlise tais como
as desigualdades de Sobolev, Nash e Log-Sobolev. Dentre varios trabalhos relevantes envolvendo
desigualdades cldssicas da anélise, destacamos o de Ledoux ([28]), o qual mostra que variedades
Riemannianas com curvatura de Ricci nao-negativa e que vale alguma desigualdade de Sobolev
com a melhor constante do caso Euclideano, sao isométricas ao R™ ([28]). Em trabalhos posteri-
ores de Xia, Do Carmo-Xia ([43, 17, 44, 45]), estas idéias foram estendidas também para outras

desigualdades, como por exemplo, a desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

1/p 1/2
([ eriupa) " <o ([ el wdtan) e cren,

e aprimoradas, no sentido que, se esta desigualdade ¢é valida numa variedade completa com cur-
vatura de Ricci nao-negativa com a constante “préxima”da melhor constante do caso Euclideano,
entao esta variedade é necessariamente difeomorfa ao espaco Euclideano. Em nosso trabalho,
mostramos que se a desigualdade de Gagliardo-nirenberg é valida numa variedade Riemanniana
completa n-dimensional para alguma constante C' positiva, entao esta constante deve ser maior
ou igual a melhor constante da mesma desigualdade em R™. Em seguida, utilizamos o fato
desta desigualdade ser localmente satisfeita em R™ para mostrarmos sua validade localmente
em qualquer variedade Riemanniana. Mostramos também que uma variedade completa com a

propriedade do volume duplicado, isto é, satisfazendo Va € M, Vol[Bag(x)] < aVol[Bgr(x)],



VR > 0, para algum « > 0, em que vale alguma desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, possui
maximo crescimento de volume, e, como consequéncia, variedades com curvatura seccional nao
negativa satisfazendo tal desigualdade sao difeomorfas ao R™. Finalizamos o capitulo combi-
nando alguns resultados afim de mostrarmos que uma variedade aberta de curvatura de Ricci
nao negativa em que vale a desigualdade de Log-Sobolev, com uma constante apropriada, é
difeomorfa ao espago Euclideano.

Finalmente no Capitulo 4, consideramos variedades Riemannianas nas quais vale alguma

desigualdade do tipo Hardy,

</Mr(:n)w|u\13dvg>’l’ <C (/Mr(:n)o‘q|Vu|qdvg> "V ue CR(M),

neste caso, de modo semelhante ao que fizemos no Capitulo 3, mostramos que se esta desigual-
dade é véalida para alguma constante C' > 0, numa variedade Riemannina, entao C' deve ser maior
ou igual a melhor constante desta desigualdade no caso Euclideano. Em seguida, passamos a

considerar o caso especial em que o = 0, ou seja,

</ r(x)”pu|pdvg> <c </ ]Vu|qdvg> ’ , VueCF(M)
M M

onde mostramos a validade de alguns dos resultados obtidos no Capitulo 3 para a desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg. Desta forma, mostramos que variedades Riemannianas com curvatura
de Ricci nao negativa em que vale alguma desigualdade de Hardy sao difeomorfas e isométricas
ao espaco Euclideano, desde que a constante seja proxima ou igual, respectivamente, a melhor

constante do caso Euclideano.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas ferramentas que serao utilizadas no decorrer do tra-
balho, dentre as quais destacamos alguns teoremas cldssicos em geometria diferencial como os de
comparacao de Laplace e de Bishop-Gromov. Faremos demonstracoes apenas dos resultados que
julgamos relevantes para nossas pretensoes, mas sempre deixando ao leitor as devidas referéncias

para um estudo minuncioso.

1.1 Introducao

Neste trabalho, obtemos alguns resultados validos para uma variedade Riemannina (M™", g)

completa, ndao compacta e cujo tensor de Ricci satisfaz
RiC(M,g) (HE)(X, X) 2 _(n - 1)G(T($))g(X, X)?

para todo x € M e para qualquer X € T, M, que por simplicidade de notacao, escreveremos
apenas

Riciprg) > —(n — 1)G(r(x)).

Aqui, G : [0, +00) — R é uma fun¢ao nao negativa com alguma hipétese adicional que deveremos
impor nos préximos capitulos e r : M — R dada por r(z) = disty(x,0) é a fungao distancia
a partir de um ponto o € M fixado. Os exemplos triviais de tais variedades sdo as chamadas

variedades modelo, ou seja, o espago Euclideano com a métrica dada em coordenadas polar-



geodésicas

ds® = dr® + f(r)%de?
onde f é solucao da seguinte equacao diferencial

J' = G(t)f =0 em (0,00),
F(0) =0, f(0) = 1.

Uma grande quantidade de exemplos e resultados sobre esta classe de variedades pode ser en-

contrada em [22].

1.2 Analise em Variedades Riemannianas

Nesta secao apresentamos algumas definicoes e resultados que nos serdo tteis. Afim de
facilitar a notacdo, vamos utilizar a convencao de Einstein para os somatérios. Seja VFu a
k-ésima derivada covariante da funcao u : M — R, tal que a norma é definida em coordenadas

locais por
[VEul? = gt g (V)i (V) g1y (97) = (935) 7
onde VOu = u, V!u = Vu, ou seja,

0

(Vu)z = &u = 8331

u, (VQ’U,)Z'j = &-ju — anku
Dado k um inteiro nao-negativo e p > 1 real, seja
CL(M) ={ueC®M);Vj=0,--- ,k‘,/ \VIulPdv, < +oo}.
M

Neste caso, quando M é compacta, C’ﬁ(M) = C*°(M) para todo k e para todo p > 1. Para
u € CY (M) seja

k 1
follg =3 ([ 19upa, )
j=0 WM

Definigao 1.2.1 Dada a variedade Riemanniana (M",q), k € N, p > 1 real, o espago de

Sobolev Hy (M) € o completamento de Cy (M) com respeito ¢ norma || - ||H£
Proposicao 1.2.2 Se M é compacta, H;, (M) ndo depende da métrica.

De fato, se M é compacta, todas as métricas sao equivalentes.



Proposicao 1.2.3 Sep > 1, HY (M) é reflexivo.

Proposicao 1.2.4 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana e v : M — R uma fungdo de
lipschitz com suporte compacto. Entdo uw € HY(M) para todo p > 1. Em particular, se M é

compacta, qualquer fungdo de lipschitz pertence ao espago HY (M) para todo p > 1.

Teorema 1.2.5 Dada a variedade Riemanniana (M™,g) completa, o conjunto C5°(M) das

fungdes suaves com suporte compacto em M é denso em HY (M) para todo p > 1.

As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [23, 5].

1.2.1 Imersoes de Sobolev(resultados gerais)

Dados (E,||-||g) e (F,]|| - ||r) dois espagos vetoriais normados com a propriedade de que E é
um subespacgo de F, escrevemos £ C F' e dizemos que a inclusao é continua se existe C' > 0 tal
que para todo x € F,

lz]lr < Cllz||&-

Lema 1.2.6 Seja (M",g) uma wvariedade Riemanniana completa tal que wvale a imersao
Hll(M) - Lﬁ(M) Entao para quaisquer reais 1 < q < p e quaisquer inteiros 0 < m < k tal

1 1 k-
que = - T HY(M) C HE(M).

n
Em outras palavras se vale para a primeira imersao m = 0, ¢ = 1, entao valera para os demais
casos.
Demonstracao do Lema 1.2.6

Faremos aqui uma prova para o caso mais simples em que m = 0, k = 1, isto é, vamos
mostrar que se H{(M) C L7717 (M), entdo para qualquer ¢ € [1,n), H}(M) C LP(M) onde
1/p = 1/q — 1/n. A prova para os demais casos pode ser encontrada em [5], Proposigao 2.11.

Seja C' > 0 tal que para qualquer u € H{ (M), vale

(n—1)/n
([ 1aovas,) ™ <0 [ (9l +luly o,
M M



Sejam ¢ € (1, n), p=ng/(n—q), e u € C§°(M). Escreva ¢ = ju[P("=1D/"_ Pela desigualdade de

Holder obtemos que

(n—1)/n (n—1)/n
(o)™ = (e
M M

< ¢ (vel+lehd

= Cp(n_l)/ u|p/|Vu|dvg+C'/ |u]”(”_1)/”dvg
n M M
-1 ., 1/q 1/q

< C’p(n)(/ |u|pqdvg> </ \Vu|qdvg>
n M M

» 1/q 1/q
+ C </ |ulP? dvg> </ |u|qdvg>
M M

onde 1/¢g+1/¢d =1ep =pn—1)/n—1. Mas p'¢’ = p pois 1/p = 1/q — 1/n. Portanto, para
qualquer u € C§° (M),

([, o) <00 (] g+ (f, o))

Logo o resultado segue por densidade (Teorema 1.2.5). (]
Utilizando os mesmos argumentos desenvolvidos na prova do Lema 1.2.6 podemos mostrar
que existe uma certa “hierarquia”’ nas imersoes de Sobolev, no sentido que, se para algum

€ [1,n), H{(M) C L%(M), entao Hf/(M) C Lnnfqtz’(M) para todo ¢’ € [¢,n). De fato, seja
C > 0 tal que, para qualquer u € H{ (M),

(/M|ulpdvg>’l’ <c <</M\Vuy‘1dug>‘l’ N (/M\uchzfug);)

1/p=1/q—1/n. Dado ¢’ € (g, n), e u € C°(M), seja ¢ = |ulP’ =D/ onde 1/p' = 1/¢' —1/n.

Assim, procedendo como na prova do Lema 1.2.6, obtemos pela desigualdade de Holder que

1 1

()} = ()

IN
Q
/
7 N\
=
<
ASH
<
&

o ([
= C(s+1) ((/M |u|sq|vu|qdvg>3 o (/M e dvg)é)

’
-9 1
7

asq’ qsq’ ’ q
C(s+1) </ |u|q’qdvg> (/ |Vl dvg>
M M
, d~q 1
qsq asq’ / q’
+ C (/ |u|q’—deg> (/ |u|? dvg)
M M

8
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onde s = W—l. Mas
q

1 ¢—q 1 qs¢ _
- — e p .
p aq

Portanto, para qualquer u € C§°(M),

= o ) = ) o
</ |u|p,dvg> "< Pin—a)€ <</ |Vul|? dvg> Rt </ |ul? dvg> ’ )
M nq M M

e novamente a afirmacao segue pelo Teorema 1.2.5.

1.2.2 O Caso Euclideano

Lema 1.2.7 Para toda v € C§°(R"™)

n—1 n
n n 1
(o) <211
R™ 2,:1 n

)

ou
3CCZ'

1
d:1:> .

. Entdo para todo u € H{ (R"),

Como consequéncia deste resultado, obtemos o seguinte

1.1
q n

([ topas)” <2220 ([ wupas)

1
Em particular, para quaisquer reais 1 < g < p e inteiros 0 < m < k tais que — = — — ,
p

HI(R") C H},(R™).

1
Teorema 1.2.8 Seja g € [1,n) real e p tal que — =
p

Demonstracao

Pelo Lema 1.2.7 temos que para toda u € Hi (R™),

n—1
n 1
(/ |u|n1daz> < / |Vuldz.

Deste fato juntamente com o Lema 1.2.6, para quaisquer 1 < ¢ < p reais e quaisquer 0 < m < k
inteiros satisfazendo 1/p = 1/q — (k —m)/n, H(R™) C Hp,(R™). Além disso, por um célculo

analogo ao feito na prova do Lema 1.2.6, podemos mostrar que para qualquer 1 < ¢ < n e

([ tobaa)” <=0 ([ ),

onde 1/p =1/q — 1/n. Isto conclui a prova. O

. —1
Convém observar que a constante %

qualquer u € H{(R™),

dada pelo teorema acima nao é étima conforme

veremos no Capitulo 3.



1.2.3 Imersoes Continuas I

Para variedades compactas, nio é dificil mostrar que vale a imersao H} (M) c L™ =D (M).

Logo podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 1.2.9 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta. Para quaisquer reais
1 1 m-k
1 <gq<p einteiros 0 <m < k tais que — = — — valem as imersoes H(M) C Hp,(M).
q n
1

1
Em particular H{ (M) C LP(M) onde — =
p

Q| =

ﬁ-
Como M é compacta, tem volume finito, assim, para 1 < ¢ < ¢/ temos LI(M) C L7 (M).

Corolério 1.2.10 Seja (M™,g) Uma variedade Riemanniana compacta, q, po Teais tais que

1 1 1
q€[l,n) e —==—=. Entao H}(M) C LP(M) para todo p € [1,po].
Po g n

1.2.4 Imersoes Continuas II

. . 1 m—k
Vamos discutir agora o caso em que — —
q

que H}(R™) C CE(R™), onde

< 0. No caso Euclideano, Sobolev provou

m
CER") = {u € C™(R™); Jullem = Y sup [Dau()| < 400},
=0 TERM
onde a é um multiindice de comprimento |a], isto é,
a=(ay, - ,0k), o =a1+ -+ ag, a; €N.
Dada a variedade Riemanniana compacta (M", g), definimos a norma || - ||cm em C™ (M) por

Iulon = 3 mal (72 o)

Teorema 1.2.11 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta, ¢ > 1, m < k inteiros

KM o H](M) c C™(M).

1
satisfazendo — <
q

Este resultado pode ser melhorado quando envolvemos espagos de Holder. Dada (M", g)

compacta e A € (0, 1), seja C*(M) o conjunto das funcdes continuas para os quais a norma

B lu(z) — u(y)|
luller = maxlu(z)l + max =r

é finita.

Teorema 1.2.12 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana compacta, ¢ > 1, A € (0,1) reais.

1 1-X
Se p < - entdo H{(M) C CMNM).

10



1.2.5 Imersoes Compactas

Dados os espagos vetoriais normados (E, || -||g) e (F,|| - ||r), com E subespaco de F' dizemos
que a imersao de E' em F' é compacta se subconjuntos limitados de (E, || - || g) sdo relativamente
compactos em (F,|| - ||F). Isto significa que sequéncias limitadas em (F, || - ||g) possuem sub-
sequéncias convergentes em (F.|| - ||p). Claramente, se a imersdao de E em F é compacta, é

também continua.

Teorema 1.2.13 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana compacta.

nq
n—mq’
1mersao H]q+m(M) - Hf(M) é compacta. Em particular, para quaisquer reais q € [1,n) ep > 1

1 1 1
tais que — > — — —, a imersao H{(M) C LP(M) é compacta.
p g n

i) Para quaisquer inteiros j > 0 e m > 1 e para quaisquer reais ¢ > 1, 1 < p < a

i) Se ¢ > n, a imersdo H{ (M) C CM(M) é compacta para X € (0,1) tal que (1 — \)n > q.

Em particular, a imersio H{(M) C C°(M) é compacta.

1.3 Teoremas de Comparacao

Na demonstracao dos principais resultados desta secdo vamos precisar do seguinte resultado

de comparagao de Sturm-Liouville (ver [36]).

Lema 1.3.1 Seja G uma fungdo continua em [0, +00) e sejam ¢, ¥ € C1([0,4+00) com ¢, ¢ €

AC((0,+00)) solugoes dos problemas

¢" —Gp <0 q.s. em (0,00), "' — Gy >0 q.s. em (0,00),
$(0) =0, ¥(0) =0, 1'(0) > 0.

Se ¢(r) > 0 parar € (0,T) e ¢'(0) > ¢'(0), entao ¥(r) >0 em (0,T) e

<—ep>¢pem (0,7). (1.1)

ASHESS
<%

Demonstracao
Como ¢'(0) > 0, v > 0 numa vizinhanga de zero. Neste ponto vale observar que se G é

nao-negativa, entao integrando a inequagao diferencial satisfeita por 1) obtemos

() = (0) + /0 " G(s)(s)ds,

de modo que ¥’ > 0 no intervalo onde ¥ > 0, e concluimos que, de fato, 1) > 0 em (0, +00).
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No caso geral em que nao ha nenhuma hipdtese sobre o sinal de G, escrevemos
B =sup{t : ¢ > 0em (0,t)} e 7 = min{3,T}, de modo que ¢ e 1) sdo ambas positivas em
(0,7). A funcao ¥'¢ — 1p¢’ é continua em [0, +00) se anula em r = 0, e satisfaz
(W'¢—¢') =4"dp — " >0,

q.s. em (0,7). Assim, ¢'¢ — ¢’ > 0 em [0,7) e, dividindo esta tltima desigualdade por ¢1)

obtemos que

como

concluimos que de fato
¢(r) <¢(r) em [0, 7).

Como ¢ > 0 em (0,7") por hipétese, devemos ter 7 = T', pois, caso contrério, 7 = 3 < T, e neste
caso, ¢() > 0, enquanto que, por continuidade, () = 0, que é uma contradigao.

O

Utilizando o resultado de comparagao de Sturm-Liouville podemos obter um teorema de

comparacao de solugoes de inequacgoes de Riccati, conforme mostra o croldrio a seguir.

Corolério 1.3.2 Seja G uma fungao continua em [0,400) e sejam g; € AC((0,T;)) solugies
das inequacoes de Riccati
2 2
A+ —aG<0, h+2 —aG>0
o' a
q.s. em (0,T;) satisfazendo a condi¢do assintdtica
@ +
gi(t) = 7 + O(1) quando t — 0,

para algum o > 0. Entao Ty < Ty e g1(t) < ga(t) em (0,T7).

12



Demonstragao

Observando que §; = a~lg; satisfaz as hipéteses com a = 1, sem perda de generalidade,
podemos supor que o = 1.

Observe que a funcao g;(s) — % ¢é limitada e integravel numa vizinhanca de s = 0, e seja

¢; € C1([0,T;)) a funcdo positiva em [0,7}) definida por

o) = texp { [ (ais) ~ Dt}

Entao ¢;(0) =0, ¢ > 0 em (0,T;), ¢; € AC(0,T;) e calculos simples mostram que

Gi(t) = gigi(t), ¢;(0) =

e
/1/ S G¢1 em (0,T1), /2/ 2 G¢2 em (O,TQ).
Pelo Lema 1.3.1 temos que 71 <15 e g1 = % < iQ = g9 em (0,77) como queriamos. O

Estamos agora em condicoes de provar o resultado principal desta secao.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Comparagio de Laplace). Seja (M™,g) uma variedade Rieman-

niana completa com curvatura de Ricci radial satisfazendo
Ric(pr,g) (x)(Vr,Vr) > —(n — 1)G(r(z)) (1.2)

para alguma func¢io G € C°([0,+00)), e seja h € C?([0, +00)) solugcdo do problema

' —Gh >0,
(1.3)
h(0) =0, K(0) =
Entao a desigualdade
Ar(z) < (n— 1)1 @) (1.4)

o)
onde Ar = div(Vr), vale em M\ (cut(o) U{o}).
Demonstracao
Seja Dy = M\cut(o0) e fixe x € Dy. Seja v : [0,]] — M a geodésica minimizante ligando os

pontos o e x parametrizada por comprimento de arco. Vamos escrever

¢(s) = Ar(y(s)), s € (0,1].
Vamos verificar que ¢ satisfaz

i) ¢(s) =

—L + 0(1), quando s — 07,
i) ¢+ 256 < (n—1)G, em (0,1].

13



De fato, (1.5) i) segue do fato que numa vizinhanga de zero, Ar ~ Agn|z|, ou seja

n—1

Ar = + 0(1), quando r — 0.

Para i) vamos utilizar a férmula de Bochner
1 )
SOV = V2P +(V(Af), V) + Rie(Vf, V)

para f = r, assim

0= |V > + (V(Ar),Vr) + Ric(Vr, Vr). (1.6)

Seja {e;}; com e, = 7/(s) um referencial ortonormal em y = 7(s). Como V?r(en,e,) = 0,

temos
n—1
Ary) = > Vir(ese) (1.7)
i=1
1
n—1 2
< vn-—-1 <Z Vzr(ei,ei)2>
i=1
< Vi —11V3r).

Logo, das expressoes (1.7), (1.6) e (1.2) obtemos
(Ar)®

n—1

+ (VAr,Vr) < (n—1)G(r)

que é exatamente a expressao i) de (1.5). Da equagao (1.3) temos que a funcao i = %, satisfaz

Y 41?2 > G em (0,400), ¥(s) = é + O(1) quando s — 0%,
Logo, as fungoes g1 = ¢ e go = (n— 1)1 satisfazem as hipdteses do Corolério 1.3.2, o que conclui
a prova. O
Este resultado também vale no sentido de distribuicées. O leitor interessado podera consultar
a prova deste fato em [39, 36].
O Teorema a seguir é uma espécie de generalizagao do que na literatura conhecemos como
o Teorema de comparacao de volume de Bishop-Gromov. A demonstracdo em sua integra pode

ser encontrada em [36].

Teorema 1.3.4 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa com tensor de Ricci satis-
fazendo

Ricrg)(7) > —(n — 1)G(r(z)) (1.8)
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para alguma funcio G € C°(]0,+00)) ndo-negativa. Seja h € C?%([0,+00)) a solu¢io ndo-

negativa do problema
h'(t) — G(t)h(t) = 0,
h(0) =0, K'(0) =1.
Entao, para quase todo R > 1, a funcao
. vol[0BR(0)] ,

h(R)" € nao — crescente

vol[0BR(0)] < cph(R)" 1

onde ¢, € o volume da esfera unitdria em R™. Além disso,

vol[Br(0)]
JE n(tyn—1tdt

¢ uma fun¢ao nao-crescente em (0, +00).

Demonstragao

Pelo Teorema de comparacao de Laplace, Teorema 1.3.3, temos que

Ar(z) < (n-1) };L/((:((xx))))

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

pontualmente em M\cut(o) e fracamente em toda a variedade M. Assim, para toda

0<peCF(M), Vo)
_ /M (Vr,Vp)dvy < (n—1) /M h(r(2) odvg.

Para qualquer € > 0, considere a funcao corte radial

pe(@) = ne(r(@))h(r(z) "

onde 7. é a fungao linear por partes definida por

;

0 sete€

r);

r sete[r,r+e),

Bt setec|[R—¢R),

[0,
[
ne(t) =< 1 sete€[r+eR—¢),
[
[

0 set € [R,+00).

Logo, temos que

V‘Pe — {_XR;e,R + Xr,;“-i—e . (n B 1) 2’((:((;)))) 776} h(’l“(x))_n—HVT,

15
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para quase todo ponto z € M, onde x;s; ¢ a fungao caracteristica do anel B;(0)\Bs(0). Portanto,

substituindo ¢, em (1.13) e simplificando obtemos

! / h(r(x) " < L / h(r(z) .
€ JBRr(0)\Br—c(0) € JBr4c(0)\Br(0)

Utilizando a férmula da co-drea (veja [10]), podemos deduzir que
1 (" —n+1 L[ —n+1
- vol[0By(0)]h(t) < - vol[0By(0)]h(t)
€ JR—e €Jr

e, fazendo € \ 0,
vol[0BRr(0)] < vol[0By(0)]
AR = ()T

para quase todo 0 < r < R. Fazendo r — 0 e lembrando que da geometria local de M, h(r) ~r

(1.14)

e vol[0B,] ~ c,7"! quando r — 0, onde ¢, é o volume da esfera unitaria em R™, concluimos
que,

vol[dBg(0)] < cah(R)" Y,

para quase todo R > (. Para provarmos a segunda afirmacao do teorema, observe que para

quaisquer funcoes reais f(t) > 0, g(t) > 0,

f(#) Jo f

set — oy ¢ decrescente, entao t — “5— ¢ decrescente.

g( ) fo g
De fato, como f/g é decrescente, se 0 < r < R,

/Orf/TRgz/OrgZ/ngZg((:))/org/fgz/org/fggz/org/er,
/Orf/ORg:/orf/org-k/orf/TRgz/OTf/OTg+/0rg/er:/org/0Rf,

Em particular, aplicando esta observacao a expressao (1.14) e utilizando a férmula da co-érea,

assim

deduzimos que a funcao

vol[ B, (0)]
Jo h(t)n—tdt

como queriamos mostrar. [l

r— ¢é decrescente,

Corolério 1.3.5 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa com tensor de Ricci sa-

+oo
tisfazendo (1.8). Suponhamos que / tG(t)dt = by < +o0. Entdo, para todo R > r > 0,
0

vol[Br(0)]

R\"
< (n—1)bo OB < (n—1)bo n—l‘
vol[B,(0)] — c (r) , vol[dBr(0)] < cne "
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Demonstragao
Seja h € C?(]0,+00)) a solugio ndo-negativa do problema
R"(t) — G(t)h(t) = 0,
h(0) =0, A'(0) = 1.

Vamos considerar também as funcoes ¢, ¢ dadas por

¢( —te@D / fO uG(u duds

Observe que 9(t) < telo sG()ds e fato, escrevendo w(t) = telo sG(s)ds temos que
(¢ — w) = —2G(t)eko G < 0,

Logo, para todo ¢t > 0, (¢ — w)(t) < (¢ — w)(0) = 0.

Por um céalculo simples verificamos que ¢ e v satisfazem as seguintes inequacoes

¢ — G(t)p <0, W — Gty > 0,
$(0)=0, #(0)=1 | ¥(0) =0, ¢/(0) =

Logo, pelo Lema 1.3.1, temos que ¢ < h < 1, ou seja,
t < h(t) < te’

donde obtemos

g/ h(t) " tdt < e D0y > 0.
0

,
n
Desta ultima equacao junto com o Teorema 1.3.4, temos para quaisquer 0 < r < R,

n vol[Bg(0)] vol[By(0)] n
T g JEn(t)n—1at : Jo h(t)»tdt < vollBr (o)l 75

,r.n

vol[Bg(0)]

e o resultado segue da primeira junto com a ultima desigualdade.
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Capitulo 2

Estimativas a Priori e Existéncia

Para Equacoes Tipo Yamabe

Neste capitulo, estudaremos o comportamento assintético e a questao da existéncia de
solucoes positivas de equacoes tipo Yamabe numa variedade Riemanniana completa e nao com-
pacta. Como aplicacao, mostraremos um resultado sobre a existéncia de métricas conformes

para uma classe de variedades nao compactas.

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo sera determinar algumas estimativas a priori e a questao de exis-

téncia de solucoes positivas da equacao
Au+a(z)u —b(z)u®” =0, o > 1, (2.1)

numa variedade Riemanniana (M", g) completa ndo compacta. Iremos supor que o coeficiente
b(x) é nao negativo enquanto que a(x) possivelmente troca de sinal.

Em geometria Riemanniana, equagoes da forma (2.1) surgem como equagoes de mudanga
da curvatura escalar sob uma deformacao conforme da métrica. Em biologia, estas equacgoes

descrevem o estado estacionario das solucgoes da equacao logistica com difusdo (ou difusiva)

% = Au+ a(x)u — b(z)u’.
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Neste 1ltimo contexto, u representa a densidade de uma populagao e portanto é assumida nao
negativa, o termo nao linear —b(z)u’ significa que a populagao se auto limita, e a fungao a(x)
representa a taxa de natalidade sem auto limitacao.
No contexto Euclideano, G. A. Afrouzi e K. J. Brown [1], estudaram o seguinte caso especial
de (2.1)
Au + Ah(z)u — u?] = 0 em R,

onde o parametro positivo A > 0 é o inverso da taxa de difusdo, e h(z) é um coeficiente que
troca de sinal e que representa a taxa de natalidade da populacao. Seus resultados descrevem a
interacao entre a difusao e a taxa de natalidade, e mostram que se a difusao é suficientemente
pequena, solucoes podem existir mesmo se a é predominantemente negativa, enquanto que se
a difusao é grande, entao solucbes existem somente se a taxa de natalidade é suficintemente
grande.

Para mais detalhes sobre estes exemplos, o leitor interessado podera consultar os seguintes
trabalhos [24, 38, 18, 19, 37, 1, 3].

Lembrando que p : M — R é a fungdo distancia em M definida por p(z) = dist(a,4) (7, 0),
onde 0 € M é um ponto fixado, e vamos denotar por Br(p) a bola geodésica de centro p e raio
R.

Dada uma funcdo monétona (nao-constante) f :  C R — R vamos definir a fungao Ay por

1 se f é nao-decrescente
Af =

—1 se f é nao-crescente.

2.2 Estimativas a Priori

Nesta secao iremos estudar o comportamento assintético das solugoes da equagao (2.1) para
uma classe de variedades. Vamos considerar G, H funcoes positivas ambas nao-decrescentes ou

nao-crescentes definidas em [0, +00) e 1) monétona definida em [R,+00) para algum R >> 1

satisfazendo
. G(t(1 + \ge))
Ly =1 s T o oo, 2.2
I ) < T 22
1
Lo =1 2.3
2 = lmsup g g < T (2:3)
e

v =0 (v (Ht&p)) Lt oo (2.4
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para algum € € (0, 1).

O teorema abaixo generaliza as idéias de Rigoli-Zamperlin [40].

Teorema 2.2.1 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa com o tensor de Ricci sa-
tisfazendo

Ricyrg)(z) > —(n — 1)G(r(x)). (2.5)
Sejam a(x), b(z) € CO(M) com b(z) >0 em M tais que

a(xz) > H(r(x)), r(x) >> 1. (2.6)

com as fungoes G e H satisfazendo (2.2) e (2.3) para

2

n €
L < Lo < ——n—.
1_(n—i—l)(n—l)26 2_Sn(n-i-l)
Além disso, suponhamos que
fminf 2y (r(2)) > 0, (2.7)

1 satisfazendo (2.4). Nessas condigdes, qualquer solucdo u € C*(M) positiva de
Au+a(z)u —b(z)u® <0, o>1, (2.8)
satisfaz

1

u(z) = Cp(r(z)) o1,
para alguma constante C > 0 e r(z) >> 1.

Demonstracao
Fixe ¢ € M, tal que r(q) >> 1 e vamos definir p(x) = dist (/) (7, q). Fixe T'> 0 e consideremos

em Br(q) a funcao o
72—

Observamos que quando z — 9Br(q), F(x) — +o0o e F(z) > 0 em Br(q), de modo que F

F(z) =

(2.9)

assume valor minimo absoluto em Z € Br(gq). Pelo Argumento de Calabi [8], podemos supor

que p é suave numa vizinhanca de z, donde deduzimos
(1) VlegF(z)=0 (1) Alog F(z) > 0. (2.10)
Da equacao (i) de (2.10) obtemos

Vu , _

(2.11)



Do mesmo modo, (ii) de (2.10) junto com (2.11) nos da em z

2 2

A
i+ 1) pr > 0. (2.12)

Au p
=" _ 4 1)—"rr
o n(n+1) 72— 22

Vamos estimar Ap?. Para tanto, observamos que em Br(q)

r(q) =T <r(z) <r(qg) +T.

Logo,
G(r(z)) < G(r(g) + AcT),

donde conclufmos que em Br(q)
Ricyrg) > —(n—1)2°
onde Z% = G(r(q) + A\¢T). Temos que
Ap? =2(1+ pAp)
e pelo Teorema de comparagao de Laplace (veja [22])

Ap < (n—1)=(p),
f
onde f é solucao da equacao f” — Z2f =0, f(0) =0, f/(0) = 1. Assim
Ap < (n—1)Z coth(Zp),
e por um célculo simples, obtemos

Ap®> <2[n+ (n—1)Zp] em Br(q). (2.13)

Como u > 0 é solucao de (2.8), juntamente com (2.12), obtemos

2(z 2(z u
dn(n + 1)[172[1222%)]2 —(n+ 1)T2A_pp(2()j) < % < b(@)u’ ! — a(z)
Desta equagao, e de (2.13) segue que
e a@) [ k) @) 2Ant D) (it (0= D)Zp(@)
N e R e e =7

Como  é o ponto de minimo de F' em Br(q) temos Vy € Br(q)
T2 = 2@ uly) > [T - )] (@),
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Em particular, para y = ¢, obtemos

|+ dnn+1)  p*(z) 2(n+1) (n+ (n—1)Zp(z)) }
a(z) [T?—=p*2)?  a(2) T2 — p*(z) '

o o1 < (@)
u(q) lzu(l‘) 1217@){

(2.14)

Afim de estimarmos a expressao entre chaves de (2.14), vamos considerar

1 2n(n+1) ¢ 2(n+1) (n—1)2t
TO=53""GF @=PR  o@) -0

1 2n(n+1) 2 2n(n +1)
g(t) = 9 + a(z) [T? — 2] B a(z)(T? — t2)

em [0,7). Temos que a parabola

_ 2n(n—|—1)y2_ 2(n — 1)(n+1)Zy+1

YT @ a(z) 2

atinge seu valor minimo em
1 (n+1)(n—1)% 22

2 2n a(x)

1 2n(n+1)

Para g(t), temos que g(0) = 3 a@TT e tEI:I{l_ g(t) = 4o00. Além disso,

, 8n(n +1 3
g(t) = Ez(i:—i)_ ) (12 t_ 12)3 > 0.

Logo, g é nao decrescente e g = ¢(0) é o valor minimo de g em Br(q). Voltando a (2.14),

obtemos
o1 3 (n+1)(n—1)2% 22 ~ 2n(n+1)
wa)” 2 55 {1 o a@)  a@)1 } ' (2.15)

Escolhendo agora T' = er(q), temos para todo = € Br(q)

r(g)(1 =€) <r(x) <r(g)(1 +e).

De (2.6), temos que
a(x) = H(r(q)(1 — Ame)) (2.16)
Va € Br(q). Denotando por ®(Z) a expressao entre chaves de (2.15), obtemos

(n+1D)(n-1)*G(r(9)(1 +Xge))  2n(n+1)

o(z)=1- 2n a(x) ~a(z)er(g)? (2.17)
Logo de (2.16) obtemos que
_ _(n+1)(n— 1)2 G(r(q)(1+ Age)) B 2n(n+1)
P T B ) B0 ) @ra

292



E portanto, de (2.2) e (2.3), podemos supor, escolhendo Ry > 0 suficientemente grande, tal que

1
para todo ¢ com r(q) > Ry, tenhamos ®(z) > 1 Assim

u(q)” " = iz((g
ou ainda L R
o () ()
Portanto

De fato, se isto nao for verdade, teremos uma sequéncia (yx) C M com r(yi) — o0, satisfazendo

lim  (r(ys)) min Z‘Ez) =0, (2.18)

i
F(ge)—-+oc Br, ()

~—

T, = er(ye). Seja (2¢) C Br, (ye) tal que

~—
Q
—~
N
G
N

i a(z _

in .
By, (yx) b(z)  b(zk)

Deste modo temos que (2.18) é equivalente a

) a(zy)
r(ykl)lgl+oo¢(7“(yk)) b)) 0. (2.19)

Da hipétese (2.4) temos que existe ¢y > 0 tal que

o) < v (155

€ Ccomo

r(yk)(1 =€) < r(z) < r(ye)(1 +¢)

obtemos




Passando ao limite quando 7(yx) — 400, e neste caso r(zx) — +00, obtemos

(k)
(2k)

o que é um absurdo, pois contradiz (2.7). O

S

<0

lim  ¥(r(zk))

r(zk)——+o00

S

A seguir, faremos uma importante aplicacao deste resultado. Para tanto, vamos supor que

H(t) = Hot*, o > —2, t >> 1. Suponhamos também que

. G(t) nH() 1—c¢ led
| < 2.2
PSP e S iy (- 12 <1+e> (2:20)

para algum € € (0,1) conveniente. Se @ = —2 vamos supor ainda que

1 2
H028n(n+1)( +6> .
€

Nessas condicoes, é facil ver que G, H satisfazem as hipdteses do Teorema 2.2.1, e como con-

sequéncia, temos a seguinte

Proposigao 2.2.2 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana completa de dimensdo n > 3 com
o tensor de Ricci satisfazendo Ric(yrg)(z) > —(n—1)G(r(x)), onde G satisfaz (2.20). Suponha

que a curvatura escalar s(x) satisfaz

s(z) < —Hopr(x)*, r(z) >> 1. (2.21)
Seja K(x) € C*(M), K(x) < 0, satisfazendo

K(z) > —Br(z)*™log? r(z) (2.22)

para r(x) >> 1 e alguma constante B > 0. Entdo qualquer deformagdo conforme de g a uma

nova métrica de curvatura escalar K(x) é completa.

Demonstragao
4 , N _ .
Se g, = un—2g é uma deformagao conforme de g com curvatura escalar K (z) entdo u > 0 satisfaz

a equacao de Yamabe

4n—1 n
MAu — s(z)u+ K(av)unig =0
n—2
Portanto u é solucao de
Au+ (—s(@))u — (K (z))ui=? < 0. (2.23)
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Aqui a(z) = —s(x), b(z) = —K(z). Se ¢(r) = rlog?r, temos que v satisfaz as hipéteses do

Teorema 2.2.1 para qualquer € € (0,1) e

U (o)) >

() = Br(z)2tlog? r(x)

Logo, pelo Teorema 2.2.1, existe C' > 0 tal que

r(z)? log? r(x) = )

2—n

u(z) > Cfr(z)*log? r(x)) ©

para todo x tal que r(x) > Ry para algum Ry >> 1. Sejan : [0, +00) — M uma curva divergente
parametrizada pelo comprimento de arco partindo de o. Denotando por [,,(n) o comprimento

de n na métrica g, e levando em conta que r(n(s)) < s, obtemos
e ANV
bu(n) = /O gu(n', )2 ds

+o0o 9 1
- A w2 (5(s))g( ') ds

Ry 1 oo L
-A wwm@mwww@+ﬂ w7 (5(s))g (') s
+oo ds
> %Aorwmmwm»
>

too g
Co / >

R, slogs
= Cploglog SIE(‘J’O = +o0.

O
De modo semelhante ao Teorema 2.2.1, podemos obter uma estimativa para as solugoes da
inequacao

Au+a(z)u —b(x)u’ >0, o> 1. (2.24)

Considere as funcoes G, H satisfazendo as propriedades (2.2) e (2.3) e sejam w, v, fungoes

monotonas, definidas em [Ry, +00) para algum Ry >> 1, com as seguintes propriedades

) (i) moem. i) v(h) mow. 1o, 22)

para algum 0 < e < 1.

O préximo resultado estende as idéias de Rigoli-Setti-Pigola [39] (pg 40).

Teorema 2.2.3 Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa (ndo-compacta), com ten-
sor de Ricci satisfazendo

Ricrg)(7) > —(n —1)G(r(z)). (2.26)
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Suponhamos que

1¢) limin blz) )
w(r(@)) < teo, i) fimint 50 @) Hirie))?

onde w, satisfazem (2.25), G, H satisfazem (2.2) e (2.3), a(z), b(z) € CO°(M). Seu € C*(M)

i) limsup a+(2)

" b > 0, (2.27)
r(x)—4o0

¢ qualquer solugdo ndo-negativa de (2.24), entdo

u(w) < C (w(r(@) 77 +(r(@))"77) (2:28)
para alguma constante C > 0 e r(x) >> 1.

Demonstracao

A demonstragao segue as idéias utilizadas na prova do Teorema 2.2.1. Seja ¢ € M tal que
7(q) >> 1 e considere a funcio p(z) = dist (s 4) (7, q). Fixado T' > 0, vamos considerar a funcao
continua

F(z) = [T? - p*(2)]*u(z), >0, (2.29)

onde v € C?(M) é uma solugdo nio-negativa qualquer de (2.24). Observe que
Floy(q = 0. Se u = 0 em Br(q) entdo temos a validade de (2.28). Caso contrério, F' as-
sume valor maximo (absoluto) positivo em Z € Br(q). Em particular u(z) > 0. Utilizando um

argumento de Calabi [8], podemos supor que p é suave numa vizinhanga de z. Entao
i) Vdlog F(z) = 0; ii) Alog F(z) <O0. (2.30)

Da expressao i) de (2.30), obtemos em T

Vu pVp
— =2 . 2.31
R s (2.31)
Do mesmo modo que de i) junto com (2.31) nos dd em Z
Ay p? Ap?
0>——-4 1 — 2.32
=L §(€+ )(T2 _p2)2 ETQ _p2 ( )

Como Br(q) é compacta, Existe uma constante Z > 0 tal que
Ricipg) > —(n—1)Z2, em Br(q), asaber Z? = G(r(q)+AgT). Pelo Teorema de comparacio

de Laplace, podemos deduzir que
Ap® < 2[n+ (n—1)Zp] em Br(q). (2.33)

Inserindo (2.24) e (2.33) em (2.32) obtemos em

1)77
u< {b} {a+ HAEH ) N PR (2.34)
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Recordando a propriedade

(v 4+ w)" < AW+ w"), v, w > 0, vélida para qualquer 7 > 0 fixo, onde ¢ = ¢(n), desta

propriedade com 1 = obtemos em T
o —

1
. 1) 71 P> n+(n—12Zp)°1"

< 2{“1}“ 2] . 2.35

u<e (g LG (T2—p2)2+ T2 2 (2.35)

Como F(z) > F(y), Vy € Br(q) e em particular para y = ¢, deduzimos que
1 711  Z\71
C{b e {b} {T2+T}
1 1
ay |7t 1 Z =
< ¢ max — +¢*{ min b {2 + } (2.36)
Br(q) b Br(a) = T

onde a constante ¢ foi mantida por um abuso de notacdo. De (2.2) temos que existe ¢; > 0 tal

IN

u(q)

A

que G(t(1+ )\Ge))% < H1 - )\He))%. Fazendo T = er(q) e usando (2.3) obtemos

1z 1 G(r(q)(1+ Age))?
ﬁ—'_f - 627”((])2+ er(q)

L aH(r(g)(1 - Age)?
r(q)? er(q)

_ Hv@u—xm»%{ L +q}

IN

€2

r(q)

H(r(q)(1 — Myre))?

= (2.37)

< o

para alguma constante ca > 0. Como 1 é monétona, segue de (2.27) ii) que para todo x € Br(q)

ba) = %wwmggymna
s o Y@= A Hr(g) (1= o))
- rlg)1+0)
H(r(q)(1 —Ane))?

= C4¢(T(Q)(1 - )‘we)) ’I”(Q)

Logo,

min b 2 cap(r(g)(1 = Ave)) r(q)

Por outro lado, (2.27) i) nos da

(2.38)

a4 () Cs
b(x)

IN

IN

w(r(g)(1 = Awe))
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para alguma constante c¢5 > 0 e para todo « € Br(q). Logo,

a4 Cs
max — < . 2.39
B S (@~ 0) (2:39)

Inserindo (2.37), (2.38) e (2.39) juntamente com a hipétese (2.25) em (2.36), obtemos

u(g) < @ {lr(@)(1 =) 7T+ U(r(a) (1~ de)) T
< (@) ™ + () 7}

para alguma constante apropriada C' > 0 independente de g, como queriamos. O

Como aplicacao do presente Teorema, vamos considerar o caso em que

G(t
lim sup tE’) < 400, a> —2. (2.40)

t—-+00
Considerando H(t) = Hot®, Hy > 0, t >> 1, é facil ver que G e H satisfazem as condigoes
(2.2) e (2.3) para qualquer € € (0,1). Apresentamos o seguinte resultado que nos dé uma
condigao suficiente para que qualquer métrica conforme g, com curvatura escalar K(z) seja

geodesicamente incompleta.

Proposicao 2.2.4 Seja (M"™,g) uma variedade Riemanniana completa, nao-compacta, n > 3,

com curvatura escalar s(x) e tal que o tensor de Ricci satisfaz
RiC(M,g) ($) > _(n - 1)G(T(l‘)),
com G satisfazendo (2.40). Seja K € C*(M), K(x) <0 tal que

K(z) < —k*r(z)*T*(log r(z))20+m (2.41)

onde k,n sao constantes positivas. Entdo, qualquer deformacdo g, de g com curvatura escalar

K(z) € incompleta.

Demonstragao
Vamos considerar w(t) = ¢1t2(log ¢)2H1) | () = ot*+ 2 (logt)24M. E claro que estas funcoes
4

satisfazem (2.25) para todo 0 < € < 1. Se K(x) é a curvatura escalar da métrica g, = un—=2g

entao u > 0 é solucao da equacao de Yamabe

AH(—zﬁ)u_ (—ﬁy) Wi 0,

E facil ver que as funcgoes




satisfazem as hipéteses do Teorema 2.2.3, e portanto,

u(@) < A {(err(@)(1ogr(@) X D) T + (cor(w)*E (log r()) 20 H) 5 |

2—n

< & {(er(@)0g () 210) T + (car()2(log () 20) 5 () 1435 )

< O {r(x)(logr(z))+1} = (2.42)

para alguma constante C' > 0 apropriada. Seja y(r) um raio (p.c.a.), partindo de o € M. Como
(M, g) é completa, temos que «y é uma curva divergente. Vamos mostrar que 7 tem comprimento

finito com respeito a métrica g,. De fato,

too ;2
(y) = /0 u(y ) dr

= [Ty [ ey

Ry
Foo dr

< A4+C —_—
= AFC L Tlogr)i

=AY i
B nlog" Ry

Ro 9
onde A = / u(y(r))»—2dr < 400, o que conclui a demonstragao. O
0

2.3 Existéncia de Solugoes

Trataremos agora da questao de existéncia para o problema

1) Au+alz)u—blz)u” =0, o>1,
) (@)~ b(a) o)
it) u>0 em M

impondo algumas hipé6teses aos coeficientes a(x) e b(x). Iniciaremos com algumas definigoes
introdutodrias que nos serao 1teis posteriormente.

Seja L = A+a(x), a € C°(M) e  um subconjunto (limitado) aberto e ndo vazio de M com
fronteira suave 9. O primeiro autovalor \;(€2) do operador L em 2 é dado pela caracterizagao

variacional
2 2
o Jo V9P —ala)o
Jad

A ()
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onde o infimo ¢ tomado sobre todas as fungoes ¢ € C§°(£2), ¢ # 0. Da teoria de andlise funcional

sabemos que existe uma unica autofuncao v definida em §2, tal que

Av+a(@)v+ A (Qv=0 em
v>0 em

v=0 em Of.

Para um subconjunto limitado arbitrario S de M definimos o primeiro autovalor A(S) por

um processo de exaustao.

Definigao 2.3.1 Seja S C M um subconjunto limitado arbitrario de M. O primeiro autovalor

do operador L em S € definido por
A (S) = sup AT (), (2.44)
onde o supremo € tomado sobre todos os abertos ) com fronteira suave tais que S C €.

O préximo lema serd util na demonstracao do teorema de existéncia que apresentaremos

posteriormente.

Lema 2.3.2 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa com o tensor de Ricci satis-
Jazendo Ric(pp g (Vr,Vr)(z) > —(n — 1)G(r(z)), em M\{o,cut(0)}, onde G € C*([0,+00)).
Nessas condigcoes, se

!
lim inf ¢ (tz > —00, (2.45)
t—-+o0 G(t)5

entao

VI

Ar(z) < (n—1)DoG(r(x))2, r(xz)>>1 (2.46)

para alguma constante Dy > 0.

Demonstracao

Pelo Teorema de comparagao de Laplace, temos que

Ar < (n—1) ‘f;,((:)), (2.47)

onde f é solucao da equacao diferencial ordinaria

f =G f=0, f(0)=0, f(0)=1.



Considere a funcao h : R — R™ definida por

1

hit) = DG(0)2

(P I3 0 ds _qy (2.48)

onde D > 0 é uma constante. Nessas condigoes temos que

1
h/(t) _ G(t)i 6ng G(s)%ds
G(0)z
donde h(0) = 0, A/(0) = 1. Além disso,
1
D [l G(s)2ds !
py = G L&t pl (2.49)
G(0)z 2G(1):

De (2.45) temos que, a expressdao entre chaves de (2.49) fica maior ou igual a H? > 1 para D
suficientemente grande, se necessdrio. Assim

h/l (t)
h(t)

)
0

e pelo Teorema de comparacao de Sturm-Liouville obtemos que

> G(t)

1
D fot G(s)2ds

/ /
foh < DyG(1)?

N[

<" _ paw
f —h D fiG(s)ds _

para t >> 1 e Dy suficientemente grande. Desta tltima desigualdade junto com (2.47) obtemos
(2.46). ([
A seguir enunciamos um teorema que serd crucial na demonstracao do principal resultado

deste capitulo, que trata da existéncia de soluc¢oes do problema (2.43).

Teorema 2.3.3 (Pigola, Rigoli, Setti, [37]). Sejam a(z), b(z) € C’IOO;\(M) para algum 0 < A <1
e suponha que b(x) > 0 e que o conjunto By = b=1(0) ¢ limitado. Além disso suponha que
M(By) > 0. Seu_ € CONHL (M), u— >0, u_ # 0, é uma subsolucdo global de (2.43), entio

(2.48) possui uma solu¢io C? mdrima positiva.

Lembrando que uma solugao u positiva de (2.43) é dita mdxima se, para qualquer outra
solucao positiva v, tem-se v < u em M.

Para a demonstracdao do Teorema 2.3.3 vamos precisar do seguinte teorema de Li-Tam-Yang
[31], o qual estabelece a seguinte relagao entre o primeiro autovalor do conjunto onde b(x) se

anula e a existéncia de uma supersolugao nao trivial de (2.1).
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Teorema 2.3.4 Sejam a(x) e b(x) fungoes Hélder continuas em M com b(x) > 0 em M, e
seja Sp = b=1(0). Seja Q um dominio aberto e limitado em M, e seja L = A + a(x). Se a
equacdo (2.1) possui uma supersolucio positiva em €2, entdo \F (2N Sp) > 0. Reciprocamente,

se A (Q N Sy) > 0 entdo (2.1) possui uma supersolucdo positiva em Q.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [31].
Demonstragao do Teorema 2.3.3

Seja Dy uma exaustao crescente de M por dominios abertos com fronteira suave, isto é,
M = \UDy, Dy C Dy,1, tais que Sg C D C Dy C Dyyq para todo k. Fixe k& € N. Como

)\f(So) > 0, pelo Teorema 2.3.4 existe uma funcao positiva v de classe C? satisfazendo
Av+a(x)v —b(z)v? <0 em Dyyg.

Como Dy, é pré-compacto em Dy 1, temos que infp, v > 0 e como u_ é limitada em Dy, dado

n > maxp, u_, existe C' > 0 suficintemente grande de modo que a funcao v; = Cv satisfaz

Avg + a(x)vy < b(x)vy em Dy
vy >N > maxp u— em 0Dy,

vy > u_ em Dy.

Pelo esquema da iteragao mondtona obtemos uma solugao ug, , do problema de valor de contorno

Au+a(z)u —bx)u® = 0 em Dy (2.50)
u = mn sobre O0Dy.
Vamos mostrar que a sequéncia {uj,} é uniformemente limitada com respeito a n € N em
subconjuntos compactos de Dy.
Suponhamos inicialmente que K é um subconjunto compacto de Dy que nao intercepta
Sp. Logo podemos determinar uma constante positiva by e um numero finito de bolas abertas

disjuntas B; que cobrem K tal que b(z) > by em cada B;. Aplicando o Lema 2.6 de [39],

deduzimos que existe uma constante C7 = C1(K) > 0 tal que
Upn(z) < C1 Vo e K, Vn. (2.51)

A seguir vamos mostrar que uz, ,, ¢ uniformente limitada numa vizinhanca de Sy. Da definicao

de A(Sp) temos que existem abertos Q e €, com fronteiras suaves, tais que

QCcQC Y CDge () >0.
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Observe que 9€) é um subconjunto compacto de Dy que nao intercepta Sy, logo, existe uma
constante positiva Cy tal que uy, < Cy em 0. A seguir, seja ¢ uma autofuncao positiva de L
associada ao autovalor AlL(Q’) > 0. Como ¢ é positiva em /, temos que existe v > 0 tal que
¢ > v em ) e como consequéncia, existe uma constante positiva c tal que c¢ > Cy em €.

Observe que

A(eg) + a(@)(cd) = —AT () (cg) <0,

enquanto que

Auk,n + a(l‘)uk,n = b(x)ug,n >0

em €, e up, < Cy < co em 0.

Vamos mostrar que ug, < c¢ em (2. De fato, suponhamos por contradicao que
ugn(x) > co(x) para algum x € Q. Vamos definir A = {z € Q' : wug, —cp > 0}. Entéo
A é nao vazio e A C Q, e deduzimos que a funcio w = Uj n — C¢ atinge um maximo positivo em

A. Por outo lado, w satisfaz

Aw+a(z)w > 0 em A
w = 0 sobre 0A,

e como a funcao % possui méximo nao negativo em A, pelo principio do maximo generalizado,
esta funcao deve ser constante em A, mas % = 0 em 0A donde concluimos que % =0em A,
isto é, w =0 em A o que é uma contradigao.

Assim uy , < cp < C3 em Q) e portanto, segue facilmente que ug,n € uniformemente limitada
em subconjuntos compactos de Dy.

Por um resultado sobre estimativa interior para operadores elipticos, temos que existe uma

subsequéncia de uy, que converge em C’foc a uma solugao ug° de

Au+a(z)u —b(z)u® = 0 em Dy
u = oo sobre JDj.

Vamos considerar a sequéncia {up°}. Pela Proposicao 2.2 em [37] e utilizando um argumento

de exaustao, podemos verificar que
up? > u_ > 0eupyy <upd em Dj,.

Como {uj°} é mondtona nao-crescente, temos que esta converge a uma fungdo u que é

solugao de (2.1) e satisfaz u > u— > 0, u— # 0 em M. Se u; é outra solucao positiva de (2.1)
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em M, entdo, pela Proposi¢do 2.2 de [37], u1 < up® Vk, e portanto, u; < u provando assim a
maximalidade de uw. Finalmente, u é estritamente positiva pois, caso contrario, esta atinge um
minimo zero, e pelo principio do minimo (ver [21] pdg 35), u = 0 e portanto u— = 0 o que
contraria a nossa hipodtese. [l

No proximo resultado, iremos supor que
G(t) =O(H(t)), t — +o0. (2.52)

Além disso vamos considerar F' € C2([0, +00)), crescente, satisfazendo

im & = lim & —
O O (020 (2.53)
lim H(t)F() 7 > 1, (2.54)

para algum & < 1% < 0.

o

Apresentamos agora o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.3.5 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa, com tensor de Ricci sa-
tisfazendo
Ric(My)(x) > —(n—1)G(r(x)) (2.55)
em M\Bg(0), para algum R > 0, G satisfazendo (2.52) e (2.45). Sejam a(x), b(x) € CON(M)
para algum 0 < XA < 1 e suponha que b(x) > 0 € estritamente positivo fora da bola Br. Seja
By = b"1(0) e suponha que
M(By) >0 (2.56)

(1) a(z) = H(r(x)), (i1) b(z) < F(r(z)) (2.57)

em M\Bpr, onde H, F satisfazem (2.53) e (2.54). Além disso, seja

T =infrAr (2.58)
Br
e suponhamos que
a(x) >ap>0se 7 < —1 (2.59)

em Bg. Entdo o problema (2.43) admite uma solu¢do C? positiva mdxima em M.
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Demonstragao
Pelo Teorema 2.3.3 basta construirmos uma subsolucao global u_ em M nao negativa e nao
identicamente nula. Para tanto, vamos construir inicialmente uma subsolu¢ao definida em Bpg.

Vamos construir uma subsolugao radial v da forma v(z) = v(r(z)) com 7 : [0, R] — RT satis-

fazendo
1" / A B
+ Ary + Ay —B~? >0
v Y + Ay — By (2:60)
v>0, 7(0)=0,
onde
A=min(a(z) e B=max(b(x)) >0
Br Br
Defina
A(r) = 0™ (2.61)
com g, n > 0 constantes a serem determinadas. Temos que
v (r) = 290mret”
e
7" = 2y0me™ 1 + 2.
Logo, v é uma solugao de (2.60) se, e sé se,
N+ Ary = 2ygne™ {1+ 2r? + rAr}
> B('yoeWTQ)U — Aryge™”. (2.62)
A desigualdade (2.62) é equivalente a
2n{1 + 20 + rAr} > B('yge"TQ)"_l — A (2.63)
Observe que
2n{1 + 2nr® + rAr} > 2n{1 +7}.
Se 7 > —1, temos que existem 7y e 7 convenientes satisfazendo
{147} > By )1 — A (2.64)

e portanto, vale a desigualdade (2.63). Se 7 < —1, de (2.59) segue que

A =infa(x) > ag > 0.
Br
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Logo podemos escolher g e 7 de modo conveniente afim de satisfazer (2.64) e portanto (2.63).
O préximo passo serd construir uma subsolu¢ao em M\ Br. Lembrando das hipdteses sobre G
que juntamente com o Lema 2.3.2 e (2.57), temos que uma fungao w nao-negativa, nao-crescente

em [R,+00) satisfazendo
W'+ C(n— V)H(r)2w + Hr)w — F(r)u® >0 (2.65)

para alguma constante C' > 0 conveniente, dd origem a uma subsolucdo w_(z) = w(r(x)) de

(2.43) em M\ Bpg. Vamos procurar por uma solugao da forma

w=(u+ Fr)f, €< = <0, (2.66)

onde i > 0 é uma constante positiva e suficientemente grande. Vamos mostrar que w(r) escolhida

desta forma é uma solugao de (2.65). Temos que

w' =&(p+ F(r)S ' F'(r) <0

w” = &€ = 1)(p+ F(r) 2 (F' (1) + E(u+ F(r)  F"(r).

Vamos definir

Hy(r) = w'+C(n—1D)H(r)zw + Hr)w
= LE=D(p+F@) 2(F'(r)* +&p+ Fr) F(r) (2.67)

+C(n— VH(r)2€(u + F(r)S F'(r) + H(r)(u + F(r))¢

A expressdo acima pode ser reescrita como

- §e—1) (F'(r)? & F'(r)
Hw(T) = H(T)(N‘FF(T))E[ H(T) (H+F(r))2 + H(r)u—i—F(T)
C(n—1¢) F'(r

H(r)z p+F

(2.68)

+ =)
Da hipétese (2.53), segue que

Hy(r) = H(r)(p+ F(r))* quando 7 — 400 e Hy(r) > 0 em [R, +00)

para p suficientemente grande, se necessario. Deste modo temos que w é uma subsolucao (para
r >>1) se, e so se,

H(r)(u+ F(r))* 2 F(r)(p+ F(r)®,

36



ou seja

H(r)(p+ F@)S0 =9 F(r)~t > 1, parar >> 1.

(2.69)

que é vélida pela hipdtese (2.54). Portanto, w satisfaz (2.65) em [R, +00) a menos da escolha de

1 > 0 suficientemente grande. Para finalizar a prova, iremos “colar” as solugbes obtidas acima

afim de obtermos uma subsolucao global. Se v € C?(M) é uma funcao positiva, definimos

by = u 7 {Au+ a(z)u}.

Observe que para qualquer A > 0,
by = N7,

Também temos que u é uma subsolucao de (2.43) se, e somente se,
bu(z) > b(z), em M.

Como By CC Bg, podemos escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que
b(x) >0 em M\Bg_..

Seja u; € C?(M) uma funcio positiva tal que

v(x) sex € Br—.

w_(z) sex € M\Bg.

up(z) =

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

De (2.73), (2.74) e pelo fato de by, |ap,_, > 0, podemos supor que b,, > by > 0 em M\Bg_.

para alguma constante by a menos da escolha de ¢ suficientemente pequeno. Logo, para algum

A suficientemente pequeno, temos
A=, >bem M\Bg_.

portanto, u_ := Auq satisfaz

by_(x) > b(x) em M\Bg_.

Logo, u_(z) é uma subsolugao global de (2.43), com u_ # 0.

Exemplo:

G(t) = O(t*logt), H(t) = t*logt, F(t) = t?ePt’,

onde

0§9§1+%, a>-2 BER, sel>0epfE(l—0)—1>ased=0,
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satisfazem as hipéteses do Teorema 2.3.5.
Como consequéncia do Teorema 2.3.5, obtemos o seguinte resultado de existéncia para o

problema de Yamabe.

Teorema 2.3.6 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa com tensor de Ricci satis-
fazendo (2.55) em M\Bgr(0) para algum R > 0 e curvatura escalar s(x). Seja K(x) € C*°(M)

nédo-positiva e estritamente negativa fora da bola Br. Se Ko = K~1(0), suponhamos que

M(Ko) >0 (2.75)
onde L = ey A — s(x), ¢ = %,
(1) s(x) < —H(r(x)), (ii) K(z) =2 —F(r(z)) (2.76)

em M\Bpr, onde H, F satisfazem (2.52), (2.53) e (2.54). Além disso, se

T =infrAr (2.77)

Br
suponhamos que s(x) < —sg, se 7 < —1 em Bg para algum so > 0. Nessas condi¢oes temos que

a métrica g pode ser conformemente deformada a uma métrica g, com curvatura escalar K(x).

Utilizando o teorema de comparacgao de Laplace, podemos verificar facilmente que se R > 0

¢ suficientemente pequeno, de modo que Bpg seja uma bola regular, entao
Ar > (n—1)r~'(1+o(1)) quando r — 0.

Deste modo, a menos da escolha de R suficientemente pequeno, 7 > 0 em Bp. Outro fato que
vale salientar diz respeito ao primeiro autovalor de Dirichlet do Laplaciano numa bola B,, que
conforme [10], AlA ~ r~2, quando r — 0, assim, Af (By) > 0 desde que r seja suficientemente
pequeno. Portanto, se R é suficientemente pequeno, as hipdteses (2.56) e (2.59) podem ser

suprimidas no Teorema 2.3.5. Nessas condicoes, temos o seguinte

Coroldrio 2.3.7 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa, com tensor de Ricci
satisfazendo (2.55) em M\BRg(0), para algum R > 0 suficientemente pequeno. Sejam a(zx),
b(z) € CO*(M) para algum 0 < p < 1 e suponha que b(x) > 0 é estritamente positivo fora da
bola Br. Suponhamos que

(i) a(z) = H(r(z)), (it) b(z) < F(r(z))

em M\Bgr, onde H, F, satisfazem (2.52), (2.53) e (2.5}). Entao o problema (2.43) admite

uma solugdo C? positiva mdzima em M.
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Coroldrio 2.3.8 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa com tensor de Ricci sa-
tisfazendo (2.55) em M\Bpg(0) para algum R > 0 suficientemente pequeno e curvatura escalar
s(z). Seja K(x) € C°(M) nao-positiva e estritamente negativa fora da bola Br. Suponhamos
que

(1) s(z) < —H(r(x)), (i) K(z) =2 —F(r(z))
em M\Bpg, onde H, F satisfazem (2.52), (2.53) e (2.54). Nessas condi¢des temos que a métrica

g pode ser conformemente deformada a uma métrica § com curvatura escalar K(x).

Observamos que nem todas as métricas obtidas pelo Teorema 2.3.6 sao completas. Por

exemplo, suponha que

—F(r(z)) < K(z) < —k*r(z)>t*(og r(z))*M", > 0.

Neste caso, supondo que G(t) = O(t%), t — +o00, a > —2, e G é nao-decrescente se a > 0 e
nao-crescente se a < 0 teremos que esta métrica serda incompleta, de acordo com a Proposicao

2.24.
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Capitulo 3

A Desigualdade Tipo Sobolev

Neste capitulo iremos estudar algumas desigualdades tipo Sobolev em variedades Rieman-
nianas. Entre outras coisas, iremos mostrar que uma variedade Riemanniana completa, nao-
compacta e com curvatura de Ricci assintéticamente nao-negativa em que vale alguma desigual-
dade de Gagliardo-Nirenberg possui maximo crescimento de volume e que uma variedade com-
pleta com curvatura de Ricci ndo-negativa em que vale a desigualdade de Log-Sobolev, com uma

constante apropriada, é difeomorfa ao espaco Euclideano.

3.1 Introducgao

Seja R™ o espaco Euclideano n-dimensional. Vamos denotar por dx o elemento de volume

canodnico deste espaco. Dados 1 < g<n, 0 <8 <1, s> 1, defina o nimero r por

1 1 1 1
_:9<_*>, (3.1)
s T s q

ng

onde ¢* = g é o expoente critico de Sobolev.

De acordo com Gagliardo-Nirenberg (cf. [20, 35]), temos que existe uma constante C' tal que

1-6

(/Rn \f!rm)i <C (/Rn \Vf\qd;,;)g </Rn msdw>5’ f e C(RM). (3.2)

Quando 0 = 1,r = ¢* temos a bem conhecida desigualdade de Sobolev

1/q* 1/q
( / |f|q"d:c> <c < / Vflqd:v> . feCR®Y). (3.3)
Rn Rn
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Substituindo ¢ = 2, r = 2, and 0 = n/(n + 2) em (3.2) obtemos a desigualdade de Nash

14(2/n) 4/n
(/ !f\de> sC( / mdm) [ i, g e cgn, (3.4)
R" R™ R™

Outra consequéncia (nao trivial) de (3.2) é a desigualdade logaritmica de Sobolev
F2log f2dx < ~log <c/ ]Vf\Qda:> L feC®Y), [ fidv=1. (3.5)
Rn 2 Rn Rn
De fato, (3.5) pode ser obtida como o caso limite quando 6 — 0, isto é, r =2e s —r, s < 7.
Afim de verificarmos isto, vamos primeiro observar o fato de que a constante C' em (3.2) é
independente de s (conforme [6]). podemos reescrever (3.2) como

I, 1/(1/s=1/r) Cy Vf| 1/(1/s=1/q*) .
(H) . !‘\‘f\\s‘q » JeCE®RY,

onde Cy = C/?. Segue da tltima expressao que

log || f]l» — log ||f1s
1/s—1/r

< (/s =1/q") " log(CollV fllg/ I flls)s £ € CGo(R™). (3.6)

Assim, quando s — r~, obtemos

[ res () Jao < =y tisiios (45) g e ey

onde usamos o fato de que a fungao ¢(u) = log || |1/, satisfaz

SIS = [ (7 tos(s/151,)

Portanto, substituindo » = ¢ = 2 e escrevendo C' = Cé/ 2, obtemos (3.5).

Estas desigualdades tem sido utilizadas exaustivamente em variedades Riemannianas mais
gerais para o estudo de estimativas para o nucleo do calor. Veja por exemplo [7, 14] e suas
referéncias. Vale salientar neste momento que os autores em [6] obtiveram uma equivaléncia
entre varias desigualdades funcionais tais como as degualdades de Sobolev, Nash ou Log-Sobolev
em variedades completas.

A melhor constante K (n, q) para a desigualdade (3.3) foi obtida, de forma independente, por
Aubin [4] e Talenti [42]. Eles mostraram que

1

K(n,1)=n"tw, "

and
g—1

ko) =1 (") " Gormaro n/q>>i ezt
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onde wy, é o volume da bola unitdria B;(0) em R" e I'(2) = / e~ 't*7ldt, z € C, Re(z) > 0 ¢
0
a funcao Gamma.

Se denotarmos por ¢(n) e C(n) as melhores constantes para as desigualdades (3.4) e (3.5),

respectivamente, entao

2((n+2)/2)n+2/n 2
nA{VwZ/" nmwe’

c(n) =

onde A\ é o primeiro autovalor de Newmann nao-nulo do operador Laplaciano em Bj(o) (cf.
(7,9, 23]).

Recentemente, Del Pino e Dolbeault (veja [15, 16]) obtiveram a melhor constante para uma
classe de desigualdes de Gagliardo-Nirenberg, conforme veremos abaixo. Vamos denotar por
DP9(R™), p,q > 0, o completamento do espago das fungoes de suporte compacto em R™ para a

norma || - ||,q definida por [[ullpq = [[Vullp + [lull4-

Teorema 3.1.1 (Del Pino e Dolbeault). Suponha que

g(n—1)
n—gq

l<g<n, ¢g<s< , ng<(n—q)s (3.7)

e sejam r e 6 dados por

r— q(S - 1)7 H = (S - Q)n (38)

q—1 (s = 1)(ng — (n—q)s)

Entao para qualquer u € D¥*(R™),
lullr < @I[Vullgllull~, (3.9)
onde ® € a melhor constante para a desigualdade (3.9) e € dada por

o (520) () () (o Y

q s—q

A igualdade € vdlida em (3.9) se, e s6 se, para a € R, 3 >0, T € R",
_a_ _(a=1)
u(z) = a(l+ plz —z|1) -9, VreR"™

Em [44], com o auxilio deste significante resultado, o autor obteve teoremas de unicidade
topoldgica e métrica para variedades completas de curvatura de Ricci ndo-negativa satisfazendo
uma desigualdade do tipo (3.9). Este trabalho em questao, generaliza os resultados em [28] e
[43]. O leitor interessado poderd verificar em [17, 45] que alguns destes resultados também sao

validos para uma familia de desigualdades de Caffarelli-Kohn-Nirenberg.
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Neste capitulo, iremos estudadar as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg em variedades
Riemannianas. Vamos mostrar que se (3.2) vale numa variedade Riemanniana completa n-
dimensional para alguma constante A positiva, entdo esta constante deve ser maior ou igual a
melhor constante da mesma desigualdade em R”. Iremos mostrar também que uma variedade
completa com curvatura de Ricci assintéticamente nao negativa que admite alguma desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg possui méximo crescimento de volume e que uma variedade aberta de
curvatura de Ricci ndo negativa em que vale a desigualdade de Log-Sobolev com uma constante

“préxima” da melhor constante do caso Euclideano é difeomorfa ao R".

3.2 A Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em Variedades Rie-

mannianas

Nesta secao, iremos considerar a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em variedades Rie-

mannianas. Enunciamos o nosso primeiro resultado a seguir.

Teorema 3.2.1 Dados 1 < g <mn, 0 <60 <1, s> 1, defina o nimero r por (3.1). Vamos
denotar por Koy a melhor constante em da desigualdade (3.2). Seja (M™,g) uma variedade
Riemanniana completa ndo compacta com elemento de volume dv. Suponha que erista uma

constante A € R tal que para toda u € C§°(M),

1-6

</M !uV“dv)i <A (/M |Vu!qdv>2 (/M |uyde> o

Entao A > Kyp.

Demonstracao

Argumentaremos por contradicao, isto é, vamos assumir que A < K, e

1/r 0/q (1-0)/s
</ \u!rdv> <A (/ ]Vu\qdv) </ |u]sdv> , YueC(M). (3.11)
M M M

Fixe um ponto z € M. Para qualquer € > 0 existe uma carta (2,¢) de M em x e um nimero
0 > 0 tal que ¢(2) = Bs(0), a bola Euclideana de raio J centrada na origem em R", e que as

componentes g;; de g nesta carta satisfazem
(1+e) 76 < gij < (14 €)dy; (3.12)
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no sentido de formas bilineares (veja [23, 5]). Escolhendo e suficientemente pequeno obtemos de

(3.11) que existe A" < Kop € 09 > 0 tal que para qualquer u € C§°(By(do))

([ meras) aa ([ 1vutopas) " ([ utoras) o

De fato, dada 4 € C3°(B5s(0)) e definindo v = 4o ¢ em Q, u = 0 em M\, de (3.11) e (3.12)

obtemos

1

(] |a<x>|’"dx)’l“ ~ ([ twes@ras)”
v ([ ]urdvg>l/r

<
1/r
= o ([ ulran,)
M
0/ (1-0)/s
< (1+e)”/2TA</ |Vu\qdv> </ \u|8dv)
M M
0/ (1-6)/s
= (1+e™>A4 (/ |vu\qdu> (/ \u|8du>
Q Q
g 1—-6
<

D o_lquq uo_lxsws
AL+ 0) (/Bé(o)ww 61 >|d) (/BS(O)\ b <>|d>

0 1-9

= A(l+¢P </n|V(uo¢1)(x)\qu>q (/R |uoq§1(az)|sdx> ’

— A+ oP </ |V(a)(x)\qu)q (/R yawm)lf

6 1-6 0
onde D = 2 + n ) + i + —. Para € suficientemente pequeno, temos que
2q 2s 2r 2

A=A+ 6P < Kop

ja que A < Kop.
Seja u € C§°(R™). Escreva uy(z) = u(Az), A > 0. Para X\ suficientemente grande
ux(z) € C5°(Bo(do)). Logo

1/r 0/q (1-9)/s
/ us(@)Fdz | < A / Vup ()| 2da / ()| d (3.13)
Bo(do) Bo(do) Bo(do)

Observe que
1r 1/r
[ twrds ) =x ([ urad)
B (o) R™
b/a 6(g—n) 0/q
/ Vun(2)7de | = \"% ( / |Vu(w)|qd:n>
Bo(do) Rn
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(1-0)/s o) (1-6)/s
/ lux(x)|*dz =\ s (/ |u($)|sdx> .
30(60) n

Inserindo as equagoes acima em (3.13) obtemos

1/r n, 0(g=n) , n(0—1) 0/q (1-6)/s
u(x X < AT q s u(x T u(x x .
"d Art ot A v aq 5q
n R" Rn

De (3.1) temos que

Portanto, para qualquer u € C§°(R™) temos

</n \U(x)\’”da:> 1/r < A (/n ’u(x)fsdx> 9/s </Rn \Vu(x)\qu>(l_6)/q

mas esta expressao contradiz o fato de que K,,; ¢ a melhor constante para esta desigualdade em

R™. (]

Nosso préximo resultado afirma que a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg vale localmente

em qualquer variedade Riemanniana.

Teorema 3.2.2 Sejam ¢, r, s, 6 como no Teorema 3.2.1 e seja Bsg(o) uma bola geodésica
relativamente compacta de raio 5R com centro o numa variedade Riemanniana (M™,g). Supon-
hamos que 5R < diam(M). Entdo para cada dominio Q@ CC Bpr(o) existe uma constante

A=AQ, n, q, s, 0) >0 tal que

1/r 0/q (1-0)/s
</ ]f\’”dv) <A (/ |nyqu> (/ yf\de> LV feCR(Q). (3.14)
Q Q Q

Para a demonstracao deste resultado, vamos precisar do lema a seguir, que pode ser encon-

trado em ([36]).

Lema 3.2.3 Suponha que 0 < 5R < diam(M) e que Bsr(0) € uma bola geodésica relativamente

compacta em (M"™,g). Seja B > 0 e suponha que a curvatura de Ricci de M satisfaz
Riciprgy = —(m — 1)B%? em Bsg(o)
FEntdo, para todo p > 1,

[ wrsc, [ vl vue C(BaGo)
Br(o) Br(o)

com

o pRexp(2n(1 + BR))\”
P 1+ BR '
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Demonstragao
Fixe 71 € 0B2g(0) e seja p(y) = dist(pr,q)(y,71). Pelo Teorema de comparacio de Laplace

(Teorema 1.3.3), e da hipdtese sobre a curvatura de Ricci, segue que, em Bsg(x1)

n —

1
Ap < (n—1)Bcoth(Bp) < +(n—-1)B

no sentido fraco, isto é, para toda 0 < ¢ € C§°(Bsr(z1)),

/ pA¢§/ {n_1+(n—1)3]¢.
B3r(x1) B3g(z1) P

Sendo « > 0 uma constante a ser escolhida posteriormente, calculamos

Ae™ " = ae” P(—=Ap + a).

Como Bg(o) C Bsg(x1)\Br(z1), deduzimos que

-1
Ae™ P > ae P [a . —(n— I)B]
p
em Bpg(0), e escolhendo
1
=n(=+DB
obtemos
1
Ae P > oae_?’O‘R(E + B) em Bgr(0). (3.15)

Seja 0 < 1 € C§°(Br(0)). Aplicando o teorema da divergéncia obtemos que

/ PAe Y = —/ (Vi, Ve ),
Br(o) Br(0)
logo, de (3.15), da desigualdade de Schwarz, e do fato que p > R em Bg(0),

1
qu+m/“ ¢</ wwfw</‘ Vle R
R Br(o) Br(o) Br(o)

R
be [
/BR(o> 1+ BR Br(o)

Seja u € C§°(Bg(0)). Aplicando a desigualdade de Holder e inserindo o valor de o obtemos da

e reescrevendo

ultima desigualdade que

R
ul? < €2n(1+BR)/ V(|ulP
[owr < [ VP

R 2n(1+BR)/ p—1
- v
e N (!
pR 2n(1+BR)/ p—1
\Y%
1+ BRe Br(o) |U‘ | U‘

oR 1-1/p 1/p
2n(14+BR) / | |p / |v |P
e u u )
L+ BR { Br(o) } { Br(o)
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e a conclusao segue por simplificacao. O
Demonstragao do Teorema 3.2.2.

Para cada = € Q) existe uma bola geodésica B.(xr) CC Bgr(p) tal que, quando restrita a
B(x), a métrica g é quase-Euclideana, isto é, existe uma constante positiva C' > 0 tal que em
Be(z),

C 16,5 < gij < C6ij

no sentido de formas bilineares. Consequentemente temos que existem constantes positivas Cy
e Cy tais que

CrY°Vul. < |Vu| < C1|°Vu| Yu: Bo(z) — R

Cy dve < dvg|p,(z) < Cadu,

onde [°V - |. e dv. sdo, respectivamente, a norma Euclideana do gradiente e o elemento de
volume Euclideano. Logo, segue deste fato que a desigualdade (3.14) vale em B.(x) para alguma
constante apropriada ¢ = c(B.(z)) > 0. Seja {B; }é\le uma cobertura finita do compacto Q por
bolas geodésicas com a propriedade acima contidas em Bp(p). Vamos denotar por ¢; a constante
relativa a Be; no qual a desigualdade (3.14) vale. Escolha uma particao da unidade {cbj};y: 1

subordinada & cobertura { B, };VZI e satisfazendo supp(¢;) C Be,. Seja u € C§°(£2). Entao

T

</Q W)i N /Q‘Z%’“V (3.16)
)3 (/B |<z>ju|’“>i

J J

IN

AN
-1
D
VR
S
<
&
£
)
~—
QD
/N
\
Y
<
£
vy
~—

IN

ch</3 |¢jvu+uv¢j4> (/B |u|s>‘

J

- 1 176 1
S (/Be_qbﬁiw‘l) +</BE_|u|q\v¢j|q) (/Bw)
§ 1 190 1

J J

< ch

J L
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Pelo Lema 3.2.3, temos que

/|u|q SCq/ |Vu|?. (3.17)
Q Q
Substituindo (3.17) em (3.16), obtemos

(o) <) ()’

1
A=) "¢(1+Cf max IV,])e.
J

onde

3.3 Desigualdades Tipo Sobolev e Curvatura de Ricci

Nesta secao, iremos estabelecer algumas propriedades geométricas e topoldgicas para uma
classe de variedades completas em que vale alguma desigualdade de Gagliardo-Nirenberg. Antes
de enunciarmos nossos resultados, iremos fixar algumas defini¢oes. Dizemos que uma variedade
Riemanniana completa (M™,g) possui a propriedade do volume duplicado em x € M se existe

uma constante a > 0 tal que
Vol[Bagr(z)] < aVol[Br(x)], VR > 0. (3.18)

Nao ¢ dificil verificar que a constante o na desigualdade acima é maior ou igual a 2".
Uma variedade completa aberta (M"™,g) possui curvatura de Ricci assintéticamente nao

negativa se existe um ponto p € M tal que
Ricyrg)(z) > —(n — 1)G(p(7)), V€ M, (3.19)

onde p é a funcdo distancia em M a partir de p e G € C*([0, +00)) é uma funcdo nio negativa
que satisfaz

+oo
/ tG(t)dt = by < +o0.
0

Neste caso, M satisfaz a seguinte propriedade de crescimento de volume (conforme o Corolario
1.3.5):

Vol[Br(p)] o(n—1)bo R\" >
7VOZ[BR(p)] < <R> , VO<R<R (3.20)

Em particular, M satisfaz a propriedade do volume duplicado em p.
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O primeiro resultado desta se¢ao afirma que uma variedade que possui a propriedade (3.18) e

que satisfaz a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (3.2) possui méximo crescimento de volume.

Teorema 3.3.1 Dados 1 < g <n, 0 <0 <1, s> 1, defina o nuimero r por (3.1). Seja
(M™, g) uma variedade Riemanniana completa nao-compacta satisfazendo a propriedade (3.18)

para algum ponto p € M. Suponha que existe uma constante ¢ > 0 tal que para toda u € C§°(M)

1

(/M |urdv>i <c (/M |Vu\qdv>g (/M |u‘sdv> = ' 321)

[|B 9., 1— n
L A e T (3.22)

FEntao, temos

Demonstragao

Dado R > 0, vamos considerar a funcao f : M — R definida por

1 se x € Bg(p)
f(x) = § 1- Ldist(z, Br(p)) se € Bar(p)\Br(p)
0 se x € M\Bagr(p)

1 . ~ -
Observe que |V f| < = quase sempre em M. Por um argumento de aproximacao por funcoes

suaves podemos substituir f em (3.21) e assim obtermos

Vol|Br(p)]/" <c = Vol[Bar(p)]a™ = . (3.23)
Deste modo, segue de (3.18) e (3.23) que
VollBr(p))* = [e(a®™ %) 'R,
isto é
0,1-6 . n
Vol[Br(p)] = [c(as™ = )" R",
o que completa a prova do Teorema 3.3.1. U

Corolario 3.3.2 Sejam q,r,s,0 como no Teorema 3.3.1. Seja (M™,g) uma variedade Rieman-

niana completa nao-compacta e suponha que existe uma constante positiva ¢ tal que para toda

ue CF(M) 1 ; o
(/M yuy’“dv) T (/M ]Vu\qdv) ! (/M yu\de> o
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a) se M possui curvatura de Ricci nao negativa, entao o grupo fundamental de M, m (M), é

G505

. ;o7 . . n
finito e a sua ordem € limitada superiormente por wy,|[c2

b) Se a curvatura seccional de M € nao negativa, entdo M é difeomorfa ao R™.

Demonstragao
a) Como a curvatura de Ricci de M é nao negativa, segue do teorema de comparacao de volume
de Bishop-Gromov que M satisfaz a propriedade do volume duplicado (3.18) com a = 2" para

qualquer x € M, e que a fungao % é decrescente. Assim

1 VollBa()
R—+00 R»

existe e nao depende de p. De (3.22), temos que

L VollBa(p)
R—+00 R?

1-6
s

|3

(%)
> [e(as™

)
Isto é, M possui maximo crescimento de volume (cf. [30]). Segue portanto de um resultado
de Anderson e Li (cf. [2, 30]) que 71(M) é finito e sua ordem ¢é limitada superiormente por

wn[e2" T3

b) Segue imediatamente do Teorema 3.3.1 ¢ um teorema de Toponogov-Marenich ([32]) o qual
afirma que uma variedade completa com curvatura seccional nao negativa e com maximo cresci-
mento de volume é difeomorfa ao espaco Euclideano. O

Nosso préximo resultado é concernente a propriedades geométricas de variedades comple-
tas com curvatura de Ricci assintéticamente nao negativa que satisfazem a desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg (3.9). Portanto, iremos assumir de agora em diante que os nimeros ¢, s,

0, r and ® sao dados em (3.7)-(3.9).

Teorema 3.3.3 Seja (M™,g) uma variedade Riemannina completa nao compacta com tensor

de Ricci satisfazendo (3.19) e suponha que para qualquer u € C3°(M)
lullr < ClIVullgllul s~ (3.24)
Entao para qualquer R > 0, temos
Vol[Bg(p)] = "V (C™ @)V (R), (3.25)
onde Vo(R) denota o volume da bola Fuclideana de raio R.

Antes de provarmos o Teorema 3.3.3, vamos precisar do seguinte lema, cuja demonstracao é

similar aos argumentos utilizados por Ledoux e Xia (cf. [28, 43, 44, 45]).
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Lema 3.3.4 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta satisfazendo a
propriedade
Vol[Br(p)]

limsup ————= < 400 (3.26)
R—+o00 R

para algum ponto p € M. Seja p(z) = dist(z,p), © € M, e suponhamos que a desigualdade
(3.24) € vdlida em M para alguma constante C > ®. Entao, para todo \ > 0
d\ o
F\) > <C> GV, (3.27)
onde

F(\) =

b G = doe (3.28)
_q¢_ s(g=1) _q__s(g=1)
" (O pla) ) S B (o )

Demonstragao do Lema 3.3.4.

Inicialmente, observe que F estd bem definida e é de classe C'. De fato, pelo Teorema de

Fubini (veja [41]),

+o0 1
F(X) :/ Vol < z: —o. > hopdh (3.29)
0 A+ p(z

)qj) s—q

A hipétese (3.26) implica que existe uma constante positiva A tal que Vol[Br(p)] < AR",

VR > 0. Fazendo a mudanca de variavel

1
h= -
_aq_ (g=Ds
(A+ta-T) s=a
em (3.29), obtemos
1
qs “+o0o tﬁ
Foy = & / Vol[Bi(p)] R (3.30)
$—4qJo (A +taT) s=a
1
gsA [T "ot
S 5 — / g (s—1)q dt
q.Jo ()\ + tq—l) s—q
Como s < n”—_qq, temos
1 (s — 1) 1 q° q°
n+ = —n+ = - < -1
g—1 (¢—=1(s—q) g—1 qg-1 s—¢q

Assim 0 < F(\) < 400, VA > 0 e F é diferencidavel. Temos também que

1 d

Py = 4= Ds R— (3.31)

s — _q  (s—1)q
O
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g _gq-1
Utilizando um argumento de aproximagao por fungoes suaves, podemos substituir (A+pa—1)" s=q

em (3.24) para todo A > 0 e assim obtermos

L A 1-6
dv ' <0 q 0 p#dv ! dv ’
_q_ (s=1)q - 5—q _q_ (s=1)q _q_ (a=Ds
M (0 piT) M) )\ ()
que, combinando com (3.31) nos da
1 0 A
S=q4 iy ) q S=q gy )? 10
— F' (A <C F(\) + )\F)\)F)\s.
(amrm) <o (7)) (Fov+ g=irm) Fon
Assim, F satisfaz a seguinte inequacao diferencial
CFONF <1 (FOV+ SR ) P (3.32)
onde .
q — or
l:Cg< q ) <(q 1)5)9.
$—4q s$—4q
Por definicao, podemos deduzir facilmente que
~+o0 thr%l
G() = I&n / Ra—— (3.33)
STdJo (N taT) e

Observe que quando M = R" e C' = ®, para cada A > 0, a fungédo vy : R™ — R definida por
-1

oy = (A + |a]71) = (3.34)

é uma funcao extremante da desigualdade (3.9), isto é,

1—-6

(/ vﬁda:>i — </Rn ’VUA|qd$>Z </Rn vidx> T (3.35)

e de acordo com os argumentos anteriores, a equacao acima pode ser escrita como

(—G'\)# =1 (G()\) v (qs__f)SAG’()\)> am) e, (3.36)
o (1) (42
Substituindo

o) = e ()
em (3.36), temos

(o) - o) (5 o

- <1>3< a )q<(s_q)”) G(1)x. (3.37)




Considere a constante B dada pela expressao

Podemos checar facilmente que a funcao

R
VR
Va)
(LS
<
N———
Q
N
w
< |
® o
S~—
S
N——
oy
3

S

=)\ e (0, +00)

n_
q

Ho(\) = BAT(

satisfaz a equacao diferencial

(—HYN)# =1 (Hom N (qs__f)s)\H()()\)> Hy () 552
Logo, segue de (3.37) e (3.38) que
- (e

assim

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Afirmacgao. Se F(\o) < Hp(Xo), para algum Mg > 0, entdo F(A) < Hop(A), VA € (0, Ao]. De fato,

suponhamos que exista algum X € (0, \o) tal que F(X) > Hy()).
Vamos escrever

Al = sup{A < Ao; F()\) > Ho()\)}

Entao para qualquer X\ € [A1, \o], FI(A) < Hp(\), e deste modo, temos de (3.32) que

(—F'(\)or <1 (Ho(A) + (qs__lq)s)\F’()\)) Ho(\) "7

Para cada A > 0, a fugao ¢, : [0, +00) — R definida por

_ .z IN(s—q)t (=0
PA(t) = tor + =T1s Ho(A)

é crescente. Assim, quando A € [\, Ao, deduzimos de (3.42) e (3.39) que

SA(—F'(\) < IHWHST

donde obtemos que

—F'(\) < —H}(N), VYA€ [AL, Ad.

Isto implica que F' — Hy é crescente em [A1, Ag]. Consequentemente, temos
0 < (F — Hp)(A1) < (F — Ho)(Xo) <0
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o que uma contradicao, e, portanto, a afirmagao vale.

Da geometria local de M temos que

o VollBu()

h—0  V(h) =1

Assim, para € > 0 fixado, existe § > 0 tal que
Vol[Bn(p)] > (1 —€)V(h), Yh <.
Segue entao deste fato que

FQ) = Vol[Bi(p)]

V
(=)
Va)
O\
(%)
<
o)
o~
oy
—
=
=
—
‘Q
o
|
L
=
Q.
~

AV
<
»
—
—_
|
(@)
S~—
S—
(=%}
=
~
N~—
—
~
0
L
Y
QL
~

(g=Dn (s—1) [OX T -
_ qs (1 B e)AqTJrliqsfq / V(z) z4 dz
s —

q 0 (

Por outro lado, de (3.33) temos

+0o0

S (g=Dn 1 q(s—=1)
i V(z) dz.

54 0 (14 2257)

Assim

Portanto

Fazendo ¢ — 0, obtemos

o F(Y
> 1. .
11{\njglf o) = 1 (3.43)

Como C > @, obtemos de (3.41) e (3.43) que

oy — (8) G

Y
7N
& Q
N———
3

Vv

[t



A ultima expressao junto com a Afirmag¢do acima implicam que

F(X\) > Hy(A\), VA > 0.

Demonstragao do Teorema 3.3.3.
Pelo Teorema 3.2.1, temos que C' > ®. Vamos separar a prova em dois casos.

Caso 1: C > ®. Argumentaremos por contradicdo. Suponha que exista algum hg > 0 tal que

Vol[Bp, (p)] < o~ (n=1bo (@)3'

V{(ho) ¢
Entio g
VollBiy (0] _ -1 (2} _
Vi ¢ <O) ' Y

para algum €y > 0. Deste modo, segue de (3.20) e (3.44) que para todo h > hg

VollBup)]l -ty VOl (@)
v(n) V(ho)

= <2) " e(m=Dboe, (3.45)

Pelo Lema 3.3.4, temos que

n 1
Vol D\ e
0 < / )]—<C> KRR (3.46)
(At ta1) s=a
ha l T T Vol B T
_ / Vol|B SRR / VO‘E 1(p)] Ty
A_i_tq 1) s—q ho (t) ()\_i_tﬁ)siq

o
—( = —dt.
C 0 ()\+t#)(s_lq)q

Da equagao (3.20), podemos verificar facilmente que

Vol[By(p)]

< =Nkt > .
vy = ° ) V8>
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h nt o= + a nt-L
0 < e(”_l)bO/ 0 Lo dt-i-/ i <(I)> 9 — el e dt
- 0 (A4 tatT) = ho ¢ O+ t751) =
o\ [t e
_ <C) / B —"
0 ()\+tq—1) s—q
h nt oty + 3 nt oty
:e(nl)bO/ i L 1( =Y dt—i—/ h [<®> ' — el - 1( R
0 (Atad) sa 0 ¢ A+ ta1) e

ho %
L)

t”"‘q_% P % oo tn—i—q_%
_q_ (s=1)q dt — <C) / _q_ (s=1)q dt
()\+tq—1) s—q 0 ()\+tq—1) s—q

N ntott + nt ot
= (eln=Db0 4 eln=Dbney — (£)7) / L - e<n—l>b°eo/ L
C _q (s=1)q _q (s=1)g
0 (A_i_tqfl) s—q 0 (A_’_tqfl) s5—q
ntlt Lo
—1)b —1)b AT )b, s5—
S(e(n Jbo 4 e(n )060_(5)9>>‘ 2 (n0+17+q%1)_6(n )OEO;TKiG()\)
n Ss— n+l+% n S
= (em=Di 4 eln=Dingy — (£)7) /\Q(Zf—) - e(”*)”Oeo;s%’A“‘”(ﬂ-q)G<1>
q—1 "
Assim, para qualquer A > 0, temos
n n+l+ 215
em=Dboe 574Gy < \ 1= (oDt 4 n=bog (q’) i [ R
qswn C (n+1+ ﬁ)

Fazendo A\ — +00 obtemos uma contradicao. Isto completa a prova do Teorema 3.3.3 no caso
em que C > .

Caso 2: C = ®. Neste caso, para qualquer § > 0 fixado temos
0 —0
ullr < (@ + 8) [ Vullgllulls~.

Assim, pelo caso 1 temos que
d \7
> —(n=1bo ([ _= .
Vol[Br(p)] > e <<I> n 6) V(R), YR>0

Fazendo 6 — 0, obtemos que
Vol[Bgr(p)] > e~ DWV(R), VR >0,
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o que completa a prova do Teorema 3.3.3 para o caso C' = P. O
Conforme foi provado por Zhu [47], dado § > 0, existe €(n,d) tal que se uma variedade

Riemanniana completa (M", g) nao compacta com curvatura seccional satisfazendo

+oo
K(z) > —G(p(@)), /0 {G(t)dE <

Vol[Ba(p)] > (; + 5) V(R), ¥R >0,

entao a funcao distancia p = d(p,-) : M — R nao possui pontos criticos e assim M é difeomorfa

ao R™. Combinando este teorema de Zhu com o Teorema 3.3.3, obtemos o seguinte

Corolério 3.3.5 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa nao compacta. Fize § €

(O, %), existe um nimero by = bo(n,d) > 0 tal que, se a curvatura seccional de M satisfaz
+o00
K@)z ~Glola)), [ Gt <by
0

e a desigualdade (5.24) € vdlida em M com C < (3 + 5)_%<I>, entao M é difeomorfa ao R™.

3.4 A Desigualdade de Log-Sobolev

Nesta segao apresentamos alguns resultados sobre a desigualdade de Log-Sobolev (3.5) que
possui importantes aplicagoes conforme o leitor interessado podera verificar em [14, 15, 23, 35]
e suas referéncias. Combinando alguns resultados podemos obter um teorema de unicidade

topoldgica para esta desigualdade. Vamos denotar por Cop (= n%re) a melhor constante no caso

Euclideano.

Teorema 3.4.1 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa nao compacta com cur-

vatura de Ricci nao negativa. Se para qualquer f € C3°(M), / deUg =1, temos
M

2 2 n 2
| g o < 1o (C/MIVﬂ dv>

para alguma constante C' > 0, entdo para qualquer x € M, temos

Vol[By(z)] > (CCW) " Vo(r), Vr >0,
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Observagao 3.4.2

Como Ric(pr,g) > 0, pelo teorema de comparagao de volume de Bishop-Gromov (Teorema 1.3.4),

temos que
Vol[By(x)] -1
Vo(r)  ~

Portanto, a conclusao do teorema acima diz que devemos obrigatoriamente ter C' > Cop.
Demonstragao do Teorema 3.4.1.
Seja py(z,y) o nucleo do calor em M. Por [7] temos que
sup pi(z,y) < <n€0>2 t>0. (3.47)
zyeM 8t
Como Ric(yrg) > 0, existe uma constante positiva B = B(n) dependente de n tal que (cf.
30, 29])
lim inf Vol[B /(x)|pi(x,y) > B. (3.48)

t——+o0

Assim, segue de (3.47) e (3.48) que
Vol[B, s(2)]

o o 1
ltlr—{l—&lgofW = ltlini&f (Vol[Bﬁ(x)]pt(x,yD <W> (3.49)

> B 8 : 0
- .<neC> -0

Logo, da expressao (3.49) temos que

lim Vol|By(z)] — liminf Vol[B,(z)]

r—+00 r r—+00 T

> 0.

Deste modo M possui méaximo crescimento de volume e o Teorema 2.2 in [30] implica que

tiiinoo Vol[B j(z,)pt(x,y) = wy (4m) 73 (3.50)
Portanto, substituindo (3.50) em (3.49) obtemos
lim Vol[B,(z)] > o (Copt> 2
r—+00 rn C
e isto completa a prova do Teorema. O

Um importante teorema de Cheeger e Colding [12] afirma que dado um inteiro n > 2 existe
uma constante 6 = d(n) > 0 tal que qualquer variedade Riemanniana completa (M", g) com
curvatura de Ricci nao negativa e Vol[B,(z)] > (1 — §)Vp(r) para algum x € M e para todo
r > 0 é difeomorfa ao R". Combinando este teorema com o Teorema 3.4.1 obtemos o seguinte
teorema de unicidade topolégica para variedades completas nao compactas com curvatura de

Ricci nao negativa.
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Coroldrio 3.4.3 Dado um inteiro n > 2, existe ¢ = e(n) > 0 tal que qualquer variedade
Riemanniana (M™,g) completa ndo compacta com curvatura de Ricci ndao negativa em que a

sequinte desigualdade é satisfeita
2 2 n 2 2 00
/ flog fedv < §log ((C’opt+e)/ IV f] dv> , / fedv=1, feC5°(M),
M M M
¢ difeomorfa ao R™.
Quando C' = Cp, obtemos do Teorema 3.4.1 o seguinte teorema de rigidez

Corolério 3.4.4 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa nao compacta com cur-

vatura de Ricci nao negativa e que a sequinte desigualdad € satisfeita

/M f2 log deU < glog <Copt /M Vf‘2dv> , /M dev =1, fe€ CSO(M)

Entao M € isométrica ao R™.

Este resultado foi obtido primeiramente por Bakry-Concordet-Ledoux em [7].
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Capitulo 4

A Desigualdade de Hardy

Neste capitulo, de modo semelhante ao que que foi feito no capitulo anterior, iremos mostrar,
entre outras coisas, que variedades Riemannianas com curvatura de Ricci nao negativa em que
vale alguma desigualdade de Hardy, com uma constante apropriada, sao equivalentes ao espago

Euclideano.

4.1 Introducao

Seja n > 3 um inteiro e sejam p, g, a and v constantes satisfazendo a relagao
n 1 1
1§q<n,q§p§q,fy:a—1+n<—>. (4.1)
n—q q P
Lembrando que C5°(R™) é o espaco das fungdes suaves com suporte compacto no espago
Euclideano R", de acordo com a desigualdade de Hardy (cf. [2, p.98]), existe uma constante

positiva C tal que

1
(/ |x|W|u|de) <o (/ |:E]aq|qudx> L Ve CRRY), (4.2)
n ]Rn

onde |z| é a norma Euclideana do vetor posi¢ao x € R™.

Vamos denotar por K (n,q,) a melhor constante para esta desigualdade, isto é

Q-

aq a
K(’I’l, q,’Y)_l = inf (fR" |x| |VU’ :E)l .
ueC§® (R™)—{0} (fR” |x|’YP|u|pdx);
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Quando a =0, yp+ g > 0 e g > 1, podemos verificar que

u(gj) = <)\ + ’x|(q+’yp)/(q71))(q—n)/(q-i—’yp) , A>0
¢ uma familia de fungdes minimizantes para (4.3) com
ot y+ 11 g—1 a1t n—(y+1)g =G+t n n(qg—1) ot
K(n,q,v)=|S" L= q q nq 0 , +1 n,
(n4,7) = 87 (s () = () e D)

onde 3 : C x C — R, dada por

1
Blaay) = [ 7N 1= 07 Re(a). Re(y) >0,

¢ a funcao Beta de Euler. (cf. [34, 33, 13]).
Os autores em [17] obtiveram teoremas de rigidez topoldgia e métrica para variedades com-
pletas de curvatura de Ricci nao negativa satisfazendo alguma desigualdade de Caffarelli-Kohn-

Nirenberg:

(/M r(x)bplu\pdv)l/p <C </M r(x)Q“Vu|2dv> 1/2, u € C°(M), (4.4)

onde
2n

n—2+2b-a)’

-2
n23,0§a<nT,a§b<a—|—1,p: (4.5)

e r denota a funcao distancia em M a partir de algum ponto fixado. Observe que quando a = 0
e M =R", (4.4) é a desigualdade de Hardy (4.2) com ¢ = 2.

Neste capitulo, conforme foi mencionado no inicio, estudaremos as variedades completas com
curvatura de Ricci assintéticamente nao negativa em que vale um tipo de desigualdade de Hardy.
Para uma variedade Riemanniana (M",g), continuamos denotando por C§°(M) o espago das
fungoes suaves em M com suporte compacto, V e dv sao o operador gradiente e o elemento de
volume de M, respectivamente. A fungdo r(z) = dist(yr,q)(7,0), é a fungdo distancia em M a
partir de um ponto fixado o € M, B,(p) é a bola geodésica de centro p e raio r e Vol[B,(p)] é o
volume de B,(p). Lembrando que M possui curvatura de Ricci assintéticamente nao negativa

se sua curvatura de Ricci satisfaz
Ricyrg)(z) > —(n — 1)G(r(z)), = € M, (4.6)
onde G € C'([0,+00)) é uma fungio ndo negativa tal que
+oo
/ tG(t)dt = by < +oc.
0
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e neste caso, sabemos que M satisfaz a propriedade de crescimento de volume (3.20).
Finalizamos esta secao apresentando o seguinte resultado sobre a melhor constante do caso

Euclideano.

Proposicao 4.1.1 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa, ndo necessariamente

compacta em que vale a desigualdade de Hardy, isto €, Vu € C§°(M), tem-se

1

< /M r(m)7P|u\Pdv>’l’ <C ( /M r(x)aq|vuyqdv> ' 1)

para alguma constante C > 0. Entao C > K(n,q,~).

Demonstragao

A demonstragdo segue as linhas da prova do Teorema 3.2.1, assim, vamos supor por con-
tradicao que C' < K(n,q,v). Fixe um ponto P € M e considere um sistema de coordenadas
polar geodésicas {r, 0;} centrado em P. Dado € > 0, existe uma vizinhaga 2 de P e um niimero

§ > 0 tais que expp'(Q2) = Bs(0) e as componentes gg,p, satisfazem

1~ e< g <1tece (-0t < Vglrn) < 1+ (4.8)

A prova deste fato pode ser encontrada em [5] pdg. 20. Escolhendo € suficientemente pequeno,

temos que existe C' < K(n,q,7) e dp > 0 tal que para qualquer f € C§°(Bs,(0))

1 1
</ \a?|7p]u\pda:> e </ |:z:]°‘q|Vu\qu> ’
R” R7

De fato, dada f € C5°(Bs(0)) temos que u = f oexp~! € C§°(Q) satisfaz a desigualdade (4.7),

portanto, utilizando as estimativas sobre a métrica (4.8), obtemos

([ aPristaras)” < (/gém)kd”pKu<>exppJ(x)W(1—-e)(””\/gdw>;
= = ([ )’
- - ([ )’
< u—o”Tc<A/”wmwQ;,
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ou seja,

(] Iw!”p\f(w)\”dwf

IN

(1- e)_%C (/ ro‘q]Vu\qdv)
Q

= =07 [ javueemp) @) Vads
Bs(0)

q

1
n—1 a

< (1-o T Cl+e) T (1ot (/B

= ([ i)’

n—1 -1

C'=(l—¢ 7 Cl+e)a (1—e "

0

va“qIVf(w)!qdﬂf)
)

onde

Como C < K(n,q,v), basta escolher e suficientemente pequeno de modo a termos
C' < K(n,q,7).

Seja u € C§°(R™). Escreva uy(z) = u(Az), A > 0. Para X\ suficientemente grande
ux(z) € C5°(Bo(do)). Logo

1
(/ ]x\7p|u>\\pda:> e </ |:z:]°‘q|Vu>\|qda:> ’
R7 R

1 1
p n p
urlPde)] =X "7 z|"P|ulPdx
x|P rq A7 TP |ulPd
R™ Rn
1 1
(/ x|°‘q\Vu)\]qda:> R (/ ]x\aq]Vu|qd:c> ’
R™ R”

Substituindo estas ultimas expressoes na desigualdade satisfeita por u) obtemos

1 1
(/ \xmuwczx)”gxa“—’;ﬂﬂc' </ \xyaq\vuchzx>q
R™ R™

mas, segue de (4.1) que

Observe que

n n
—a+1l——4+v+—-=0
q p
ou seja,
1 1
p q
(/ \xmuwdx) <c (/ yx\aquu\qczx) . Vu € C5(RY)
R” R
o que é um absurdo ja que K(n,q,7) é a melhor constante para esta desigualdade. O
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4.2 Desigualdades de Hardy e Curvatura de Ricci

O objetivo deste capitulo é provar o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Seja n > 3 um inteiro e sejam p, q, v constantes satisfazendo

: ’y:—l—i-n((l]—l). (4.9)

p

nq

1<g<n, ¢g<p<
n—q

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa nio compacta com curvatura de Ricci satis-

fazendo (4.6) e suponhamos que

1
</ r(m)w\u|pdvg> e </ \vu|deg> L Yue o), (4.10)
M M
para alguma constante C > 0. Entdo, para qualquer R > 0, temos
Vol[Br(0)] > e~V (C7 K (n, q,~))PY P~ DV (R), (4.11)
onde Vo(R) denota o volume da bola FEuclideana de raio R.

No caso especial que M possui curvatura de Ricci ndo negativa e v = 0 (resp. ¢ = 2), o
teorema acima foi provado em [43] (resp. [17]).

Para a demonstracao do Teorema 4.2.1, vamos precisar da seguinte

Proposicao 4.2.2 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta satis-

fazendo a propriedade de crescimento de volume

lim sup Vol[Br(o)] < 400 (4.12)
R——+o00 R

para algum ponto o € M. Seja r(x) = dist(x,0), x € M, n, p, q, v dadas em (4.9) e
suponhamos que a desigualdade (4.10) seja vdlida em M para alguma constante C > K(n,q,7).

Entao, para todo A > 0, temos

onde

p(n—q) —q—py A\t T%)pm_ﬁx-m

F(\) = atry /M ( rdug (4.13)

P —=0) = a4 =PV S () 4 | 42

G = —4t7 / [} dx . (4.14)
R
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Demonstracao da Proposicao 4.2.2.

Pelo teorema de Fubini (veja [41]) temos que

oo Py
F(\) = chut i / Vol{ x : e (2) > 5 p ds.
pin—q)—q—pvJo O+ 5
Fazendo a mudancga de variavel
hPY
S =
q+py p(n—q@)—q—py
()\ + h a1 ) a+py
na integral acima, obtemos que
n—q)—a— a+py
q+py o0 P [ pyA o (RS ) | ap
F(\) = / Vol{z :r(z) < h} e
p(n—q)—q—p7Jo (A+hg@)7ﬁ7
_ +
q+py +o0 hp'yfl [—p’y)\ + L:_ll) hqqulw}
T opln—q) —a—py VellBu(o)] p(n—q) dh. (4.15)
: (n10)

A hipétese (4.12) implica que Vol[Bp(0)] < Ah™, para alguma constante A > 0, assim

(n—q)

+o0 _P
F < —Alatpy) / <_p7)\ LAz )y g > el (AR SE) T an,
p(n—q)—q—pvJo g—1

De (4.9), é facil verificarmos que

napy—1-PZD g 4D (1—p(”_Q)> <1

q—1 q—1 q+py
E segue entao deste fato que 0 < F(\) < 400, F estd bem definida e é diferencidvel. Logo,
temos que

rP7dv,
F/()\) - _/M ( gtpy p(n—q) ° (4‘16)

A+ rqj) a+py

Por um argumento de aproximagao por fungoes suaves, podemos substituir a funcao

()\ + r(x)(q+p*/)/(q—1)> (a=m/tatr)

na desigualdade (4.10) para todo A > 0, e assim obtermos

q

p (+pvg

/ 7 dv < <C(“—q)>q/ rootdv
NS = ol BN A M (g

q+py

q+py

_ <C(n—Q))q/ PP T dy
q—1 M ()\—|-rqqtl’y)Pz§?r;’3>

B <C(n—Q)>q / 7 dy \ / PV dy
g—1 P e N I = 3
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o que, combinando com (4.13) e (4.16), nos d4 a seguinte inequagao diferencial

o < P —a) —a—py /
I(=F'(\)r < P F(X) + AF(N),

= (ctma)

A partir de (4.15), podemos deduzir que

onde

ntpy—1 (n—1) , Lo
_ walg+py) too KHHY [_mA e }
GA) = o dh.
p(n—q) —q—py Jo (A+hqq+_p;) e

Observe que para cada A > 0, a funcao uy : R® — R definida por

—n)/(g4p)
uy(x) = </\Jr ’m‘(qu’yp)/(qfl))(q )/ (a+p

¢ uma funcao extremante para a desigualdade (4.2), isto é

1 1
(/ \:U]w]u,\]pdx> - K(n,q,7) (/ \VuA\qdac) "
R” R"

A expressao acima pode ser reescrita do seguinte modo:

i(—c' () = 2 ‘qqi;j “PY G 4 ACTN),

<K(n,qq,;)(1n—q))q'

n—q

G(\) = G\ o+

onde

~
I

Substituindo

na equagao (4.18), obtemos

9
l~<n—q>p _ P9 = py =Gyt
q+py q+py

Considere a constante B dada por

z(n_q>zzp(n_q)_m_n31‘2,
q+py q+py

Podemos verificar que a fungao
Ho(M\) = BA"am7, X € (0, +00)
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



satisfaz a equagao diferencial

(—HL(\)P = p(n qqlp’;] P Ho () + MH(N). (4.21)

Logo, dividindo (4.20) por (4.19), obtemos que

Pq

B <K(n,0q,7))p—q G(1),

isto é,
pq

Ho(A) = (W) TG0 (4.22)

Afim de concluirmos a demonstracdo da Proposicdo 4.2.2, vamos mostrar o seguinte
Lema 4.2.3 Se F(\o) < Ho(\o), para algum \g > 0, entao F(\) < Ho(Ao), VA € (0, Ag].

Demonstragao do Lema 4.2.3.
Suponhamos que o Lema 4.2.3 é falso, assim, deve existir A € (0, \g) tal que F(X) > Hy()).
Seja
A1 = sup{A < Ag; FI(A) > Ho(A)}.

Entao para qualquer A € [A1, Ag], temos 0 < F'(X) < Hp(A) e segue da equagao (4.17) que

—F)E < PR = 0=y gy, (4.23)
Para cada A > 0, a funcao ¢, : [0,+00) — R definida por
oa(s) = Isp + As

é crescente. Assim, quando A € [A1, \g] deduzimos de (4.23) e (4.21) que

U(~F'(\)? — AF'(\)
p(n—q) —q—py

q+py HO(/\)
= dx(=Hy(N))

OA(—F'(N))

IN

e assim —F'(\) < —H{(X), VA € [A1, Ao]. Isto implica que F — Hj é nao decrescente no intervalo

[A1, Ao]. Consequentemente, temos que
0 < (F'— Hp)(A\1) < (F — Ho)(Xo) < 0.
Mas isto é uma contradicao, o que completa a prova do Lema 4.2.3. [l
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Continuando a demonstracao da Proposicao 4.2.2, da geometria local de M sabemos que

i Vol[By(o)] _ 1
t—0 %(t)
Logo, para € > 0 fixado, existe § > 0 tal que Vol[B(0)] > (1 —€)Vp(h), Vh < 4. Portanto, segue

de (4.15) que

1 q(n—1); LY

(g+pn)(1—¢ /‘5V(h)hm { YA+ S he
_ g — p(n
p(n Q) q—D7 Jo (}\_}_hqqtpf) e

p)—g e (P [y K]
[ v .
0

F(\) } dh

= A\ atpv
p(n—q) —q—py

S.

Por outro lado, temos de (4.14) que

+py
— +00 sPYL | —py + q(njl)sqq—l
GO\ = q+py /\—qﬂ;;/ Vo(s) [ -1 ]d
0

_ g — (n—q)
p(n—q) —q—py (1+8qq+p1v)”q+p3

S.

Assim

. EFON
> 1 —e.
lim inf GO\~ L—e

Fazendo ¢ — 0, obtemos

0V
ll&njgfw > 1. (4.24)

Das expressoes (4.22) e (4.24) segue que

lim inf F()) = L lim inf
A=0 Ho(A)  \K(n,q,7) A—0 G(N)

(C >,, o
K(n,q,7) ’

que, combinando com o Lema 4.2.3, implica que

F(\) > Ho(A), YA >0

e isto conclui a prova da Proposicao 4.2.2. [l
Agora estamos em condigoes de provar o principal teorema deste capitulo.

Demonstragao do Teorema 4.2.1.
Pela Proposicao 4.1.1 temos que C' > K(n, q,7), deste modo, vamos separar a prova em dois

Casos.
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Caso 1: C > K(n,q,7). Argumentando por contradi¢ao, vamos supor que exista hg > 0 tal que

VollBuo(0)] _ -1y (K (1.4,7) 77
Vo(ho) c '

Assim
pq

M — o (n=1)bo M pma .
Vo(ho) < C ) 0

para algum ¢y > 0. Para todo h > hg, obtemos de (3.20) e da equagao acima que

VollBu(o)]  _ (n-1s VOlB(0)]
Vo)  — Vo(ho)

<K<nq7>) T Do (4.25)

Afim de simplificar os cédlculos, vamos escrever

Spy—l(_p,w\ + ll(n—ll)sqq,tpl’Y
_ q9—
w(s) - a+py p(n—q)
()\ + 591 ) q+py

Pela Proposicao 4.2.2, temos que

/O T Vol[Ba(o)] — dVi(s)] b(s)ds > 0. (4.26)

onde

segue de (4.26) que

oo o 0
0 < /0 [V ‘l/[ol?;; ) — d} s"p(s)ds (4.27)
o VollBy(o)] , = VollBy(o)] . -~
/(; W‘S w(s)ds—i_/ho T(S) /(/}( )dS - /0 S w(s)ds

Da hipétese sobre a curvatura de Ricci (4.6), temos da expressao (3.20) que

VOllBAO)] _ 1

e , vt > 0.
Vot)

Assim,

ho 0o 00
0 < e(n—l)bo/ s”d)(s)ds—i—/—'— (d_e(n Dbo 0)s™(s)ds — d /+ s (s)ds
0 h 0

0

ho —+o00 “+o00 ho
_ (n—1)bo n o n _ _(n—=1)bo n - n
e /0 s"p(s)ds d/o s"P(s)ds+ (d—e €0) (/0 s"p(s)ds /0 s w(s)ds>

h
_ (e(nl)b0+e(n1)b060_d)/ 0
0

“+o0o
s"p(s)ds — 6(”1)b060/ s"p(s)ds,
0
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isto é

ho e(nfl)bo €0 +00
0 < (el Doy en=Dbog, d)/ s"p(s)ds — w/ Vo(s)(s)ds
0 n 0
hO (nfl)bo _ _ _
= B + eV 0y — s"(s)ds — ¢ U AL
(Db 4 Jn-Dbo _ g myp(s)d 0 P(N=a) =a=DY 0y
0 Wn, q+py
(n—)bo | (n—1)b _ptneg) N0 gyt (0= 1) 1y
< (e 0+ e Ocg — d)N~ atpy (—pyAs™ TPl 4 qils =1 )ds
0 _
(n—1)bo _ o .
e © p(n—q)—q P\ G ().
Wn q+py
Logo,
e n+py ntpy+ LB
0 < (emDbo peln=lbogy d))fp;ﬂng) —PYAR + gin—1) hy i
n+py q—1 n+py+LH
(n—1)bg _ o e
e 0 pM=0) = a=pyy -y
Wn q+py
ou ainda,
e n+py n_f_p,y_‘_ﬁ%
0 < (e(nfl)bo + e(nfl)boeo - d))\i% _p'}/)‘ho Q(n B 1) hO 1
n+py q—1 n+py+LH

(n—l)bo _ — J— n—
e 0 pn=0) = d=pyy sy
Wn q+py

Portanto,

e e(p(n —q) —a—py)G(1)  _ Gepten (—pyAhg™T o q(n—1)  e=p6=0
wn(q + py)(e(=Dbo 4 eln=Dboey — d) — ntpy  (p-Dn-q° '

Fazendo A — +o0 na desigualdade acima e observando que

(1-p)(n—q)
q+py

+1<0

obtemos a desejada contradicdo. Isto completa a demonstragao do Teorema 4.2.1 para o caso
em que C' > K(n,q,7).
Caso 2: C' = K(n,q,7). Neste caso, para qualquer 6 > 0 fixado, temos que

</M T(ﬂf)VPIUIpdvg>; < (K(n,q,7) +9) </M yvu|qdvg> ; _

Assim, temos pelo Caso 1 que

rq

K(’an”y) 6) pa ‘/0(7")7 Vr > 0.

Vol|B-(0)] > e~ (n=1bo <
Brlol= K(n,0.7) +
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Fazendo 6 — 0, obtemos que
Vol[B,(0)] > e~ =Dy (r), vr > 0,

o que completa a demonstracao do Teorema 4.2.1. O

O teorema de comparagao de Bishop-Gromov [11, 41] implica que se (M™, g) é uma variedade
Riemanniana completa com curvatura de Ricci nao negativa, entao para qualquer x € M,
Vol[B,(x)] < Vp(r) e a igualdade vale se, e s6 se B,(z) é isométrica a uma bola Euclideana de

raio. Assim obtemos do Teorema 4.2.1 o seguinte teorema de rigidez:

Corolério 4.2.4 Uma variedade Riemanniana (M"™,g) completa nao compacta com curvatura

de Ricci nao negativa e tal que vale a desigualdade de Hardy

([ rerriupan,) < kg ([ wulra )", e con,

¢ isométrica ao R", onde n, p, q, 7 satisfazem as condi¢oes dadas em (4.9).

Quando v = 0, o Corolario 4.2.4 é o teorema principal em [28].
Utilizando o teorema de Cheeger e Colding [12] junto com o Teorema 4.2.1, obtemos o
seguinte teorema de unicidade topolédgica para variedades completas com curvatura de Ricci nao

negativa.

Coroldrio 4.2.5 Sejam n, p, q, 7 satisfazendo (4.9).  Existe uma constante positiva
e = €(n,p,q) tal que qualquer variedade Riemanniana (M",g) completa nao compacta com

curvatura de Ricci ndo negativa e que vale a desigualdade

1

([ rwrma) < osoam o ([ 1vupa)’, we o,

€ difeomorfa ao R™.

Utilizando novamente o teorema de Zhu [47], juntamente com o Teorema 4.2.1, obtemos
agora um teorema de unicidade topoldgica para variedades completas com curvatura seccional

assintoticamente nao negativa.

Corolério 4.2.6 Seja n, p, q, v satisfazendo (4.9). Para § € (0,%) fixado, existe
bo = bo(n,0) > 0 tal que, se a curvatura seccional de uma variedade Riemanniana (M", g)

completa ndo compacta satisfaz
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+oo
K@) > —G(r(z)), / 1G()dt < bo
0
e vale a desigualdade (4.10) em M com C < (5 +5)_%K(n, q,7), entao M difeomorfa ao R™.

Neste ponto, vale a pena observar que, utilizando os argumentos acima, podemos obter
resultados similares para uma classe de deisgualdades de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (4.4). A
melhor constante para esta desigualdade no caso Euclideano é dada por (see [13])

2(n—>bp)

K., - < 1 — bp)>5 ((2 — bp + 2a)0((2n — 2bp) /(2 — bp+2a)))2(bp+2a

)

(n—2a—2 nw,I'2((n — bp) /(2 — bp + 2a))
onde n > 3, a, b e p sdo dados em (4.5).
Teorema 4.2.7 Sejam n, a, b, p dados em (4.5). Seja (M",g) uma variedade Riemanni-

ana completa nao compacta com curvatura de Ricci satisfazendo (4.6). Suponhamos que para

qualquer v € C3°(M), temos

< /M r(x)‘b”\u!pdv> " <C ( /M 7“(33)_2alvu‘2dv> 1/2 (4.28)

para alguma constante C > K. Entao
Vol[Bg(o)] > e~V (01K, )M/ (IHa=bY(R) VR > 0.

Corolério 4.2.8 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa ndo compacta. Fize um

0 € (0, %) Existe by = bo(n,0) > 0 tal que, se a curvatura seccional de M satisfaz

+oo
K(z) > —G(r(z)), /0 {G(#)dt < by

1+a—b

e a desigualdade (4.28) vale em M com C < (% +0)" n Kgp, entao M é difeomorfa ao R™.
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