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Resumo

O modelo de Gross-Neveu (GN) surgiu como uma teoria efetiva mais simples para a cro-
modinamica quantica (QCD). Assim surgiu pois, na QCD, resultados exatos sao dificilimos
de se obter, enquanto métodos perturbativos nao sao aplicaveis em todas as escalas de ener-
gia. Recentemente, aplicagoes do modelo GN na area de semicondutores e também em grafenos
enriqueceram ainda mais a literatura relacionada. Apesar da grande aplicabilidade, solugoes
analiticas do modelo ainda sao poucas, porém de grande utilidade. E neste contexto que ap-
resentamos, neste trabalho, um estudo das solucoes invariantes por simetrias de Lie. Usando
a simetria relativistica presente no modelo de Gross - Neveu, solugoes classicas sao obtidas em

duas, trés e quatro dimensoes do espago-tempo.



Abstract

The Gross-Neveu (GN) model first appeared as a simpler effective theory for Quantum Chromo-
dynamics (QCD). So it was, for in QCD analytical results are extremely hard to obtain, while
perturbative methods are not aplicable to all energy scales. Recently, applications of the GN
model on semiconductors and graphenes have further enriched the related literature. In spite of
the great applicability, Analytical solutions to the GN equations are still few, but of great use.
In this context, we present in the following work a study of Lie symmetry invariant solutions
of the GN model. Making use of the relativistic symmetry present in the GN model, classical

solutions are obtained in two, three and four space-time dimensions.



Sumario

1 Introducao
2 Grupos e Algebras de Lie
2.1 Grupos . . . . . . e
2.2 Espacgos Topoldgicos . . . . . . . . . . e
2.3 Variedades Diferencidveis . . . . . . . . .. .o
2.4 Gruposde Lie . . . . . . . . e
2.5 Algebras de Lie . . . . . o
2.6 Grupo de Poincaré . . . . . . . . ..
3 Meétodos de Simetria
3.1 Encontrando Simetrias de Liede EDOs . . . . . . . ... ... ... .......
3.1.1 Orbitas e Geradores Infinitesimais . . . . . . ... ... ... .......
3.1.2 As Equacbes Determinantes . . . . . . . . . . . . . ...
3.2 Simetriasde EDPs . . . . . . ..
3.3 Coordenadas Candnicas . . . . . . . . . .. . L e e
4 Equacgoes de Dirac
4.1 Mecanica Quantica e Relatividade . . . . . .. .. .. .. ... L.
4.2 Covariancia Relativistica . . . . . . . . . .. . L
4.3 Equagoes de Dirac Nao-Lineares . . . . . . .. .. .. . . . . .. ...
4.4 A Equacdo de Gross-Neveu . . . . . . . . . ...

11
12
13
17
18

29
29
32
33
38
41



5 Resultados 55

5.1 Método . . . . . . e e 55
5.2 Equacao de Gross-Neveu em 1+1 Dimensoes . . . . . . . . ... ... ... .... 57
5.3 Equacao de Gross-Neveu em 241 Dimensoes . . . . . . . . .. ... ... .. ... 58
5.4 Equacao de Gross-Neveu em 341 Dimensoes . . . . . . . . . .. .. .. ... ... 60
6 Conclusoes e Perspectivas 70



Capitulo 1

Introducao

A teoria atual sobre a interacao forte do modelo padrao da fisica das particulas elementares, a
cromodinamica quantica (QCD), foi proposta para descrever aspectos constitutivos da matéria
hadronica, os quarks e os glions [1], [2], [3]. Deve prover, assim, explicacao satisfatéria para
os seguintes aspectos experimentais: liberdade assimptotica e confinamento. O primeiro, se
manifesta em altissimas temperaturas e energias (ou curtas distancias). Através de espal-
hamento ineldstico profundo, observa-se que os quarks se comportam aproximadamente livres
nesse regime. O segundo aspecto estabelece que, em baixas energias e temperaturas, quarks e
gluons estao espacialmente confinados em regides da ordem de 1 fm, em estados desprovidos de
cor. Este aspecto é também confirmado pela falta de observacao de quarks livres nos processos
fisicos conhecidos. Entretanto, é abrangente aceitacao de que em algum estagio da evolucao
do Universo, quarks e glions existiram num estado nao confinado. Este estado é chamado de
plasma de quarks e gluons. Com o resfriamento ocorre uma transicao de fase, onde os quarks e
glions dao origem a matéria hadronica.

Devido a uma estrutura matemaética intricada, a QCD descreve as observagoes acima, mas
apenas parcialmente, ou aproximadamente, pois resultados analiticos sao extremamente dificeis,
embora fundamentais para guiar corretamente os experimentos. Nos dominios de liberdade as-
simptdtica (altas temperaturas ou alta energia), é possivel utilizar métodos perturbativos bem
estabelecidos [2]-[7]. Na regiao de transi¢do, métodos perturbativos sao complicados, e um expe-

diente muito utilizado é o calculo na rede, implementando uma simulacao do sistema confinado,



e provendo por exemplo a temperatura critica da transigdo confinamento/deconfinamento, da
ordem de 200 MeV [7]. Devido as dificuldades da QCD com resultados analiticos na regiao de
baixas energia, existe um forte apelo ao desenvolvimento de modelos efetivos, que possam repro-
duzir propriedades importantes da matéria hadronica. O mais simples desses modelos descreve
a interagao de contato de quatro férmions, e é conhecido como modelo de Gross-Neveu (GN) [8].
Neste caso, os glions, descritos por campos de calibres nao abelianos, sao suprimidos, em um
procedimento similar ao que acontece com o tratamento de Fermi & interacao fraca. O modelo
GN nao é perturbativamente renormalizavel para dimensoes maiores que D = 2; e a expansao
na ordem dominante de 1/N, onde N é o nimero de férmios, é usualmente empregada [9].

Nas tultimas décadas o modelo GN foi analisado com detalhe no contexto de temperatura
finita. As motivacoes e a natureza desses estudos sao miltiplas, e se prestam a prover informagcoes
como modelo efetivo ndao somente da QCD, mas também no estudo de sistemas fermionicos na
fisica da matéria condensada. Exemplos tipicos sao as aplicacdes em supercondutividade e em
grafenos [10]-[24]. Seguindo métodos primeiro desenvolvidos para bésons, o modelo GN tem sido
também considerado em topologias com dimensoes espacialmente compactificadas a temperatura
finita [25]-[28].

Como as equagoes da relatividade geral, as equagoes do modelo de Gross-Neveu sao um
modelo matemdatico nao-linear para a realidade fisica. As equagbes de Einstein tiveram no
seu tempo uma onda de trabalhos encontrando solucoes exatas para o campo gravitacional, e é
sabido do grande impacto no desenvolvimento da teoria causado pelas solugoes de Schwarzschild,
Friedman e Kerr [29]. As equagoes de Gross-Neveu, por outro lado, ainda nao tiveram um estudo
satisfatorio de suas solugoes analiticas, particularmente em 2 e 3 dimensoes espaciais. Nos
ultimos anos este quadro tem mudado, uma vez que o modelo de Gross-Neveu tem encontrado
maior aplicabilidade, especialmente com os grafenos, bem como avangos significativos na area da
computacao algébrica. Um pacote de extrema importancia para o desenvolvimento da presente
dissertacao é o pacote SADE (Symmetry Analysis of Differential Equations), para Maple, que
reine rotinas relacionadas & analise de simetrias de equagoes diferenciais [30].

Devido a essas caracteristicas e aplicabilidade, o modelo GN serve como um protétipo para

a andlise de transicoes de fase na teoria quantica de campos para férmions, e nessa perspectiva



a procura por resultados analiticos passa a ser um outro aspecto importante [31], [32]. Um dos
possiveis procedimentos é explorar as técnicas de grupos de Lie aplicadas a equacoes diferenciais
parciais. Este tipo de solugao ja foi parcialmente analisado e classificado por Fushchich e Zhdanov
[33], [34], no caso de 3+1 dimensoes. A presente dissertacao aborda este tipo de problema, e
procura resultados analiticos para o modelo de Gross-Neveu empregando os métodos de grupos
de Lie aplicados a equacoes diferenciais.

Este trabalho se organiza da seguinte forma: No segundo capitulo é feita uma breve revisao
de conceitos de teoria de grupos necessarios para o andamento deste trabalho. Particular énfase
é dada aos grupos de Lie e o exemplo do grupo de Poincaré é feito com um moderado grau de
detalhe. No terceiro capitulo é feito um breve apanhado dos principais métodos de encontrar e
usar simetrias de equacoes diferenciais. Estes métodos estao no coracao desta dissertacao, uma
vez que sao os métodos utilizados para obter as solucoes das equagoes de Gross-Neveu. No quarto
capitulo é feita uma breve discussao sobre equacoes de Dirac, com énfase nas suas propriedades de
simetria. Equagoes de Dirac nao-lineares sao construidas e propriedades fundamentais deste tipo
de equacao sao demonstradas. Finalmente, no quinto capitulo sao obtidas solucoes invariantes
de grupo das equagoes do modelo GN com N =1 em 1, 2 e 3 dimensoes espaciais. Um método

algoritmico é apresentado e este mesmo método é utilizado para obter resultados.



Capitulo 2

Grupos e Algebras de Lie

O método proposto nesta dissertagao tem como base matematica a teoria das simetrias de Lie e
solugbes invariantes de grupo[36]. Faz-se, entao, necesséario o estudo do ferramental relacionado
a esta teoria. Antes de entrar em detalhes sobre como simetrias de equagoes diferenciais podem
ser encontradas e utilizadas para resolver equacoes diferenciais, deve-se primeiro dominar os
conceitos matemdticos basicos para o tratamento das simetrias.

Nao existe, talvez, ferramenta mais importante para o estudo de simetrias quanto a teoria
de grupos. Esta estrutura algébrica é unicamente adaptada para o tratamento matemaético de
conjuntos de transformagoes, e justamente devido a esta caracteristica se tornou tao crucial
para a fisica. O que segue é uma breve revisao das estruturas algébricas mais relevantes para o
presente trabalho, que tem como pedra fundamental os grupos de simetria.

Em sua parte inicial este capitulo introduz defini¢es e conceitos de maneira abstrata. Feitas
as introducoes conceituais, o capitulo tem em sua parte final um exemplo bastante importante
para esta dissertacao, quando é construida a algebra do grupo de Poincaré. Esta revisao é

baseada nas referéncias [1], [3], [35].

2.1 Grupos

Um grupo é um conjunto {gi, g2, g3, ...} = G munido de uma operacao chamada produto



ou multiplicagao do grupo (denotada por o ) tal que

1. gi € G, gj € G = g;og; € G. Diz-se que grupos sao fechados sob o produto.
2. gio(gjogr) = (9iogj)ogr. O produto é associativo.
3. Existe um elemento g1 tal que g10g; = g;091 = g;. O elemento g1 é chamado de identidade.

4. Para cada elemento g existe um elemento inverso gk_1 tal que g o g,;l = gk_]L ogr = g1-

Um grupo pode ser finito ou infinito com relagcao ao niimero de elementos. Grupos infinitos
podem ser ainda classificados em discretos ou continuos, dependendo da natureza contavel ou

incontavel de seus elementos.

Exemplos

1. O conjunto das possiveis permutagoes dos pontos 1, 2, 3, 4 forma um grupo com 4! ele-
mentos, chamado P;. Um exemplo de dois elementos deste grupo (a e b) é ilustrado na
figura 1, junto com a composicao destes dois elementos.

aob
a b

§1F;2:2
1271 - 1
13—+3.0,4
54—f4>‘3___§

Figura 2.1: Exemplo de elementos do grupo P4 com a composicao.

X

2. A colecao de rotagdes do circulo por multiplos de 27 radianos forma um grupo com n

operacoes distintas. Grupos finitos desta forma sao ditos de ordem n.

3. A colecao de rotagdes de um circulo por um angulo 6 (0 < 6 < 27) é um exemplo de um

grupo continuo. Existem tantas operagoes g(f) quanto pontos no intervalo [0, 27].

4. O conjunto dos nimeros reais forma um grupo sob a adicdo. A identidade é o niimero zero

e o elemento inverso de x é -x.
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5. O conjunto de matrizes reais n x n nao singulares (det(g) # 0), sob a multiplicacao de
matrizes, forma um grupo conhecido como Gl(n,r) (General Linear). O conjunto de
matrizes n X n com determinante 1 também forma um grupo, chamado Si(n,r) (Special

Linear). O conjunto de matrizes unitérias n x n forma o grupo U(n)
Note que, em principio, a operagao o nao é comutativa. Um grupo G' que obedece g; o g; =

gj © gi» Vgi, gj € G é chamado abeliano, ou comutativo.

2.2 Espacos Topoldégicos

Um espago topoldgico T é composto por um conjunto de pontos, denotado por .S, sobre o qual
se coloca uma topologia 7. Uma topologia é uma colecao de subconjuntos Sy, Se, S3,... C S

que obedece aos seguintes axiomas:

1. O conjunto vazio(()) e o conjunto S pertencem a 7 .

3. Unioes arbitrarias de elementos de 7 sao elementos de 7.

todas

U S; € T
i=1
Os elementos S; da topologia sao chamados conjuntos abertos.

Um espaco topoldgico que obedece apenas aos axiomas 1-3 é geral demais para nosso propésito.

Impoe-se ainda o seguinte axioma:

11



4. Sep e T, qe T, p+# q, entao existem S, € 7, S, € T que obedecem as propriedades

pES, q€ Sy S8,N S, =0.

Um espago topolégico que obedece ao axioma 4 é chamado de espago Hausdorff. Um conjunto

aberto S, contendo p é chamado uma vizinhanca de p.

Exemplo

O plano bidimensional Ry é o conjunto de pontos em que normalmente se escolhe uma
topologia (chamada standard, ou padrao) formada pelo interior de circulos de centro arbitrario
e raio arbitrario diferente de zero. A topologia consiste destes circulos e suas intersecgoes e
unioes. Este espaco com esta topologia também é um espago Hausdorff. Dois pontos p e ¢ sao
separados por uma distancia d(p, ¢). Circulos Sy, S, com raio @, por exemplo, sdo conjuntos

sem interseccao que contém p e ¢ respectivamente.

Definem-se trés conceitos adicionais:

1. O espaco T é compacto se toda sequéncia infinita de pontos t1, to, ... € T' contém uma

subsequéncia convergente para um ponto em T.

2. Um conjunto T é fechado se contém todos os seus pontos de acumulacdo. Um ponto p é
um ponto de acumulagao se todos os conjuntos abertos contendo p contém pelo menos um
ponto de T diferente de p. T junto de todos os seus pontos de acumulacao é chamado de

fechamento de T.

3. Seja ¢ um mapa do espago T com topologia 7 no espago U com topologia . O conjunto
de todos os pontos t1, t9, ... € T que sao levados ao mesmo ponto u € U é chamado
imagem inversa de u. O mapa ¢ ¢é dito continuo se a imagem inversa de todos os conjuntos

abertos em U é um conjunto aberto em T.

2.3 Variedades Diferenciaveis

12



Uma variedade diferencidvel consiste num espago Hausdorff (T, 7) munido de uma colegao

® de mapas ¢, € ®
op: T—RY  peT

Que obedece as seguintes propriedades:

1. ¢p é um mapa 1-1 de um conjunto aberto 7T}, (p € T,,) em um conjunto aberto de RN,
2. UT, =T, Ou seja, a unido de todos os conjuntos abertos T}, forma o espaco T.

3. Se T, N T, nao for vazio, entdo ¢,(T, NT,) é um conjunto aberto em RY. ¢,(T, N T,)
também é um conjunto aberto em RY distinto de ¢,(T, N T,). O mapa ¢, o d%;l deve ser

continuo e diferencidvel.

4. Os mapas ¢, o ¢;1 e ¢g0 ¢;1 sao elementos de .

Variedades sao tuteis porque sao a vizinhancga de cada ponto pode ser transportada para um
espaco euclideano. Por meio de ®, todos os conceitos e métodos usados no estudo de RY podem

ser transferidos para a variedade.

2.4 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo especificado pelas seguintes propriedades:

1. Uma variedade diferenciavel n-dimensional denotada por M

2. Uma funcao ¢ que leva dois pontos (3, a) da variedade em um terceiro ponto v também

dentro da variedade.

3. Em termos de um sistema de coordenadas dentro da variedade podemos escrever
/-)//”’:¢H’ (ﬁla ) ﬂnaa17 L) an) o n=1, .,

13



As funcoes

¢: fxa—y=pa

v: a—at

Devem ser continuas C'*°. Esta condigao é na verdade forte demais, e no caso geral basta
que seja C* para k finito, porém é imposta a condicio mais restritiva para que os métodos

subsequentemente utilizados tenham validade garantida.

Grupos de Lie tem dois tipos de estrutura, uma estrutura algébrica e uma estrutura topoldgica.
Algébricamente, eles sdo grupos e obedecem a todos os axiomas de grupo. Topologicamente
sao variedades diferencidveis e devem obedecer a todos os axiomas relacionados a este tipo de

estrutura. Os axiomas de grupo sao entao traduzidos como condicdes sobre ¢, isto é,

«. Fechamento

W=¢"B,a) 5 v, B, aeM

B. Associatividade

Qs(ﬁv ¢(a>’7)) = d)(d)(ﬁv Oé), 7)

v. Identidade

¢M(67 Oé) =al = ¢M(a7 6)

6. Inversa

P (a0t = = g0 a)

14



Geradores Infinitesimais

Seja (7, ¢) um grupo de Lie que age sobre um espago G por meio de transformagoes de
coordenadas f(a,x). Em outras palavras um grupo de Lie de transformacoes.
Agora seja F'(p) qualquer fungao definida em todos os pontos p € Gy. Uma vez definido um

sistema de coordenadas S para G, podemos escrever p como uma N-upla de coordenadas,

A Funcao F(p) pode ser escrita, entdo, em funcao dos parametros x‘(p) no sistema de coorde-

nadas S, ou seja,

F(p) = F%[z'(p), ..., 2V (p)] .

Em um outro sistema S’ as coordenadas de p mudarao. E natural esperar que a forma da fungao

F mude para manter o valor fixo F(p), assim escrevemos

F(p) = F¥ [ (p), ... #M(p)] - (2.1)

Sabe-se que S e S’ estao relacionados por um elemento do grupo de transformagoes da seguinte

forma
" (p) = f'la,z(p)] -
Para relacionar F¥' com FS, basta entao escrever 2 (p) em funcdo de x*(p). Temos
z'(p) = f'lo™",2'(p)] - (2.2)
Substituindo a Eq. (2.2) na Eq. (2.1), obtemos

FS [ (p), . 2N ()] = F¥[fa 2/ ), - Nt 2/ (0))] - (2.3)

15



Esta expressdo nao estd em uma forma muito util. E mais conveniente para nosso propésitos
tratar de transformacgoes préximas a identidade.
Para uma operacao do grupo 0+da* préxima da identidade 0 a inversa é dada por (o~ 1)* =

—8aM, uma vez que (0 + Jat) (0 — da*) = 0 + O(5a?). Escrevemos entio

2'(p) = f[-da,2'(p)]

= £+ LN ey 4
_ l_/i(p) _ 6@W|ﬂ:o X (2.4)

Substituindo a Eq. (2.4) na Eq. (2.3) encontramos

FS/[:L"/(P)} = F? x/i(p)—éaafl[g’ﬁi/(p)] |5=0
= P )] - sl O s, (2.5)

Em primeira ordem, a variagao em F' é dada por

FS' [l‘,(p)] - FS [x/z(p)] - _§a afz [g’ﬁi/(p)] ‘ﬂ:O 82,2 FS [x/(p)]
= da X,(a) Fo2)] . (2.6)
O operador

LofBA ), 0

L o =05

é chamado gerador infinitesimal do grupo de Lie. Através da aplicacdo repetida destes operadores
podemos obter todos os elementos do grupo de Lie gerados por eles.

Note que os geradores de grupos de Lie s6 sao capazes de gerar todos os elementos do grupo
devido a natureza de variedade diferencidvel e conexa dos grupos de Lie[35]. isto faz com que
o teorema de Taylor seja valido e aproximacoes préximas a identidade possam ser feitas. Os

geradores infinitesimais de um grupo formam uma base de um espaco vetorial, de modo que

16



qualquer combinacao linear destes também é um gerador infinitesimal, e um elemento finito do

grupo de transformacoes pode ser escrito em termos de seu gerador como
T =exp(e'X,) . (2.7)

2.5 Algebras de Lie

Se um grupo é comutativo entao vale a seguinte relagdo, com « e 3 elementos do grupo,

Se o grupo nao é comutativo, define-se o v como uma medida do quanto o resultado difere de

0, ou seja o quanto nao comutativo é o grupo.

Note que v é necessariamente um elemento do grupo

afa g7t = 4. (2.8)

Se « e (3 sao préximos da identidade, podemos expandi-los em termos dos geradores infinitesimais

como

1
a = I+6a'X, + §5a“Xu5a”Xl, ,

B = I1+63"X, + %55@(“55”)@ . (2.9)

Substituindo a Eq. (2.9) na Eq. (2.8) e mantendo apenas termos até segunda ordem nos

geradores, obtemos

(aﬁ)(ﬁa)_l = I+6adp[X,, X)),

17



onde [X,, X,|=X,X, — X, X, é o comutador entre X, e X,.
Como (afB)(Ba)™! é um elemento do grupo, [X,, X,] deve estar no espago vetorial de ger-
adores do grupo e pode ser expandido como uma combinacao linear da base. Em outras palavras,

podemos escrever
[X;u X,,] = C;\VX)\) (2.10)

onde Cft‘y sao constantes a serem epecificadas de acordo com a natureza do grupo. Como os
geradores ja formavam um espago vetorial, ao munir o espaco de um produto entre os vetores
(o comutador) constréi-se uma algebra.

Uma algebra cujo produto é anticomutativo
[Xm Xu] = [Xw Xu] )
e obedece a identidade de Jacobi
[Xu [Xm Xp“ + [X,, [Xp’ Xu” + [Xp [Xuv Xu” =0,

é chamada de Algebra de Lie. O comutador é um candidato natural a produto de uma algebra
de Lie, uma vez que estas propriedades sao automaticamente satisfeitas.

Vemos, portanto, que os geradores infinitesimais de um grupo de Lie formam uma &dlgebra
de Lie. Apesar de todo grupo de Lie ter uma &dlgebra associada a ele, a correspondéncia nao é
1-1. De fato, varios grupos diferentes podem vir a ter a mesma algebra de Lie. As constantes de
estrutura Cﬁ‘y definem completamente a estrutura da dlgebra de Lie, de modo que duas algebras

com as mesmas constantes de estrutura sao, necessariamente, a mesma algebra.

2.6 Grupo de Poincaré

Como um exemplo pratico da aplicacdo das técnicas acima, construiremos a algebra de Lie

para o grupo de Poincaré. Dito ser o conjunto de isometrias do espago de Minkowski, o grupo de

18



Poincaré é um dos grupos de simetria mais importantes para a fisica. Nesta dissertacao serd feito
amplo uso de propriedades deste grupo e da algebra de Lie relacionada a ele, tornando necessério
um tratamento especial deste grupo. Por ser um grupo de transformagoes, para definir o grupo
deve-se antes definir sobre o que o grupo age. Para tanto, define-se o espaco de Minkowsi, o
chamado espaco de definicao do grupo.

O espago-tempo de Minkowski é um espaco-tempo plano pseudo-euclidiano que tem em

algum sistema de coordenadas a métrica

-1 0 0 O
0 1 0 0

G = 0O 0 1 O )
0O 0 0 1

Com d a dimensao do espaco. As coordenadas nas quais a métrica toma esta forma sao
escritas como (z#) = (aco, e, d— 1) e as componentes covariantes se relacionam as contravari-
antes pela regra x* = g"”x,. Vale a notacao de soma de Einstein em que indices repetidos
sao somados. No espaco de Minkowsi a distancia entre dois pontos é chamada de intervalo. Se

tratando de um espago métrico, o intervalo é escrito como
" — oV
T"Ypy = GuT°Y .
Particularmente, o comprimento ao quadrado de um vetor pode ser escrito como

_ v
xlix# = g;wxuy

= x2— (29 . (2.11)

Note que, ao contrario do espaco euclidiano usual, o produto interno nao é positivo definido.
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Neste espaco podem ser definidas transformacoes lineares que mantém este intervalo constante.
Estas transformacoes, chamadas transformacoes de Lorentz, sao de especial interesse, uma vez
que, como serd mostrado a seguir, compoem um subgrupo do grupo de Poincaré.

Grupo de Lorentz

O grupo de Lorentz consiste nas transformagoes lineares e homogéneas que mantém invariante

o intervalo dado pela Eq. (2.11). Uma transformacao de Lorentz é escrita como

b = AtV (2.12)

v

Ao combinar a Eq. (2.12) com a condigao imposta que a distancia como dada na Eq. (2.11)

deve ser invariante, a matriz A", z¥ satisfaz a condicao

G A, = gy . (2.13)

Para explicitar a natureza de grupo destas transformacoes, verificam-se as quatro condigoes

necessarias para que um conjunto seja um grupo.

1. Fechamento

Sob a multiplicacao usual de matrizes, o produto de duas transformacoes de Lorentz é

AF, = Aliu VA2H v

g

com A e Ay satisfazendo a Eq. (2.13). De fato,

g A = Gpo s
g;wAfL pA1V O'AQP 5A20 vy = gpaAgp 5A20 o
= sy
guNsA, = gsy - (2.14)

Logo, fica claro que duas transformacoes de Lorentz sucessivas ainda sdo uma trans-
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formacao de Lorentz.

2. Associatividade

A transformacao tem cardter matricial; e como o produto matricial é associativo, esta

condicao é automaticamente satisfeita.

3. Identidade

A transformacao A I“ , = 6%, mantém a Eq. (2.11) invariante e tem como propriedade que

A-5=6-A=A. Portanto, o papel de identidade é cumprido pela matriz 8.

4. Inversa A Eq. (2.13) pode ser reescrita

AI/pAZ’ = Gpo

AfAY, = &

g
Desta forma, toda transformagao tem inversa escrita como

(A = ), . (2.15)

Este conjunto de propriedades garante que as transformacoes de Lorentz formam um grupo
continuo.
Voltando a atencao a algebra de Lie relacionada ao grupo de Lorentz, é relevante escrever

as transformacoes em sua forma infinitesimal

A= SR 4 Swh
O I

(2.16)
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Logo
dwp = —dwyy - (2.17)

Ou seja, dw,, ¢ uma matriz antissimétrica de entradas pequenas, de modo que as trans-
formacOes acima sejam proximas a identidade. Seja d a dimensao do espago-tempo sobre o
qual as transformacoes de Lorentz sao realizadas. Por ser antissimétrica, dw,, tem apenas
%d(d — 1) componentes independentes. Logo, as transformagoes infinitesimais acima sao ger-
adas por %d (d — 1) geradores infinitesimais independentes.

Nem todas as transformacoes de Lorentz podem ser obtidas ao se compor transformagoes
infinitesimais. Tomando o determinante na Eq. (2.13), tem-se que det (A™) = det (A). Isto sig-
nifica que det (A) = 1. As transformagoes de Lorentz que obedecem det (A) = 1 sao chamadas
transformacgoes préprias. Note que o produto de duas transformacoes préprias é uma trans-
formacao prépria e que transformagoes da forma A = 1 + dw também sao préprias. Portanto,
composicao de transformagoes infinitesimais sé pode gerar um subgrupo do grupo de Lorentz
em que todas as transformacoes sao préprias, e assim conectadas a identidade.

Um outro possivel subgrupo do grupo de Lorentz é o subgrupo das transformacoées ortocronas.
A Eq. (2.12) implica em (A00)2 — (Aio)2 = 1. Portanto A% < —1 ou A% > 1. As transformacdes
que obedecem AOO > 1 sao transformagoes ortécronas. Novamente, o produto de duas delas
sempre é uma transformacao ortécrona e as transformacgoes infinitesimais como descritas acima
sao ortécronas.

Apenas o subgrupo das transformacoes de Lorentz préprias e ortécronas pode ser obtido
através da composigao de transformacoes infinitesimais (diz-se que apenas este subgrupo é suave-
mente conexo a identidade). As tranformagoes que nao satisfazem este subgrupo podem ser

obtidas fazendo uso de duas transformacoes discretas.
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e A transformacao de Paridade é escrita como

0 -1 0 0
PH, = 0 0 -1 0 ;
0 0 0 -1

E é ortécrona, porém imprépria. Esta transformacao leva transformacgoes préprias em
impréprias. Vale notar que no caso de dimensoes impares, det(P) = 1. Em dimensoes

impares, nao existe maneira facil de se distinguir transformagoes proprias de impréprias.

e A transformacao de reversao temporal é dada por

-1 0 0 0
0 1 0 0

T = 0 0 1 0 ;
0 0 0 1

e é improépria e nao-ortécrona. Leva transformacoes ortdcronas em nao ortécronas.

Para obter geradores infinitesimais para o grupo de Lorentz, é conveniente trabalhar em
uma representagao para os elementos do grupo em termos de operadores definidos em um espaco
infinito-dimensional, como sdo os operadores diferenciais, por exemplo. Cada elemento A é entao

representado por um operador U (A) tal que seja preservada a regra de composicao do grupo
UNA) = UMN)U(A) . (2.18)
Entao, para uma transformacao infinitesimal escreve-se

U(l+ow) = I+ %&UWMW , (2.19)
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com MM = —M"" descrevendo os geradores da &dlgebra do grupo de Lorentz. Para obter a

tabela de comutagoes desta dlgebra, usa-se a Eq. (2.18) para escrever
UN)'UN)U@) = U(ATANA) .

Trata-se, entao, A’ como uma transformacao préoxima a identidade como dada na Eq. (2.19).

Expandindo e mantendo apenas termos lineares em dw’, tem-se

—1 v v o
0wl U (A" MMU (A) = dwl, AP AV, M

U M™U(A) = A A,MP .

Tratando, entao, A como na Eq. (2.19), expandimos novamente até primeira ordem em dw e

igualamos seus coeficientes. Temos

(I - ;&UaﬁMaB) MM (I + ;&UpaMpa) = MM+ %&dpa (ZWW/]WPOT — MpaM'w/) )

=M™ 4 0wy MM, M) .

E o lado direito, de acordo com 2.17 e a antissimetria de M*¥ fica

i M, M) O 4 AL
= Owpy (9P MM — g7 MP")

%[MW’ ML= %[g”pM“" — gTEMP — g MMP - P M)

(MM MPP)| = i[g"" MM + g7FMPY + g"P MH + gHP MV°) .

Através destas comutacoes é gerada a algebra de Lorentz.

O Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré é também conhecido como o grupo de Lorentz Inomogéneo. As trans-
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formacGes de coordenadas que o compée sao da forma
/ v
@ = A" +ad" (2.20)
com A uma matriz de transformacao de Lorentz e a* um vetor constante. Verificam-se as quatro

condigOes para que transformacoes deste tipo formem um grupo:

1. Fechamento

Da Eq. (2.20) pode -se concluir que

1 o 12 v 1%

2 = A" ¥ +af,
— H voo.p oo Iz
= A A, s + A" jag +adf

/
= A AY 2P +ag' 4 al
Uma vez ja estabelecido que o produto de duas transformacoes de Lorentz é uma trans-

formagao de Lorentz, segue que as transformacgoes de Poincaré sao fechadas quanto a

€composicao.

2. Associatividade

As operagoes envolvidas nas transformacoes de Poincaré sao multiplicacdo e adicao de

matrizes. Dessa forma a associatividade é trivialmente satisfeita.

3. Identidade

O papel de identidade é exercido pela transformacao que tem A", = %, e a* = 0.

4. Inversa Denota-se a transformagao dada na Eq. (2.20) como

G-zt = 2",

= A2V 4at . (2.21)
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Para encontrar a inversa, escreve-se que

Gl'.G 2t = zt,

-1 nooo_ WV w v
G2t = A" —Afa
Como toda matriz de Lorentz tem inversa, toda transformacgao de Poincaré também tem
inversa.

Para se obter a dlgebra de Poincaré, novamente é necessario o tratamento da representacao

infinito-dimensional. Para uma transformacao infinitesimal, temos

UA+a) = I+ %waﬁMQﬁ 4 e PO

UA+a)' = T- %&uaﬁMW — eaPY .

Com um procedimento analogo ao do grupo de Lorentz, obtém-se a tabela de comutacao para

a algebra de Poincaré

[Pua PI/] =0 5
[P/u Mup] = i(guupp - ngPu) )
MM, M) = i[g"7 MM + g7FMP + g"° MH + gMPMY7]

Desta forma, a algebra de Poincaré é construida em sua forma abstrata. Vale notar que, as-
sim como ocorreu no caso homogéneo, apenas transformagoes préprias e ortécronas podem ser
obtidas por composicao de transformacgoes infinitesimais. A seguir construiremos representagoes

explicitas dos geradores e estudaremos seus significados.

Representacao Explicita para os Geradores

Podemos reescrever os geradores do grupo de Lorentz de modo que sua relagdo com a
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mecanica relativistica seja mais imediata. Define-se entao

1

Ji = §€z‘jijk ;
K, = M".
As relacgbes de comutacdo se tornam entao
[Ji, J;] = ek
i, Kj| = Ky,
(Ki, K| = —igijidy
[Ji, Pj] = ieynbr
[Ji, Po] = 0,
(K, Pj] = ibijPo
(K, o] = ib;,

i,j,k = 1...d—1.

Desse modo os geradores J; descrevem rotacdes do tipo as do R?~! e os geradores K; descrevem
rotacoes que, no caso do espaco de Minkowski, misturam a coordenada do tipo tempo com as
coordenadas do tipo espaco. Rotacoes deste tipo sao chamadas boosts, ou impulsos.

Nesta dissertacao, os casos de maior interesse sao os casos com a dimensao do espago-tempo
d =2, 3, 4. Nestas dimensoes é possivel escrever os geradores de Lorentz no espaco de Minkowski
como uma matriz, de modo a tornar a escrita mais compacta. Em cada uma das dimensoes,

escreve-se

3+1
JEH
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0 K K
JEV = |k, o0 g |,
Ko —J 0
0 K
1+1
JOH =
K 0

Os geradores P, sao, ébviamente, os geradores de translacoes. Agindo sobre um espaco de
funcoes escalares estes geradores, na representacao infinito dimensional sao dados por P, = i0,,.

Neste caso podemos escrever os geradores da dlgebra de Poincaré explicitamente como

J,ul/ = g,ucsxéal/ *gudx(sau )

P, = i0,.

Note que esta representacao para os geradores age sobre fungoes escalares. No capitulo 4 serd

construida uma representacao sobre espinores para estes geradores.
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Capitulo 3

Meétodos de Simetria

Existe na literatura uma colecao vasta de solucoes exatas de equacoes fisicas. Curiosamente,
a maior parte da solugoes exatas encontradas costuma explorar alguma propriedade de sime-
tria, seja da equacado ou da solucdo em si. Este fato levanta a questdo de que talvez exista
algum método geral para tratar equacoes diferenciais do ponto de vista de simetria e usar este
conhecimento para obter solugoes da equagao.

H& mais de um século, o matemético noruegués Sophus Lie propds esta mesma pergunta. Foi
entao que as primeiras idéias neste sentido vieram a frente, baseando-se no que hoje chamamos
de grupos e algebras de Lie. O que segue neste capitulo é uma breve revisdo de como obter e
usar simetrias de equagoes diferenciais e esta baseado em [37], [38] e [39]. Este capitulo se limita

a tratar apenas de grupos de simetria de Lie.

3.1 Encontrando Simetrias de Lie de EDOs

Seja uma equacao diferencial ordinaria (EDO) de ordem n escrita como

y™ = w(:n, Y ¥y e y("_l)) : (3.1)
dk

(k) _ Yy 2

y =3 (3.2)
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onde w é uma fungao suave de todos os seus argumentos. Uma simetria da Eq. (3.1) é um difeo-

morfismo que mapeia o conjunto de solugoes da EDO sobre si mesmo. Qualquer difeomorfismo

I:(z, y)— (2, 9)

mapeia curvas suaves no plano €11l curvas suaves no plano.

A agao de I" no plano (z,y) induz uma agao sobre as derivadas y ) ou seja

F : (x7 y7 y/7 MR y(n)) — (ij7 Q’ g/’ R g(n)) K
com
gk = d*y
dzk

Este mapa é chamado n-ésimo prolongamento de T'. As funcdes y*) sdo calculadas recursiva-

mente através do uso da regra da cadeia como

oo — @t
di
D,g*-1

Yy
D,z
onde Dy = 0, +y'0y + y"0y + ... é a derivada total em relacao a x.
Seja I' uma simetria da Eq. (3.1). A transformagao I' mapeia, entdo, solugdes da equagao

sobre solucoes. Em termos matematicos, I' é uma simetria se a condicao de simetria é vélida.

Ou seja,

sempre que a Eq. (3.1) for vélida. No caso geral de EDOs, a Eq. (3.3) é nao-linear.
O proposito de se encontrar simetrias de equacoes é, em ultima instancia, resolver a equacao

diferencial. Reduzir EDOs a equagoes diferenciais parciais (EDPs) nao lineares nao costuma
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ser uma boa troca. Portanto, como estd escrita, a condicao de simetria nao nos é de muito
uso. Porém, deve-se lembrar que transformacoes de Lie sdo continuamente conexas a identi-
dade. Gracas a esta propriedade, se nos atermos a simetrias de Lie, a condi¢ao de simetria pode
ser linearizada e escrita de uma forma mais tratdvel. Por simplicidade, trata-se aqui de trans-
formacoes dependentes de apenas um parametro. A extensao para mais parametros é direta.

Expande-se entao a transformagao ao redor da identidade como

T = z+ef+ 0(52) , (3.4)
§ = y+en+0(), (3.5)
g® = Yy 4 en® L 02) . (3.6)

O superescrito em n®) ¢ apenas um indice e nio indica diferenciacio. Ao substituir as Egs.

(3.4)-(3.6) na Eq. (3.3) obtém-se a condicao de simetria linearizada, escrita como
n™ = €+ nwy +nMwy + 40D (3.7)
sempre que a Eq. (3.1) valer. Como o préprio nome indica, esta condi¢ao é linear. As fungoes

n*) sao calculadas a partir de

e y®) 4+ eDynkE—1)
1+eDi€

Dai vem que

n 57](k) _ y(k) + €Dmn(k71)
1+eD€ ’

n® = Db —y®p g (3.8)

k)

n

Pode-se também definir a caracteristica Q = n — y’€ e reescrever as fungdes &, n e n¥) como
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n® = DEQ —y*t1Q, . (3.9)

(3.10)

Este resultado ¢ 1til de um ponto de vista computacional e é generalizado facilmente para outros

tipos de transformacao que nao transformacoes de Lie.

3.1.1 Orbitas e Geradores Infinitesimais

Interessa escrever as simetrias em termos de seus geradores infinitesimais. Para tanto, define-se
incialmente a 6rbita de uma transformacao.
Definigao: A érbita de um grupo de Lie de simetrias a um parametro através de um ponto

(z,y) é o conjunto de pontos dado por

(z,y;€)) .

—~
1S3
<
SN—
|
—~
>
—
\.H
<
™
N—
<>

Ou seja, o conjunto de todos os pontos onde (z,y) pode ser levado por uma transformagao do
grupo. Note que € = 0 corresponde a transformacao identidade.A érbita de um ponto invariante
é o mesmo ponto. A Orbita de um ponto nao-invariante é uma curva. Define-se ainda:

Definigao: O vetor tangente no ponto (&, ) a dérbita através de um ponto ndo invariante

(z,y) ¢ dado por (£(%,7), n(%,7)) onde

dz o
% - g(x7y) )
dy "
= = n(#,9)

Lembrando da definicdo de gerador infinitesimal de uma transformacao tem-se

ISH
Il

z4+eG x4+ ...,

g = y+eG-y+...,
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onde G é o gerador infinitesimal. A partir das Egs. (3.4)-(3.6) pode-se escrever

G = &(x,9)0: +n(z,y)0y .

O gerador G trata apenas de transformagées em z e y. Ao considerar equagdes diferenciais,
é importante definir como as transformacgoes agem nas derivadas relevantes. Para tratar deste

problema, introduz-se o gerador infinitesimal prolongado
G = &0, +n0y+ n(l)ay/ +...+ n(”)ay(n> .

Entéo escreve-se a condicdo de simetria linearizada como uma equacio envolvendo G™ como

G (y(") —w (x, Uy, e y(”_1)>> = 0,

quando a Eq. (3.1) for valida. Esta forma é especialmente interessante, pois descreve a condigao

de simetria de uma forma independente de coordenadas.

3.1.2 As Equacoes Determinantes

Para encontrar as simetrias de Lie da Eq. (3.1), é necessario primeiro obter os n(k). Se a
condicao de simetria puder ser resolvida, todas as simetrias de Lie de uma equacao diferencial
podem ser identificadas. Da definigdo dada na Eq. (3.9), e como & e 1 s6 dependem de x e y, 08

n*) podem facilmente ser obtidos com algum célculo. A seguir tem-se alguns deles:

T}(l) = N+ (77y — &) y/ - éyyl2 )
N = e+ 202y — Eea) Y — gyt + (Nyy — 26y + (my — 26 = 3&') v"
77(3) = Mgz + (37733$y - gawx) y/ + (nyyy - 3£zyy) y/3 - fyyyyl4

+3{77my — oo + (nyy - 3€my) y/ - 2§yyy/2}y”

_3£yy”2 + {ny — 38 — 4£yy,}ym .
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O nimero de termos em n(k) cresce rapidamente com k, portanto algebra computacional é
praticamente obrigatéria nos casos de ordens mais altas. Substitui-se entdo a expressao y(™ =
w (:U, vy, ., y("*l)) nas equacoes para n(k) e, igualando a condigao de simetria linearizada,
a equacao resultante pode ser separada (usualmente igualando coeficientes de poténcias de y’)
num sistema de EDPs. Este é o sistema de equagoes determinantes da Eq. (3.1) e tem como

solugbes as simetrias de Lie da Eq. (3.1).

Exemplo

Uma EDO de segunda ordem é escrita como

y' = w(x,y,y’). (3.11)

As componentes 1¥) dos geradores prolongados desta equacéo sao dados portanto

W= e+ (ny— &)y — &y, (3.12)
77(2) = Nzz + (2779334 - §$$) y, - gyyl/3 + (ﬁyy - 2533?4) le + (ny — 26 — 3§yy/) y// ’
= Mgz + (277:vy - gzmc) 3/, - gyyy/3 + (nyy - 259:3;) y/2 +

(ny — 260 =38y ) w (=, v, V) - (3.13)
A condi¢ao de simetria linearizada, por outro lado, leva a
n® = €wy +mwy+nVwy (3.14)
Igualando as Eqs. (3.13) e (3.14), temos

Nxa + (277:1:y - gazx) y, + (nyy - 2£xy) ?/2 + (ny - 2§x - 361/3//) w (337 Y, y/)

_gyyyl3 —&wg — Nwy — {7796 + (ny - gz) y/ - gyya}wy’ = 0. (3‘15)
A separagao da Eq. (3.15) em um sistema de EDPs sé é possivel se explicitado w. A titulo
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de exemplo, seja

A Eq. (3.15) se torna entao

Moz + (2Nay — Eoa) Y+ (Myy — 260) ¥ — &t/ — v (ny

W(IE7 Y, y/) = Y,
Wy = 0 )
wy = -1,
wy = 0

Igualando os coeficientes de poténcias iguais de 3/, obtém-se

Nez — Y (Ny —26)+n = 0,

277901/ - fx:c - 3€yy = 0 ’

77yy_2§xy = 0,

gyy = 0,

que é o sistema determinante da equagao em questao. Da Eq. (3.20), tem-se

&y
§
Da Eq. (3.19)
8y (77y —2&,)
Ny — 28
Ty

A§1 (1‘) y

Agl (x)y + A£2 (1‘) .

B(z) + Ag (2)y
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A (@)

n = B@y+———y+An(z) .

Da Eq. (3.18)

2 (B'(z) + Aé’l(w)y) - (Agl(if)y + /5,2(95)) —34a(x)y = 0,

§1y +2B'(x) — Agy(z) = 3Aa(z)y = 0.

E da Eq. (3.17)

B+ 28 2 a1 (0) — y [B) + Ag(o) -2 (A (2)y + (o)
+B(z)y + Ai:l; >y 24 Ap(x) = 0.
Comparando, entdo, poténcias de y, vem
Ai(z) = 3Aa(x),
Aa(z) = 1eV3% 4 e V3
2B'(z) = Agy(z).
(@) = —Ap(z),
Api(z) = c3cos(x)+ cysin(z) .
B"(z)+2B(z) = ¢,
B(z) = %5 + ¢ cos(V2x) + crsin(v/2z) .

Isto segue da comparagao dos termos com poténcias 0 ou 1 de y das duas equagoes. O termo

quadratico leva a

Afi(z) = —5Ag(x),
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Resolvendo para Ago(x), temos
Aga(z) = cpsin(V2z) — ercos(V2z) +cs
Finalmente, escreve-se

£ = cgsin(vV2zx) — ¢y cos(vV2zx) + cs

n = %53/ + cg cos(\/§x)y +c7 Sin(\/ix)y + cgcos(z) + eqsin(x) .
Portanto, temos os seis geradores de simetria de ¢y’ = —y

Gi1 = cos(x)0y ,

Gy = sin(z)dy ,

Gs = yo,,

Gy = sin(v2x)d, + cos(vV22)yd, ,
Gs = sin(v2x)yd, — cos(V2z)d, ,

G = 0.

Note que para encontrar simetrias de Lie, mesmo de uma equacao simples como esta, é
necessario executar uma quantidade grande de calculos. Fica claro com este exemplo que
equacoes mais intricadas trazem complicagoes no volume de trabalho a ser executado. Porém
o método, mesmo que pesado, tem sua funcionalidade assegurada pela garantia que calculos
intermediarios sao sempre lineares.

Note também que para obter as simetrias desta equacao foi necessario resolver a prépria
equacao. Isto ilustra que métodos de simetria talvez nao sejam sempre os métodos mais indicados

para se resolver equagoes lineares.
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3.2 Simetrias de EDPs

A técnica para a obtencao de grupos de simetrias de Lie de EDPs é essencialmente a mesma que

o caso ordindrio, exigindo apenas algumas generalizagoes. Seja

Ag = ueg —wg (a:, u(")> = 0, (3.21)
6=1,...,.M,
um conjunto de EDPs aonde u = (ul, e uM) sao as varidveis dependentes e x = (a:l, cen :CN)

as varigveis independentes. O sfmbolo u(™ representa o conjunto de todas as derivadas de ordem
n ou menor presentes na equacao. Por outro lado u,g ¢ a derivada de maior ordem em cada
equagao, e nao existe nenhum outro termo no sistema que contenha u,3. Esta nao é a forma mais
geral para um sistema de EDPs, mas é de generalidade suficiente para tratar uma grande classe
de problemas fisicos, enquanto simplifica enormemente os calculos necessarios para a obtencao
de simetrias. Isto se deve ao fato da substituicao u,3 = wg (x, u(”)) ser possivel ao separar o
sistema determinante.

A forma do gerador infinitesimal prolongado de uma equagao do tipo da Eq. (3.21) é
G = €(n,u)0, + a0 + 130,y
onde ug = Dj u®é uma abreviacao de todas as derivadas possiveis de u, com
D, = DD . D .

e também

A condicao de simetria para EDPs é dada por
GAg = 0,
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Sempre que a Eq. (3.21) for valida. A obtencao do sistema de equagoes determinantes segue o

mesmo processo que EDOs. Estes métodos ficam mais bem ilustrados em um exemplo pratico.

Exemplo

Considere a equacio u; = u2. O gerador infinitesimal é entdo escrito como
xr

G = &0, + 710+ n0, .

A condicao de simetria linearizada é

nt = 2un”
Das definicoes de 1% e ' vem
77x = N+ (nu - fz) Uy — TpUt — fuui — Ty Ug Ut
' o= = &ue + (M — ) w — Eutiguy — T

Substituindo e eliminando u; com o auxilio da equacao original, obtém-se

T o= 0, (3.22)
Sut2m = 0, (3.23)
Nu+1—2, = 0, (3.24)
&+2n, = 0, (3.25)
n = 0. (3.26)
Resolvendo a Eq. (3.22), temos
T = A(z,t)
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Da Eq. (3.23) vem

& = —2A,u+ B(z,t),

e com a Eq. (3.24) segue

n = —2A4,u®+ (2B, — A)u+ C(z,t) .

Substituindo estes resultados nas Eqgs. (3.25) e (3.26)

—4A400u? + 4 (Bay — Ag))u+ Cp(z,t) + By =

—2Au20u? + 2 (By — Ag) u+ Ci(x,t) =

Comparando poténcias de u, tem-se

C; = 0,
B:+2C, = 0,
2Byt —Aw = 0,
By —Ane = 0,
Aot = 0,

Agze = 0.

Resolvendo as Egs. (3.28) - (3.30) obtém-se

C = ax,
B = -2d(2)t+p(x),
A = 2" () +~(z)t +6(x) .
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Substituir estes resultados nas Eqgs. (3.31) - (3.33) permite escrever o resultado final

1
& = —dcitr —2cot + ¢y (23:2 — 2tu> + cgx 4+ ¢y — degxru — 2¢c9u
T = —deit? 4 cawt + est + g + cox + o
n = a1z + cx + 3 + cazu — csu + 2cgu — degu? | (3.34)

que tem 10 constantes arbitrarias, sendo assim uma algebra 10-dimensional.

As simetrias de Lie para EDPs e EDOs, como observado, sdo obtidas essencialmente pelos
mesmos métodos.Porém, obter simetrias de equagoes, por si s6, ndo tem muito uso. Queremos
explorar o conhecimento de simetrias de uma equagao de modo a chegar o mais préximo possivel
de uma solugao. O que segue é uma das varias maneiras de se usar um grupo de simetrias de

Lie com este intuito.

3.3 Coordenadas Candnicas
Suponha que a seguinte EDO,

dy

dx = w(x?y) Y

tenha como simetria as translagoes em y

(x, y)—(z, y+e).

A condicao de simetria nos leva a

wy = 0.

E com isso, a equagao de primeira ordem mais geral com simetria de translagoes em y é

dy

L= w@),
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que tem como solucao

y = /w(x)dx.

Note que invaridncia por translagoes resolveu a EDO de primeira ordem geral. Portanto pode
ser interessante escrever uma equacao diferencial em um sistema de coordenadas tal que alguma
de suas simetrias possa ser escrita como uma translacao.

As 6rbitas de simetrias de translagdo tem o mesmo vetor tangente em todos os pontos

&mn) = (0,1) . (3.35)

Dado um grupo de Lie de simetrias a um parametro, uma base na qual os vetores tangentes
podem ser escritos como vetores tangentes a dérbitas de translacao pode ser encontrado. Para

tanto, pode-se introduzir as coordenadas

de modo que
(7, §) — (r, s+¢).

Da defini¢ao do vetor tangente a érbita vem

dr
= =0
de ’
ds
— = 1.
de

Aplicando a regra da cadeia,

g(q"?y)"ﬂx +77(33ay)7"y = 0 )

é(x7y)8x+n(xay)3y - ]. .
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E necessario também que a transformacao de coordenadas seja invertivel em todos os pontos,
evidenciado pela exigéncia que a matriz de transformacao no espaco dos vetores nao seja singular.

Isto se traduz no presente caso como
TSy — TySe 70 .

Se tal mudanga de coordenadas for possivel, as coordenadas r e s sao chamadas coordenadas

canonicas. O gerador de simetria nestas coordenadas é escrito como
G = 0s. (3.36)

Geradores deste tipo podem ser usados para reduzir a ordem de uma EDO de n para n — 1 ou

para eliminar uma variavel independente de uma EDP.

Reducao de Ordem em EDOs

Considere a EDO
s o= W <r, Sy .. ,3(”_1)>

escrita em coordenadas candnicas e portanto invariante por G = Js. Isto nos leva, de acordo

com a condicdo de simetria, a

Isto quer dizer que a equagao pode ser escrita como

s™M = (r, s ..., s”fl) ,
oD = (7’, v,... ,v”_2) ,
ds
= o (3.37)
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A mudanca de varidvel para v efetivamente reduziu em 1 a ordem da EDO. Isto quer dizer que

n simetrias podem resolver uma EDO de ordem n por completo.

Reducao de Variaveis em EDPs

Considere a EDP
F(:cl,...,xM;u,um,...) =0

invariante sob o gerador G = d,1. Esta invaridncia leva a condigao

e portanto a varidvel 1 pode ser eliminada da equacao, efetivamente eliminando um grau de
liberdade do sistema. Com o conhecimento suficiente de geradores de simetria de uma EDP,
esta pode ser reduzida a uma EDO, que costuma ser bem mais simples de se resolver. Encontrar
coordenadas canonicas em EDPs é um problema bem maior que em EDOs, devido ao aumento
de coordenadas a serem tratadas.

Note que as relagoes de comutacao entre geradores sao independentes do sistema de coorde-
nadas usado. Isto quer dizer que se n geradores de simetria comutam, estes n geradores podem
ser simultaneamente transformados em geradores de translacao, reduzindo em n o nimero de
graus de liberdade do sistema. Isto decorre de [0,:, O,;] = 0 ser a relagdo de comutagao tipica
de grupos de translacao, permitindo que alguma base exista em que o tratamento anterior seja

possivel. Este fato sera relevante nos capitulo subsequentes.
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Capitulo 4
Equacoes de Dirac

4.1 Mecanica Quantica e Relatividade

A Relatividade Especial e a Mecanica Quantica sao os dois pilares da fisica do século XX.
E portanto natural que ocorram tentativas de combinar as duas teorias. A primeira meta desta
secao ¢, entdao, mostrar como construir uma equacao invariante por transformagoes de Lorentz
analoga a equacao de Schrodinger. Este capitulo de revisao tem como principais referéncias
bibliograficas [1], [2] e [3].

Na Mecanica Quantica os estados de um sistema sao representados por vetores normalizados
|¢)) de um espago de Hilbert H, que contém toda a informacao sobre o sistema. A quantidade
|(¢|1)|? é a probabilidade do sistema descrito por|i) ser encontrado no estado |¢). Observaveis
fisicos sdo representados por operadores auto-adjuntos AT = A no espaco H. O valor esperado
de um destes observaveis é dado por (1)|A[), e finalmente, a evolucao temporal de sistemas que

obedecem a mecanica quantica é dada pela equacao de Schrodinger
0
ih— = HyY).
vy = HI)

Por outro lado, a Relatividade Especial diz que as leis da natureza sdo independentes do

referencial observador, desde que faca parte da classe de referenciais relacionados um ao outro
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através de transformacoes do grupo de Poincaré. A velocidade da luz ¢ é um limite superior
absoluto para a velocidade de qualquer sinal. Informagcao originando num ponto (zg, to) atinge

apenas pontos (x1, t1) dentro do cone futuro:
Cz(tl—to)Q—($1—$o)2 ZO N tl—to ZO .

Esta é a expressao relativistica da causalidade.

Para combinar a invariancia relativistica com a Mecanica Quéntica, podemos fazer uso do
principio da correspondéncia. Na representacao usual no espaco de configuragoes da Mecanica
Quantica, associam-se os operadores ih(9/0t) e (h/i)V; = (h/i)(0/0z") & energia E e ao
momento p;, respectivamente. Partimos entao da relagdo de dispersao relativistica
4 .

E? = p?c?+mic

Deste ponto em diante nesta dissertacao, serd adotado um sistema de unidades em que ¢ = h = 1.

A equacgao acima fica como
E* = p’+m?.

Fazendo a substituicao usual de grandezas fisicas por operadores, obtemos entao uma equagao

analoga a equacao de Schrodinger, porém com invariancia relativistica

<8t2 —-VvZi- m2> v(x, t) = 0.

Esta equacao é conhecida como equacdo de Klein-Gordon. A invaridncia de Lorentz fica mais

explicita se escrita em sua forma covariante
(0"0, +m*)Y(x, t) = O.

Esta equagao, apesar de ser andloga a equagao de Schrodinger, nao possui uma corrente conser-

vada positivo-definida. Isto quer dizer que nao existe uma interpretagao probabilistica associdvel
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a 1. Além disso, esta equacao nao reproduz alguns resultados conhecidos e medidos do dtomo
do hidrogénio. Tais fatos levaram Dirac a tentar obter uma outra equagao que resolvesse estes

problemas. A idéia por tras desta equacao ¢é fatorar o operador de Klein-Gordon como

(iv 0 +m) (in"'0y —m) = (8“6% + m2) P(x, t) .

Fica claro que esta fatoracao é impossivel se v* forem ntimeros usuais. O que Dirac percebeu
é que esta fatoracao é, de fato, possivel se v* forem matrizes. Propoe-se entdo que v* sejam

matrizes anticomutativas que obedecem

(" = AT

= 21

Onde n*¥ é a métrica de Minkowski e I é a matriz identidade. A menor dimensao possivel para

as matrizes v pode ser determinada notando que, para i # 7,

det(vy'47) = det(—7") .

= (—1)*det(v/¥") .

As matrizes 7 tem inversa (o quadrado delas é 1), portanto seu determinante é ndo-nulo. Desta
forma, a dimensao d deve ser par. Note também que devem existir tantas matrizes v quanto
dimensoes do espago tempo. Portanto em 3+1 dimensoes, devem haver 4 matrizes de Dirac.
Como sé existem 3 matrizes 2 x 2 anticomutativas, a menor dimensdo das matrizes v em 4
dimensoes de espaco tempo é 4. A forma explicita das matrizes v depende da representacao
escolhida para as mesmas. As representacoes utilizadas nesta dissertacao serdao explicitadas
quando relevantes.

Isto nos permite, finalmente, escrever a seguinte equacao, conhecida como equagao de Dirac

(ivFOy —m)yp = 0.
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A equagao de Dirac funciona como um seletor de solugoes da equagao de Klein-Gordon. Apesar
de 1 nao ser mais uma fungao escalar simples (como 7y é uma matriz n xn, ¥ deve ser uma matriz
n x 1), todas as solugoes da equagao de Dirac sdo também solugoes da equacao de Klein-Gordon.

Esta equagao é a equacao basica para os campos de spin %, como sera mostrado na préxima
secao. Isto a torna de importancia fundamental, uma vez que a matéria é composta de estados
ligados de particulas de spin % Estudando a covariancia relativistica desta equacao, elucidam-se

fatos bastante importantes.

4.2 Covariancia Relativistica

De acordo com o principio da relatividade, a equagao de Dirac deve manter sua forma em
dois referenciais relacionados por uma transformacao de Poincaré. Note que a invariancia de
translagao é direta, restando apenas a verificacdo de invariancia por transformacgoes de Lorentz.

Considere entdo uma transformacao de Lorentz A. Seja o sistema descrito pela fungdo % no

primeiro sistema e por ¥’ no sistema transformado. Ambos devem satisfazer a equagao de Dirac

(i, —m) (x) = 0, (4.1)

(™0, —m)¢'(z") = 0. (4.2)

Deve haver uma relacao local entre 1 e ¥’ de modo que um observador possa reconstruir um

dos dois, conhecendo o outro. Assume-se que esta relagao é linear

(@) = SA)y(). (4.3)

Substituindo a Eq. (4.3) na Eq. (4.2) tem-se

(W“ o ‘m> W'(2) = 0

ox'H H

v

Para que esta equagao seja consequéncia da Eq. (4.1) para todo v e como dz” /dx'F = (A‘l) u
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tem-se que
wao—1 _ —1\* v
S(A)AHSTH(A) = (A )Vy . (4.4)
Constroéi-se entao S (A) para uma transfomacao infinitesimal prépria A, que é escrita como

AX = guy + wuu )

14

com w', uma matriz infinitesimal e anti-simétrica. Escreve-se entao, para S (A)

S(A) = I—%aww“”—k...

i
STL(A) = I+ ZJWUJW +...
Portanto, em primeira ordem em w, temos que a Eq. (4.4) resulta em
[V, oap] = 2i (g“a’m ~ 4 5704) :

Um conjunto de matrizes 0,3 que satisfaz a relacao ¢

1

OaB

Representagoes do grupo de Poincaré sao classificadas de acordo com os autovalores dos dois
operadores de Casimir P? e W2. O operador P, é o momento, enquanto W, = —%EW,,UJ ve pe
é o vetor de Pauli-Lubanski. O autovalor de P? ¢, de acordo com a equacio de Klein-Gordon,

m?. Portanto o autovalor W2 de WHEW,, é dado
W? = —m2S(S+1).
Aonde S é associado ao spin do campo. Para determinar S, determina-se como .J,,,, age sobre 9
@) = (1= 5 ) 0la)
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— (I — iaww“"> P(af — Wl x”)

= (I — %auyw“" + xuw“”(?V) P(x) .

E portanto,
1 )
Jw = QUW +i (2,0, —,0,) .
Isso nos leva a
1/1
2 _ 3.2 _
W = —Zm —5 (2 + 1) s

e o spin de ¢ é %, como afirmado acima.

4.3 Equacgoes de Dirac Nao-Lineares

A equagao de Dirac descrita nas segoes anteriores descreve uma teoria livre, sem interacoes.
Enquanto muitas informagbes podem ser obtidas de tal teoria, a natureza nao se limita a
particulas nao interagentes. Para se adaptar e descrever o universo real, o primeiro passo a
ser dado é adicionar interacoes a equagao de Dirac. Umas das maneiras de se fazer isso é

adicionar nao linearidades na equacao. Considere nao linearidades da forma

[0, + F (3, )] ¥ = 0. (4.5)

Aonde ¢ = i4Y.

Fica claro que nem todas as equagoes do tipo (4.5) sdo fisicamente interessantes. Uma
maneira de introduzir equagcoes desta forma é selecionar, dentre estas equagoes, aquelas que se
mantém invariantes sob a acao do grupo de Poincaré. SupoOe-se entao que tal escolha é feita e a
nao-linearidade F' agora é tal que, ao adiciond-la a equagao a invariancia pelo grupo de Poincaré

é preservada. Uma propriedade muito importante decorre dai. Suponha que procuramos uma
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solucao desta equagao invariante sob a acdo de um grupo, possivelmente um subgrupo do grupo
de Poincaré. Sejam @), geradores de uma subalgebra d — 1 dimensional da &dlgebra relacionada

a este grupo. Procuramos entao solugao do sistema

[(v*Op+ Flyp = 0

Qa¢($) = 0 (4.6)

com (), dado por

Qa = 558;1 + (Ualﬁ)a awo‘ .

(4.7)

Exige-se que hajam d — 1 (), para que as d varidveis independentes possam ser reduzidas a
apenas uma. Como visto no capitulo anterior, cada gerador é capaz de reduzir em 1 o ntimero
de variaveis independentes do problema. A exigéncia que esses geradores fechem uma subalgebra
¢é imposta para garantir que a reducao possa ser feita em um s6 passo, como visto no seguinte
teorema.

Teorema: A substituicdo do Ansatz

na Eq. (4.6), desde que a matriz A(z) e o argumento da funcao espinorial ¢(w) obedecam

Q) = (850 +) Aw)

Q.A(x) = 0,
0
i = 0

resulta na separacao do sistema de EDPs em um sistema de EDOs para ¢(w).

Prova: Uma forma mais completa da prova pode ser encontrada em [33], [34]. O sistema
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nas Egs. (4.6) pode ser reescrito como

iy 9+ Flo = 0,

Quth = (0o + €alo + )b = 0.

O sistema aceita grupos gerados por @Q, se o sistema original aceita grupos gerados por Q.,

enquanto valem as relacoes
|:Qa7 Qb] = 0.
E uma consequéncia da teoria dos grupos de Lie que existe uma mudanca de variaveis

U(z) = n(@)p(z),

o= fH(x)
tal que o gerador @, tem a forma
< 0
Qi = 34
(4.8)
O sistema (4.6) entao toma a forma
2y~ R(wb)v
820 ) 9 9
0
v = 0. 4.9
B2 (4.9)

Integragao destas equagdes garante que W = W(zg). Para retornar ao sistema original, nota-se
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E portanto, a escolha

A@) = [,
w = 2
leva a Eq. (4.6) em
9 _
% = I (w7 ¢7 ¢) ¢ s

completando a prova do teorema.
Mesmo com as limitacoes impostas acima, a classe de equagoes de Dirac que podem ser
tratadas por este formalismo ainda é muito grande. Nesta dissertacao, o foco esta em um caso

especifico da funcio F(z,, ).

4.4 A Equacao de Gross-Neveu

O modelo de Gross-Neveu foi inicialmente proposto por David Gross e André Neveu em 1974.
Originalmente o modelo foi estudado em 141 dimensoes, como um “toy model” para a QCD.
Neste modelo, os gluons, bésons mediadores da interagao forte, sdo suprimidos na Lagrangiana
em favor de uma interacao de contato de quatro férmions.

A Lagrangiana para o modelo de Gross-Neveu massivo é
iy = 2
L = g (V'O —m)yp* = A (wa¢“) .

Ondea =1...N éum indice de sabor, cuja presenca reflete a existéncia de N férmions diferentes.

As equagoes de movimento sao entao dadas por

(iv" 0, — m) Y — X (Ya0*) ¥ = 0.
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O modelo tem uma simetria interna U(NN), como pode ser observado fazendo a transformagao

P — UY* by — Ul , (4.10)

onde U é uma matriz unitaria Ut = U~'. Como existem N férmions diferentes, o grupo de
simetria interna é U(N). Além da simetria U(N), o modelo é invariante por transformagoes de
Poincaré. Isto é facilmente observavel se notarmos que, como a equagao de Dirac é invariante por
Poincaré, basta verificar o termo A (z[?aqb“) A invariancia de translagao é ébvia (nenhuma coor-
denada aparece explicitamente na lagrangiana), portanto resta verificar invariancia de rotagao.
Lembrando que rotagoes sao transformagoes ortogonais, a invaridncia de Poincaré decorre dire-
tamente.

Por ser invariante por transformagoes de Poincaré, todo o desenvolvimento acima é valido
para as equagoes do modelo de Gross-Neveu, que serao o foco deste trabalho. Por simplicidade,

nesta dissertacao tratamos do caso sem massa e com N =1

V'O — A (b)Y = 0.

Conforme estabelecido na Introdugéao, o modelo de Gross-Neveu tem relevancia para a fisica
no estudo de vérios fendomenos.O que segue no proximo capitulo é um estudo das solugoes desta

equacgao baseado em suas propriedades de simetria.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo solugoes analiticas da equagao classica de Gross-Neveu serao apresentadas. Estas
solugoes sao obtidas usando os métodos discutidos nos capitulos anteriores, mais especificamente,
invariancias por difeomorfismos da equacao de Gross-Neveu serao exploradas. Trés casos serao
analisados: 1+1 dimensoes, 241 dimensoes e 3+1 dimensoes, cada um em sua prépria secao.
Antes, porém, serd especificado o método pelo qual tais solugoes sao encontradas. Os resultados
aqui encontrados envolvem a resolucdo de muitas equactes diferenciais. Para executar este
trabalho bastante oneroso foi feito uso de varias rotinas coletadas no pacote SADE [30], em

particular rotinas para a obtencao de coordenadas canonicas.

5.1 Meétodo

Solucoes da equacgao de Poincaré invariantes por grupos de Lie sdo procuradas como solucao

do sistema

[0 = A (G0)] v = 0,
Qad}(x) = 0,
Onde os @), sao um conjunto de geradores de simetria da equacao de Gross-Neveu. Os geradores

podem ser encontrados usando-se as condigoes de simetria. No entanto, como a equacao de
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Gross-Neveu ¢ invariante por transformagoes de Poincaré, os geradores (), s@ao escolhidos como
um conjunto de geradores do grupo de Poincaré. Além disso, é necessdrio mais uma restricao.
E necessério que os geradores formem uma subalgebra d — 1 dimensional do grupo de Poincaré.
Esta restricao é imposta para que a EDP em questdo possa ser reduzida a uma EDO como
exposto no capitulo anterior. O problema da classificagao das subalgebras do grupo de Poincaré
foi resolvido em [40].

Uma vez feitas estas consideragoes, ansitze do tipo ¢ = A(x)¢(w) invariantes pela acao dos

geradores (), sao construidos impondo a condicao

Q@) = (&0 +) Alw)

Q.A(x) = 0,
0

De acordo com o capitulo anterior, a substituicao destes ansdtze na equagao de Gross-Neveu
leva a uma EDO para ¢(w). Estas EDOs séao, entao, integradas.

A eficiéncia do método é garantida pelo fato de que os passos intermedidrios a serem resolvi-
dos séo lineares, uma vez que as equagoes necessarias para encontrar os ansitze sao lineares. As
equagoes (5.1) sao resolvidas pelos métodos usuais, porém os célculos sao bastante enfadonhos.
Aqui serao apresentados apenas os resultados finais. A representacdo da algebra de Poincaré

utilizada neste capitulo é

1 .
Jw = 50#1,—1-2(.%'#61,—:61,8”) ,
P, = io,.

Os respectivos comutadores sdo dados por

[P,u? PV] = 0,
(s Pl = i(guply — gupPu)
[JH JP7) = i (gUT M 4 TR PV 4 PP TR 4 gl TV
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Nem todas as subélgebras de Poincaré geram equacGes ordindrias de facil resolucdo. Neste

trabalho serao suprimidos os casos em que nenhuma solucao pode ser obtida.

5.2 Equacao de Gross-Neveu em 141 Dimensoes

Em 141 dimensoes do espago tempo os espinores ¢ tem duas componentes. As matrizes

sao escritas como

0 —1
o’ = ,
7 0
0 1
ol =
1 0

Os anséatze construidos estao representados na tabela abaixo:

N | Subalgebras A(x) w(x)
1 P1 I Zo
2 | Py I z1

3 | J+aPy+ BP | exp |yom arctan <x1+ﬁ>] (z0 + a)? — (21 + B)*

To+o

4 | P+ Fy I 1+ Zo

Estes ansiitze dao origem as equacoes:
L ivo$ = A (¢6) ¢
2. im¢ =\ (69) ¢
3. Yi(o+7)e+ilw(o+m)+%—nlé=A(¢) ¢
4. i(yo+m) o= A(d9) ¢

o7



As solugoes destas equagoes estao dadas a seguir:

N | Subalgebras o(z)

1| P exp (—iA(Xx)70w) X

2 | R exp (IA(Xx)mnw) X
sin(f)  cos(6)

3 | J+aPy+ 6P X
cos(f) —sin(6)

4 P+ P X

Aqui x é um espinor constante e

2
2 xr
erf(z) = ﬁ/o e dt .

Vale notar que as solucdes do tipo 1, 2, e 4 necessariamente respeitam ¢¢ = const., e na verdade

0 = \/ii/\\/%erf (?) ,

sao solucoes de uma equacao de Dirac linear.

5.3 Equacao de Gross-Neveu em 241 Dimensoes

Em 2 + 1 dimensoes do espago tempo os espinores tem duas componentes. As matrizes

sao dadas por

V(3) (iUQ,J ,03) ,
(5.2)
com o> dada por
1 0
o =
0 -1

Os Ansétze invariantes por cada subdlgebra de Poincaré entao sao:
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Numero | Subalgebras | A(zx) w(z)

1 P, B I Zo

2 Py, Py I 1

3 Jo1, P> exp [37071 In (2o + 21)] x3 — 23

4 Ji2, Py exp [—%7172 arctan (%ﬂ x? + 23

5 Po+P, P |1 To — T

6 Joi, Py + P | exp [%7071 In (zo + 931)] 9

7 G1, Po+ P | exp [Q(z:}rm) (o0 + 72)’)’1} xo + T2

8 G1 + P, exp [5(zo + x3)(y0 +¥3)n] | (w0 + 22)?
P+ P +21;

As equagdes obtidas substituindo cada caso sio:
1. 09 = A (¢0) ¢
2. iv1d = A (d0) &
3. i(vo+m)d+ilwo+m)+% —nléd=A(d0) ¢
4. w2 a0 + 2w = A (66) ¢
5. (0 +72) 6 =\ (09) ¢
6. 2i(y0+71) b+ inad = A (¢6) ¢
7. 3iw (Yo +v2) o +i(y0+2) 0=\ (0) ¢
8. 2ivip =\ (o) ¢

E as solugoes obtidas resolvendo estas equacgoes sao:
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Ntimero | Subalgebras d(w)

1 Py, Py exp (iA(¢¢)r0w) X

2 Py, P exp (iA(¢d)nw) X

5 Jov, Py sin(f)  cos(6) v
cos(f) —sin(0)

4 Ji2, Po W exp [3iIAC002 Inw] x

5 Py + P2, Py X

6 Jor, Po+ Py -

7 G w3y

Po+ Py Xx =0
8 G1+ Py, Py+ P2 | exp [3A (0x) mw] x

As solucdes 1, 2, 5 e 7 respeitam ¢¢ = const., com 5 e 7 respeitando ¢¢ = 0. Foi encontrada
também uma solucao invariante por rotacoes espaciais no caso 4. Além da invariancia por
rotacOes, a invariancia por Py faz desta solu¢do uma solucdo estaciondria, pelo menos neste
referencial. A solugdo 3 é uma solugao de interpretagao fisica nao-trivial. O grafico da densidade
YT relacionada a esta solucdo é apresentado na Fig. 5.1, com x1 = 0 e y2 = 1. Note que como
a solugao 3 independe de x2, podemos plotar um grafico bidimensional.

Infelizmente, 111 oscila fortemente para x; grande. A quantidade ¥t pode ser vista como
uma aproximacao crua de uma funcao de correlacao na teoria quantica, similar aos “pares” da
teoria BCS.

A solugéao 7 é uma solucéo solitonica. Isto quer dizer que sua forma nao muda com avangos
temporais. O grafico da densidade 11 relacionada a esta solucdo é apresentado com y; = 1 e

x2 =0, com z1 = 1.1 na 5.2.

5.4 Equacao de Gross-Neveu em 3+1 Dimensoes

Em 3 + 1 dimensoes do espago tempo os espinores tem quatro componentes. As matrizes

60



ra
;
:
ra
;
;

(e) zo = —0.8

Figura 5.1: A densidade 11 relacionada a solucéo 3

61



Figura 5.2: g =0

sao dadas por

Onde I representa a matriz identidade 2 x 2 e as o’ sdo as matrizes de Pauli. Os ansitze

invariantes por subdlgebras de Poincaré construidos para este grupo sao dados por

N | Subalgebras | A(x) w(z)

1| Py, P, P I z3

2 | P,P, Ps I oy

3 | Ph+Ps, P, | 1 To — T3
Py

4 | Jog, P, Py | exp [570y31n (w0 + 23)] | 2f + 23
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N | Subalgebras A(z) w(z)

5 | Joz, Po+ P3, exp [57073In (2o + 23)] T3
Py

6 | Jos+ aPs, Fo, exp [527073] z1
Py

7 | Jog + aPs, exp [%’7073] aln(zg + x3) — o2
Py + P3, Py

8 | Jio, Py, P exp [—%71’)/2 arctan (%ﬂ x? + 23

9 | Ji2+abhy, P, exp [—527172] T3
Py

10 | Jio + aPs, Py, exp [;’%7172] o
Py

11 | Jo+P+ P exp [§(z3 — z0)1172] zo + T3
Py, Py

12 | Gy, P exp [Q(zj}rm) (o0 + Vs)%} To + 3
Py+ Ps

13 | Gy, Py + P3, exp [%(7@ + 73)%} xo + x3
P+ abP;

14 | Gi+ Py, Py, exp [372(70 + 73)71) T + T3
Py+ Ps

15| G1+ Py, P» exp [5 (0 + x3)(v0 + 73)7] (zo + x3)*+
Py+ P 21

16 | G1 + Py, Py+ Ps, | exp [%(mo +23) (70 + ’yg)’h] —a(zo + 23)?
P+ aPs 2(xe — axy)

17 | Jos + aJia, Py,Ps | exp [—7%%;5””2 arctan (%)} x? + 22
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N | Subalgebras A(z) w(z)
18 | Joz + aJis exp [28ENI2 I (g + z3)] x3 — 23
P, P
19 | G4, G, exp [%(’ylxl + ’}/2562)] xo + T3
Py+ Ps
20 | G1+ Py, Py+P; | exp (2[(x0+x3)7(gf;3+6)_a} X0 + T3
Gy +abP + 3P, {7 [(wo + z3 + B) 71 — ax2]
+72 [(wo + x3) 22 — 21]})
21 | Ga2+ P+ BP, exp [m(% +73)m To + 3
G, Po+ Ps 5ot (0 +73)
[V2(zo + 23) — 7]
22 | Ga+ P exp [(70 +73) <m% (w0 + x3)
Gi, P+ Py + )|
23 | G1, Jos, P exp (m (Yo +3) ’yl> x3 — 23 — 23
exp [$7073In (zo + x3)]
24 | Jos+aPL+ (P | exp (xl ;;2%;” (70 +73) 71) xg — fIn (2o + 23)
Gi, P+ Ps exp [%7073 In (o + xg)]
25 | Jig+ Py + Ps, exp (2 ;’017;’3 7z + ’}/25132)) xo+ T3
G1, G2 exp( Totas) 7172)
26 | Jos + aJi2, G1, G2 | exp (210(::;35 M+ 72962)) T-x

exp [% (Yov3 + av1y2) In (zo + $3)]

Nesta tabela G, = Joi + J3i. As equacdes resultantes sao:

—_

L ied = X (¢9) ¢

0o = A (60) ¢

i(v0+73) =X (¢9) ¢

%i(’70+73)¢+i[w(’70+73)+%*73]92'5:)\(d_>¢)¢
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23

24

25

- 31 (0 +73) ¢ + 1720 = A (69) ¢

L=+ imnd = A (69) ¢

—o 17 i [ (o + 73) €Y = 2] 6 = A (d9) ¢

- iw 290 + 2iw! 206 = X (60) ¢

== 3b + 130 = A (90) ¢

=06 + 0 = A (¢0) ¢

Yi(y0 —3) b +i (0 +73) o = A (60) ¢

3w (0 +73) &+ (Y0 +73) & = A (09) ¢

s et 7) (o +73) 0 +i (o +73) ¢ = A (69) ¢

Ti(v0 —3) b +i(0+73) o = A (60) ¢

2im¢ = A (69) ¢

2i (2 — am) ¢ = A (¢9) ¢

saw 2y (0 — ) 6+ 2w 2720 = X (60) 6

51 (70 +73) (1 + a7a) & + i [w (30 +73) + 70 — 3] & = A (09) &
iw (o +73)+i(0+73) 6 =\(d0) ¢

Jilww+B) =)™ (o +73) {2w (w+ B) — a — 1] yu—2w—B}+i (yo +73) 6 = X (¢) ¢
Yilw @ +B) " (0 +78) 2w+ B =) ¢ +i (0 +73) 6 = A (69) 6
pilw(@+ 1] w+1) (o +s)d+i(0+73) =X (d9) ¢
Ci(yo+y3) @+ ilw (o +3) +0 — sl d = A(69) ¢
Ci(yo+) o tile— B0+ 0= \(d0) ¢
i) o +i[(o+ys) w4+ (0 —73) 1] 6 = A (¢9) &
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26. 3i(0+73) B+ aya)d+i[(vo+73)w+0 — 3] & = A (d9) &

Onde 74 = Yy172773- As solugoes para ¢ sao listadas a seguir:

N | Subalgebras d(w)
1 | Ry, b1, P» exp (1A (Xx)72w) X
2 | PP, P exp (—iA(Xx)v0w) X
3 | P+ P3P, P X
4 | Jos, P1, P2
5 | Jos, P+ P3, P, -
6 | Jos+ aPy, Py, Ps exp (017073w) [(0172 — 3571) 74 — iAT1] X
7 | Jgs+aPy, P+ P;, P | -
8 | Jig, Py, P3 w1 exp [%M(ix)'yg lnw] X
9 | Ji2+abPy, P, P exp (2v172w) ([0270 — 5573) 14 — iAT2) X
10 | Ji2 + aPs, P, P exp (637172w) ([f370 — ivg] Y4 — iAT3) X
11| Jiz+ Po+ P, P, Py | exp (04m172w) ([0470 — 557v3) 74 — iAT4) X
12 | Gi, P w_%x
Py + P3 xx =0
13 | Gy, Py + Ps, exp [—%02’4 lnw] X
P+ aPs Xx =0
14 | G1+ P, P, exp [—374w] X
Py+ P Xx =0
15| Gi+ Py, Po, P+ P3 exp [%/\ (Xx) ylw] X
16| G+ Po, ot Py, | exb [y (00 (02 — am)w] x
P+ abP
17 | Jos + adia, Po,Ps -
18 | Joz + i, Pi, Py ;
19 | Gq, Go,Py+ P3 wy
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N | Subalgebras d(w)

2(a—1)y4 arctan | 222
20 | G1+ Py, Py+Ps, | exp [~} \/%‘ﬁm)
G + aPy + 3P, —In(w(f+w) —a)+2mw)| x
21 | Go+ P+ (P, exp [—1 ((ﬁ—m)1Hw+(g+74)1n(ﬁ+w)>} .
Gy, Po+ P3
22 | Go+ P (2“""1)_1/2)(
G, P+ P3
23 | G1, Jos, P +

24 | Jos + aPy + BP, exp{[2 (70 +73) + X (xx) (72 — B (70 +73))] whx
G, Py + Ps

25 | Jig+ Py + Ps, -
G17 G2

26 J03 + aJ127 Gla G2 T

As solugbes marcadas como t (equagdes 4, 23 e 26 com « = 0) sao solugdes da equagao

%m(70+73)¢+[w(70+73)+70—73]¢ = X(¢9) o,

com m = 1,2, 3 respectivamente. A solugao para esta equagao é dada por

em=1,00+#0

1 1
" = x%cos <271n(w) + x?sin <2Tln(w) ,

) )
ol = w2 [Xl cos (;Tln(w)> ~\Psin (;Tln(w)>] ,
62 = —iw L2 [;8 cos <1Tln(w)> ~"sin <;Tln(w)>] ,
#* = x>cos (;Tln(w)> + ! sin (;Tln(w)> ,

aonde 7 = i\ (XOXQ* — XZXO* + X3X1* - XlXS*)
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o m=223

¢ = M2 NI, (2) + XY (2)]
- dJ, dy,

¢ = m)/2 [7— 71+m/2 Cu(2) + XY (2)] w12 <X3 diz) e dz(z)ﬂ 7
_ odJ, day,

§ = W [z (0,6 1 iviga)] - i (02 )]

¢ = UL+ XY ()]

aonde J,, e Y, sdo funcdes de Bessel, 7 = —Z(m — 1) (x"%* — x®" + x> — x!'x*),

1—

=(1-m)/(l+m)ez=Tw 2 /(1+ D).

Além disso, os 6; e 7; satisfazem

o, = +- (4027222 —1)"* |

20

o= 22218 (xx) + 2idm61 (xyeax) — idmiaTt (Xnvax)
1

by = 25— (1—4a’3N)""

T = 2X375 (Xx) + 2iA202 (X07aX) — iAma ! (X1374X)

05 = 4 (1+4022A2) "

2a
T3 = 237 (Xx) + 2iAT303 (Xy37ax) + iAsa” ! (X1074X)
04 = —AQTZ 5
T4 = 32077 (Xx) + 8iATa [X (0 — ¥3) vax] — 32iATS [ (0 + 73) Yax] -

Pode-se notar que das 26 equagoes acima, 5 estao sem solugao (equagoes 5, 7, 17, 18 e 25).
Isto aconteceu pois as EDOs relacionadas sdo complicadas e nao foi possivel encontrar solucao

para estas. As solugbes de ntmero 3, 12, 13, 14, 19, 20, 21 e 22 s@o solugbes que respeitam
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Y1) = ¢ = 0 necessariamente. Isto é especialmente visivel na equacio 3, ao multiplicar ambos
os termos por (79 + v3). Portanto estas solucoes sao, na verdade, solugdes da equagao de Dirac
livre que também sao solugoes das equagoes de Gross-Neveu.

Nas solugdes 1, 2, 15, 16 e 24 a condicdo ¢¢ = const. é mantida, fazendo destas EDOs

equacoes lineares. Isto fica bastante claro ao observamos na equacao 1

id = Mo) o,
i1 = —A(59) .

Multiplicando as duas equagodes, chega-se a

d(¢¢)
dw 0,
b = const.

m/2 com C uma constante. Isto

Finalmente, nas equagoes 4, 23 e 26 vale a condi¢ao ¢¢ = Cw™
também reduz as respectivas EDOs a casos lineares e nos permite resolver estas equagoes.
Vale notar que para integrar as equacgoes acima foram usados métodos padrao, bem como

métodos de simetria. O pacote SADE para Maple foi uma ferramenta indispensavel para a

integracao de algumas destas equagoes.

69



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foram apresentadas solucoes analiticas das equacoes de Gross - Neveu em 1+1,
241 e 3+1 dimensoes. Estas solugtes sao solugbes invariantes pela acao de uma subdlgebra do
grupo de Poincaré.

No Segundo Capitulo foram estabelecidos os axiomas e definicdes necesséarios para o desen-
volvimento dos métodos deste trabalho. Definiu-se um grupo como uma estrutura algébrica
respeitando 4 axiomas e uma topologia como a base do estudo de espacos topoldgicos. A
definicao de topologia levou naturalmente a definicdo de espago topoldgico que por sua vez
levou a definicao de uma variedade diferencidvel como um espago Haussdorff munido de uma
colecao de mapas. Mostrou-se o que era um grupo de Lie e que este tinha estrutura algébrica de
um grupo e estrutura topoldgica de uma variedade diferenciavel. Por fim, Foram apresentadas
as transformacoes de Poincaré e através delas se construiu a dlgebra de Poincaré.

No Terceiro Capitulo foram construidos métodos de obtencao de simetrias de equagoes difer-
enciais, bem como um dos varios métodos de usd-los. Uma simetria de uma equacgao diferencial
foi definida como uma transformagao no espaco de solugées que o mantém invariante. Foi
mostrado uma condicao que, respeitada por uma transformacao, implica no cardter de simetria
desta transformacao. Foi mostrado um método de se obter simetrias de Lie, tanto de equagoes
ordinarias quanto de equagbes parciais. Por fim, foi mostrado que estas simetrias podem ser
usados para reduzir o grau de complexidade de um problema, através de transformagoes para

coordenadas canodnicas.
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No Quarto Capitulo foi feito um apanhado sobre equagoes de Dirac. Foi mostrado como
a equacao de Dirac surge naturalmente de uma tentativa de combinar Mecanica Quantica e
Relatividade Especial. A covariancia relativistica da equacao de Dirac foi investigada, levando
ao fato da equagao de Dirac descrever um campo de spin 1/2 e a uma representagao explicita
dos geradores do grupo de Poincaré quando agindo sobre espinores. Foi discutido brevemente
extensoes nao-lineares para a equacao de Dirac, em particular as equacoes de Gross-Neveu. Foi
demonstrada a possibilidade de reducao do sistema de EDPs a um sistema de EDOs através de
uma substituicao.

No quinto capitulo foram expostas solucoes da equacao de Gross-Neveu obtidas pelos métodos
descritos nos capitulos anteriores. As solugoes foram expostas em 1, 2 e 3 dimensdes espaciais.
Foram recuperadas todas as solugdes obtidas por Fushchich em Zhdanov em [34], bem como
obtidas novas solucoes em 1 e 2 dimensoes espaciais.

Estes resultados sao o inicio de um estudo exaustivo de solucoes das equagoes do modelo de
Gross-Neveu. Aplicagbes de simetrias condicionais bem como outros tipos de simetria que néo
as de Lie continuam largamente inexploradas e sao fontes possiveis para futuros trabalhos. Uma

outra possibilidade é a andlise de modelos mais complexos como o de Jona-Lassinio.
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