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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma representação tipo Weierstrass para superf́ıcies

máximas no espaço de Lorentz-Minkowski Ln. Baseado no trabalho de Asperti e Vil-

hena [5], consideramos esta representação para o caso n = 4 e resolvemos o Problema

de Björling em L4. Introduzimos vários exemplos com propriedades geométricas inter-

essantes. Baseado em [12] estudamos o problema de Calabi-Bernstein e encontramos

condições para que uma superf́ıcie máxima completa em Ln, n > 4, seja uma plano.

Palavras-chave: espaço de Lorentz-Minkowski, superf́ıcies máximas, problema de

Björling, Calabi-Bernstein.



Abstract

In this work we present a Weierstrass type representation for maximal surfaces in

Lorentz-Minkowski space Ln. Based on work by Asperti and Vilhena [5] we consider

this representation for the case n = 4 and solved the Björling problem in L4. We

introduce several examples with interesting geometric properties. Based on [12] we

studied the of Calabi-Bernstein problem and find conditions for a maximum surfaces

complete in Ln, n > 4 , is a plan.

Keywords: Lorentz-Minkowski space, maximal surfaces, Björling’s problem, Calabi-

Bernstein.
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Introdução

No trabalho consideraremos o espaço de Lorentz-Minkowski Rn
1 , que denotaremos

por Ln. O espaço Ln é o espaço n-dimensional Rn dotado da forma bilinear Lorentziana

〈, 〉1 : Rn × Rn → R

(u, v) 7→
n−1∑
i=1

uivi − unvn.

Superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero em L3 (superf́ıcies máximas)

representam localmente um máximo para o funcional área [14], também admitem uma

representação tipo Weierstrass [20]. Mas superf́ıcies tipo espaço com curvatura média

zero em Ln, n > 4, representam localmente o máximo (resp. mı́nimo) para o funcional

área , se a variação normal é feita numa direção tipo tempo (resp. tipo espaço) [19].

Para estas superf́ıcies também temos uma repesentação tipo Weierstrass [3, 12].

Sabe-se que superf́ıcies mı́nimas em Rn possuem curvatura de Gauss não positiva,

já em L3 a curvatura de Gauss de superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero é

não negativa (veja [20]) e para superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero em

Ln, n > 4, a curvatura de Gauss pode mudar de sinal (veja Seção 3.1), este fato será

explorado através de exemplos.

No espaço Euclidiano tridimensional R3, dada uma faixa anaĺıtica real (ver Seção

2.2), o clássico Problema de Björling [11] foi proposto por Björling [6] em 1844 e consiste

na construção de uma superf́ıcie mı́nima em R3 contendo uma faixa dada. A solução

para este problema foi dado por Schwarz em [25], por meio de uma fórmula expĺıcita

em termos da faixa prescrita. Esta fórmula fornece um bonito método, baseado na

representação de Weierstrass [23], para a construção de superf́ıcies minimas com pro-

priedades interessantes. Por exemplo, propriedades de simetria.

O problema equivalente no espaço de Lorentz-Minkowski tridimensional foi proposto
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e resolvido, através de uma representação complexa desenvolvido em [3]. Os autores

introduziram a teoria local de superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero em L3

de uma forma diferente da feita em [20, 21], através da representação de Weierstrass.

Eles constrúıram novos exemplos de superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero.

Foram dadas provas alternativas de caracterização de superf́ıcies de revolução tipo

espaço com curvatura média zero e superf́ıcies regradas em L3 e provaram prinćıpios

de simetria para estas superf́ıcies. Também podemos encontrar na obra de Gálvez e

Mira [13], a versão do Problema de Björling no espaço hiperbólico tridimensional H3.

Nesse trabalho, os autores constrúıram uma superf́ıcie com curvatura média única em

H3 que passa através de uma curva dada com uma determinada normal unitária ao

longo dela, e que oferece diversas aplicações.

No espaço Euclideano quadridimensional, o Problema de Björling para superf́ıcies

mı́nimas foi proposto e resolvido em [4] (ver também [2]), a partir de uma fórmula de

representação complexa. Neste trabalho, os autores também recuperaram os prinćıpios

da simetria das superf́ıcies mı́nimas em R4 obtidos por Eisenhart [9].

O Nosso trabalho é baseado no artigo de Asperti e Vilhena [5] onde os autores moti-

vados por resultados e técnicas de [3, 4], introduziram uma teoria local para superf́ıcies

tipo espaço com curvatura média zero em L4, usando uma representação complexa -

veja Teorema 1.1 - que descreve a geometria local dessas superf́ıcies. Esta fórmula é

usada para resolver o Problema de Björling em L4, que é ilustrado com dois exemplos.

Como outra conseqüência do Teorema 1.1, recuperamos as fórmulas de representação

do Problema de Björling para superf́ıcies mı́nimas em R3 e para superf́ıcies tipo espaço

com curvatura média zero em L3. Recuperamos também os prinćıpios da simetria para

estas superf́ıcies, e o estudo dos prinćıpios de simetria para superf́ıcies tipo espaço com

curvatura média zero em L4 e apresentamos novos exemplos. Estes fatos serão descritos

no caṕıtulo 2.

Uma diferença importante entre a teoria global das superf́ıcies tipo espaço com

curvatura média zero em L3 e da teoria global de superf́ıcies tipo espaço com curvatura

média zero em L4 é estabelecido pelo chamado Teorema de Calabi-Bernstein, que

será explorado no terceiro caṕıtulo. Ele afirma que uma superf́ıcie tipo espaço com

curvatura média zero em L3 é um plano [8]. No entanto, este resultado não pode ser
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estendido para Ln, n > 4, ver exemplos na Seção 3.1. Superf́ıcies máximas no espaço

de Lorentz-Minkowski n-dimensional são superf́ıcies tipo espaço com curvatura média

zero. A parir destas considerações o seguinte problema surge naturalmente:

Sobre que hipóteses adicionais, uma superf́ıcie máxima em Ln, n > 4, é um plano?

Baseados no artigo de F.J.M. Estudillo e A. Romero [12], no caṕıtulo 3, responde-

mos esta pergunta sob vários pontos de vista. No caṕıtulo 1 introduzimos conceitos

preliminares necessários para o desenvolvimento da teoria nos caṕıtulos seguintes.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo faremos uma pequena introdução de conceitos e resultados necessários

para o estudo de superf́ıcies no espaço de Minkowski com métrica de Lorentz de di-

mensão 4 que chamaremos de L4.

Daremos uma representação tipo Weierstrass para superf́ıcies tipo espaço com cur-

vatura média zero em Ln, onde usaremos tal representação para o estudo do Teorema

de Calabi-Bernstein. No caṕıtulo 2 daremos uma soloção para o Problema de Björling e

no terceiro e ultimo caṕıtulo faremos exemplos para mostrar o que difere as superf́ıcies

máximas de Ln, n > 4 das superf́ıcies máximas de L3 para então estudarmos o Teorema

de Calabi-Bernstein.

1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas

Iniciamos esta seção relembrando alguns conceitos de geometria Riemanniana.

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável1 n-dimensional (n-variedade) é um con-

junto M juntamente com uma famı́lia (Uα)α∈L de subconjuntos tais que

1. M =
⋃
α∈L

Uα,

2. para todo α ∈ L existe uma aplicação injetiva Xα : Uα → Rn tal que Xα(Uα) é

aberto em Rn, e

1 Por diferenciável entenderemos por classe C∞.
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3. para Uα ∩ Uβ 6= ∅, Xα(Uα ∩ Uβ) é aberto em Rn, e a composição

Xβ ◦X−1
α : Xα(Uα ∩ Uβ)→ Xβ(Uα ∩ Uβ), (1.1)

é diferenciável para arbitrários α, β.

Referimos à cada Xα como uma carta, X−1
α como uma parametrização (ou sistema

de coordenadas) cujo domı́nio é o conjunto Xα(Uα), e o par (Uα, Xα)α∈L é chamado

um atlas. A aplicação dada em (1.1) definida sobre a interseção de duas tais cartas,

são chamadas transformações coordenadas ou funções de transição. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que o atlas é máximo com respeito à adição de mais

cartas satisfazendo as condições 2 e 3 da definição acima. Neste sentido, um atlas

máximo é chamado uma estrutura diferenciável.

Observação 1.1. Uma estrutura diferenciável em um conjunto M induz de uma ma-

neira natural uma topologia em M . Basta definir que A ⊂ M é um aberto de M se

Xα(A ∩ Uα) é um aberto de Rn para todo α. É imediato verificar que M e o vazio são

abertos, que a união de abertos é aberto e que a interseção finita de abertos é aberto.

Observe que a topologia é definida de tal modo que os conjuntos Uα são abertos e as

aplicações Xα são cont́ınuas.

Exemplo 1.1. O espaço euclidiano Rn, com a estrutura diferenciável dada pela iden-

tidade é um exemplo trivial de variedade diferenciável.

Consideremos, então, M uma n-variedade e p ∈M um ponto fixado. Para falarmos

no espaço tangente de M no ponto p é necessário o seguinte conceito geométrico:

Definição 1.2. Um vetor tangente em p é uma classe de equivalência de curvas dife-

renciáveis c : (−ε, ε) → M com c(0) = p, onde c ∼ c∗ se, e somente se, (X ◦ c)′(0) =

(X ◦ c∗)′(0) para toda carta X contendo p.

Então, o espaço tangente TpM de M em p é definido como o conjunto de todos os

vetores tangentes no ponto p. Por definição, TpM e TqM são disjuntos se p 6= q.

Para a próxima definição, é conveniente relembrarmos o seguinte fato de álgebra

linear:
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O espaço L2(TpM ;R) = {α : TpM × TpM → R | α é bilinear} tem a base

{dxi|p ⊗ dxj|p | i, j = 1, .., n} ,

onde o dxi forma a base dual no espaço dual

(TpM)∗ = L(TpM ;R),

definida como segue:

dxi|p (∂j|p) = δij =

 1 se i = j,

0 se i 6= j.

As formas bilineares dxi|p ⊗ dxj|p estão definidas em termos de suas ações sobre a base

(esta ação sendo então estendida por linearidade):

(dxi|p ⊗ dxj|p) (∂k|p, ∂l|p) := δikδjl =

 1 se i = k e j = l,

0 caso contrário.

Pela ação de α na base, para os coeficientes da representação

α =
∑
i,j

αij · dxi ⊗ dxj

obtemos a expressão αij = α(∂i, ∂j).

Isto posto, segue o conceito de métrica Riemanniana sobre uma n-variedade M :

Definição 1.3. Uma métrica Riemanniana g sobre M é uma correspondência da forma

M 3 p 7→ gp ∈ L2(TpM ;R) tal que as seguintes condições estão satisfeitas:

1. gp(X, Y ) = gp(Y,X) para todo X, Y (simetria)

2. gp(X,X) > 0 para todo X 6= 0 (positiva definida)

3. Os coeficientes gij em toda representação local (isto é, em toda carta)

gp =
∑
i,j

gij(p) · dxi|p ⊗ dxj|p

são funções diferenciáveis. (diferenciabilidade)

As funções gij ( = gji) são chamadas expressões da métrica Riemanniana (ou “os

gij da métrica”) em toda representação local em torno de p. E uma n-variedade M

com uma dada métrica Riemanniana g, (M, g), chama-se uma variedade Riemanniana.
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Observação 1.2. Uma métrica Riemanniana g define em todo ponto p um produto

interno gp sobre o espaço tangente TpM , e portanto a notação 〈X, Y 〉 em vez de gp(X, Y )

é também usada.

Exemplo 1.2. Seja M = Rn com ∂i identificado com ei = (0, .., 1, ..0). Neste caso, a

métrica é dada por 〈∂i, ∂j〉 = δij. A geometria Riemanniana deste espaço é a geometria

métrica euclidiana.

Se na Definição ?? a condição que g é positiva definida é substitúıda pela condição

mais fraca que ela é não-degenerada (isto é, g(X, Y ) = 0 para todo Y implica X = 0),

então obtemos a noção de uma métrica pseudo-Riemanniana (ou semi-Riemanniana),

que denotamos por g̃. Estritamente falando, uma n-variedade M com uma dada

métrica pseudo-Riemanniana g̃, (M, g̃), chama-se uma variedade pseudo-Riemanniana.

A dimensão máxima de um subespaço W de TpM tal que a restrição g̃|W é negativa

definida, isto é, para cada w ∈ W , w 6= 0, g̃(w,w) < 0, é chamada de ı́ndice no ponto

p e denotada por ϑ(p). Entretanto, quando ϑ = ϑ(p) é o mesmo para todo p ∈ M ,

chamamos ϑ(p) o ı́ndice da variedade: 0 ≤ ϑ ≤ n = dim(M).

No caso em que ϑ = 1 e n ≥ 2, temos um tipo especial de variedade pseudo-

Riemanniana, ou seja, dizemos que M é uma variedade de Lorentz.

Um t́ıpico exemplo de uma variedade Lorentziana é o espaço de Lorentz-Minkowski

Ln, isto é, o espaço n-dimensional Rn dotado da forma bilinear Lorentziana

〈, 〉1 : Rn × Rn → R

(u, v) 7→
n−1∑
i=1

uivi − unvn.

Como podemos ver existem vetores diferentes do vetor nulo mas que o produto

interno é zero, como por exemplo o vetor (1, 0, 0, 1) ∈ L4. Dessa forma, vetores em Ln

são definidos de acordo com sua norma.

Definição 1.4. Um vetor tangente v ∈ Ln é

tipo espaço (spacelike) se 〈v, v〉1 > 0

tipo luz (lightlike) se 〈v, v〉1 = 0

tipo tempo (timelike) se 〈v, v〉1 < 0.
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1.2 Imersões Máximas em Ln

Trabalharemos com superf́ıcies tipo espaço com curvatura média nula, que serão

chamadas de superf́ıcies máximas. Considere a seguinte definição.

Definição 1.5. Seja M uma 2-variedade com atlas (Uα, Xα)α∈L. Uma função X :

M → Ln de classe C2 é uma imersão se dXp : Tp(M) → TX(p)Ln é injetiva para todo

p ∈M .

Se M é uma 2-variedade conexa e a imersão diferenciável X induz sobre M uma

métrica Riemanniana, obtemos o seguinte conceito.

Definição 1.6. Uma imersão diferenciável X : M → Ln, de uma 2-variedade conexa

é dita uma superf́ıcie tipo espaço em Ln se a métrica induzida sobre M por X é uma

métrica Riemanniana.

Exemplo 1.3. (Plano tipo espaço) Dados dois vetores tipo espaço linearmente inde-

pendentes u e v em Ln, a aplicação dada por X(s, t) = p0 + su + tv, (s, t) ∈ R2 e

p0 = (x1
0, x

2
0, ..., x

n
0 ) ∈ Ln, claramente é uma superf́ıcie tipo espaço em Ln.

Exemplo 1.4. Seja X : U ⊆ R2 → Rn uma superf́ıcie regular em Rn, defina X̄ : U ⊆

R2 → Ln+1 por X̄(p) = (X(p), 0) com p ∈ U , vê-se facilmente que X̄ é uma superf́ıcie

tipo espaço em Ln+1.

Em [12], é apresentado uma representação de Enneper-Weierstrass para superf́ıcies

máximas em Ln. Faremos, na próxima seção, tal representação para que possamos

estudar uma formulação do Teorema de Calabi-Bernstein, e esta representação também

será útil para o estudo do Problema de Björling em L4. Para superf́ıcies tipo espaço

com curvatura média nula definimos:

Definição 1.7. Uma superf́ıcie tipo espaço em Ln é dita uma imersão máxima se sua

curvatura média é identicamente nula.

Exemplo 1.5. Um exemplo trivial de imersão máxima é o plano tipo espaço.
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1.3 Superf́ıcies de Riemann

Nesta seção, faremos uma relação entre a teoria das superf́ıcies máximas em

Ln e a teoria das funções anaĺıticas de variáveis complexas. A prinćıpio definiremos

uma superf́ıcie de Riemann. Como todo trabalho é feito em um espaço de Lorentz-

Minkowski, para simplificar a notação denotaremos o produto interno em Ln apenas

como 〈 , 〉1 = 〈 , 〉.

Definição 1.8. Uma superf́ıcie de Riemann S é uma variedade bidimensional, conexa,

de Hausdorff com um atlas máximo A, onde as mudanças de coordenadas são funções

anaĺıticas complexas.

Se A = {(Uα, Xα), α ∈ L}, onde Uα e Xα (Uα) são abertos de S e C, respectiva-

mente, então Xα é um homeomorfismo e para todo Uα ∩ Uβ 6= ∅, Xαβ = Xβ ◦ X−1
α :

Xα(Uα ∩ Uβ)→ Xβ(Uα ∩ Uβ) é uma função anaĺıtica.

Dizemos que Xα define coordenadas ou parâmetros na vizinhança coordenada Uα

de S e Xαβ é uma mudança de coordenadas ou mudança de parâmetros. Dizemos que

o atlas máximo A define uma estrutura complexa em S.

Seja M uma 2-variedade conexa e orientável e seja X : M → Ln uma superf́ıcie

tipo espaço. Sabemos que para uma vizinhança de p ∈ M podemos tomar uma para-

metrização isotérmica e que tais parâmetros são chamados de parâmetros isotérmicos

de (u, v). Além disso a métrica induzida em M pode ser representada localmente em

termos dos parâmetros isotémicos por

I = λ2
{
du2 + dv2

}
= λ2 |dz|2 ,

onde z = u+ iv ∈ C. Claramente, M é localmente conforme ao plano.

Desde que M seja orientável, ou seja, que a matriz mudança de coordenada não

troque de sinal, podemos nos restringir somente à famı́lia de parâmetros isotérmicos

cuja mudança de coordenadas preserva orientação. Isto significa que em termos da

variável z = u+ iv, a mudança de coordenadas é uma função anaĺıtica.

Observação 1.3. Uma superf́ıcie M juntamente com uma tal famı́lia de parâmetros

isotérmicos torna-se uma superf́ıcie de Riemann, visto que esta famı́lia define uma

estrutura complexa em M .
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Vamos agora estabelecer um resultado de caracterização das superf́ıcies máximas.

Para tal considereX : M2 → Ln uma superf́ıcie tipo espaço do Ln com métrica induzida

dada por ds2 = X∗〈 , 〉 e S = X(U).

Sejam 5 e 5 as conexões de Levi-Civita de Ln e (M,ds2), respectivamente. A se-

gunda forma fundamental de S é definida por α(V,W ) := (5VW )⊥ e o vetor curvatura

média dado por Hp := 1
2
tr(αp) para todo p ∈M .

Vamos denotar Xu e Xv as derivadas parciais de X com relação a u e v, respecti-

vamente, e N ∈ (TpM)⊥ uma direção normal a superf́ıcie arbitrária. Os valores dados

por

gij = 〈Xui , Xuj〉

bij(N) = 〈Xuiuj , N〉,

com u1 = u u2 = v e i, j = 1, 2, são chamados de coeficientes da primera e segunda

forma fundamental, respectivamente. A curvatura média de uma superf́ıcie tipo espaço

em Ln é dada pela equação

H(N) =
g22b11(N)− 2g12b12(N) + g11b22(N)

2det(gij)
. (1.2)

Tomando (u, v) parâmetros isotérmicos a equação (1.2) pode ser escrita como:

H(N) =
b11(N) + b22(N)

2λ2
. (1.3)

Veja que da forma como é definido H(N) é linear em N , com isto existe um único

vetor H ∈ (TpM)⊥ tal que

H(N) = 〈H,N〉 ∀N ∈ (TpM)⊥. (1.4)

O vetor H como foi definido, é chamado de vetor curvatura média de M no ponto

p. Se e1, ..., en−2 é uma base de (TpM)⊥, temos então que o vetor curvatura média pode

ser expressado como

H =
n−2∑
k=1

H(ek)ek.

A partir destas definições conseguimos expressar o vetor curvatura média em termos

das derivadas de X, para uma dada direção normal N a M , que segue abaixo.
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Proposição 1.1. Seja M uma 2-variedade conexa diferenciável, X : M → Ln uma

superf́ıcie tipo espaço, então

∆X = 2λ2H

onde H é o vetor curvatura média.

Demonstração: Vamos seguir a demonstração de [23]. Supondo que (u, v) são

parâmetros isotérmicos, por definição temos

〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 = λ2 e 〈Xu, Xv〉 = 0.

Diferenciando a primeira equação com relação a primeira variável (u) e a segunda com

relação a segunda variável (v) temos que

〈Xuu, Xu〉 = 〈Xuv, Xv〉 e 〈Xvu, Xv〉+ 〈Xu, Xvv〉 = 0.

Vemos que

〈Xuu +Xvv, Xu〉 = 0

e por contas análogas, temos

〈Xuu +Xvv, Xv〉 = 0.

Com isso ∆X é perpendicular ao plano tangente de M . Mas se N é um vetor normal

a M , arbitrário, nós temos

〈∆X,N〉 = 〈Xuu, N〉+ 〈Xvv, N〉 = b11(N) + b22(N) = 2λ2H(N)

Isto significa que ∆X
λ2

é um vetor que satisfaz a equação (1.4) do vetor curvatura média,

assim
∆X

2λ2
= H

2

Observação 1.4. Veja a necessidade da superf́ıcie ser tipo espaço, na equação para

o cálculo da curvatura média depende diretamente da primeira forma e que está rela-

cionada com a norma dos vetores tangentes a superf́ıcie. Tomando a superf́ıcie tipo

espaço garantimos a regularidade da superf́ıcie e a primeira fórmula fundamental não

se anula podendo assim expressar a curvatura média em termos dos coeficientes da

primeira e segunda forma fundamental.
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Uma consequência direta da Proposição 1.1 e da Definição 1.7 é o seguinte corolário.

Corolário 1.1. Seja M uma 2-variedade. Uma aplicação X : M → Ln é uma imersão

máxima se, e somente se, X é harmônica. Em particular, M é não compacta.

Agora considere M uma superf́ıcie de Riemann não compacta, e defina em termos

de um parâmetro complexo local z = u + iv, (u, v) parâmetros isotérmicos de M , as

funções complexas φ1, ... , φn dadas por

φk = ∂zXk =
1

2
(∂uXk − i∂vXk), (1.5)

onde 1 ≤ k ≤ n, com X(p) = (X1(p), X2(p), ..., Xn(p)). Vemos que φ = (φ1, ..., φn)

onde cada φk é dado por (1.5) , é uma função definida localmente sobre M com valores

em Cn. Na verdade, sua imagem está contida na quádrica Q de Cn dada pela equação

n−1∑
k=1

φ2
k − φ2

n = 0 (1.6)

com efeito, podemos escrever a função φ como φ = 1
2
(Xu − iXv), assim

φ2 =
1

4
(Xu − iXv)

2

=
1

4
(〈Xu, Xu〉 − 〈Xv, Xv〉 − 2i 〈Xu, Xv〉)

= 0

pois X é um sistema local isotérmico de M . Temos também que

n−1∑
k=1

|φk|2 − |φn|2 = φ1φ1 + ...+ φn−1φn−1 − φnφn

=
1

4

n−1∑
k=1

(∂uXk)
2 − 1

4
(∂uXn)2 +

1

4

n−1∑
k=1

(∂vXk)
2 − 1

4
(∂vXn)2

=
1

4

[
|∂uX|2 + |∂vX|2

]
Assim

|φ|2 =
n−1∑
k=1

|φk|2 − |φn|2 = 2λ2 > 0. (1.7)

Segue dáı que se z = u+iv e w = x+iy são parâmetros isotérmicos em torno de um

ponto p ∈ M , então a mudança de coordenadas w = w(z) é holomorfa com ∂zw 6= 0.

Assim, φ̃ = ∂wX está relacionada com φ por

φ = ∂zX = ∂wX∂zw = φ̃∂zw.
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Com isto, se consideramos as 1-formas complexas vetoriais dadas por Φ = φdz e

Φ̃ = φ̃dw, temos

Φ = φdz = φ̃∂zwdz = φ̃dw = Φ̃.

Logo temos uma 1-forma vetorial diferenciável Φ definida globalmente sobre M , cuja

expressão local é Φ = (Φ1,Φ2, ...,Φn), com

Φk = φkdz, 1 ≤ k ≤ n (1.8)

Observação 1.5. No contexto de superf́ıcies de Riemann é posśıvel simplificar as

expressões que aparecem no estudo de superf́ıcies. Um exemplo disto ocorre quando

consideramos localmente, em uma superf́ıcie de Riemann, os operadores

∂z =
1

2
(∂u − i∂v) e ∂z̄ =

1

2
(∂u + i∂v) ,

que nos fornece o seguinte operador Laplaciano

∆ =
1

λ2

(
∂

∂u2
+

∂

∂v2

)
=

4

λ2
∂z∂z̄. (1.9)

Observe que as 1-formas dadas em (1.8) são holomorfas se, e somente se, M é uma

imersão máxima em Ln. De fato, das equações dadas em (1.7) e (1.9), obtemos

∂z̄Φ = ∂z̄∂zX =
λ2

4
∆X.

Neste caso, se as 1-formas Φk não tem peŕıodos reais a imersão máxima X pode

ser representada como

X(z) = 2Re

∫
γz

(Φ1,Φ2, ...,Φn), (1.10)

onde γz é qualquer caminho de um ponto fixado à z ∈M .

Observação 1.6. Quando a parte real da integral de Φ ao longo de qualquer caminho

fechado em M é zero, dizemos que Φ não tem peŕıodos reais. A não existência de

peŕıodos reais é equivalente a dizer que Re

∫
γz

Φ é independente de caminhos em M .

A rećıproca é resolvida olhando para o seguinte teorema.



1.3 Superf́ıcies de Riemann 14

Teorema 1.1. Seja M uma superf́ıcie de Riemann conexa e Φ = (Φ1,Φ2, ...,Φn) 1-

formas holomorfas com valores em Cn globalmente definidas sobre M satisfazendo:

(a)
n−1∑
k=1

Φ2
k − Φ2

n = 0

(b)
n−1∑
k=1

|Φk|2 − |Φn|2 > 0,

(c) cada Φk não tem peŕıodos reais.

Então a aplicação X : M → Ln dada pela equação (1.10) é uma imersão máxima em

Ln.

Observe que a condição (c) é necessária para garantir que Re

∫ z

p0

Φk depende so-

mente do ponto final z. Assim, cada Xk está bem definida independentemente do

caminho γz de p0 à z. Em (a) temos a garantia de existência de parâmetros isotemicos

locais. O item (b) fornece a existência de um plano tangente tipo espaço em cada p ∈M ,

ou seja, X é regular (logo uma imersão) tipo espaço. Como Φ é holomorfa segue-se

que X é harmônica. Portando, X é uma superf́ıcie de tipo espaço com parâmetros

isotérmicos e H ≡ 0, ou seja, concluimos que X é uma imersão máxima.

O seguinte teorema foi primeiramente provado por P. Koebe e H. Poincaré (veja [1]

p. 181) e teve um grande impacto no estudo de superf́ıcies de Riemann

Teorema 1.2. (Teorema de Uniformização) A superf́ıcie de recobrimento universal

de qualquer superf́ıcie de Riemann é conformemente equivalente ao disco unitário, ao

plano ou à esfera de Riemann.

Observação 1.7. A superf́ıcie de recobrimento universal de qualquer superf́ıcie é sim-

plesmente conexa, e ela é fechada somente no caso de uma esfera.2

Como superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero em Ln não são compactas,

temos que M é conformemente equivalente a um subconjunto aberto do plano com-

plexo. Como faremos um estudo local de imersões máximas, tudo que temos dito

justifica a seguinte definição.

Definição 1.9. Uma superf́ıcie máxima é uma imersão máxima X : Ω ⊆ C→ Ln cuja

métrica Riemanniana induzida é a métrica I = λ2 |dz|2, onde z = u+ iv.

2Veja [1] p. 181.



Caṕıtulo 2

Problema de Björling em L4

Neste caṕıtulo estudaremos o Problema de Björling para superf́ıcies máximas em

L4 e mostraremos algumas propriedades de tais superf́ıcies, como por exemplo sime-

trias. Durante a exposição faremos exemplos para melhor compreensão do assunto.

Este caṕıtulo baseia-se no artigo [5] (Björling problem for spacelike, zero mean curva-

ture surfaces in L4), onde o problema é enunciado e resolvido para L4.

2.1 Estrutura de L4

Seja L4 denotando o espaço 4-dimensional de Lorentz-Minkowski, isto é, o espaço

vetorial R4 := {(x1, x2, x3, x4) : xi ∈ R} munido da métrica de Lorentz

〈 , 〉 := (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 − (dx4)2.

Dados u, v ∈ L4 , definimos o produto vetorial �(u, v, w) ∈ L4 por

〈�(u, v, w), x〉 := −det(u, v, w, x), (2.1)

que em coordenadas, é dado na forma

�(u, v, w) =


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u2 v2 w2

u3 v3 w3

u4 v4 w4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u3 v3 w3

u4 v4 w4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u4 v4 w4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 .

Seja {e1, e2, e3, e4} base canônica de R4. A próxima proposição fornece algumas

propriedades de �.
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Proposição 2.1. O produto vetorial � tem as seguintes propriedades:

(1) 〈�(u, v, w), u〉 = 〈�(u, v, w), v〉 = 〈�(u, v, w), w〉 = 0;

(2) �(u, v, e4) = û× v̂, onde û = (u1, u2, u3, 0), v̂ = (v1, v2, v3, 0) ∈ R3 ⊂ L4;

(3) �(u, v, e2) = ŭ× v̆, onde ŭ = (u1, 0, u3, u4), v̆ = (v1, 0, v3, v4) ∈ L3 ⊂ L4;

(4) �(u, v, e1) = −ŭ× v̆ e �(u, v, e3) = −ŭ× v̆;

(5) 〈�(u1, u2, u3),�(v1, v2, v3)〉 = −det(〈ui, vj〉), 1 6 i, j 6 3, ui, vj ∈ L4, onde × é

o produto vetorial de R3 ou de L3.

Demonstração: O item (1) sai trivialmente da definição (2.1) já que teremos colunas

múltiplas que implicará que o determinante da matriz será igual a zero. Para mostrar

o item (2) observe que,

�(u, v, e4) =


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u2 u3 u4

v2 v3 v4

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u3 u4

v1 v3 v4

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u4

v1 v2 v4

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 = û×v̂

Vê-se que o produto vetorial é o de R3 já que a direção do tempo é eliminada. Para o

item (3) temos

�(u, v, e4) =


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u2 u3 u4

v2 v3 v4

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u3 u4

v1 v3 v4

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u4

v1 v2 v4

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 = ŭ×v̆.

Nesse item a direção tipo tempo não é descartada, logo o produto vetorial é o de L3.

O item (4) sai por contas análogas ao item (3). Resta então mostrar o item (5). Por

(2.1) temos

�(u1, u2, u3) =


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u2

1 u2
2 u2

3

u3
1 u3

2 u3
3

u4
1 u4

2 u4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1

1 u1
2 u1

3

u3
1 u3

2 u3
3

u4
1 u4

2 u4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1

1 u1
2 u1

3

u2
1 u2

2 u2
3

u4
1 u4

2 u4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1

1 u1
2 u1

3

u2
1 u2

2 u2
3

u3
1 u3

2 u3
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



�(v1, v2, v3) =


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v2

1 v2
2 v2

3

v3
1 v3

2 v3
3

v4
1 v4

2 v4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v1

1 v1
2 v1

3

v3
1 v3

2 v3
3

v4
1 v4

2 v4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v1

1 v1
2 v1

3

v2
1 v2

2 v2
3

v4
1 v4

2 v4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v1

1 v1
2 v1

3

v2
1 v2

2 v2
3

v3
1 v3

2 v3
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


Tendo os vetores em mãos basta fazer o produtor interno e ver a validade da igual-

dade
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〈�(u1, u2, u3),�(v1, v2, v3)〉 = −det(〈ui, vj〉), 1 6 i, j 6 3

2

Observação 2.1. Para deixar claro o produto vetorial × de R3 com o produto vetorial

× de L3, sempre que necessário será especificado em que espaço estaremos trabalhando.

Antes de continuarmos precisamos de mais algumas ferramentas.

Definição 2.1. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo F. O

Grassmanniano Gr(V ) é o conjunto de todos os subespaços lineares r-dimensionais de

V .

Exemplo 2.1. Um exemplo de Grassmanniano, que denotamos por G1(Rn), é o Grass-

manniano que parametriza todas as retas que passam pela origem em Rn. Este Grass-

manniano é identificado com o espaço projetivo P(Rn).

Denotamos o Grassmanniano Gr(V ), com dimensão de V igual a n, por Gr,n(V ).

desta forma denotaremos por G+
2,4 o Grassmanniano de L4 dos 2-planos tipo espaço e

de forma análoga G−2,4 o Grassmanniano dos 2-planos tipo tempo de L4.

Seja C4
1 espaço vetorial complexo 4-dimensional munido de uma estrutura hermi-

tiana, isto é;

〈〈z, w〉〉 =
3∑
j=1

zjwj − z4w4.

Trataremos agora com os seguintes subconjuntos do espaço projetivo complexo

P(C4
1):

1. CP3
1 := {z ∈ C4\{0} : 〈〈z, z〉〉 > 0}/C∗;

2. CH3 := {z ∈ C4\{0} : 〈〈z, z〉〉 < 0}/C∗;

3. ∂CH3 := {z ∈ C4\{0} : 〈〈z, z〉〉 = 0}/C∗.

Observe que a definições acima podem ser extendidas para dimensão n.

Seja G+
2,4 o Grassmanniano dos 2-planos tipo-espaço de L4 com a orientação in-

duzida. Dados u, v ∈ L4, com 〈u, u〉 = 〈v, v〉 = λ2 > 0 e 〈u, v〉 = 0, seja Π2 =

span{u, v} ∈ G+
2,4. Podemos identificar G+

2,4 com Q2
1 := {[z] ∈ CP3

1 : 〈〈z, z〉〉 = 0}

através da aplicação que envia cada Π2 ∈ G+
2,4 em [z] ∈ Π2, onde z = u+ iv.
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De fato, defina

ϕ : G+
2,4 −→ Q2

1

Π2 7−→ [z] = [u+ iv]

sendo Π2 o 2-plano tipo espaço dito acima. Desta forma precisamos mostra que z

estará em CP3
1 e também que 〈〈z, z〉〉 = 0, assim

〈〈z, z〉〉 = (z.z̄)

= (u+ iv)(u− iv)

= 〈u, u〉+ 〈v, v〉

= 2λ2 > 0

e também

〈〈z, z〉〉 = (z.z)

= (u+ iv).(u+ iv)

= 〈u, u〉 − 〈v, v〉+ 2i〈u, v〉

= 0.

Portanto [z] ∈ Q2
1. Veja que ϕ é inverśıvel e diferenciável, com isto temos que ϕ é

um difeomorfismo.

Dado Π2 = span{u, v} ∈ G+
2,4, seja ν0 := �(u, v, e4) e τ0 := �(u

λ
, v
λ
, ν0); então

{ν0, τ0} gera o espaço (Π2)⊥. Tais vetores são importantes para o estudo das superf́ıcies

máximas em L4, por esse motivo vamos explorá-los um pouco mais.

Proposição 2.2. Seja ν0, τ0 definidos como acima. Temos:

1. ν0 = û× v̂, onde × é o produto vetorial em R3 ⊂ L4;

2. τ0 = λ2e4 + u4u+ v4v, onde λ2 = 〈u, u〉;

3. 〈ν0, ν0〉 = λ2(λ2 + (u4)2 + (v4)2) e 〈τ0, τ0〉 = −λ2(λ2 + (u4)2 + (v4)2);

4. Se µ0 :=
√
λ2(λ2 + (u4)2 + (v4)2), τ := τ0

µ0
e ν := ν0

µ0
, então {u

λ
, v
λ
, ν, τ} é uma

base ortonormal positivamente orientada de L4.

Demonstração: As demonstrações abaixo usam diretamente a Proposição 2.1

1. ν0 = �(u, v, e4) = û× v̂ =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u2 u3 u4

v2 v3 v4

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u3 u4

v1 v3 v4

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u4

v1 v2 v4

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


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= e1(u2v3 − u3v2)− e2(u1v3 − u3v1) + e3(u1v2 − u2v1) + 0.e4

Aqui denotaremos ν0 = (ν1
0 , ν

2
0 , ν

3
0 , 0).

2. τ0 =
1

λ2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u2 u3 u4

v2 v3 v4

ν2
0 ν3

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u3 u4

v1 v3 v4

ν1
0 ν3

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u4

v1 v2 v4

ν1
0 ν2

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

ν1
0 ν2

0 ν3
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


=

1

λ2
e1(u3v4ν2

0 + u4v2ν3
0 − u4v3ν2

0 − u2v4ν3
0) − 1

λ2
e2(u3v4ν1

0 + u4v1ν3
0 − u4v3ν1

0 −

u1v4ν3
0) +

1

λ2
e3(u2v4ν1

0 + u4v1ν2
0 − u4v2ν1

0 − u1v4ν2
0)

+
1

λ2
e4(u1v2ν3

0 + u2v3ν1
0 + u3v1ν2

0 − u3v2ν1
0 − u2v1ν3

0 − u1v3ν2
0)

substituindo os valores de νi0, i = 1, 2, 3 teremos

τ0 = λ2e4 + u4u+ v4v, ondeλ2 = 〈u, u〉.

3. 〈ν0, ν0〉 = 〈�(u, v, e4),�(u, v, e4)〉 usando o item (5) da Proposição 2.1 temos que,

〈�(u, v, e4),�(u, v, e4)〉 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈u, u〉 〈u, v〉 〈u, e4〉

〈v, u〉 〈v, v〉 〈v, e4〉

〈e4, u〉 〈e4, v〉 〈e4, e4〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ2 0 −u4

0 λ2 −v4

−u4 −v4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
fazendo o determinante teremos

〈ν0, ν0〉 = λ2(λ2 + (u4)2 + (v4)2).

Já para calcular 〈τ0, τ0〉, temos uma fómula explicita para τ0, basta então fazer o

produto interno de

〈τ0, τ0〉 = 〈λ2e4 + u4u+ v4v, λ2e4 + u4u+ v4v〉 = −λ2(λ2 + (u4)2 + (v4)2)

4. Este quarto e último item é consequência direta do que foi feito nos itens acima.

Primeiro vemos que todos os vetores são ortogonais e unitários assim temos uma

base ortonormal de L4, por construção. E de fato é positivamente orientada,

basta tomar o determinante da matriz formada por tais vetores.

2

Como foi dito anteriormente, denotamos por G−2,4 o Grassmanniano tipo tempo

dos 2-planos de L4 com a orientação induzida. Dados v1, v2 ∈ L4, com 〈v1, v1〉 =
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−〈v2, v2〉 = λ2 > 0 e 〈v1, v2〉 = 0, seja Π2 = span{v1, v2} ∈ G−2,4. Podemos identificar,

G−2,4 com a quádrica real QR := {[z] ∈ ∂CH3 : 〈Re(z), Im(z)〉 = 0 e Re(z), Im(z) são

linearmente independentes }. De fato, vamos definir a função:

ϕ̃ : G−2,4 −→ QR

Π2 7−→ [z] = [v1 + iv2]

Primeiro temos que verificar que z = v1 + iv2 pertence a ∂CH3, mas

〈〈z, z〉〉 = (z.z̄)

= (v1 + iv2).(v1 − iv2)

= 〈v1, v1〉+ 〈v2, v2〉

= 0.

Como 〈v1, v2〉 = 0 isto implica que v1 e v2 são linearmente independentes, logo [z] ∈ QR.

Observe que a função assim definida é inverśıvel e diferenciável.

Em [17] e [18] é feito um estudo da aplicação de Gauss de superf́ıcies em Rn, para

que possamos introduzir tal aplicação para superf́ıcies tipo espaço em L4 precisamos

de alguns conceitos herdados de R4.

Seja M uma superf́ıcie de Riemann e seja X : M → L4 uma aplicação conforme

local, com X(z) = (x1(z), x2(z), x3(z), x4(z)), se z = u+ iv são parâmetros isotérmicos

locais sobre M , definimos localmente a aplicação de Gauss da superf́ıcie M como

G : M → Q2
1. (2.2)

Na literatura encontramos, também, a aplicação de Gauss definida como G : M →

G+
2,4 mas veja que anteriormente mostramos a existência de um difeomorfismo entre

G+
2,4 e Q2

1 estando assim, bem definida. Escrevemos a aplicação de Gauss como

G(z) =

[
∂X

∂u
+ i

∂X

∂v

]
, (2.3)

onde aqui usamos as derivadas complexas dadas da forma

∂X

∂z
=

1

2

(
∂X

∂u
− i∂X

∂v

)
∂X

∂z̄
=

1

2

(
∂X

∂u
+ i

∂X

∂v

)
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Então podemos escrever a aplicação de Gauss como

G(z) =

[
∂X

∂z̄

]
(2.4)

Observação 2.2. A aplicação de Gauss de M é definida como a aplicação de M em

Q2
1 que leva cada p ∈M para ϕ(TpM), com ϕ aplicando G+

2,4 em Q2
1, onde cada plano

tangente orientado TpM e considerado como um elemento de G+
2,4 após a translação

paralela que aplica p para a origem. A aplicação de Gauss que acabamos de definir é

igual ao conjugado da aplicação de Gauss (Ḡ(z) = [Xz]) usual. É facil ver que G(z) é

uma aplicação de Gauss de uma superf́ıcie máxima se ela é antiholomorfa, ou seja, se

seu conjugado é uma função holomorfa. Isto decorre do fato de sempre conseguirmos

representar uma superf́ıcie máxima como parte real de uma função holomorfa.

Seja M uma 2-variedade diferenciável e X : M → L4 uma imersão tipo espaço,

com S = X(p). Seja (U, z = u + iv) coordenadas isotérmicas em uma vizinhança de

um ponto p ∈ M , isto é, 〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 = λ2 e 〈Xu, Xv〉 = 0. Isto induz uma

estrutura holomorfa sobre M . Definimos uma base ortonormal {ν, τ} de (TpS)⊥ por

ν =
ν0

µ0

e τ =
τ0

µ0

, (2.5)

onde,

ν0 = �(Xu, Xv, e4), τ0 = �(Xu

λ
, Xv

λ
, ν0), µ0 =

√
λ2(λ2 + (x4

u)
2 + (x4

v)
2).

Observe que ν e τ são respectivamente, campos de vetores normais tipo espaço e

tipo tempo, da superf́ıcie S = X(M), e que estão definidos globalmente sobre S. Além

disso, seja β = {∂1, ∂2, ∂3, ∂4} uma base ortonormal adaptada (referencial adaptado) a

S, onde

∂1 =
Xu

λ
, ∂2 =

Xv

λ
, ∂3 = ν, ∂4 = τ. (2.6)

A partir de β definimos a função complexa A : M2 → C4 por:

A(z) := ν(z) + iτ(z). (2.7)

Observe que [A(z)] ∈ QR, pois ν e τ são tipo espaço e tipo tempo respectivamente e

são linearmente independentes e que também gerão o espaço ortogonal (TpS)⊥.
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Tome φ(z) = (φ1(z), φ2(z), φ3(z), φ4(z)) e sejam a(z), b(z) funções complexas definidas

em M . Defina a aplicação φ por

φ : (a, b) 7−→ ψ(1 + ab, i(1− ab), a− b, a+ b),

com ψ ∈ C. Da forma como foi definida temos que

φ2 = ψ2 {(φ1)2 + (φ2)2 + (φ3)2 − (φ4)2}

= ψ2 {(1 + ab)2 − (1− ab)2 + (a− b)2 − (a+ b)2}

= 0

e também,

|φ|2 = |ψ|2 {|φ1(z)|2 + |φ2(z)|2 + |φ3(z)|2 − |φ4(z)|2}

= |ψ|2 {|1 + ab|2 + |1− ab|2 + |a− b|2 − |a+ b|2} > 0.

Portanto [φ] ∈ Q2
1 e sua inversa φ−1 é dada por

φ−1 : (φ1, φ2, φ3, φ4) 7−→ (a, b) =

(
φ3 + φ4

2ψ
,
−φ3 + φ4

2ψ

)
,

onde ψ = φ1−iφ2
2

, temos assim uma representação para φ em termos de a, b. Vamos

agora representar (TpS)⊥ em termos de a e b. Vimos que,

ν =
ν0

µ0

, ν0 = �(Xu, Xv, e4) = X̂u × X̂v

τ =
τ0

µ0

, τ0 = �(Xu

λ
, Xv

λ
, ν0), onde

µ0 :=
√
λ2(λ2 + (x4

u)
2 + (x4

v)
2)

Vamos calcular ν0, mas antes observe que

ν0 = X̂u × X̂v = Im{
(
φ2φ3, φ3φ1, φ1φ2, 0

)
}

= |ψ|2Im{
(
(1− ab)(ā− b̄)i, (a− b)(1 + āb̄), (1 + ab)(1− āb̄)i, 0

)
}

tendo isso em mãos vamos calcular a primeira coordenada do vetor ν0. Iremos omitir

o escalar |ψ|2 uma vez que ele estará multiplicando todas as coordenadas do vetor.

Im{φ2φ3} = Im{i(ā− |a|2b+ a|b|2 − b̄)}

= Re(a)− |a|2Re(b)−Re(b) + |b|2Re(a)

= (1 + |b|2)Re(a)− (1 + |a|2)Re(b).
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Calculando a segunda coordenada de ν0 temos

Im{φ3φ1} = Im{a− b+ |a|2b̄− ā|b|2}

= Im(a)− Im(b)− |a|2Im(b) + |b|2Im(a)

= (1 + |b|2)Im(a)− (1 + |a|2)Im(b).

Da mesma forma, a terceira coordenada de ν0 fica,

Im{φ1φ2} = Im{−(1 + ab)(1− āb̄)i}

= Im{(−1 + āb̄− ab+ |a|2|b|2)i}

= |a|2|b|2 − 1.

Para calcular ν resta calcular apenas µ0. Primeiro vamos calcular λ2. Sabemos que

λ2 = |Xu|2 = 1
2
|φ|2 ,

assim,

λ2 =
1

2
|φ|2 = |ψ|2

2
[|1 + ab|2 + |1− ab|2 + |a− b|2 − |a+ b|2]

= |ψ|2
2

[
(1 + ab)(1 + āb̄) + (1− ab)(1 + āb̄) + (a− b)(ā− b̄)− (a+ b)(ā+ b̄)

]
= |ψ|2

2

(
2 + 2|a|2|b|2 − 2āb− 2ab̄

)
= |ψ|2

{
1 + |a|2|b|2 − āb− ab̄

}
= |ψ|2|1− ab̄|2.

Agora observe que, |φ4|2 = |x4
u|2 + |x4

v|2 que implica em µ0 =
√
λ2(λ2 + |φ4|2), por-

tanto

µ0 = |ψ|2|1− ab̄|
√

1 + |a|2|b|2 − āb− ab̄+ (a+ b)(ā+ b̄)

= |ψ|2|1− ab̄|
√

(1 + |a|2)(1 + |b|2).

Com isso, podemos escrever ν em função de a(z) e b(z) usando as expressões acima,

ν =
ν0

µ0

=
1

|1− ab̄|
√

(1 + |a|2)(1 + |b|2)


(1 + |b|2)Re(a)− (1 + |a|2)Re(b)

(1 + |b|2)Im(a)− (1 + |a|2)Im(b)

|a|2|b|2 − 1

0

 .

Resta encontra τ em função das mesmas funções. Mas sabemos pela Proposição
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2.2 que

τ0 = λ2e4 + x4
uXu + x4

vXv, substituindo temos

= |ψ|2|1− ab̄|2e4 + Re{ψ(a+ b)}Re{ψ(1 + ab, i(1− ab), a− b, a+ b)}

+Im{ψ(a+ b)}Im{ψ(1 + ab, i(1− ab), a− b, a+ b)}.

Analogamente encontramos o valor de τ

τ =
τ0

µ0

=
1

|1− ab̄|
√

(1 + |a|2)(1 + |b|2)


(1 + |b|2)Re(a) + (1 + |a|2)Re(b)

(1 + |b|2)Im(a) + (1 + |a|2)Im(b)

|a|2 − |b|2

(1 + |a|2)(1 + |b|2)


Temos assim A(z) := ν(z) + iτ(z) em termos de a(z) e b(z).

2.2 Problema de Björling em L4

Agora iremos propor e resolver o Problema de Björling para superf́ıcies tipo espaço

com curvatura média zero em L4, que chamamos de superf́ıcies máximas em L4. Seja

c : I ⊆ R → L4 uma curva tipo espaço real anaĺıtica regular em L4 e seja n : I → C4
1

um campo de vetores anaĺıticos reais ao longo de c (isto é, Re(n), Im(n) : I → L4 são

campos de vetores ao longo de c) tal que,

〈c′(s),Re(n)〉 = 〈c′(s), Im(n)〉 = 0, (2.8)

〈Re(n),Re(n)〉 = −〈Im(n), Im(n)〉 = 1. (2.9)

Além disso Im(n) está na direção do tempo para todo s ∈ I. Vamos chamar o par (c, n)

de faixa anaĺıtica em L4. Assim o Problema de Björling é encontrar uma superf́ıcie

máxima S definida por X : Ω ⊆ C→ L4 com I ⊆ Ω, tal que

1. X(u, 0) := c(u)

2. A(u, 0) := n(u) ∀u ∈ I.

Vamos definir o que é uma curva regular tipo espaço, e enunciar um importante

teorema para funções anaĺıticas complexas que usaremos frequentemente.
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Definição 2.2. Uma curva regular c : I ⊆ R→ L4 é dita de tipo espaço se 〈c′, c′〉 > 0

em todo ponto.

Teorema 2.1 (Teorema da Identidade). Sejam Ω ⊆ C um subconjunto aberto conexo

de C e f : Ω → Cn anaĺıtica em Ω, considere o conjunto Df = {z ∈ Ω : f(z) = 0} se

o conjunto Df possui um ponto de acumulação então f ≡ 0 em Ω. 1

Observação 2.3. O problema de extensão de funções anaĺıticas é um dos mais impor-

tantes da análise complexa. Temos que: uma condição necessária e suficiente para que

uma função f(x), a valores no corpo dos reais e definida no intervalo aberto I ⊂ R, ad-

mita uma extenção holomorfa f(z) é que ela seja, neste intervalo, uma função anaĺıtica

da variável real x. E tal complemento holomorfo, se existir, é único.2

Observação 2.4. Vemos que se X : Ω ⊆ C → L4 é uma superf́ıcie máxima em L4

então c(u) := X(u, 0) e n(u) := A(u, 0) satisfazem as condições acima e, em particular,

são reais anaĺıticas. Então existem extensões holomorfas c(z) e n(z) e estas extensões

são únicas pelo Teorema da identidade para funções anaĺıticas. Nessa situação podemos

explicitar X(z) em termos de c e n por meio de uma única representação complexa.

Podemos agora mostrar o teorema que resolve o Problema de Björling em L4.

Teorema 2.2. Seja S uma superf́ıcie tipo espaço com curvatura média zero em L4

dada por X : U ⊆ C → L4. Defina a curva c(u) := X(u, 0) e o campo de vetores

n(u) := A(u, 0) ao longo de c(u), sobre um intervalo real I ⊂ U . Tome um conjunto

aberto Ω ⊆ U simplesmente conexo contendo I, sobre o qual podemos definir extensões

holomorfas c(z) e n(z) de c(u) e n(u). Então ∀z ∈ Ω, teremos

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w))dw

}
(2.10)

onde, s0 é um ponto fixo arbitrário de I e a integral é tomada ao longo de um caminho

arbitrário em Ω ligando s0 e z.

Demonstração: Como S tem curvatura média igual a zero, da função complexa

Ψ : U −→ C, definida em (1.5) temos:

1Uma demonstração deste fato é encontrada em [7].
2Uma demonstração deste fato é encontrada em [24] pp. 346-347.
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Ψ = 2
∂X

∂z
, com Ψ = (φ1, φ2, φ3, φ4).

Observe que Ψ é holomorfa em U e por (1.10) podemos escrever:

X(z) = Re

(∫ z

s0

Ψdz

)
+ k0 (2.11)

onde k0 ∈ L4 uma constante conveniente, tal que, X(u, 0) = c(u) ∀u ∈ I. Seja

{∂1, ∂2, ∂3, ∂4} base ortonormal adaptado para S dado em (2.6). Agora escrevemos �

nesta base,

�(∂3, ∂4, ∂1) = 〈�(∂3, ∂4, ∂1), ∂2〉∂2 = −det(∂1, ∂2, ∂3, ∂4)∂2 = −∂2.

Como Xv = λ∂2, temos

Ψ = Xu(z)− iXv(z) = Xu(z) + i� (ν(z), τ(z), Xu(z))

em coordenadas isotérmicas (U, z = u+ iv). Restrigindo Ψ(z) a I e usando a definição

de c e n obtemos,

Ψ(u, 0) = Xu(u, 0) + i� (ν(u, 0), τ(u, 0), Xu(u, 0))

= c′(u) + i� (Re(n(u, 0)), Im(n(u, 0)), c′(u))

Como essas funções são reais anaĺıticas, podemos tomar suas extensões para duas

funções holomorfas Ψ(z) e c′(z) + i� (Re(n(z)), Im(n(z)), c′(z)) em um subconjunto

aberto simplesmente conexo Ω ⊆ U e que elas coincidem em I ⊆ Ω. Portanto pelo

Teorema da Identidade para funções anaĺıticas, e assim

Ψ(z) = c′(z) + i� (Re(n(z)), Im(n(z)), c′(z)) ∀z ∈ Ω.

Portanto,

Γ(z) :=

∫ z

s0

Ψ(w)dw = c(z) + i

∫ z

s0

�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w))dw ∀z ∈ Ω

está bem definida em Ω e obviamente é primitiva da função holomorfa Ψ(z). Assim de

(2.11) temos:

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w))dw

}
,

completando a demonstração do teorema.

2
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Observação 2.5. Veja que c e n já são tomadas reais anaĺıticas, logo, sempre con-

seguimos extensões holomorfas em Ω. Se 〈c′(s), c′(s)〉 = 1 observe que sua extensão

holomorfa c(z) também terá o mesmo comprimento. Por último a integral definida em

(2.11) não depende do caminho que liga s0 e z. Com isto X(z) está bem definida para

todo z ∈ U.

Podemos tomar qualquer s0 ∈ I em (2.10) e o valor de X(z) irá permanecer o

mesmo, pois c′(z),Re(n(z)), Im(n(z)) toma todos os valores reais em I ⊂ Ω. Usando

(2.1), mostraremos agora que o Problema de Björling tem solução única.

Teorema 2.3 (Existência e Unicidade). Existe uma única solução X : Ω → L4 do

problema de Björling para superf́ıcies máximas em L4, que é dada por

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w))dw

}
com w = u + iv ∈ Ω, s0 ∈ I, onde Ω é um subconjunto aberto simplesmente conexo

de C contendo o intervalo real I e que c(s), n(s) admitem extensões holomorfas c(z),

n(z).

Demonstração: Defina a curva holomorfa Ψ : Ω ⊆ C→ C4 por,

Ψ(z) = c′(z) + i� (Re(n(z)), Im(n(z)), c′(z)), ∀z ∈ Ω, (2.12)

onde Ω é um aberto simplesmente conexo de C contendo I no qual as extensões holomor-

fas de c(z) e n(z) existam. Pela Proposição 2.1, c′(u) e �(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))

são ortogonais e tem o mesmo comprimento. De fato,

〈�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)),�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))〉 =

= −det


〈c′, c′〉 〈Im(n), c′〉 〈Re(n), c′〉

〈c′, Im(n)〉 〈Im(n), Im(n)〉 〈Re(n), Im(n)〉

〈c′,Re(n)〉 〈Im(n),Re(n)〉 〈Re(n),Re(n)〉

 .

Mas de (2.8) e (2.9) temos que 〈c′,Re(n)〉 = 0 = 〈c′, Im(n)〉 e que também

〈Re(n),Re(n)〉 = −〈Im(n), Im(n)〉 = 1 e 〈c′, c′〉 > 0. Substituindo esse valores, a
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matriz resultante será;

〈�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)),�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))〉 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈c′, c′〉 0 0

0 −1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
logo o produto interno nos da

〈�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)),�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))〉 = 〈c′, c′〉 > 0,

portanto possuem o mesmo comprimento e da Proposição 2.1 temos que são ortogonais.

Vejamos uma consequência imediata desse fato,

(Ψ(u, 0))2 = (c′(u) + i� (Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)))2

= 〈c′(u), c′(u)〉+ 2i〈c′(u),�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))〉

−〈�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)),�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))〉

= 0, ∀u ∈ I

,

onde usamos o fato de terem o mesmo comprimento e serem ortogonais. Além disso:

|Ψ(u, 0)|2 = |c′(u) + i� (Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))|2

= |c′(u)|2 + |� (Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))|2

= 2〈c′(u), c′(u)〉 > 0.

Então (Ψ(u, 0))2 = 0 e |Ψ(u, 0)|2 > 0, portanto [Ψ] ∈ Q2
1. A curva holomorfa Ψ

não tem peŕıodos reais, pois Ω é simplesmente conexo. Tomando a extensão holomorfa

de Ψ temos pelo Teorema 1.1, X(z) = Re
(∫ z

s0
Ψdz

)
+ k0 define uma superf́ıcie tipo

espaço com curvatura média igual a zero S = X(Ω) em L4, onde Ψ é dado por (2.12)

e s0 ∈ I. Agora devemos checar que tal superf́ıcie satisfaz as condições de Björling

X(u, 0) = c(u) e A(u, 0) = n(u).

A primeira condição é satisfeita uma vez que c(z) e �(Re(n(z)), Im(n(z)), c′(z))

são reais quando restritas a I. Resta assim mostrar a segunda condição, mas como

Ψ(z) = 2
(
∂X
∂z

)
segue de (2.12) que, restrito a I, temos

Xu(u, 0) = c′(u),

Xv(u, 0) = −� (Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)).
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Por outro lado de (2.10), temos

Xv(u, 0) = −� (ν(u, 0), τ(u, 0), Xu(u, 0)).

Logo Re(n(u)) = ν(u, 0) e Im(n(u)) = τ(u, 0).

Por último provaremos a unicidade. Neste sentido, se X(z), z = u+ iv ∈ Ω é outra

solução, podemos definir uma função Γ(z) = X(z)−X(z), ∀z ∈ Ω ∩ Ω, que se anula

em todo I ⊂ Ω ∩ Ω. Logo pelo Teorema da identidade para funções anaĺıticas temos

que Γ ≡ 0, logo X(z) = X(z) ∀z ∈ Ω ∩ Ω.

2

Observe que a unicidade dada no teorema acima somente refere-se a superf́ıcies

tipo espaço com curvatura média zero, X : Ω ⊆ C → L4, satisfazendo X(u, 0) = c(u)

e A(u, 0) = n(u). Atualmente um pouco mais pode ser provado: Dado uma faixa

anaĺıtica (c, n) em L4. Existe uma única imersão tipo espaço X : M2 → L4, com

H ≡ 0, cuja imagem contém c(I) e a restrição de c é n. A parte de existência desta

afirmação segue do Teorema 2.3. Para a unicidade, nos referimos ao Corolário 3.4 de

[13].

Faremos alguns exemplos resolvendo o Problema de Björling.

Exemplo 2.2. Considere

c(s) = (s− s3, 0, s2, 0) ∈ L4,

n(s) =
1

(1− 2s2 + 9s4)
1
2

(
2s,−2

√
2si,−(1− 3s2), (1 + 3s2)i

)
∈ C4

∀s ∈ R.

Primeiro vamos calcular�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)). Sabendo que c′(s) = (1−3s2, 0, 2s, 0)

teremos

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

=
1

(1− 2s2 + 9s4)


∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −(1− 3s2) 0

−2
√

2s 0 (1 + 3s2)

0 2s 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣

2s −(1− 3s2) 0

0 0 (1 + 3s2)

1− 3s2 2s 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2s 0 0

0 −2
√

2s (1 + 3s2)

1− 3s2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2s 0 −(1− 3s2)

0 −2
√

2s 0

1− 3s2 0 2s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


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o produto vetorial será

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) = (0, 1 + 3s2, 0,−2
√

2s).

Tomando sua extensão holomorfa temos,

�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w)) = (0, 1 + 3w2, 0,−2
√

2w).

Com isso,

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

(�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w))dw

}
= Re

{
(z − z3, 0, z2, 0) + i

(
0, z + z3 − s0 − s3

0, 0,−
√

2z2 +
√

2s2
0

)}
Tomando z = u+ iv temos:

z2 = (u+ iv)2 = u2 − v2 + 2uv,

z3 = (u+ iv)3 = (u+ iv)2(u+ iv) = u3 − iv3 − 3uv2 + 3iu2v.

Portanto a solução para o Problema de Björling para faixa dada é

X(z) = (u+ 3uv2 − u3,−v − 3u2v + v3, u2 − v2, 2
√

2uv),

com z = u+ iv ∈ C

Exemplo 2.3. Considere

c(s) = (1 + cos(s), 0, sen(s), 2 sen(s/2)) ∈ L4

n(s) = (cos(s), 0, sen(s), 0) + i(−1− cos(s), 0, cos(s) cot(s/2), csc(s/2)) ∈ C4

∀s ∈ (0, 2π).

Veja que a segunda coordenada de ambos é zero, assim:

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

0,−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(s) sen(s) 0

−1− cos(s) cos(s) cot(s/2) csc(s/2)

− cos(s) cos(s) cos(s/2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , 0, 0


= (0, sen(s/2), 0, 0).

Tomando sua extensão holomorfa, temos
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�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w)) = (0, sen(w/2), 0, 0).

Aplicando o Teorema 2.2, a solução do Problema de Björling para a faixa dada é

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

(�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w))dw

}
X(z) = Re {(1 + cos(z), 0, sen(z), 2 sen(z/2)) + e2(−2 cos(z/2) + 2 cos(s0/2)}

onde usando as relações sen(ix) = i senhx e cos(ix) = cosh x chegamos em

X(z) = (1+cos(u) cosh(v),−2 sen(u/2) senh(v/2), cosh(v) sen(u), 2 cosh(v/2) sen(u/2)),

com z = u+ iv, onde u ∈ (0, 2π) e v ∈ R.

Como vimos na Proposição 2.1, fazendo o produto vetorial com os vetores da base

canônica {e1, e2, e3, e4} podemos estar em L3 ou R3, com isso, podemos tomar campos

de vetores em L4 de forma a se obter superf́ıcies máximas com interessantes caracteris-

ticas. Em [25] o Problema de Björling é proposto e resolvido para superf́ıcies mı́nimas

em R3 já em [3] o problema é feito para superf́ıcies máximas em L3, veremos que a

partir da representação complexa dada no Teorema 2.2 o Problema de Björling, tanto

em R3 quanto em L3, são corolários do Teorema 2.2.

Corolário 2.1. Seja c : I → R3, R3 ≡ {x4 = 0} ⊂ L4, uma curva anaĺıtica real

regular e seja n : I → C4 um campo de vetores anaĺıtico real ao longo de c, tal

que, n(s) = ξ(s) + ie4, onde ξ(s) ∈ R3 é um campo vetorial unitário satisfazendo

〈c′(s), ξ(s)〉 = 0 para todo s ∈ I. Então existe uma única solução do Problema de

Björling para superf́ıcies mı́nimas em R3, que é dado por

X(z) = Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

(ξ(w)× c′(w))dw

}
(2.13)

onde, z = u + iv ∈ Ω, s0 ∈ I, Ω é um conjunto aberto simplesmente conexo de C

contendo I e × é o produto vetorial de R3.

Demonstração: Pelo Teorema 2.3 , temos que a solução para o Problema de Björling

é dada por

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

�(ξ(w), e4, c
′(w))dw

}
= Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

�(ξ(w), c′(w), e4)dw

}
.
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Pela Proposição 2.1, item 2 temos

X(z) = Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

ξ̂(w)× ĉ′(w)dw

}
= Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

ξ(w)× c′(w)dw

}
.

2

Corolário 2.2. Seja c : I → L3, L3 ≡ {x2 = 0} ⊂ L4, uma curva anaĺıtica real regular

tipo espaço e seja n : I → C4 um campo de vetores anaĺıtico real ao longo de c, da

forma n(s) = e2 + iV (s), onde V (s) ∈ L3 é um campo unitário tipo tempo tal que

〈c′(s), V (s)〉 = 0 para todo s ∈ I. Então existe uma única solução do Problema de

Björling para superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero em L3, que é dado por

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

(V (w)× c′(w))dw

}
(2.14)

onde z = u + iv ∈ Ω, s0 ∈ I, Ω é um conjunto aberto simplesmente conexo de C

contendo I e × é o produto vetorial de L3.

Demonstração. Pelo Teorema 2.3, temos que a solução para o Problema de Björling

é dado por

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

�(e2, V (w), c′(w))dw

}
= Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

�(V (w), c′(w), e2)dw

}
pela Proposição 2.1, item 3 temos

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

V̌ (w)× č′(w)dw

}
= Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

V (w)× c′(w)dw

}
.

onde z = u + iv ∈ Ω, s0 ∈ I, Ω é um conjunto aberto simplesmente conexo de C

contendo I e × é o produto vetorial de R3.

2

Observação 2.6. Veja que não há necessidade de enunciar os mesmos Corolários

trabalhando com os vetores canônicos e1 e e3, pois, a partir da Proposição 2.1 o produto

vetorial destes vetores com a curva c(u) são iguais, a menos de sinal, ao produto de

c(u) com e2.
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2.3 Simetrias

Estudaremos as simetrias das superf́ıcies máximas em L4 via representação com-

plexa do Problema de Björling para superf́ıcies máxima. Para tal vamos fixar a seguinte

notação. Seja f(z) = x(z)+iy(z), onde x(z), y(z) são funções de valores reais definidas

em um conjunto aberto Ω ⊂ C. Se x(z) é harmônica e f(z) é holomorfia em Ω, então

x(z) é harmônica e f(z) é holomorfa como uma função de z em um conjunto aberto

Ω∗ := {z : z ∈ Ω}. Note que, Ω é simétrico se e somente se Ω = Ω∗. Além disso temos

que, se I ⊂ Ω, f é holomorfa em Ω e f restrita a I admite apenas valores reais, então

f(z) = f(z) em I ⊂ Ω∩Ω∗. Por esta razão, f(z) pode ser extendida holomorficamente

à Ω ∪ Ω∗.

Proposição 2.3. Seja X : Ω ⊆ C → L4 uma solução para o Problema de Björling,

para uma dada faixa (c, n) em L4, onde Ω é um conjunto aberto simétrico simplesmente

conexo contendo o intervalo I e para o qual c, n admitem extensões holomorfas c(z) e

n(z), onde z = u+ iv ∈ Ω. Então ∀ z ∈ Ω temos;

X(z) = Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w))dw

}
(2.15)

Demonstração. A superf́ıcie S̃ = X̃(Ω) dada por X̃(u, v) := X(u,−v), clara-

mente satisfaz X̃uu(u, v) = Xuu(u,−v), X̃vv(u, v) = Xvv(u,−v) e continua sendo

uma superf́ıcie tipo espaço com curvatura média zero em L4. Associado a X̃, seja

Ã(u, v) := ν̃(u, v) + iτ̃(u, v). Pela Proposição 2.1 e a definição de �, temos que

τ̃0(u, v) = (λ2e4 + x4
uXu + x4

vXv)(u,−v)

ν̃0(u, v) = �(e4, Xu(u,−v),−Xv(u,−v))

= −� (e4, Xu(u,−v), Xv(u,−v)),

e então τ̃(u, v) = τ(u,−v) e ν̃(u, v) = −ν(u,−v). Temos assim,

Ã(u, v) = ν̃(u, v) + iτ̃(u, v)

= −ν(u,−v) + iτ(u,−v)

= −A(u,−v). (2.16)

Isto implica que Ã(u, 0) = −A(u, 0) = −n(u) e também que X̃(u, 0) = X(u, 0) =



2.3 Simetrias 34

c(u). Então X̃ é uma solução do Problema de Björling para c̃ = c, ñ = −n e então

X̃(z) = Re

{∫ z

s0

Ψ̃(w)dw

}
+ k̃0

onde Ψ̃(z) = X̃u + i� (ν̃(z), τ̃(z), X̃u(z)), por (2.10). Restringindo Ψ̃(z) a I e usando

(2.16) obtemos

Ψ̃(u, 0) = Xu(u, 0) + i� (−ν(u, 0), τ(u, 0), Xu(u, 0))

= c′(u)− i� (Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)).

Quando tomamos suas extensões holomorfas em Ω∗, temos

Ψ̃(z) = c′(z)− i� (Re(n(z)), Im(n(z)), c′(z)),

donde segue-se o resultado.

2

Corolário 2.3. Sobre as hipóteses da Proposição 2.3, se S = X(Ω) ⊂ R3 ≡ {x4 = 0}

e n(s) = ξ(s) + ie4, com ξ(s) ∈ R3 unitário tal que 〈c′(s), ξ(s)〉 = 0 ∀ s ∈ I, então

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

(ξ(w)× c′(w))dw

}
, ∀ z ∈ Ω. (2.17)

Demonstração: Pelo Corolário 2.1 temos que a solução do Problema de Björling para

a faixa anaĺıtica dada será

X(z) = Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

(ξ(w)× c′(w))dw

}
.

Pela Proposição 2.3 temos que a solução do Problema de Björling para o conjugado de

z ∈ Ω é

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

(ξ(w)× c′(w))dw

}
.

Como queŕıamos mostrar.

2

Corolário 2.4. Sobre as hipóteses da Proposição 2.3, se S = X(Ω) ⊂ L3 ≡ {x2 = 0}

e n(s) = e2 + iV (s), com V (s) ∈ L3 tipo tempo unitário, e tal que, 〈c′(s), V (s)〉 =

0 ∀ s ∈ I, então

X(z) = Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

(V (w)× c′(w))dw

}
, ∀ z ∈ Ω. (2.18)
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Demonstração: Pelo Corolário 2.2 temos que a solução do problema de Björling para

esta faixa anaĺıtica é dada por,

X(z) = Re

{
c(z) + i

∫ z

s0

(V (w)× c′(w))dw

}
pela Proposição 2.3 temos que a solução do Problema de Björling para o conjugado de

z ∈ Ω é

X(z) = Re

{
c(z)− i

∫ z

s0

(V (w)× c′(w))dw

}
.

2

Observação 2.7. Usando as fómulas (2.13) e (2.17), não é dif́ıcil recuperar a simetria

de dois prinćıpios descoberto por Schwarz para superf́ıcies mı́nimas em R3 (veja em

[25]) . Além disso, usando (2.14) e (2.18), podemos recuperar os dois prinćıpios de

simetria para superf́ıcies tipo espaço com curvatura média zero em L3 dados em [[2]

Teorema 3.10]

Agora usando (2.10) e (2.15) deduziremos três prinćıpios de simetria para superf́ıcies

tipo espaço com curvatura média zero em L4. Eles foram motivados pelos trabalhos

de Schwarz e [3] acima mencionados. Antes de iniciar tal estudo vejamos algumas

definições.

Definição 2.3. Seja Πk um k-plano em L4. Assuma que Πk é tipo espaço se k = 1; Πk

é tipo espaço, tipo tempo ou degenerado se k = 2; Πk é tipo tempo se k = 3. Sobre

essas condições, dizemos que Πk é um k-plano de simetria de uma superf́ıcie tipo espaço

X : M2 → L4, se para todo p ∈ M2 existe q ∈ M2 tal que X(p), X(q) são simétricos

com respeito a Πk, isto é, tal que (X(q)+X(p))/2 ∈ Πk e X(q)−X(p) é perpendicular

a Πk.

Teorema 2.4. Seja S uma superf́ıcie tipo espaço com curvatura média zero em L4,

dada por X : U ⊆ C→ L4, então temos:

1. Toda reta tipo espaço contida em S é um eixo de simetria de S;

2. Se S intersecta algum 2-plano tipo tempo ou tipo espaço Π2, ortogonalmente ao

longo de uma curva regular de S, então Π2 é um plano de simetria de S;
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3. Se S intersecta algum 3-espaço tipo tempo Π3, ortogonalmente ou longo de uma

curva regular de S, então Π3 é um 3-plano de simetria de S.

Antes de passarmos a prova do teorema, é conveniente fazer a seguinte observação.

Suponha por exemplo, que a superf́ıcie tipo espaço com curvatura média zero S con-

tenha um segmento de reta L, que podemos assumir que este segmento é uma parte

do do eixo x1. Então é posśıvel definir coordenadas isotérmicas z = u + iv em uma

vizinhança de L de modo que X(u, 0) parametrize L, veja [15]. Observações análogas

são feitas no caso em que S intersecta ortogonalmente o x1, x4-plano, ou o x1, x2-plano

ou o 3-espaço {x3 = 0}. Com isso em mente, não é dif́ıcil ver que o Teorema acima é

agora uma consequência do seguinte lema.

Lema 2.1. Seja S uma superf́ıcie tipo espaço com curvatura média zero em L4, dada

por X : Ω ⊆ C→ L4, com Ω simétrico e simplesmente conexo.

1. Se, para todo u ∈ I, a curva c(u) = X(u, 0), esta contida em x1-eixo, então

X(u,−v) = (x1(u, v),−x2(u, v),−x3(u, v),−x4(u, v)). (2.19)

2. Se, para todo u ∈ I, a curva c(u) = X(u, 0), esta contida em um x1, x4-plano

tipo tempo Π2, e se a superf́ıcie S intersecta Π2 ortogonalmente ao longo de c,

então

X(u,−v) = (x1(u, v),−x2(u, v),−x3(u, v), x4(u, v)). (2.20)

3. Se, para todo u ∈ I, a curva c(u) = X(u, 0), esta contida em um x1, x2-plano

tipo espaço Π2, e se a superf́ıcie S intersecta Π2 ortogonalmente ao longo de c,

então

X(u,−v) = (x1(u, v), x2(u, v),−x3(u, v),−x4(u, v)). (2.21)

4. Se, para todo u ∈ I, a curva c(u) = X(u, 0), esta contida em um 3-espaço tipo

tempo Π3 = {x2 = 0}, e se a superf́ıcie S intersecta Π3 ortogonalmente ao longo

de c, então

X(u,−v) = (x1(u, v),−x2(u, v), x3(u, v), x4(u, v)). (2.22)
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Demonstração: Nas demonstrações seguintes denotaremos por � = (�1,�2,�3,�4)

o produto vetorial e cada �i, 1 ≤ i ≤ 4, as coordenadas do vetor �. Usaremos, sempre

que houver matrizes, os valores da forma c′i(u) = c′i, νi(u, 0) = νi e τ i(u, 0) = τ i, com

1 6 i 6 4.

1. Seja c(u) := X(u, 0) e n(u) := A(u, 0). Por hipótese c(u) está contido no x1-eixo,

então c(u) = (c1(u), 0, 0, 0). Assim,

Re(n(u)) = (0, ν2(u, 0), ν3(u, 0), ν4(u, 0)) e Im(n(u)) = (0, τ 2(u, 0), τ 3(u, 0), τ 4(u, 0)

pois 〈c′,Re(n)〉 = 〈c′, Im(n)〉 = 0. Temos então

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ν2 ν3 ν4

τ 2 τ 3 τ 4

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ν3 ν4

0 τ 3 τ 4

c′1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ν2 ν4

0 τ 2 τ 4

c′1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ν2 ν3

0 τ 2 τ 3

c′1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


é da forma (0,�2(u),�3(u),�4(u)). De acordo com (2.10) e (2.15) segue, respec-

tivamente, que

X(z) =

(
Re(c1(z)),−Im

∫ z

s0

�2(w)dw,−Im
∫ z

s0

�3(w)dw,−Im
∫ z

s0

�4(w)dw

)
X(z) =

(
Re(c1(z)), Im

∫ z

s0

�2(w)dw, Im

∫ z

s0

�3(w)dw, Im

∫ z

s0

�4(w)dw

)
que prova (2.19).

2

2. Por hipótese, S intersecta Π2 = span{x1, x4} ortogonalmente em c(u) := X(u, 0).

Dáı segue que c(u) = (c1(u), 0, 0, c4(u)). Veja que o 2-plano P 2 gerado por

Re(n(u)) e Im(n(u)) é ortogonal a Tc(u)S ao longo de c. Assim o produto vetorial

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) será,

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣
ν2 ν3 ν4

τ2 τ3 τ4

0 0 c′4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν3 ν4

τ1 τ3 τ4

c′1 0 c′4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν2 ν4

τ1 τ2 τ4

c′1 0 c′4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν2 ν3

τ1 τ2 τ3

c′1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

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= e1[c′4(ν2τ 3 − ν3τ 2)]− e2[c′1(ν3τ 4 − ν4τ 3) + c′4(ν1τ 3 − ν3τ 1)]

+e3[c′1(ν2τ 4 − ν4τ 2) + c′4(ν1τ 2 − ν2τ 1)] + e4[c′1(ν2τ 3 − ν3τ 2)]

Como 〈c′(u),�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))〉 = 0, temos que

c′1c′4(ν2τ 3 − ν3τ 2) + c′4c′1(ν2τ 3 − ν3τ 2) = 0,

como c′(u) é uma curva regular, logo temos que ν2τ 3 = ν3τ 2, e assim

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) = (0,�2(u),�3(u), 0).

Usando (2.10) e (2.15) segue que

X(z) =

(
Re(c1(z)),−Im

∫ z

s0

�2(w)dw,−Im
∫ z

s0

�3(w)dw,Re(c4(z))

)
X(z) =

(
Re(c1(z)), Im

∫ z

s0

�2(w)dw, Im

∫ z

s0

�3(w)dw,Re(c4(z))

)

2

3. Por hipótese, S intersecta Π2 = {x3 = 0, x4 = 0} ortogonalmente ao longo de

c(u) := X(u, 0), logo c(u) = (c1(u), c2(u), 0, 0). Veja que o 2-plano P 2 gerado

por Re(n(u)) e Im(n(u)) é ortogonal a Tc(u)S ao longo de c. Fazendo o produto

vetorial �(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) temos

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣
ν2 ν3 ν4

τ2 τ3 τ4

c′2 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν3 ν4

τ1 τ3 τ4

c′1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν2 ν4

τ1 τ2 τ4

c′1 c′2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν2 ν3

τ1 τ2 τ3

c′1 c′2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
 .

Por contas análogas ao item anterior temos que o produto vetorial será

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) = (0, 0,�3(u),�4(u)),

usando (2.10) e (2.15) segue que

X(z) =

(
Re(c1(z)),Re(c2(z)),−Im

∫ z

s0

�3(w)dw,−Im
∫ z

s0

�4(w)dw

)
X(z) =

(
Re(c1(z)),Re(c2(z)), Im

∫ z

s0

�3(w)dw, Im

∫ z

s0

�4(w)dw

)
2
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4. Pela hipótese temos que c(u) = (c1(u), 0, c3(u), c4(u)). Como S intersecta Π3

ortogonalmente, temos que Xv(u, 0) ∈ (Π3)⊥ e então Xv(u, 0) é paralelo ao vetor

unitário e2 que é normal a Π3. Assim Re(n(u)) e Im(n(u)) estão em Π3, o que

implica, que a segunda componente de ambos vetores são zero. Então

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ν3 ν4

0 τ3 τ4

0 c′3 c′4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν3 ν4

τ1 τ3 τ4

c′1 c′3 c′4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 0 ν4

τ1 0 τ4

c′1 0 c′4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 0 ν3

τ1 0 τ3

c′1 0 c′3

∣∣∣∣∣∣∣∣


é da forma (0,�2, 0, 0). Portanto em conjunto com (2.10) e (2.15) obtemos;

X(z) =

(
Re(c1(z)),−Im

∫ z

s0

�2(w)dw,Re(c3(z)),Re(c4(z))

)
X(z) =

(
Re(c1(z)), Im

∫ z

s0

�2(w)dw,Re(c3(z)),Re(c4(z))

)
donde segue-se o resultado.

2

Proposição 2.4. Seja X : Ω ⊆ C → L4 uma superf́ıcie tipo espaço com curvatura

média zero, com Ω simétrico e simplesmente conexo. Suponha que S = X(Ω) intersecta

o 2-plano degenerado Π2 = span{e1 + e4, e2} ortogonalmente ao longo da curva c(u) =

X(u, 0). Então S está contida no 3-espaço degenerado Π3 = span{e1 +e4, e2, e3}. Além

disso, Π2 é um plano de simetria para S se e somente se Xv(u, 0) é um múltiplo de e3.

Demonstração: Considere a Base F = {ε1, ε2, ε3, ε4} de L4, onde ε1 =
√

2
2

(e1 + e4),

ε2 =
√

2
2

(e1 − e4), ε3 = e2 , ε4 = e3 e observe que Π2 = {ε1, ε3}. É claro que c(u) =

X(u, 0) é da forma c(s) = (c1(s), c2(s), 0, c1(s)) pois c(u) intersecta ortogonalmente o

3-espaço degenerado Π3 dado acima. Como o 2-plano P 2 = span{Re(n(u)), Im(n(u))}

é ortogonal a Tc(u)S ao longo de c, segue que −Xv(u, 0) = �(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u))

será igual a

�(Re(n(u)), Im(n(u)), c′(u)) =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣

0 ν3 ν1

0 τ3 τ1

c′2 0 c′1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 ν3 ν1

τ1 τ3 τ1

c′1 0 c′1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 0 ν1

τ1 0 τ1

c′1 c′2 c′1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 0 ν3

τ1 0 τ3

c′1 c′2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

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= (�1(u), 0,�3(u),�1(u)).

De (2.10) e (2.15), obtemos que

X(z) =

(
Re(c1(z))− Im

∫ z

s0

�1(w)dw,Re(c2(z)),−Im
∫ z

s0

�3(w)dw,Re(c1(z))− Im

∫ z

s0

�1(w)dw

)

e

X(z) =

(
Re(c1(z)) + Im

∫ z

s0

�1(w)dw,Re(c2(z)), Im

∫ z

s0

�3(w)dw,Re(c1(z)) + Im

∫ z

s0

�1(w)dw

)

que podem ser escritos na base F dada, respectivamente por

X(z) =

(
Re(c1(z))− Im

∫ z

s0

�1(w)dw, 0,Re(c3(z)),−Im
∫ z

s0

�4(w)dw

)
F

X(z) =

(
Re(c1(z)) + Im

∫ z

s0

�1(w)dw, 0,Re(c3(z)), Im

∫ z

s0

�4(w)dw

)
F

A primeira parte é clara e S é simétrico com respeito a Π2 se e somente se
∫ z
s0
�1(w)dw =

0, isto é,
∫ z
s0
�1(w)dw ≡ 0( onde usamos (2.15)). Isto mostra a última afirmação.

2

Observação 2.8. 1. Não é dif́ıcil ver que o Lema 2.1 e a Proposição 2.4 continuam

válidos sem a hipótese de Ω ser simplesmente conexo.

2. Observe que se Π3 é tipo espaço ou degenerado, então não existe um vetor tipo

espaço ortogonal a Π3 em L4. Portanto o problema de simetria para superf́ıcies

máximas não está definido neste caso.

Vejamos agora alguns exemplos.
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Exemplo 2.4. Considere

c(s) = (0, s, 0, 0) ∈ L4

n(s) =

(
e−s√

4 + e−2s
, 0,− 2√

4 + e−2s
, 0

)
+i

(
− e−s√

4 + e−2s
, 0,− e−s

2
√

4 + e−2s
,

√
4 + e−2s

2

)
∈ C4,∀ s ∈ R

Vamos usar o Teorema 2.2 para obter a solução do Problema de Björling. Observe que

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

=
1

4 + e−2s


∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −2 0

0 e−s

2
4+e−2s

2

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣
e−s −2 0

e−s e−s

2
4+e−2s

2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
e−s 0 0

e−s 0 4+e−2s

2

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣
e−s 0 −2

e−s 0 e−s

2

0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
 .

Por um cálculo direto, obtemos:

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

(
−1, 0,−e

−s

2
,
e−s

2

)
tomando as extensões holomorfas de c(s) e �(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)), a solução do

Problema de Björling para a faixa dada é;

X(z) = Re

{
(0, z, 0, 0) + i

∫ z

s0

(−1, 0,−e
−w

2
,
e−w

2
)dw

}
.

Como z = u+ iv, temos:

X(z) =

(
v, u,

1

2
e−usen(v),−1

2
e−usen(v)

)
.

Note que x2 é um eixo de simetria de uma superf́ıcie tipo espaço completa com curvatura

média zero S = X(C).

Exemplo 2.5. Considere

c(s) = (senh(s), 0, 0, cosh(s)) ∈ L4

n(s) = (0, cos(s), sen(s), 0) + i(senh(s), 0, 0, cosh(s)) ∈ C4,

para todo s ∈ R. Usando os mesmos argumentos, temos:

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(s) sen(s) 0

0 0 cosh(s)

0 0 senh(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 sen(s) 0

senh(s) 0 cosh(s)

cosh(s) 0 senh(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 cos(s) 0

senh(s) 0 cosh(s)

cosh(s) 0 senh(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 cos(s) sen(s)

senh(s) 0 0

cosh(s) 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 .

Então

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) = (0,− sen(s), cos(s), 0).

Tomando as extensões holomorfas de c(s) e �(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) a solução do

Problema de Björling, para a faixa anaĺıtica dada é uma superf́ıcie tipo espaço completa

com curvatura média zero, dada por

X(z) = Re

{
(senh(z), 0, 0, cosh(z)) + i

∫ z

s0

(0,− sen(w), cos(w), 0)dw

}
.

Usando as relações senhx = −i sen ix e coshx = cos ix, podemos escrever a solução,

X(z), na forma de matriz

X(z) =


cosh(u) 0 0 senh(u)

0 cos(u) − sen(u) 0

0 sen(u) cos(u) 0

senh(u) 0 0 cosh(u)




0

0

− senh(v)

cos(v)

 ,

com z = u+ iv ∈ C. Note que Π2 = span{e1, e4} é um 2-plano tipo tempo de simetria

da superf́ıcie S = X(C).

Exemplo 2.6. Considere

c(s) = (cos(s), sen(s), 0, 0) ∈ L4,

n(s) = (cos(s), sen(s), 0, 0) + i(0, 0, senh(s), cosh(s)) ∈ C4,

para todo s ∈ R. Analogamente temos:

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

=


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sen(s) 0 0

0 senh(s) cosh(s)

cos(s) 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(s) 0 0

0 senh(s) cosh(s)

− sen(s) 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(s) sen(s) 0

0 0 cosh(s)

− sen(s) cos(s) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos(s) sen(s) 0

0 0 senh(s)

− sen(s) cos(s) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 .

Já tomando as extensões holomorfas, ficamos com

�(Re(n(w)), Im(n(w)), c′(w)) = (0, 0,− cosh(w), senh(w)).

Assim a soluçao do Problema de Björling para a faixa dada é a superf́ıcie tipo espaço

completa com curvatura média zero dada por

X(z) = Re

{
(cos(z), sen(z), 0, 0) + i

∫ z

s0

(0, 0,− cosh(w), senh(w))dw

}
Usando novamente as relações senhx = −i sen ix e coshx = cos ix podemos reescrever

X(z) na forma matricial por,

X(z) =


cos(u) − sen(u) 0 0

sen(u) cos(u) 0 0

0 0 cosh(u) senh(u)

0 0 senh(u) cosh(u)




cosh(v)

0

sen(v)

0

 ,

com z = u + iv ∈ C. Observe que Π2 = span{e1, e2} é um 2-plano tipo espaço de

simetria da superf́ıcie S = X(C)

Exemplo 2.7. Considere

c(s) = (s2, s, 0, s2) ∈ L4,

n(s) =
1√

2 + 4s2
{(1,−2s,−1, 0) + i(1 + 4s2, 2s, 1, 2 + 4s2)} ∈ C4.

para todo s ∈ L4. Temos que,

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

=
1

2 + 4s2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2s 0 0

2s 0 1 + 4s2

1 0 2s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

4s2 0 1 + 4s2

2s 0 2s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2s 0

4s2 2s 1 + 4s2

2s 1 2s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2s 0

4s2 2s 0

2s 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


= (−1, 0,−1,−1)
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A solução para o Problema de Björling para a faixa dada é uma superf́ıcie máxima

completa

X(z) = Re

{
(z2, z, 0, z2) + i

∫ z

s0

(−1, 0,−1,−1) dw

}
= (u2 − v2 + v, u, v, u2 − v2 + v)

com z = u + iv ∈ C. Esta superf́ıcie intersecta o 2-plano degenerado Π2 = span[e1 +

e4, e2] ortogonalmente ao longo de X(u, 0) = c(u), mas Π2 não é um plano de simetria

de S. Por outro lado, se tomamos

c(s) = (s2, s, 0, s2) ∈ L4,

n(s) =
1√

1 + 4s2
{(1,−2s, 0, 0) + i(4s2, 2s, 0, 1 + 4s2)} ∈ C4,

mudando o campo normal. Calculando o produto vetorial, temos

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) =

=
1

1 + 4s2


∣∣∣∣∣∣∣∣
−2s 0 0

2s 0 1 + 4s2

1 0 2s

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

4s2 0 1 + 4s2

2s 0 2s

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2s 0

4s2 2s 1 + 4s2

2s 1 2s

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2s 0

4s2 2s 0

2s 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
 .

Calculando o determinante acima obtemos,

�(Re(n(s)), Im(n(s)), c′(s)) = (0, 0,−1, 0).

Assim a solução para o Problema de Björling é dada por,

X(z) = (u2 − v2, u, v, u2 − v2)

com z = u + iv ∈ C. Esta superf́ıcie intersecta o 2-plano degenerado Π2 = span{e1 +

e4, e2}, ortogonalmente ao longo de X(u, 0) = c(u) que é um plano de simetria da

superf́ıcie.



Caṕıtulo 3

O Problema de Calabi-Bernstein

para Superf́ıcies Máximas no espaço

n-dimensional de

Lorentz-Minkowski Ln

Vamos agora, baseado em [12], fazer um estudo do Problema de Calabi-Bernstein.

Como vimos uma superf́ıcie máxima no espaço n-dimensional de Lorentz-Minkowski

Ln é uma superf́ıcie tipo espaço M com curvatura média zero e que admite uma rep-

resentação complexa (Teorema 1.1). O Problema de Calabi-Bernstein consiste basica-

mente em caracterizar as superf́ıcies máximas completas em Ln. É motivado a partir

do Problema de Bernstein em R3, que se resume em determinar superf́ıcies mı́nimas

completas em R3 (veja [23]).

No L3 o Problema de Calabi-Bernstein afirma que: As únicas superf́ıcies máximas

completas em L3 são os planos tipo espaço (veja [20]).

Veremos que esse resultado não pode ser extendido em Ln, n > 4. Na Seção 3.1

veremos exemplos de superf́ıcies diferentes do plano e que possuem tais propriedades.

Surge então uma pergunta natural a partir do Problema de Calabi-Bernstein:

Sobre quais hipóteses adicionais garantimos que uma superf́ıcie máxima completa

em Ln, n > 4, é um plano?

A solução deste problema será dada, usando o fato que, sobre uma superf́ıcie
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máxima temos globalmente definidos campos de vetores normais tipo tempo. Assim,

a grosso modo, isso nos dá a possibilidade de considerar apenas uma direção normal

previlegiada sobre qualquer ponto de M .

Antes de responder a pergunta acima vamos construir alguns exemplos de superf́ıcies

máximas para entender melhor o problema.

Como vimos, no Teorema 1.1, as superf́ıcies máximas em Ln possuem uma repre-

sentação complexa dada por

X(z) = 2Re

{∫ z

s0

φdz

}
+ k0

com φ = (φ1, ..., φn) funções holomorfas.

Seja K a curvatura Gaussiana de uma superf́ıcie máxima M em Ln. Então da

fórmula clássica K =
(−1
λ2

)
.∆logλ com ds2 = λ2|dz|2 e ∆ =

(
∂2

∂u2

)
+

(
∂2

∂v2

)
,

obtemos:

Kφ =

(
4

|φ|6

)
×

{
n−1∑
i=1

|φiφ′n − φ′iφn|2 −
∑

16i<j<n

|φiφ′j − φ′iφj|2
}
. (3.1)

Temos que para n = 3 K é não negativa (veja [20]). No entanto, isso não é verdade

para n > 4, como veremos nos exemplos a seguir. Relembremos que a curvatura de

Gauss K de uma superf́ıcie mı́nima em R3 é não-positiva.

Dado um vetor tipo tempo w ∈ Ln, n > 4, podemos considerar as compo-

nentes tangentes wT e normais wN , em qualquer ponto de M em Ln. Além disso, de

g(w,wN) < 0 obtemos que w e wNp pertencem ao mesmo cone tipo tempo em qualquer

ponto p ∈M . Se w é um vetor tipo tempo unitário então obtemos que

g(wN , wN) = −1− g(wT , wT ) 6 −1,

em todo ponto de M . A mesma construção feita acima usando um vetor tipo luz v,

fornece um campo normal de vetores tipo tempo globalmente definidos vN de M em

Ln, que satisfazem

g(vN , vN) = −g(vT , vT ) < 0

em todo M .

Estes campos de vetores normais (que podem ser constrúıdos para qualquer su-

perf́ıcie tipo espaço) são os instrumentos fundamentais utilizados nos teoremas que
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serão apresentados neste caṕıtulo. Antes de iniciarmos vejamos alguns exemplos que

ajudarão a entender melhor o problema em questão.

3.1 Exemplos

Nos exemplos a seguir, vamos explorar o comportamento do sinal da curvatura de

Gauss, vendo assim as diferenças básicas de se trabalhar em L3 e em Ln, n > 4. A

partir do exemplo 5 poderemos ter, de fato, o estimulo necessário para prosseguir o

estudo de superf́ıcies máximas em Ln.

Exemplo 3.1. O plano definido por X : R2 → Ln, n > 3, dado por X(u, v) =

(u, v, 0, ..., 0) é um exemplo trivial de superf́ıcie máxima em Ln.

Exemplo 3.2. Seja (X̃,M) uma superf́ıcie máxima em Ln. Escrevemos Ln+1 = R1×Ln

e definimos X : M → Ln+1 por X(p) = (0, X̃(p)) com p ∈ M . Então (X,M) é

uma superf́ıcie máxima em Ln+1. Desta forma, uma superf́ıcie máxima em L3 pode

ser considerada uma superf́ıcie máxima em Ln, n > 4, com curvatura Gauss não

negativa.

Exemplo 3.3. Seja (Ỹ ,M) uma superf́ıcie mı́nima no espaço Euclideano n-dimensional

Rn. Considerando Ln+1 = Rn × R1
1, onde R1

1 representa R1 com a métrica oposta da

usual. Defina Y : M → Ln+1 por Y (p) = (Ỹ (p), 0), p ∈ M . Então (Y,M) é uma

superf́ıcie máxima em Ln+1. Com isso, uma superf́ıcie mı́nima em R3 pode ser con-

siderada uma superf́ıcie máxima em Ln, n > 4. Note que a superf́ıcie máxima terá

curvatura de Gauss não positiva.

Com este exemplo e o anterior temos superf́ıcies máximas em Ln com curvatura de

Gauss não-negativa e negativa.

Exemplo 3.4. Considere um domı́nio aberto simplesmente conexo Ω de C, f : Ω→ C

uma função holomorfa e (X̃,Ω) uma superf́ıcie máxima em Ln, n > 3. Definimos

X : Ω → Ln+2 = R2 × Ln colocando X(p) = (f(p), X̃(p)), p ∈ Ω. Com isso (X,Ω) é

uma superf́ıcie máxima de Ln+2. Usando o fato de que,

∆X = (∆f,∆X̃),
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como f(z) é holomorfa temos que ∆f = 0 e como X̃ é uma superf́ıcie máxima temos

que ∆X̃ = 0, logo ∆X = 0. Com isso (X,Ω) é uma superf́ıcie máxima de Ln+2.

O exemplo a seguir fornece uma superf́ıcie máxima completa que não é um plano e

cuja curvatura de Gauss K muda de sinal, dentre outras propriedades.

Exemplo 3.5. Vamos considerar as seguintes funções holomorfas definidas em todo

C,

φ1(z) = −1

2
, φ2 = −3i

2
,

φ3(z) =
1

2
(ez + 2e−z), φ4(z) =

1

2
(ez − 2e−z).

z ∈ C. Vamos mostrar que φ = (φ1, φ2, φ3, φ4) fornece uma superf́ıcie máxima em

L4 usando a representação complexa dada no Teorema 1.1. Para isto, faremos alguns

cálculos. Iniciamos mostrando que |φ|2 > 0. De fato, observe que:

|φ1|2 = 1
4

|φ2|2 = 9
4

|φ3|2 = 1
4
|(ez + 2e−z)|2

= 1
4
|eu(cosv + isenv) + 2e−u(cosv − isenv)|2

= 1
4

(cos2v(eu + 2e−u)2 + sen2v(eu − 2e−u)2)

= 1
4

(e2u + 4e−2u + 4cos2v − 4sen2v) .

Analogamente,

|φ4|2 = 1
4

(e2u + 4e−2u − 4cos2v + 4sen2v) .

Assim

|φ|2 = |φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2 − |φ4|2

=
1

4
+

9

4
+ 2cos2v − 2sen2v

=
10

4
+ 2cos(2v) >

1

2
. (3.2)

Além disso, temos

φ2 = (φ1)2 + (φ2)2 + (φ3)2 − (φ4)2

= (−1
2
)2 + (−3i

2
)2 + (1

2
(ez + 2e−z))2 − (1

2
(ez − 2e−z))2

= 1
4
− 9

4
+ 1

4
(e2z + 4 + e−2z)− 1

4
(e2z − 4 + e−2z)

= 0.
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Como cada φi, é uma função holomorfa pelo Teorema 1.1

X(z) = 2Re

{∫ z

s0

φ(w)dw

}
é uma superf́ıcie máxima em L4. Como |φ|2 > 1

2
temos que X : C → L4 é com-

pleta. Usando (3.1) podemos calcular a curvatura Gaussiana de X. Vamos calcular as

derivadas de cada função φk, 1 6 k 6 4.

Veja que ∂zφ1 = ∂zφ2 = 0 pois são funções constantes. Agora

∂φ3

∂z
=

1

2
(ez − 2e−z)

∂φ4

∂z
=

1

2
(ez + 2e−z)

Por outro lado, considere a expressão da curvatura gaussiana K dada por

Kφ =

(
4

|φ|6

)
×

{
n−1∑
i=1

|φiφ′n − φ′iφn|2 −
∑

16i<j<n

|φiφ′j − φ′iφj|2
}
.

Inicialmente observe que de (3.2), temos |φ|6 = (10
4

+2cos(2v))3 . Vamos agora calcular

cada módulo do somatório separadamente. Observe que φ′1 = φ′2 = 0, logo:

|φ1φ′4 − φ′1φ4|2 = |1
4
(ez + 2e−z)|2

= 1
16
|eu(cosv + isenv) + 2e−u(cosv − isenv)|2

= 1
16

(e2u + 4e−2u + 4cos2v)

onde z = u+ iv ∈ C. Analogamente,

|φ2φ′4 − φ′2φ4|2 = 9
16

(e2u + 4e−2u + 4cos2v).

Para calcular o próximo termo observe que φ3 = φ′4 portanto,

|φ3φ′4 − φ′3φ4|2 = 0.

Finalmente, os últimos termos são dados por:

|φ1φ
′
3 − φ′1φ3|2 = |1

4
(ez − 2e−z)|2

= 1
16
|eu(cosv + isenv)− 2e−u(cosv − isenv)|2

= 1
16

(e2u + 4e−2u − 4cos2v)

|φ2φ
′
3 − φ′2φ3|2 = |1

4
(ez + 2e−z)|2

= 1
16
|eu(cosv + isenv) + 2e−u(cosv − isenv)|2

= 9
16

(e2u + 4e−2u − 4cos2v).

Substituindo os fatores encontrados na expressão de Kφ temos:

Kφ = 4
( 10

4
+2cos2v)3

{ 1
16

(e2u + 4e−2u + 4cos2v) + 9
16

(e2u + 4e−2u + 4cos2v)−

− 1
16

(e2u + 4e−2u − 4cos2v)− 9
16

(e2u + 4e−2u − 4cos2v)}
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dáı,

Kφ =
20cos2v

(10
4

+ 2cos2v)3
.

Da expressão deK vemos facilmente queKφ muda de sinal. Temos então uma superf́ıcie

máxima completa com curvatura gaussiana mudando de sinal. Retornaremos a este

exemplo na próxima seção.

3.2 Resultados

Temos que uma superf́ıcie máxima completa no 3-dimensional espaço de Lorentz-

Minkowisk L3 é um plano, [20]. Os exemplos da seção anterior mostraram que esse

resultado não é verdade em Ln, n > 4. É natural então perguntarmos, quais condições

adicionais precisamos impor sobre uma superf́ıcie máxima completa M em Ln, n > 4,

de tal forma que essa superf́ıcie M seja um plano. O próximo teorema irá nos responder

esta pergunta.

Teorema 3.1. Seja M uma superf́ıcie máxima completa em Ln, n > 4. Seja w um

vetor tipo tempo unitário de Ln. Se existe um número real δ > 1 tal que

g(wN , wN) 6 −δ < −1 (3.3)

em todo M , então M é um plano.

Demonstração: Vamos assumir que M é simplesmente conexo, passando para o re-

cobrimento universal de M , se necessário. Seja w um vetor tipo tempo unitário de Ln

nas hipóteses do teorema. Sejam (u, v) parâmetros isotérmicos em U . Se X representa

uma imersão isométrica de M em Ln então podemos escrever

wT = aXu + bXv

em U , onde a, b são funções diferenciáveis em U . Observe que g(wT , wT ) = (a2 + b2)λ2,

pois (u, v) são parâmetros isotérmicos com 〈Xu, Xu〉 = λ2. Agora, seja α = Xu + iXv,
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então

|〈w, α〉|2 = |〈aXu + bXv, Xu + iXv〉|2

= a2|〈Xu, Xu〉|2 + b2|〈Xv, Xv〉|2

= (a2 + b2)λ4

= g(wT , wT )λ2 (3.4)

onde 〈 , 〉 é o produto Hermitiano sobre Cn
1 . De (3.3) e (3.4) temos:

|〈w, α〉|2

|α|2
=
g(wT , wT )λ2

2λ2
=
g(wT , wT )

2
> ε > 0 (3.5)

onde ε = 1
2
(−1 + δ) e |α|2 = 〈α, α〉. Seja U1(n) o grupo que consiste de todos automos-

fismos C−lineares de Cn que preserva 〈 , 〉. Em geometria conhecemos como o grupo

das Isometrias lineares. Tome A ∈ U1(n), tal que, Aw = en, onde en = (0, ..., 0, 1).

Seja φ̃ = Aφ, onde X é representada em termos de φ = (φ1, ..., φn). Então

|〈w, φ〉|2

|φ|2
=
|〈Aw,Aφ〉|2

|Aφ|2
=
|φ̃n|2

|φ̃|2

e por (3.5) temos

|φ̃n|2

|φ̃|2
> ε > 0 (3.6)

em qualquer ponto de M . Pelo Teorema de Uniformização1 temos que M é conforme-

mente equivalente a um disco unitário, ao plano ou a esfera de Riemann, mas como M

não é compacta, M não pode ser equivalente a esfera de Riemann. Assim, suponha que

M seja conformemente equivalente a um disco unitário. Da equação (3.6) concluimos

que M não é completa pois, M teria uma curva divergente com comprimento finito2.

Portanto M é conformemente equivalente a C. Por outro lado, de (3.6) obtemos que

|φ̃k|2/|φ̃n|2, 1 6 k 6 n é limitado em C. Como φ é holomorfa, pelo Teorema de Liou-

ville, temos que o quociente é constante, assim φ̃k = ckφ̃n, com ck ∈ C, 1 6 k 6 n− 1.

Pela equação clássica da curvatura de Gauss ( equação (3.1)) temos que Kφ̃ = 0. Como

A ∈ U1(n) é uma isometria, implica que Kφ = 0. Assim M é uma superf́ıcie com cur-

vatura média zero e com curvatura Gaussiana também igual a zero, logo um plano.

2

1Uma demonstração deste fato é encontrada em [1] pág.230
2Uma demonstração deste fato é encontrada em[23] Lema 8.5
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Observação 3.1. A hipótese do Teorema 3.1, pode ser reformulada da seguinte ma-

neira: existe um vetor tipo tempo u ∈ Ln e um número real ε > 0 tal que

g(uN , uN)/g(u, u) > ε > 1 (3.7)

para todo ponto de M .

Como uma consequência do Teorema 3.1, temos

Corolário 3.1. Seja M uma superf́ıcie máxima completa em Ln, n > 4. Seja v um

vetor tipo luz de Ln. Se existe um número real η > 0 tal que

g(vN , vN) 6 −η < 0 (3.8)

em todo M , então M é um plano.

Demonstração: Escolha w ∈ Ln tal que g(w,w) = −1 e g(v, w) = −1. Considere

agora a sequência consistindo de vetores tipo tempo vn = v + (1/n)w. Temos que

g(vn, w) < 0 e portanto g(vNn , w) < 0. Usando um argumento cont́ınuo, veja que, por

hipótese, a parte normal de v é tipo tempo para todo p ∈M , assim vN e wN pertencem

ao mesmo cone de luz de qualquer ponto. Vemos também que

−g(vNn , v
N
n ) > −g(vN , vN) (3.9)

para todo n e todo ponto de M . De (3.8) e (3.9) temos que existe algum m inteiro tal

que u = vm é um vetor tipo tempo de Ln satisfazendo (3.7), donde segue-se o resultado.

2

Segue abaixo uma reformulação do Teorema 3.1, que nos dá um significado geométrico:

Teorema 3.2 (Reformulação). Se todo vetor normal tipo tempo a uma superf́ıcie

máxima M em Ln, n > 4, omite uma vizinhança de alguma direção tipo tempo, então

M é um plano.

Demonstração: O plano tangente TpM de M em p é definido como o conjunto de

todos os vetores tangentes no ponto p. Por definição, TpM e TqM são disjuntos se

p 6= q, por M ser uma variedade diferenciável segue que a transição de TpM para TqM

ocorre de forma diferenciável. Tome w ∈ (TpM)⊥ tipo tempo unitário, e sua projeção
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normal wN com relação a TpM , que denotamos por wNp . Assim, a transição de wNp

para wNq também será de forma diferenciálvel, e lembrando também que g é cont́ınua.

Tome Vw a vizinhança normal omitida de w, e que supomos ser a vizinhança de en

canônico, assim existe δ > 0 tal que

g(wN , wN) < −δ < −1,

em todo M . Então M é um plano.

2

Veja que não podemos ter g(wN , wN) > −1, pois como havia dito, g é cont́ınua e

g(wN , wN) é ilimitado logo teria algum ponto onde g(wN , wN) = −1 contrariando o

fato de omitir alguma vizinhança.

Corolário 3.2. Se todo vetor normal tipo luz a uma superf́ıcie máxima M em Ln,

n > 4, omite uma vizinhança no cone de luz de Ln de alguma direção tipo luz, então

M é um plano.

Demonstração: Seja v um vetor tipo luz que abrange tal direção. Por um racioćınio

linear temos que,

g(v, vN) 6 −δ < 0 (3.10)

para um número real positivo δ. Usando o Corolário 3.1 segue-se o resultado.

2

O resultado acima mostra que as normais tipo tempo (resp. tipo luz) a uma su-

perf́ıcie máxima, que não é um plano, são densas em todas as direções de Ln, n > 4.

Note que as normais da superf́ıcie máxima dada no Exemplo 3.5, omite uma vizinhança

do vetor tipo espaço (1, 1, 0, 0) de L4. Por isso, resultados similares ao Teorema 3.2

e ao Corolário 3.2 não podem ser estendidos para direções tipo espaço. Com isso

conseguimos mostrar o problema proposto inicialmente.
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