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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma representacao tipo Weierstrass para superficies
maximas no espaco de Lorentz-Minkowski L. Baseado no trabalho de Asperti e Vil-
hena [5], consideramos esta representagao para o caso n = 4 e resolvemos o Problema
de Bjorling em L*. Introduzimos varios exemplos com propriedades geométricas inter-
essantes. Baseado em [12] estudamos o problema de Calabi-Bernstein e encontramos
condicoes para que uma superficie maxima completa em L™, n > 4, seja uma plano.

Palavras-chave: espago de Lorentz-Minkowski, superficies méximas, problema de

Bjorling, Calabi-Bernstein.



Abstract

In this work we present a Weierstrass type representation for maximal surfaces in
Lorentz-Minkowski space ™. Based on work by Asperti and Vilhena [5] we consider
this representation for the case n = 4 and solved the Bjorling problem in L4 We
introduce several examples with interesting geometric properties. Based on [12] we
studied the of Calabi-Bernstein problem and find conditions for a maximum surfaces
complete in L, n > 4 | is a plan.

Keywords: Lorentz-Minkowski space, maximal surfaces, Bjorling’s problem, Calabi-

Bernstein.
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Introducao

No trabalho consideraremos o espaco de Lorentz-Minkowski RY, que denotaremos

por L. O espago L™ é o espago n-dimensional R™ dotado da forma bilinear Lorentziana
(,);: R*xR* — R

n—1
(u,v) Z U V; — Up U,
i=1

Superficies tipo espago com curvatura média zero em L3 (superficies maximas)
representam localmente um maximo para o funcional area [I4], também admitem uma
representagao tipo Weierstrass [20]. Mas superficies tipo espago com curvatura média
zero em L™, n > 4, representam localmente o maximo (resp. minimo) para o funcional
drea , se a variagao normal é feita numa dire¢ao tipo tempo (resp. tipo espago) [19].
Para estas superficies também temos uma repesentacao tipo Weierstrass [3], [12].

Sabe-se que superficies minimas em R"™ possuem curvatura de Gauss nao positiva,
jad em L3 a curvatura de Gauss de superficies tipo espaco com curvatura média zero é
nao negativa (veja [20]) e para superficies tipo espa¢o com curvatura média zero em
L™ n > 4, a curvatura de Gauss pode mudar de sinal (veja Secao 3.1), este fato serd
explorado através de exemplos.

No espago Euclidiano tridimensional R3, dada uma faixa analitica real (ver Segao
2.2), o classico Problema de Bjorling [11] foi proposto por Bjorling [6] em 1844 e consiste
na construcao de uma superficie minima em R? contendo uma faixa dada. A solucao
para este problema foi dado por Schwarz em [25], por meio de uma férmula explicita
em termos da faixa prescrita. Esta férmula fornece um bonito método, baseado na
representagao de Weierstrass [23], para a construgao de superficies minimas com pro-
priedades interessantes. Por exemplo, propriedades de simetria.

O problema equivalente no espaco de Lorentz-Minkowski tridimensional foi proposto



e resolvido, através de uma representacao complexa desenvolvido em [3]. Os autores
introduziram a teoria local de superficies tipo espaco com curvatura média zero em L3
de uma forma diferente da feita em [20] 21], através da representagao de Weierstrass.
Eles construiram novos exemplos de superficies tipo espago com curvatura média zero.
Foram dadas provas alternativas de caracterizacao de superficies de revolugao tipo
espaco com curvatura média zero e superficies regradas em L3 e provaram principios
de simetria para estas superficies. Também podemos encontrar na obra de Gélvez e
Mira [13], a versao do Problema de Bjorling no espago hiperbélico tridimensional H?.
Nesse trabalho, os autores construiram uma superficie com curvatura média tinica em
H? que passa através de uma curva dada com uma determinada normal unitdria ao
longo dela, e que oferece diversas aplicacoes.

No espaco Euclideano quadridimensional, o Problema de Bjorling para superficies
minimas foi proposto e resolvido em [4] (ver também [2]), a partir de uma férmula de
representacao complexa. Neste trabalho, os autores também recuperaram os principios
da simetria das superficies minimas em R* obtidos por Eisenhart [9].

O Nosso trabalho é baseado no artigo de Asperti e Vilhena [5] onde os autores moti-
vados por resultados e técnicas de [3, 4], introduziram uma teoria local para superficies
tipo espaco com curvatura média zero em LL*, usando uma representacio complexa -
veja Teorema - que descreve a geometria local dessas superficies. Esta féormula é
usada para resolver o Problema de Bjorling em IL*, que é ilustrado com dois exemplos.
Como outra conseqiiéncia do Teorema [1.1] recuperamos as férmulas de representacao
do Problema de Bjorling para superficies minimas em R3 e para superficies tipo espaco
com curvatura média zero em 3. Recuperamos também os principios da simetria para
estas superficies, e o estudo dos principios de simetria para superficies tipo espago com
curvatura média zero em LL* e apresentamos novos exemplos. Estes fatos serao descritos
no capitulo 2.

Uma diferenca importante entre a teoria global das superficies tipo espago com
curvatura média zero em L2 e da teoria global de superficies tipo espaco com curvatura
média zero em L* é estabelecido pelo chamado Teorema de Calabi-Bernstein, que
sera explorado no terceiro capitulo. Ele afirma que uma superficie tipo espaco com

curvatura média zero em L3 é um plano [8]. No entanto, este resultado nao pode ser



estendido para L, n > 4, ver exemplos na Secao 3.1. Superficies maximas no espago
de Lorentz-Minkowski n-dimensional sao superficies tipo espago com curvatura média
zero. A parir destas consideragoes o seguinte problema surge naturalmente:
Sobre que hipoteses adicionais, uma superficie mdxima em L™, n > 4, ¢ um plano?
Baseados no artigo de F.J.M. Estudillo e A. Romero [12], no capitulo 3, responde-
mos esta pergunta sob varios pontos de vista. No capitulo 1 introduzimos conceitos

preliminares necessarios para o desenvolvimento da teoria nos capitulos seguintes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma pequena introducao de conceitos e resultados necessarios
para o estudo de superficies no espaco de Minkowski com métrica de Lorentz de di-
mensao 4 que chamaremos de L*.

Daremos uma representagao tipo Weierstrass para superficies tipo espago com cur-
vatura média zero em LL", onde usaremos tal representacao para o estudo do Teorema
de Calabi-Bernstein. No capitulo 2 daremos uma solo¢ao para o Problema de Bjorling e
no terceiro e ultimo capitulo faremos exemplos para mostrar o que difere as superficies
méximas de ", n > 4 das superficies maximas de L3 para entao estudarmos o Teorema

de Calabi-Bernstein.

1.1 Variedades Pseudo-Riemannianas

Iniciamos esta secao relembrando alguns conceitos de geometria Riemanniana.

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvelﬂ n-dimensional (n-variedade) é um con-

junto M juntamente com uma familia (U, )scr de subconjuntos tais que

1. M= U,

a€el
2. para todo a € L existe uma aplicacdo injetiva X, : U, — R tal que X,(U,) é

aberto em R", e

I Por diferencidvel entenderemos por classe C°.
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3. para U, NUs # &, X,(U, N Us) é aberto em R", e a composicao
X0 X' Xo(UyNUg) — Xs(Uy NUp), (1.1)
¢ diferenciavel para arbitrarios «, 3.

Referimos & cada X, como uma carta, X' como uma parametrizacio (ou sistema
de coordenadas) cujo dominio é o conjunto X, (U,), e o par (U,, Xo)acr é chamado
um atlas. A aplicacao dada em definida sobre a intersecao de duas tais cartas,
sao chamadas transformacoes coordenadas ou fungoes de transi¢cao. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que o atlas é mdximo com respeito a adicao de mais
cartas satisfazendo as condicoes 2 e 3 da definicao acima. Neste sentido, um atlas

maximo é chamado uma estrutura diferencidvel.

Observagao 1.1. Uma estrutura diferenciavel em um conjunto M induz de uma ma-
neira natural uma topologia em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se
Xo(ANU,) é um aberto de R™ para todo a. E imediato verificar que M e o vazio sao
abertos, que a uniao de abertos é aberto e que a intersecao finita de abertos é aberto.
Observe que a topologia ¢é definida de tal modo que os conjuntos U, sao abertos e as

aplicagoes X, sao continuas.

Exemplo 1.1. O espago euclidiano R", com a estrutura diferenciavel dada pela iden-

tidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel.

Consideremos, entao, M uma n-variedade e p € M um ponto fixado. Para falarmos

no espaco tangente de M no ponto p é necessario o seguinte conceito geométrico:

Definicao 1.2. Um wvetor tangente em p é uma classe de equivaléncia de curvas dife-
rencidveis ¢ : (—¢,€) — M com ¢(0) = p, onde ¢ ~ ¢* se, e somente se, (X o¢)'(0) =

(X o¢*)'(0) para toda carta X contendo p.

Entao, o espago tangente T,M de M em p é definido como o conjunto de todos os
vetores tangentes no ponto p. Por definicao, T,M e T,M sao disjuntos se p # q.
Para a proxima definicao, é conveniente relembrarmos o seguinte fato de algebra

linear:
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O espago L*(T,M;R) = {a : T,M x T,M — R | « é bilinear} tem a base
{dz;|, ® dxj|, | i,j =1,..,n},
onde o dz; forma a base dual no espaco dual
(T,M)" = L(T,M;R),

definida como segue:
1 sei =7,
0 sei##j.

As formas bilineares dz;|, ® dz;|, estdo definidas em termos de suas agoes sobre a base

dzil, (05p) = 045 =

(esta acao sendo ent@o estendida por linearidade):

1 sei=kej=I,
(dxilp, @ dxjly) (Oklp, Oilp) = dirdj = B
0 caso contrario.

Pela acao de a na base, para os coeficientes da representacao

Oé:ZOéij'dmi(gdxj

i?j
obtemos a expressao a;; = «(0;, 0;).

Isto posto, segue o conceito de métrica Riemanniana sobre uma n-variedade M:

Definicao 1.3. Uma métrica Riemanniana g sobre M é uma correspondéncia da forma

M > p— g, € L2T,M;R) tal que as seguintes condigoes estao satisfeitas:
1. g,(X,Y) = g,(Y, X) para todo X,Y (simetria)
2. ¢,(X,X) > 0 para todo X # 0 (positiva definida)
3. Os coeficientes g;; em toda representacao local (isto é, em toda carta)
9p = Z 9i5(p) - dzil, @ dzjl,
2]
sao fungdes diferenciaveis. (diferenciabilidade)

As fungoes g¢;; ( = gj;) s@o chamadas expressoes da métrica Riemanniana (ou “os
gi; da métrica”) em toda representacao local em torno de p. E uma n-variedade M

com uma dada métrica Riemanniana g, (M, g), chama-se uma variedade Riemanniana.
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Observagao 1.2. Uma métrica Riemanniana g define em todo ponto p um produto
interno g, sobre o espaco tangente 7,,M, e portanto a notacao (X,Y’) em vez de g,(X,Y)

¢ também usada.

Exemplo 1.2. Seja M = R" com 0; identificado com e; = (0, .., 1,..0). Neste caso, a
métrica é dada por (0;,0;) = d;;. A geometria Riemanniana deste espago é a geometria

métrica euclidiana.

Se na Definicao 7?7 a condicao que g é positiva definida é substituida pela condi¢ao
mais fraca que ela é ndo-degenerada (isto é, g(X,Y) = 0 para todo Y implica X = 0),
entao obtemos a nogao de uma métrica pseudo-Riemanniana (ou semi-Riemanniana),
que denotamos por ¢g. Estritamente falando, uma n-variedade M com uma dada
métrica pseudo-Riemanniana g, (M, §), chama-se uma variedade pseudo-Riemanniana.

A dimensao méxima de um subespaco W de T,,M tal que a restrigao glw é negativa
definida, isto é, para cada w € W, w # 0, g(w,w) < 0, é chamada de indice no ponto
p e denotada por ¥(p). Entretanto, quando ¥ = ¥(p) é o mesmo para todo p € M,
chamamos 9J(p) o indice da variedade: 0 <9 <n = dim(M).

No caso em que ¥ = 1 e n > 2, temos um tipo especial de variedade pseudo-
Riemanniana, ou seja, dizemos que M é uma variedade de Lorentz.

Um tipico exemplo de uma variedade Lorentziana é o espaco de Lorentz-Minkowsk:

L™, isto é, o espaco n-dimensional R™ dotado da forma bilinear Lorentziana
(,);: R"xR" — R

n—1
(u,v) — Z U V; — Up U,
i=1

Como podemos ver existem vetores diferentes do vetor nulo mas que o produto
interno é zero, como por exemplo o vetor (1,0,0,1) € L*. Dessa forma, vetores em L"

sao definidos de acordo com sua norma.

Definicao 1.4. Um vetor tangente v € L™ é
tipo espago (spacelike) se (v,v); >0
tipo luz (lightlike) se (v,v); =0

tipo tempo  (timelike) se (v,v), <O0.
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1.2 Imersoes Maximas em "

Trabalharemos com superficies tipo espaco com curvatura média nula, que serao

chamadas de superficies méximas. Considere a seguinte definigao.

Definigao 1.5. Seja M uma 2-variedade com atlas (U,, X4)acr. Uma funcao X :
M — L™ de classe C? é uma imersao se dX,, : T,(M) — Tx()L" é injetiva para todo

p e M.

Se M ¢é uma 2-variedade conexa e a imersao diferencidvel X induz sobre M uma

métrica Riemanniana, obtemos o seguinte conceito.

Definicao 1.6. Uma imersao diferencidavel X : M — LL", de uma 2-variedade conexa
¢ dita uma superficie tipo espago em L™ se a métrica induzida sobre M por X é uma

métrica Riemanniana.

Exemplo 1.3. (Plano tipo espago) Dados dois vetores tipo espaco linearmente inde-
pendentes u e v em L™, a aplicacio dada por X(s,t) = py + su + tv, (s,t) € R* e

po = (zd, 23, ...,x7) € L", claramente ¢ uma superficie tipo espago em L.

Exemplo 1.4. Seja X : U C R? — R" uma superficie regular em R", defina X : U C
R? — L™ por X(p) = (X(p),0) com p € U, vé-se facilmente que X é uma superficie

tipo espaco em L™+,

Em [12], é apresentado uma representacao de Enneper-Weierstrass para superficies
maximas em L". Faremos, na préxima secao, tal representacao para que possamos
estudar uma formulagao do Teorema de Calabi-Bernstein, e esta representagao também
serd 1til para o estudo do Problema de Bjorling em IL*. Para superficies tipo espaco

com curvatura média nula definimos:

Definicao 1.7. Uma superficie tipo espaco em L™ é dita uma imersao mdzrima se sua

curvatura média é identicamente nula.

Exemplo 1.5. Um exemplo trivial de imersao méxima ¢é o plano tipo espaco.
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1.3 Superficies de Riemann

Nesta secao, faremos uma relacao entre a teoria das superficies maximas em
L™ e a teoria das fungoes analiticas de variaveis complexas. A principio definiremos
uma superficie de Riemann. Como todo trabalho é feito em um espago de Lorentz-

Minkowski, para simplificar a notacao denotaremos o produto interno em L™ apenas

como (, )1 = (, ).

Definicao 1.8. Uma superficie de Riemann S é uma variedade bidimensional, conexa,
de Hausdorff com um atlas maximo .4, onde as mudancas de coordenadas sao fungoes

analiticas complexas.

Se A = {(Uy, Xs),a € L}, onde U, e X, (U,) sao abertos de S e C, respectiva-
mente, entdao X, é um homeomorfismo e para todo U, N Uy # @, X5 = Xgo X' :
Xo(UsNUs) = Xp(U, NUg) é uma fungao analitica.

Dizemos que X, define coordenadas ou parametros na vizinhanga coordenada U,
de S e X, ¢ uma mudanca de coordenadas ou mudanca de parametros. Dizemos que
o atlas maximo A define uma estrutura complexa em S.

Seja M uma 2-variedade conexa e orientavel e seja X : M — L™ uma superficie
tipo espaco. Sabemos que para uma vizinhanca de p € M podemos tomar uma para-
metrizagao isotérmica e que tais parametros sao chamados de parametros isotérmicos
de (u,v). Além disso a métrica induzida em M pode ser representada localmente em

termos dos parametros isotémicos por
I=\{du®+dv*} = )\ |dz|?,

onde z = u + iv € C. Claramente, M é localmente conforme ao plano.

Desde que M seja orientavel, ou seja, que a matriz mudanca de coordenada nao
troque de sinal, podemos nos restringir somente a familia de parametros isotérmicos
cuja mudanca de coordenadas preserva orientacao. Isto significa que em termos da

variavel z = u + ‘v, a mudanca de coordenadas é uma funcao analitica.

Observagao 1.3. Uma superficie M juntamente com uma tal familia de parametros
isotérmicos torna-se uma superficie de Riemann, visto que esta familia define uma

estrutura complexa em M.
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Vamos agora estabelecer um resultado de caracterizagao das superficies maximas.
Para tal considere X : M? — " uma superficie tipo espaco do . com métrica induzida
dada por ds* = X*(, ) e S = X(U).

Sejam 1/ e 7 as conexdes de Levi-Civita de " e (M, ds?), respectivamente. A se-
gunda forma fundamental de S é definida por a(V, W) := (7,,W)* e o vetor curvatura
média dado por H), := %tr(ap) para todo p € M.

Vamos denotar X, e X, as derivadas parciais de X com relacao a u e v, respecti-
vamente, e N € (T,M)* uma dire¢io normal a superficie arbitraria. Os valores dados

por
Gij = (X, Xuj>
bij(N) = (Xuw;, N),
comu; =u uy =veij=1,2, sao chamados de coeficientes da primera e segunda
forma fundamental, respectivamente. A curvatura média de uma superficie tipo espaco

em L™ é dada pela equagao

_ G22b11(IN) — 2g12b12(N) + g11b22(N)

(1.2)

Tomando (u,v) parametros isotérmicos a equagao (|1.2)) pode ser escrita como:

_ bll(N)+622(N)'

H(N) 2)2

(1.3)

Veja que da forma como é definido H(N) é linear em N, com isto existe um dnico

vetor H € (T,M)* tal que
H(N)=(H,N) VN € (T,M)*. (1.4)

O vetor H como foi definido, é chamado de vetor curvatura média de M no ponto
p. Se ey, ..., e,_2 é uma base de (T,M)*, temos entao que o vetor curvatura média pode

ser expressado COo1mo
n—2
H = E H(ek)ek.
k=1

A partir destas defini¢oes conseguimos expressar o vetor curvatura média em termos

das derivadas de X, para uma dada dire¢ao normal N a M, que segue abaixo.
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Proposicao 1.1. Seja M uma 2-variedade conexa diferencidvel, X : M — L™ uma
superficie tipo espaco, entao

AX =2\°H
onde H ¢ o vetor curvatura média.

Demonstragao: Vamos seguir a demonstragao de [23]. Supondo que (u,v) sdo

parametros isotérmicos, por definicao temos
(Xu, Xo) = (X, X)) =2 e (X, X,)=0.

Diferenciando a primeira equagao com relagdo a primeira variavel (u) e a segunda com

relacdo a segunda varidvel (v) temos que
<XUU7 Xu> = <Xuv; Xv) € <XUU7 Xv> + <XU7 Xm;> =0.

Vemos que

<qu + X’vva Xu) =0
e por contas andlogas, temos
<qu + an Xv> =0.

Com isso AX ¢é perpendicular ao plano tangente de M. Mas se N é um vetor normal

a M, arbitrario, nos temos

<AX7 N> = <qu,N> + <vaaN> = bll(N) + bQZ(N) = QAQH(N)

Isto significa que AA—f ¢é um vetor que satisfaz a equacao (|1.4]) do vetor curvatura média,
assim

AX

222

|

Observagao 1.4. Veja a necessidade da superficie ser tipo espago, na equacao para
o calculo da curvatura média depende diretamente da primeira forma e que esta rela-
cionada com a norma dos vetores tangentes a superficie. Tomando a superficie tipo
espago garantimos a regularidade da superficie e a primeira férmula fundamental nao
se anula podendo assim expressar a curvatura média em termos dos coeficientes da

primeira e segunda forma fundamental.
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Uma consequéncia direta da Proposi¢ao|[L.1]e da Definigao[L.7)¢ o seguinte corolério.

Corolario 1.1. Seja M uma 2-variedade. Uma aplicagao X : M — L™ € uma imersao

mazxima se, e somente se, X é harmonica. Em particular, M é nao compacta.

Agora considere M uma superficie de Riemann nao compacta, e defina em termos
de um parametro complexo local z = u + v, (u,v) parametros isotérmicos de M, as

funcoes complexas ¢, ... , ¢, dadas por
1
o = 0. X}, = 5(8uXk — 10, Xg), (1.5)

onde 1 < k <n,com X(p) = (X1(p),Xa(p),..., Xn(p)). Vemos que ¢ = (¢1, ..., on)
onde cada ¢ é dado por (1.5)) , é uma fungao definida localmente sobre M com valores

em C". Na verdade, sua imagem esta contida na quadrica Q de C™ dada pela equagao

n—1
Y dr—¢r=0 (1.6)
k=1
com efeito, podemos escrever a fun¢ao ¢ como ¢ = (X, —iX,), assim
1
¢2 = Z(Xu - in)2
1
= 7 (X, Xo) = (X, Xo) = 20 (X, X))
=0

pois X é um sistema local isotérmico de M. Temos também que

3
—

|¢k|2 - ‘(bn’? = (/51?_251 + ot ¢n—15n_1 - ¢n5n

k=1
1 1 1 1
= 12 0uX0)° = 0.X0)° + Y (0. X0) - (0K
k=1 k=1
1
= 7 10.X|* + |0,X|?]
Assim B
67 =D [onl* — |6al” = 23* > 0. (1.7)

k=1
Segue dai que se z = u+iv e w = x+1y sao parametros isotérmicos em torno de um

ponto p € M, entao a mudanga de coordenadas w = w(z) é holomorfa com 9,w # 0.

Assim, ¢ = 9, X estd relacionada com ¢ por

¢ =0,X =0,X0,w= gzgazw.
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Com isto, se consideramos as I-formas complexas vetoriais dadas por ® = ¢dz e
P = ¢pdw, temos
= ¢dz = P, wdz = pdw = P.

Logo temos uma 1-forma vetorial diferencidvel ® definida globalmente sobre M, cuja

expressao local é & = (&1, Py, ..., P,), com

Observacao 1.5. No contexto de superficies de Riemann é possivel simplificar as
expressoes que aparecem no estudo de superficies. Um exemplo disto ocorre quando

consideramos localmente, em uma superficie de Riemann, os operadores
1 , 1 .
0, = 5 (0y —10,) e 0;= 3 (Ou +10y) ,

que nos fornece o seguinte operador Laplaciano
1 0 0 4
A2 (8u2 * 81}2> A2 (1.9)
Observe que as 1-formas dadas em (|1.8]) sao holomorfas se, e somente se, M é uma

imersdao méaxima em L". De fato, das equages dadas em ((1.7]) e (1.9)), obtemos
)\2
32(1) — 85(32)( - ZAX
Neste caso, se as I-formas ®;, nao tem periodos reais a imersao maxima X pode
ser representada como
X(z) = 29%/ (®1, By, .., D), (1.10)
Yz

onde v, é qualquer caminho de um ponto fixado a z € M.

Observagao 1.6. Quando a parte real da integral de ® ao longo de qualquer caminho
fechado em M ¢é zero, dizemos que ® nao tem periodos reais. A nao existéncia de

periodos reais é equivalente a dizer que ‘Re / ® ¢é independente de caminhos em M.
2

A reciproca é resolvida olhando para o seguinte teorema.
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Teorema 1.1. Seja M uma superficie de Riemann conexa e ® = ($1, Dy, ..., P,) 1-

formas holomorfas com valores em C" globalmente definidas sobre M satisfazendo:

n—1
(a) Y —®p =0
k=1
n—1
(0) Y |@uf* = |@af* > 0,
k=1

(¢) cada ®y nao tem periodos reais.

Entao a aplicacao X : M — 1™ dada pela equagao (1.10) é uma imersao mdxima em

L™

Observe que a condicao (c) é necesséaria para garantir que Re / ®;. depende so-
mente do ponto final z. Assim, cada X, estd bem definida indeﬁéndentemente do
caminho 7, de pp & z. Em (a) temos a garantia de existéncia de parametros isotemicos
locais. O item (b) fornece a existéncia de um plano tangente tipo espago em cadap € M,
ou seja, X é regular (logo uma imersao) tipo espago. Como ® é holomorfa segue-se
que X é harmonica. Portando, X é uma superficie de tipo espago com parametros
isotérmicos e H = 0, ou seja, concluimos que X ¢é uma imersao maxima.

O seguinte teorema foi primeiramente provado por P. Koebe e H. Poincaré (veja [I]

p. 181) e teve um grande impacto no estudo de superficies de Riemann

Teorema 1.2. (Teorema de Uniformizacao) A superficie de recobrimento universal
de qualquer superficie de Riemann é conformemente equivalente ao disco unitario, ao

plano ou a esfera de Riemann.

Observagao 1.7. A superficie de recobrimento universal de qualquer superficie é sim-

plesmente conexa, e ela é fechada somente no caso de uma esferaE]

Como superficies tipo espaco com curvatura média zero em L nao sao compactas,
temos que M é conformemente equivalente a um subconjunto aberto do plano com-
plexo. Como faremos um estudo local de imersoes maximas, tudo que temos dito

justifica a seguinte definicao.

Definicao 1.9. Uma superficie mazxima é uma imersao maxima X : 2 C C — L" cuja

S, . . . . , s . 2 .
métrica Riemanniana induzida é a métrica I = \? |dz|”, onde 2z = u + iv.

2Veja [1] p. 181.



Capitulo 2

Problema de Bjorling em L*

Neste capitulo estudaremos o Problema de Bjorling para superficies maximas em
L* e mostraremos algumas propriedades de tais superficies, como por exemplo sime-
trias. Durante a exposicao faremos exemplos para melhor compreensao do assunto.
Este capitulo baseia-se no artigo [5] (Bjorling problem for spacelike, zero mean curva-

ture surfaces in %), onde o problema ¢ enunciado e resolvido para IL*.

2.1 Estrutura de L*

Seja L* denotando o espaco 4-dimensional de Lorentz-Minkowski, isto é, o espaco

vetorial R* := {(z!, 2% 23, 2) : 2 € R} munido da métrica de Lorentz
()= (da')* + (da?)’ + (d2®)? — (da*)”.
Dados u,v € L* | definimos o produto vetorial X(u,v,w) € L* por
(R(u,v,w),x) = —det(u,v,w,x), (2.1)

que em coordenadas, é dado na forma

U2 ,U2 w2 ul ,Ul wl ul Ul wl ul 'Ul wl
X(u, v, w) = wd ot wd w0 Wt || w0 w? || W v? w?
U4 U4 w4 U4 ,U4 w4 u4 ,U4 w4 U3 ’US w3

Seja {e1, e, e3,e4} base canonica de R*. A préxima proposigao fornece algumas

propriedades de X.
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Proposicao 2.1. O produto vetorial X tem as sequintes propriedades:
(1) (R(u,v,w),u) = (K(u,v,w),v) = (K(u,v,w),w) = 0;
(2) ®(u,v,e4) =0 X 0, onde 4 = (u',u? u?0), 0 = (v',v% 03 0) € R® C L%

(3) B(u,v,e9) =1 X ¥, onde @t = (u',0,u3 u*), v = (v',0,0%0v*) € L3 C LY

X

(4) R(u,v,e1) = —u x 0 e R(u,v,e3) = —u X v;
(5) (X(uy,ug,us),X(vy, vo,v3)) = —det({u;,v;)), 1<i,j5 <3, w,v; €LY onde x €

o produto vetorial de R? ou de L3,

Demonstragao: O item (1) sai trivialmente da definigao (2.1)) j& que teremos colunas
multiplas que implicard que o determinante da matriz sera igual a zero. Para mostrar

o item (2) observe que,

w? oud out ut ouwd ut wou? out wou? oud
NM(u,v,eq) = Ry T I I TL N T B IO B L S A I I T R Ok = UX0
0 0 1 0O 0 1 0O 0 1 0O 0 O

Vé-se que o produto vetorial é o de R? j& que a direcao do tempo ¢ eliminada. Para o

item (3) temos

w oud out uwt oud ut wou? out wou? oud
NM(u,v,eq) = Ry T I I TL N T B IO B L S e I I T R Ok = UXV
0O 1 0 0O 0 0 0O 1 0 0O 1 0

Nesse item a direcao tipo tempo nao é descartada, logo o produto vetorial é o de 3.

O item (4) sai por contas analogas ao item (3). Resta entdo mostrar o item (5). Por

(2.1) temos

M(up,ug,uz) = | | wd wd wd |,—|ud wd wd|,|w? w2 u2|,| v} ud u2
uf uy uj uf uy uj uf uy uj ud oud ul
v? v 02 vl vl ool vl vl vl vl v vl

M(vi,vo,v3) = | | vf 03 o3 [,—| v} o3 o3 |,| 0P 02 o2 |,| v} v? 02
v vy v i vy g vl vy s v3 o3 vl

Tendo os vetores em maos basta fazer o produtor interno e ver a validade da igual-

dade
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<®(U1,U2,U3),g(vl,vg,vg>> = _d€t<<uiavj>)7 1 < 7’7] < 3
O

Observacao 2.1. Para deixar claro o produto vetorial x de R? com o produto vetorial

x de IL3, sempre que necessario serd especificado em que espaco estaremos trabalhando.
Antes de continuarmos precisamos de mais algumas ferramentas.

Definicao 2.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo F. O
Grassmanniano G,.(V) € o conjunto de todos os subespagos lineares r-dimensionais de

V.

Exemplo 2.1. Um exemplo de Grassmanniano, que denotamos por G1(R"), é o Grass-
manniano que parametriza todas as retas que passam pela origem em R". Este Grass-

manniano é identificado com o espago projetivo P(R™).

Denotamos o Grassmanniano G,(V'), com dimensao de V igual a n, por G, (V).
desta forma denotaremos por G;A o Grassmanniano de L* dos 2-planos tipo espaco e
de forma analoga GG, 4 0o Grassmanniano dos 2-planos tipo tempo de L.

Seja C} espago vetorial complexo 4-dimensional munido de uma estrutura hermi-

tiana, isto é;
3

((z,w)) = Z w0 — Fwt

j=1
Trataremos agora com os seguintes subconjuntos do espaco projetivo complexo

P(C}):

1. CP3 := {2z € C"\{0} : ({2, 2)) > 0}/C*;

2. CH? := {z € C"\{0} : ((z, 2)) < 0}/C;

3. OCH? := {z € C"\{0} : {{(z,2)) = 0} /C*.
Observe que a defini¢oes acima podem ser extendidas para dimensao n.

Seja G;A o Grassmanniano dos 2-planos tipo-espaco de LL* com a orientacao in-
duzida. Dados u,v € L% com (u,u) = (v,v) = X\? > 0 e (u,v) = 0, seja [I? =

span{u,v} € G3,. Podemos identificar G5, com QF := {[z] € CP} : ((2,Z)) = 0}

através da aplicacao que envia cada IT? € G;A em [z] € II?, onde z = u + 7v.
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De fato, defina
Y- G2+,4 — Q7
1 — [z] = [u+ ]
sendo IT? o 2-plano tipo espaco dito acima. Desta forma precisamos mostra que z
estard em CP3 e também que {(z,Z)) = 0, assim
((z,2)) = (22)
= (u+iv)(u—iv)
= (u,u) + (v,v)

= 2X2>0
e também

{((z,2)) =

(u+v).(u + iv)
= (u,u) — (v,v) + 2i(u,v)

= 0.

Portanto [z] € Q%. Veja que ¢ é inversivel e diferencidvel, com isto temos que ¢ é
um difeomorfismo.

Dado IT* = span{u,v} € G3,, seja 1y := W(u,v,e4) e 79 := K(%,%,10); entao

{1, To} gera o espaco (I1%)+. Tais vetores sdo importantes para o estudo das superficies

méximas em L*, por esse motivo vamos explora-los um pouco mais.
Proposicao 2.2. Seja vy, 79 definidos como acima. Temos:

1. vy =10 x 0, onde X é o produto vetorial em R C LL4;

2. 70 = MNey + u'u + viv, onde N\* = (u, u);

3. (vo, 1) = N2(A? + (u*)? + (v1)?) e (10, 70) = = A2 (N2 + (uh)? + (v*)?);

4. Se po =/ N2\ 4 (uh)2 + (v1)?), 7= Loevi= 2 entio {},3,v, T} € uma

base ortonormal positivamente orientada de IL*.

Demonstracao: As demonstracoes abaixo usam diretamente a Proposicao [2.1
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= e1(uv*?® — uPv?) — ea(ulv® — uwdvl) + ez(ulv? — uv') + 0.e4

Aqui denotaremos vy = (v, 13,15, 0).

w? ud ul u' wd ut u' u? ut w u?oud
1
2.1 = 2 vr o3 vt = et o ot et 0wt ] et 0?08
> 3 1.3 12 12 .3
vy 15 0 vy 15 0 vy v5 0 vy V5 Y
= ie (uvd + utv? g — utvdvd — uPotd) — ie (w3t} + vty — utvdyd —
v 0 0 0 0) = 32 0 0 0

1
1,4,,3 2,4,,1 4,12 4,21 1,42
uv1/0)+>\263(uvz/O—i-uvuO—uvz/O—uvuo)

1
1,2,3 1 223,01 | 3.1,2 392 1 _ 21,8 132
+§e4(uvuo+uvyo—|—uvuo—uvuo—uvl/o—uvyo)

substituindo os valores de v}, i = 1,2, 3 teremos

7o = Ney + u'u + v'v, onde N = (u, u).

3. (vo, o) = (K(u,v, e4),X(u, v, e4)) usando o item (5) da Proposicao 2.1]temos que,

(uyu)y  (u,v) (u,ey) A2 0 —ut
(X(u,v,e4),R(u,v,e4)) = — | (v,u) (v,0) (v,e)) |=—] 0 I —ot
(eq,u) (eq,v) (es,eq) —ut =t -1

fazendo o determinante teremos
(vo, o) = N(N? + (u*)* 4 (v*)?).

J& para calcular (19, 7p), temos uma fémula explicita para 7y, basta entao fazer o

produto interno de

(10, 70) = (MNeq + u'u + v'v, Ney + u'u 4+ v'v) = =N (N + (uh)? + (v1)?)

4. Este quarto e ultimo item é consequéncia direta do que foi feito nos itens acima.
Primeiro vemos que todos os vetores sao ortogonais e unitarios assim temos uma
base ortonormal de LL*, por construcao. E de fato é positivamente orientada,

basta tomar o determinante da matriz formada por tais vetores.

a

Como foi dito anteriormente, denotamos por G5, o Grassmanniano tipo tempo

dos 2-planos de LL* com a orientacao induzida. Dados vy,vs € L*, com (v1,v1) =
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—(vg,v2) = A* > 0 e (v1,v2) = 0, seja II* = span{vy, v2} € G5,. Podemos identificar,
G54 com a quadrica real QR := {[z] € OCH? : (Re(z), Tm(2)) =0 e Re(z),Im(z) sdo

linearmente independentes }. De fato, vamos definir a fungao:

Q: Gi4 — QR

I — [Z] = [Ul + ivg]

Primeiro temos que verificar que z = v; + iv, pertence a OCH?, mas
{((z,2)) = (22)
= (v1 4 ivg).(v) — ivy)
= (vg,v1) + (vg, v2)

= 0.
Como (v, v2) = 0isto implica que vy e vy sdo linearmente independentes, logo [z] € QR.

Observe que a fungao assim definida ¢é inversivel e diferenciavel.

Em [I7] e [I8] é feito um estudo da aplicacao de Gauss de superficies em R", para
que possamos introduzir tal aplicacdo para superficies tipo espaco em IL* precisamos
de alguns conceitos herdados de R%.

Seja M uma superficie de Riemann e seja X : M — L* uma aplicacdo conforme
local, com X (z) = (z%(2), 2%(2), 23(2), 2%(2)), se z = u + iv sdo parametros isotérmicos

locais sobre M, definimos localmente a aplicacao de Gauss da superficie M como
G:M— Q3. (2.2)

Na literatura encontramos, também, a aplicacao de Gauss definida como G : M —
G5, mas veja que anteriormente mostramos a existéncia de um difeomorfismo entre

G5, e Q2 estando assim, bem definida. Escrevemos a aplicagao de Gauss como

0X ,8X] | 2.9

G(z) = {a—u +2%

onde aqui usamos as derivadas complexas dadas da forma

oX _1/0X 0X
0z 2\ du ! ov
oX 1 /00X 0X
_— = = - +Z_
0z 2\ Ou ov
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Entao podemos escrever a aplicacao de Gauss como

0x } (2.4)

G(z) = [%
Observagao 2.2. A aplicacao de Gauss de M ¢é definida como a aplicacao de M em
Q7 que leva cada p € M para p(T,M), com ¢ aplicando G;“A em (%, onde cada plano
tangente orientado 7, M e considerado como um elemento de G2+,4 apos a translacao
paralela que aplica p para a origem. A aplicacao de Gauss que acabamos de definir é
igual ao conjugado da aplicacio de Gauss (G(z) = [X.]) usual. E facil ver que G(z) é
uma aplicagao de Gauss de uma superficie maxima se ela é antiholomorfa, ou seja, se
seu conjugado é uma fungao holomorfa. Isto decorre do fato de sempre conseguirmos

representar uma superficie maxima como parte real de uma funcao holomorfa.

Seja M uma 2-variedade diferencidavel e X : M — L* uma imersao tipo espaco,
com S = X(p). Seja (U,z = u+ iv) coordenadas isotérmicas em uma vizinhanga de
um ponto p € M, isto é, (X, X,) = (X,, X,) = A\? e (X, X,) = 0. Isto induz uma

estrutura holomorfa sobre M. Definimos uma base ortonormal {v, 7} de (7,5)* por

V:@eT:E, (2.5)
Ho Ho

onde,

= IE(XU,?XU) €4>7 To = &<%7 %7”0)7 Mo = \/)‘2<)\2 + (xﬁ)Z + (I’%)2)

Observe que v e T sao respectivamente, campos de vetores normais tipo espaco e
tipo tempo, da superficie S = X (M), e que estao definidos globalmente sobre S. Além
disso, seja § = {01, 09, 05,04} uma base ortonormal adaptada (referencial adaptado) a

S, onde

X X
a5 A
)\7 2 )\7

A partir de 8 definimos a funcao complexa A : M? — C* por:

81 = 83 =V, 64 =T. (26)

A(z) == v(z) +it(2). (2.7)

Observe que [A(z)] € QR, pois v e T sao tipo espago e tipo tempo respectivamente e

sao linearmente independentes e que também gerao o espago ortogonal (7,5)*.



2.1 Estrutura de L* 22

Tome ¢(z) = (¢'(2), ¢*(2), ¢3(2), $*(2)) e sejam a(z), b(z) fungoes complexas definidas

em M. Defina a aplicacao ¢ por
¢ (a,b) — (1 4+ ab,i(l —ab),a —b,a+b),

com ¢ € C. Da forma como foi definida temos que
¢* = D{(¢")?+ (%) + (¢°)* — (¢")?}
= *{(1+ab)? — (1 —ab)* + (a —b)* — (a +b)*}

=0
e também,
81 = [P {8 (2)]* + |0 (2)* + [#°(2) [ — |9 ()"}
= P {1+ ab* + |1 —ab* + |a — b]* — |a + b]*} > 0.
Portanto [¢] € Q? e sua inversa ¢! é dada por

¢3+¢4 _¢3+¢4
2 1 20 ’

142 . ~
onde ¢ = ¢ 2’¢ , temos assim uma representacao para ¢ em termos de a, b. Vamos

571 (01, 6% 6, %) > (a,) = (

agora representar (7,5)% em termos de a e b. Vimos que,

IZ0) A ~

V=—, VOZIE(XuaXv7€4) :XUXX’U
Ho
70 X, X

T=—, 71=NX(5, 5% 1), onde
Ho

po 1= /NP + () + (1))

Vamos calcular 1y, mas antes observe que
Vy = Xu X Xv = jm{(¢2a3a ¢3$17 (blaQaO)}
= [¢]*PIm{((1 — ab)(a — b)i, (a — b)(1 + ab), (1 + ab)(1 — ab)i,0)}
tendo isso em maos vamos calcular a primeira coordenada do vetor 1. Iremos omitir

o escalar [¢)|? uma vez que ele estard multiplicando todas as coordenadas do vetor.

Jm{peds} = Tm{i(a— |al®b +alb]* —b)}
= Re(a) — |al*Re(b) — Re(b) + |b]*NRe(a)
= (1+[b]»)Re(a) — (1 + |a]?)Re(D).
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Calculando a segunda coordenada de vy temos

Jm{¢psp,} = Tmia— b+ |a?b— alb|?}
= Jm(a) — Im(b) — |a*Tm(d) + [b]*Tm(a)
= (14 |b]*)Im(a) — (1 + |al*)Tm(b).

Da mesma forma, a terceira coordenada de vy fica,
Im{p1p,} = Im{—(1+ab)(1 — ab)i}

= Im{(=1+ab— ab+ |af?|b]?)i}
= Jal?[p)? - 1.

Para calcular v resta calcular apenas . Primeiro vamos calcular A\2. Sabemos que

o= X =gl

assim,
2= S16F = L abf? + 11— abf? a2~ o + 0]
2 2
— WP [(1 4 ab)(1+ab) + (1 — ab)(1 +ab) + (a — b)(@ — b) — (a+b)(a+b)]
— B (24 2a2p2 — 2ab — 2ab)
= W2 {1+ |alb]> — ab— ab} = |21 — ab|?.
Agora observe que, |¢4]2 = |22|? + 2|2 que implica em 1o = \/A2(AZ + [¢a]2), por-
tanto
po = [Y[P|1 = abl\/1+ |a?[b]? — @b — ab + (a + b)(a + b)

= [¢I°]1 = ably/(1 + [al) (1 + [b]?).

Com isso, podemos escrever v em fungao de a(z) e b(z) usando as expressoes acima,

[ (14 [02)%Re(a) — (1 + [a]2)%Re(b) |
_w 1 (1+ [b2)Im(a) — (1 + |af2)Tm(b)
o 1 —abl\/(1+ [al?)(1 +[b?) lal2[b? — 1
0

Resta encontra 7 em fungao das mesmas fungoes. Mas sabemos pela Proposicao
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22 que

o = MNes+ a:iXu + xiX,,, substituindo temos
= [Y*|1 — ab|®es + Re{v(a + b)}Re{t)(1 + ab,i(1 — ab),a — b,a + b)}
+Im{(a + b) }Im{p(1 + ab,i(1 — ab),a — b,a + b)}.

Analogamente encontramos o valor de 7

(1+ [6]*)Re(a) + (1 + |a|*)Re(D)
To 1 (14 |b]*)Im(a) + (1 + |a|*)TIm(b)
o |1 —abl\/(1+ Jal?)(1+ [b]) la? — b2

(1 + |al?)(1 + [b?)

Temos assim A(z) := v(z) + i7(z) em termos de a(z) e b(z).

2.2 Problema de Bjorling em L*

Agora iremos propor e resolver o Problema de Bjorling para superficies tipo espaco
com curvatura média zero em L*, que chamamos de superficies méximas em L*. Seja
c: I CR — L* uma curva tipo espaco real analitica regular em IL* e seja n : I — C}
um campo de vetores analiticos reais ao longo de ¢ (isto é, Re(n),Jm(n) : I — L* sao

campos de vetores ao longo de ¢) tal que,

(d(s),Re(n)) = (d(s),Tm(n)) =0, (2.8)
(Re(n),Re(n)) = —(IJm(n),Im(n)) = 1. (2.9)

Além disso IJm(n) estd na dire¢ao do tempo para todo s € I. Vamos chamar o par (¢, n)
de faiza analitica em LL*. Assim o Problema de Bjorling é encontrar uma superficie

méxima S definida por X : Q C C — LL* com I C €, tal que
1. X(u,0):=c(u)
2. A(u,0) :=n(u) Yuel.

Vamos definir o que é uma curva regular tipo espago, e enunciar um importante

teorema para fungoes analiticas complexas que usaremos frequentemente.
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Definigao 2.2. Uma curva regular ¢: I C R — L* é dita de tipo espaco se (¢, /) > 0

em todo ponto.

Teorema 2.1 (Teorema da Identidade). Sejam Q@ C C um subconjunto aberto conexo
de C e f: Q — C" analitica em Q, considere o conjunto Dy = {z € Q: f(z) = 0} se

o conjunto Dy possui um ponto de acumulagao entao f =0 em (. [|

Observacao 2.3. O problema de extensao de funcoes analiticas é um dos mais impor-
tantes da andlise complexa. Temos que: uma condicao necessaria e suficiente para que
uma funcao f(x), a valores no corpo dos reais e definida no intervalo aberto I C R, ad-
mita uma extengao holomorfa f(z) € que ela seja, neste intervalo, uma fun¢ao analitica

da variavel real x. F tal complemento holomorfo, se existir, é dnico.ﬂ

Observacgao 2.4. Vemos que se X : Q C C — L* é uma superficie mxima em L*
entao c(u) := X (u,0) e n(u) := A(u, 0) satisfazem as condigoes acima e, em particular,
sao reais analiticas. Entao existem extensoes holomorfas ¢(z) e n(z) e estas extensoes
sao unicas pelo Teorema da identidade para fungoes analiticas. Nessa situagao podemos

explicitar X (z) em termos de ¢ e n por meio de uma unica representacao complexa.
Podemos agora mostrar o teorema que resolve o Problema de Bjorling em L4

Teorema 2.2. Seja S uma superficie tipo espaco com curvatura média zero em L*
dada por X : U C C — L*. Defina a curva c(u) := X(u,0) e o campo de vetores
n(u) := A(u,0) ao longo de c(u), sobre um intervalo real I C U. Tome um conjunto
aberto Q0 C U simplesmente conexo contendo I, sobre o qual podemos definir extensoes
holomorfas ¢(z) e n(z) de c(u) e n(u). Entdao Vz € ), teremos

X (z) = Re {c(z) - z/ X(Re(n(w)), Im(n(w)), c’(w))dw} (2.10)

S0

onde, sy € um ponto fixo arbitrario de I e a integral € tomada ao longo de um caminho

arbitrdrio em ) ligando sy e z.

Demonstragao: Como S tem curvatura média igual a zero, da fungao complexa

U : U — C, definida em (1.5)) temos:

'Uma demonstracio deste fato é encontrada em [7].
2Uma demonstragao deste fato é encontrada em [24] pp. 346-347.
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0X
U= 2_(9 , com U = (¢! ¢? @3 o).
2
Observe que ¥ é holomorfa em U e por (1.10)) podemos escrever:

X(2) = Re </ \Isz) + ko (2.11)

onde ky € L* uma constante conveniente, tal que, X (u,0) = c(u) Yu € I. Seja
{04, 02, 03,04} base ortonormal adaptado para S dado em . Agora escrevemos X
nesta base,

X(03, 04, 01) = (K(05, 0y, 01), O2) 02 = —det(01, 0a, O3, 04) 0y = —0s.

Como X, = \0,, temos

U =X,(2) —iX,(2) = Xu(2) + i K (v(z), 7(2), Xu(2))
em coordenadas isotérmicas (U, z = u+iv). Restrigindo ¥(z) a I e usando a defini¢ao

de ¢ e n obtemos,

U(u,0) = X,(u,0)+iX (v(u,0),7(u,0), Xy,(u,0))
d(u) + 1 X (Re(n(u,0)), Im(n(u,0)), ' (u))

Como essas funcoes sao reais analiticas, podemos tomar suas extensoes para duas
fungoes holomorfas U(z) e ¢(z)+iX (Re(n(z)), Im(n(z)), ' (2)) em um subconjunto
aberto simplesmente conexo 2 C U e que elas coincidem em I C 2. Portanto pelo

Teorema da Identidade para funcgoes analiticas, e assim
U(z) = (2) +i X (Re(n(z)), Im(n(z)),d(z)) Yz e Q.

Portanto,
[(z) := /Z U(w)dw = ¢(z) +z'/z X(Re(n(w)), Im(n(w)),d (w))dw Vz € Q

estd bem definida em 2 e obviamente é primitiva da fungao holomorfa ¥(z). Assim de

temos:
X(z) =Re {c(z) +1i /z X(Re(n(w)), Im(n(w)), c'(w))dw} ,

S0

completando a demonstracao do teorema.
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Observacao 2.5. Veja que ¢ e n ja sao tomadas reais analiticas, logo, sempre con-
seguimos extensoes holomorfas em Q. Se (¢/(s),c(s)) = 1 observe que sua extensao
holomorfa ¢(z) também tera o mesmo comprimento. Por ltimo a integral definida em
nao depende do caminho que liga sq e z. Com isto X (z) estd bem definida para
todo z € U.

Podemos tomar qualquer sy € [ em (2.10) e o valor de X (z) ird permanecer o
mesmo, pois ¢(z), Re(n(z)),Im(n(z)) toma todos os valores reais em I C 2. Usando

(2.1]), mostraremos agora que o Problema de Bjorling tem solucao tnica.

Teorema 2.3 (Existéncia e Unicidade). Eziste uma tnica solugao X : Q — L1 do

problema de Bjorling para superficies mdzimas em 1L*, que é dada por

X(z) =Re {c(z) +i /z X(Re(n(w)), Im(n(w)), c’(w))dw}

S0
comw = u+iv € Q,s9 € I, onde 2 é um subconjunto aberto simplesmente conexo

de C contendo o intervalo real I e que c(s), n(s) admitem extensées holomorfas c(z),
Demonstracao: Defina a curva holomorfa ¥ : ) C C — C* por,

U(z2) =d(z) +i X (Re(n(2)),Im(n(z)),d(z)), VzeQ, (2.12)

onde {2 é um aberto simplesmente conexo de C contendo I no qual as extensoes holomor-
fas de ¢(z) e n(z) existam. Pela Proposicao2.1] ¢(u) e R(Re(n(u)), Im(n(u)), (u))

sao ortogonais e tem o mesmo comprimento. De fato,

(M(Re(n(w)), Im(n(w)), ¢ (u)), W(Re(n(w)), Tm(n(u)), ¢(u))) =

~

= 0 = (d,IJm(n)) e que também

(Re(n),Re(n)) = —(Jm(n),Im(n)) = 1 e (¢,) > 0. Substituindo esse valores, a
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matriz resultante sera;

(d,dy 0 0
(R(Re(n(w)), Jm(n(w)), ' (u)), W(Re(n(w)), Im(n(u)),d(u)) == 0 -1 0
0 0 1

logo o produto interno nos da

(®(Re(n(u)), Im(n(u)), ¢'(u), W(Re(n(u)), Im(n(u)), ¢'(u)) = (¢, ) >0,

portanto possuem o mesmo comprimento e da Proposi¢ao [2.1] temos que sao ortogonais.

Vejamos uma consequéncia imediata desse fato,

(U(w,0)* = (¢(u) +i B (Re(n(w)), Im(n(u)), ¢ (u)))’
= (d(u),d(u)) + 2i(c(u), B(Re(n(w)), Tm(n(u)), ¢ (u)))
—(®(Re(n(u)), Tm(n(u)), ¢ (u)), B(Re(n(u)), Tm(n(u)), ¢ (u)))
= 0, Yuel

Y

onde usamos o fato de terem o mesmo comprimento e serem ortogonais. Além disso:

U, 00" = [¢(u) +i & (Re(n(u)), Im(n(u)), ¢ (u))[*
| (u)? + | B (Re(n(u)), Im(n(u)), ¢ (u))[?
= 2(d(u),d(u)) > 0.

Entao (¥(u,0))* = 0 e |¥(u,0)]* > 0, portanto [I] € Q2. A curva holomorfa ¥
nao tem periodos reais, pois €2 é simplesmente conexo. Tomando a extensao holomorfa
de ¥ temos pelo Teorema , X(z) = Re ( f; \Ildz> + ko define uma superficie tipo
espaco com curvatura média igual a zero S = X (Q) em L*, onde ¥ é dado por
e sg € I. Agora devemos checar que tal superficie satisfaz as condigoes de Bjorling
X(u,0) = c(u) e A(u,0) = n(u).

A primeira condigao ¢é satisfeita uma vez que ¢(z) e K(Re(n(z)),Im(n(z)),d(2))
sao reais quando restritas a I. Resta assim mostrar a segunda condi¢ao, mas como

U(z)=2(%)
segue de que, restrito a I, temos

Xu(u,0) = (u),

Xp(u,0) = — X (Re(n(u)), Im(n(u)), (u)).
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Por outro lado de , temos

Xy(u,0) = = X (v(u,0), 7(u,0), Xy(u,0)).
Logo Re(n(u)) = v(u,0) e Im(n(u)) = 7(u,0).

Por tltimo provaremos a unicidade. Neste sentido, se X (2), z = u+iv € Q é outra
solucdo, podemos definir uma funcio I'(z) = X (2) — X(2), ¥z € QN Q, que se anula
em todo I C QN Q. Logo pelo Teorema da identidade para funcoes analiticas temos
que I' =0, logo X (2) = X(2) Vz€QNAQ.

O

Observe que a unicidade dada no teorema acima somente refere-se a superficies
tipo espago com curvatura média zero, X : Q C C — L* satisfazendo X (u,0) = c(u)
e A(u,0) = n(u). Atualmente um pouco mais pode ser provado: Dado uma faixa
analitica (c,n) em L* Existe uma tnica imersdo tipo espaco X : M? — L% com
H = 0, cuja imagem contém c(I) e a restricdo de ¢ é n. A parte de existéncia desta
afirmacao segue do Teorema [2.3] Para a unicidade, nos referimos ao Corolario 3.4 de
[13].

Faremos alguns exemplos resolvendo o Problema de Bjorling.

Exemplo 2.2. Considere
c(s) = (s—s0,520) € L4,
1

n(s) = 25, —2v/2si, —(1 — 3s?), (1 + 3s2 Z) cCt
¥ = e ( ( 5 )
Vs € R.

Primeiro vamos calcular X(Re(n(s)), Jm(n(s)), d(s)). Sabendo que ¢(s) = (1-3s2,0, 2s,0)

N|=

teremos

0 —(1 - 3s?) 0 25  —(1-3s%) 0
1
= _ 2 — 2
(1= 252+ 957) 2v/2s 0 (143s%) |, 0 0 (14 3s%)
0 2s 0 1 —3s? 2s 0
2s 0 0 2s 0 —(1—3s%)
: 0 —2v2s (1+3s?) |, 0  —2V2s 0

1—3s2 0 0 1 —3s? 0 2s
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o produto vetorial sera
X(Re(n(s)), Im(n(s)),c(s)) = (0,1 + 3s2,0, —2v/25).
Tomando sua extensao holomorfa temos,
X(Re(n(w)), Im(n(w)), d (w)) = (0,1 + 3w?,0, —2v/2w).
Com isso,

X(z) = fRe {c(z) +z'/Z(&(%e(n(w)),ﬁm(n(w)),c’(w))dw}

S0

= %e{(z—z?’,O,ZZ,O)Jrz' (O,z+z3 — S0 —58,0,—\/522+\/§58)}

Tomando z = u + v temos:
2?2 = (u+iv)? = u? — v? + 2uw,
2= (u+w)® = (u+w)(u+iv) =u®—iw® — 3uv? + ivv.

Portanto a solugao para o Problema de Bjorling para faixa dada é
X(2) = (u+3uv? —u?, —v — 3uv + 03 u? —v? 2\/51“)),
comz=u+1weC

Exemplo 2.3. Considere
c(s) = (14 cos(s),0,sen(s),2sen(s/2)) € L*

n(s) = (cos(s),0,sen(s),0) +i(—1 — cos(s), 0, cos(s) cot(s/2),csc(s/2)) € C*
Vs € (0,2m).

Veja que a segunda coordenada de ambos é zero, assim:

cos(s) sen(s) 0
X(Re(n(s)),Im(n(s)),c(s)) = | 0,—| —1 —cos(s) cos(s)cot(s/2) esc(s/2) |,0,0
— cos(s) cos(s) cos(s/2)

= (0,sen(s/2),0,0).

Tomando sua extensao holomorfa, temos
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X(Re(n(w)), Im(n(w)), ' (w)) = (0,sen(w/2),0,0).
Aplicando o Teorema a solucao do Problema de Bjorling para a faixa dada é

X(z) =Re {c(z) +i /Z(Xl(%e(n(w)), Jm(n(w)), C’(w))dw}

S0

X(2) =Re{(1+ cos(z),0,sen(z),2sen(z/2)) + ea(—2cos(z/2) + 2 cos(so/2)}

onde usando as relagoes sen(iz) = isenh z e cos(iz) = coshz chegamos em
X(2) = (14cos(u) cosh(v), —2sen(u/2) senh(v/2), cosh(v) sen(u), 2 cosh(v/2) sen(u/2)),
com z = u+ iv, onde u € (0,27) e v € R.

Como vimos na Proposicao fazendo o produto vetorial com os vetores da base
canonica {ey, e, €3, ¢4} podemos estar em L3 ou R?, com isso, podemos tomar campos
de vetores em LL* de forma a se obter superficies méximas com interessantes caracteris-
ticas. Em [25] o Problema de Bjorling é proposto e resolvido para superficies minimas
em R? j4 em [3] o problema ¢ feito para superficies méximas em L3, veremos que a
partir da representagao complexa dada no Teorema o Problema de Bjorling, tanto
em R? quanto em L3, sdo corolarios do Teorema

Corolério 2.1. Seja ¢ : [ — R3, R® = {z* = 0} C L*, uma curva analitica real
reqular e seja n : I — C* um campo de vetores analitico real ao longo de c, tal
que, n(s) = &(s) + ieq, onde &(s) € R® é um campo vetorial unitdrio satisfazendo
(c(s),&(s)) = 0 para todo s € 1. Entdo existe uma unica solu¢io do Problema de
Bjorling para superficies minimas em R3, que é dado por

X(2) = Re {c(z) iy / (E(w) x c’(w))dw} (2.13)

S0
onde, z = u+1v € Q, sg € I, Q € um conjunto aberto simplesmente conexo de C

contendo I e x é o produto vetorial de R>.

Demonstracao: Pelo Teorema [2.3], temos que a solu¢ao para o Problema de Bjorling

¢ dada por

X(z) = me{c(z)+¢/Z&(g(w),e4,d(w>)dw}
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Pela Proposicao [2.1], item 2 temos
X(z) = Re {c(z) —i / ) £(w) x é/(w)dw}
= fRe {c(z) —i/z &(w) x c'(w)dw} :

a

Corolario 2.2. Sejac: I — 13, L3 = {22 =0} C L, uma curva analitica real reqular
tipo espaco e sejan : I — C* um campo de vetores analitico real ao longo de c, da
forma n(s) = ey + iV (s), onde V(s) € L3 é um campo unitdrio tipo tempo tal que
(d(s),V(s)) = 0 para todo s € I. Entao existe uma unica solucao do Problema de

Bijorling para superficies tipo espaco com curvatura média zero em L3, que é dado por
)

X(z) = Re {c(z) +z’/z(V(w) x c’(w))dw} (2.14)

S0

onde z = u+iv € Q, so € I, Q € um conjunto aberto simplesmente conexo de C

contendo I e x € o produto vetorial de I3,

Demonstragao. Pelo Teorema [2.3], temos que a solugao para o Problema de Bjorling

¢ dado por

X(2) = iﬁe{c(z)+i/ZXI(62,V(w),c’(w))dw}

S0

— e {c(z) +¢/z RV (w), ¢ (w), eg)dw}

S0

pela Proposicao [2.1], item 3 temos

X(2) = %e{c(z)+i/ZV(w)xé’(w)dw}

S0

- %e{c(z)—l—i/z‘/(w) xo’(w)dw}.

S0

onde z = u+ 1w € Q, sg € I,  é um conjunto aberto simplesmente conexo de C

contendo I e x é o produto vetorial de R3.

|

Observacao 2.6. Veja que nao ha necessidade de enunciar os mesmos Coroléarios
trabalhando com os vetores canonicos e; e eg, pois, a partir da Proposicao[2.1{o produto
vetorial destes vetores com a curva c(u) sdo iguais, a menos de sinal, ao produto de

c(u) com ey.
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2.3 Simetrias

Estudaremos as simetrias das superficies méximas em LL* via representacao com-
plexa do Problema de Bjorling para superficies méaxima. Para tal vamos fixar a seguinte
notagao. Seja f(z) = x(z)+1iy(z), onde z(z), y(z) sdo fungdes de valores reais definidas
em um conjunto aberto Q C C. Se x(z) é harmonica e f(z) é holomorfia em €2, entdo
x(Z) é harmonica e ﬁ é holomorfa como uma funcao de z em um conjunto aberto
QO :={Zz: z € Q}. Note que, Q é simétrico se e somente se 2 = Q*. Além disso temos
que, se I C €2, f é holomorfa em €2 e f restrita a I admite apenas valores reais, entao
f(z) = ﬁ em I C QNQ*. Por esta razao, f(z) pode ser extendida holomorficamente
a QU Q*.

Proposicao 2.3. Seja X : Q C C — L* wma solucdo para o Problema de Bjorling,
para uma dada faiza (c,n) em 1LY, onde Q é um conjunto aberto simétrico simplesmente
conexo contendo o intervalo I e para o qual ¢, n admitem extensoes holomorfas c(z) e
n(z), onde z = u+iv € Q. Entao ¥V z € Q temos;

X(Z) = Re {c(z) — z/z X(Re(n(w)), Im(n(w)), c'(w))dw} (2.15)

S0

Demonstracio. A superficie S = X(Q) dada por X(u,v) := X(u,—v), clara-
mente satisfaz X, (u,v) = Xuu(u, —v), Xupo(u,v) = X,o(u, —v) e continua sendo
uma superficie tipo espaco com curvatura média zero em L% Associado a X, seja

A(u,v) := o(u,v) + i7(u, v). Pela Proposicao e a definicao de X, temos que

To(u,v) = (MNey+ 22X, + 22X, (u, —v)
vo(u,v) = Keyq, Xy(u, —v), —X,(u, —v))
= — X (e, Xyu(u, —v), X,(u, —0v)),
e entao 7(u,v) = 7(u, —v) e ¥(u,v) = —v(u, —v). Temos assim,
A(u,v) = plu,v)+i7(u,v)
= —v(u,—v) +it(u, —v)

Y Y— (2.16)

Isto implica que A(u,0) = —A(u,0) = —n(u) e também que X (u,0) = X (u,0) =
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¢(u). Entdo X é uma solucio do Problema de Bjorling para é = ¢, i = —7 e entéo
X(z) = Re {/ ‘il(w)dw} + ko
S0

onde U(z) = X, +i X (#(2),7(2), Xu(2)), por ([2.10). Restringindo ¥(z) a I e usando
(2.16]) obtemos

U(u,0) = Xu(u,0)+iX (—v(u,0),7(u,0), X,(u,0))
= d(u) — i X (Re(n(u)),Im(n(u)), d (u)).

Quando tomamos suas extensoes holomorfas em 2*, temos
U(z) = d(2) — i W (Re(n(2)), Im(n(2)),d(2)),

donde segue-se o resultado.

|

Corolario 2.3. Sobre as hipdteses da Proposi¢ao se S=X(Q) CcR®={z' =0}
en(s) = &(s) +ieq, com &(s) € R® unitdrio tal que ('(s),£(s)) =0 Vs e I, entao

X(3) = Re {c(z) +i/z(§(w) X c’(w))dw} VzeQ. (2.17)

S0

Demonstragao: Pelo Coroldrio [2.1] temos que a solu¢ao do Problema de Bjorling para
a faixa analitica dada serd

x(:) = 3te {e(s) ~ 1 [ (etw) x v

S0

Pela Proposicao temos que a solugao do Problema de Bjorling para o conjugado de

z€eQé

X (3) = %e {c(z) +¢/Z(g(w) « c’(w))dw} |

50

Como queriamos mostrar.

a

Corolario 2.4. Sobre as hipdteses da Proposi¢ao se S =X(Q)CcL?={a?=0}
e n(s) = ey + iV (s), com V(s) € L3 tipo tempo unitdrio, e tal que, (c'(s),V(s)) =
0 Vsel, entao

X(2) = Re {c(z) _ i/Z(V(w) « c’(w))dw} Vieq. (2.18)

S0
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Demonstragao: Pelo Corolario temos que a solucao do problema de Bjorling para
esta faixa analitica é dada por,
X (z) = Re {c(z) +i/ (V(w) x c’(w))dw}
S0
pela Proposicao temos que a solucao do Problema de Bjorling para o conjugado de
z€e€0Né

X(2) = e {c(z) - i/Z(V(w) . c/(w))dw} |

S0

|

Observacao 2.7. Usando as fémulas e , nao ¢ dificil recuperar a simetria
de dois principios descoberto por Schwarz para superficies minimas em R? (veja em
[25]) . Além disso, usando e , podemos recuperar os dois principios de
simetria para superficies tipo espaco com curvatura média zero em L? dados em [[2]

Teorema 3.10]

Agora usando ([2.10]) e (2.15) deduziremos trés principios de simetria para superficies
tipo espaco com curvatura média zero em L*. Eles foram motivados pelos trabalhos
de Schwarz e [3] acima mencionados. Antes de iniciar tal estudo vejamos algumas

definigoes.

Definicao 2.3. Seja II¥ um k-plano em L*. Assuma que IT* é tipo espaco se k = 1; IT*
é tipo espaco, tipo tempo ou degenerado se k = 2; II* é tipo tempo se k = 3. Sobre
essas condicoes, dizemos que IT* é um k-plano de simetria de uma superficie tipo espaco
X : M? — 14 se para todo p € M? existe ¢ € M? tal que X (p), X(q) sao simétricos
com respeito a I1¥, isto é, tal que (X (q)+ X (p))/2 € I* e X(q) — X (p) é perpendicular
a 11,

Teorema 2.4. Seja S uma superficie tipo espaco com curvatura média zero em LA,

dada por X : U C C — LL*, entdo temos:

1. Toda reta tipo espago contida em S € um eizo de simetria de S;

2. Se S intersecta algum 2-plano tipo tempo ou tipo espaco 112, ortogonalmente ao

longo de uma curva reqular de S, entao I1* é um plano de simetria de S;
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3. Se S intersecta algum 3-espaco tipo tempo 113, ortogonalmente ou longo de uma

curva reqular de S, entdao 113 é um 3-plano de simetria de S.

Antes de passarmos a prova do teorema, é conveniente fazer a seguinte observagao.
Suponha por exemplo, que a superficie tipo espago com curvatura média zero S con-
tenha um segmento de reta L, que podemos assumir que este segmento é uma parte

do do eixo z!

. Entao é possivel definir coordenadas isotérmicas z = u + v em uma
vizinhanga de L de modo que X (u,0) parametrize L, veja [I5]. Observagoes andlogas
sao feitas no caso em que S intersecta ortogonalmente o 2!, x*-plano, ou o x!, z%-plano
ou o 3-espaco {x® = 0}. Com isso em mente, nao é dificil ver que o Teorema acima é

agora uma consequéncia do seguinte lema.

Lema 2.1. Seja S uma superficie tipo espaco com curvatura média zero em L*, dada

por X : QQ C C — L%, com Q simétrico e simplesmente conezxo.

1

1. Se, para todo u € I, a curva c(u) = X(u,0), esta contida em z'-eixo, entdo

X(u, —v) = (2" (u,v), =2 (u,v), —2*(u,v), —2*(u, v)). (2.19)

L x*-plano

2. Se, para todo u € I, a curva c¢(u) = X(u,0), esta contida em um x
tipo tempo 112, e se a superficie S intersecta 11? ortogonalmente ao longo de c,
entao

X (u, —v) = (z'(u,v), —2*(u,v), —2°(u, v), z*(u, v)). (2.20)

1,2
, r°-plano

3. Se, para todo u € I, a curva c(u) = X(u,0), esta contida em um x
tipo espaco 112, e se a superficie S intersecta 112 ortogonalmente ao longo de c,
entao

X (u, —v) = (2" (u,v), 2*(u, v), —2*(u, v), —2*(u, v)). (2.21)

4. Se, para todo u € I, a curva c(u) = X(u,0), esta contida em um 3-espago tipo
tempo 113 = {x* = 0}, e se a superficie S intersecta II* ortogonalmente ao longo

de c, entao

X(u, —v) = (2" (u,v), —2*(u,v), 23 (u,v), 2*(u, v)). (2.22)
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Demonstragao: Nas demonstracoes seguintes denotaremos por X = (X! X2 X3 K1)
o produto vetorial e cada X, 1 < i < 4, as coordenadas do vetor X. Usaremos, sempre
que houver matrizes, os valores da forma ¢*(u) = %, v'(u,0) = ' e 7(u,0) = 7%, com

1< <4

1. Seja c(u) := X (u,0) e n(u) := A(u,0). Por hipdtese c(u) esté contido no z'-eixo,
entao c(u) = (c'(u),0,0,0). Assim,

Re(n(u)) = (0,%(u,0), v (u,0), v*(u,0)) e IJm(n(u)) = (0,7%(u,0),73(u,0), 7*(u, 0)

pois (¢/,Re(n)) = (¢,Im(n)) = 0. Temos entao

M(Re(n(u)), Tm(n(u)), ¢ (u) =

V2 v v v v V2 v V2 v
= s A -10 BA00 220 2o
0O 0 O 0 0 A0 0 A0 0

é da forma (0, X?(u), X3(u),X*(u)). De acordo com ([2.10]) e (2.15)) segue, respec-

tivamente, que

X(z) = (%e(cl(z)),—jm / 52 (w)dew, —Im / 503 (1) dew, —Im / x4(w>dw)

<
~
S
N~—
I

(%e(cl(z)),jm/ &Z(w)dw,jm/ &%w)dw,ﬁm/ &4(w)dw)
S0 S0 50
que prova (2.19).

|

2. Por hipétese, S intersecta IT> = span{z!, 1} ortogonalmente em c(u) := X (u, 0).
Dai segue que c(u) = (c'(u),0,0,¢*(u)). Veja que o 2-plano P? gerado por
Re(n(u)) e Im(n(u)) é ortogonal a Tr,)S ao longo de c. Assim o produto vetorial
X(Re(n(u)), Tm(n(u))

Jm(

w)),c (u)) sera,
M(Re(n(u)), Im(n(u)), c(u)) =

2 3 V4 1/1 V3 4 1 2 4 1 2 3

— 7_2 7_3 ,7_4 ,— 7_1 7_3 7_4 , 7_1 7_2 7_4 , 7_1 7_2 7_3

/1

S
[a)
Q\
=
Q
()
0\
=
Q\
—
[a)
O\
=
Q\
Y
[a)
[aw]
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e [ (VP — 137 — et (VAT — vir

N+ A - i)

/1(V27'3 o y37-2)]

tes[d (VA — A% + (M — VA ey

Como (' (u), X(Re(n(u)), Im(n(u)), ' (u))) = 0, temos que

/1 14

e (l/27'3— )+C/4C/1( 2T3—V37'2) _07

3 ;3

como ¢(u) é uma curva regular, logo temos que 273 = 1372 e assim

X(Re(n(u)), Im(n(u)),d (u)) = (0,K*(u), X (u),0).

Usando ([2.10)) e (2.15]) segue que

X(z) = (me(cl(z)),—jm/s:W(w)dw,—Jm/s:&S(w)dw,me(c‘*(z))
X(z) = <sm(c1 2), Im / S (w)dw, Fm / x3(w>dw,me<c4(z))>

3. Por hip6tese, S intersecta I1? = {z3 = 0,2? = 0} ortogonalmente ao longo de

c(u) == X(u,0), logo c(u) = (c'(u),?(u),0,0).

por Re(n(u)) e Im(n(u)) é ortogonal a TS ao longo de c. Fazendo o produto

vetorial XI(QRe(n(u)
Jm(n(u)), d(u))

), Im(n(u)), (u)) temos
)

X(Re(n(u)), =
1/2 1/3 1/4 I/1 1/3 1/4 I/1 V2 1/4 l/1 V2 l/3
— 7_2 7_3 7_4 ,— 7_1 7_3 7_4 ) 7_1 7_2 7_4 ) 7_1 7_2 7_3
C/2 0 0 C/l 0 0 C/l C/2 0 c/l C/2 0

Por contas andlogas ao item anterior temos que o produto vetorial sera
M(Re(n(u)), Im(n(u)),d (u)) = (0,0, (u), &*(u)),

usando (2.10)) e (2.15]) segue que

X(z) = (me(cl(z»,me(c?(z)),—jm /S:®3(w)dw,—3m /S:®4(w)dw)
Xz = (%e(cl(z)),i}{e(CQ(z)),Jm/s:@S(w)dw,jm/s:&4(w)dw)

)

O

Veja que o 2-plano P? gerado
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4. Pela hipétese temos que c(u) = (c'(u),0,*(u),c*(u)). Como S intersecta I3
ortogonalmente, temos que X,(u,0) € (IT?)* e entdo X, (u,0) é paralelo ao vetor
unitdrio es que é normal a I13. Assim Re(n(u)) e Jm(n(u)) estao em I3, o que
implica, que a segunda componente de ambos vetores sao zero. Entao

X(Re(n(w)), Tm(n(u)), ¢(u) =

0 v vt v A vioo vt vioo B
= o = |, =2 B 2002 0 2, 0 3
0 c/3 C/4 C/l C/S C/4 Cll 0 C/4 C/l 0 C/3

é da forma (0,X?2,0,0). Portanto em conjunto com e obtemos;
X(z) = (E}ie(cl(z)),—jm/z IZQ(w)dw,f)‘ie(c?’(z)),%e(c‘%z)))
50
X((zZ) = <9%e(cl(z)),3m/z @Q(M)dw,‘ﬁe(cg(z)),9{6(04(2)))
S0
donde segue-se o resultado.
O

Proposicao 2.4. Seja X : Q C C — L* uma superficie tipo espago com curvatura
média zero, com §) simétrico e simplesmente conexo. Suponha que S = X () intersecta
0 2-plano degenerado T1? = span{e;, + ey, €2} ortogonalmente ao longo da curva c(u) =
X (u,0). Entao S estd contida no 3-espago degenerado IT> = span{e;+eq, ez, e3}. Além

disso, T1? € um plano de simetria para S se e somente se X,(u,0) é um maltiplo de es.

Demonstragao: Considere a Base § = {e1, €, €3,€4} de L%, onde ¢; = %(61 + e4),

€ = %2(e1 —eq), €3 =€y, €4 = e ¢ observe que I1? = {e, €3} E claro que c(u) =
X (u,0) é da forma c(s) = (c'(s),*(s),0,c!(s)) pois c¢(u) intersecta ortogonalmente o
3-espago degenerado IT? dado acima. Como o 2-plano P? = span{Re(n(u)), Im(n(u))}
é ortogonal a T¢,,)S ao longo de ¢, segue que —X,(u,0) = M(Re(n(u)), Im(n(u)), c'(u))
sera igual a

M(Re(n(u)), Im(n(u)), c(u)) =
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= (X' (u),0,5%(u), 1" (u)).

De ([2.10) e ([2.15]), obtemos que

X(z) = < —Jm/ w)dw, Re(2()), —Jm/: 503 () duw, Re(c (=) —Jm/:xl(w)dw>
(&
X(z) = < —i—Jm/ w)dw, Re(c? )),Jm/: X3 (w)dw, Re(c!(2)) +3m/: xl(w)dw>

que podem ser escritos na base § dada, respectivamente por

X(2) = ( —Jm/ w)dw, 0, Re(c3(2)) —ﬁm/z &4(w)dw>
50 3
X(z) = ( +Jm/ w)dw, 0, Re(c Jm/ X4 (w dw>

A primeira parte é clara e S é simétrico com respeito a IT* se e somente se [° X' (w)dw =
0, isto é, fszo X! (w)dw = 0( onde usamos ([2.15))). Isto mostra a ultima afirmagao.
O

Observagao 2.8. 1. Nao é dificil ver que o Lema 2.1 e a Proposicao [2.4] continuam

validos sem a hipotese de €2 ser simplesmente conexo.

2. Observe que se II? é tipo espaco ou degenerado, entdao nao existe um vetor tipo
espaco ortogonal a IT? em L*. Portanto o problema de simetria para superficies

méaximas nao esta definido neste caso.

Vejamos agora alguns exemplos.
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Exemplo 2.4. Considere

c(s) = (0,s,0,0) € L*

e’ 2
n(s) = —,0, ———=,0
(5) (\/4+625 V4 4 e 2 )

e

—S

V44 e 2

e—%
+Z - 707 - )
< Vit ayires

) eC' Vs eR

Vamos usar o Teorema para obter a solucao do Problema de Bjorling. Observe que

X(Re(n(s)), Tm(n(s)), ¢ (s)) =

0 -2 0 e ®
— 1 O e—s 4+e—25 o e_s
4+ e—2s 2 2 ’
1 0 0 0

Por um calculo direto, obtemos:

X(Re(n(s)), Im(n(s)), c'(s))

Il
/T\
JH
k=
|

tomando as extensoes holomorfas de ¢(s) e K(PRe(n(s)), Im(n(s)), (s)), a solugdo do

Problema de Bjorling para a faixa dada é;

Como z = u + v, temos:

1
X(z) = (v, u, ie_usen(v), —ée_usen(v)

Note que 22

média zero S = X(C).

Exemplo 2.5. Considere

1

c(s) = (senh(s),0,0,cosh(s)) € L*

n(s) = (0,cos(s),sen(s),0) + i(senh(s),0,0,cosh(s)) € C*,

para todo s € R. Usando os mesmos argumentos, temos:

M(Re(n(s)), Tm(n(s)), ¢ (s)) =

cos(s) sen(s) 0 0

= 0 0  cosh(s) |,—| senh(s)
0 0  senh(s) cosh(s)

sen(s)

0
0

cosh(s)
senh(s)

_w)dw} .

X(z) = Re {(0,2,0,0) +z’/ (—1,0, —%, 67

S0

é um eixo de simetria de uma superficie tipo espago completa com curvatura
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0 cos(s) 0 0 cos(s) sen(s)
;| senh(s) 0  cosh(s) |,| senh(s) 0 0
cosh(s) 0  senh(s) cosh(s) 0 0
Entao

X(Re(n(s)), Im(n(s)),d (s)) = (0, —sen(s), cos(s),0).

Tomando as extensoes holomorfas de ¢(s) e K(PRe(n(s)), Im(n(s)),d(s)) a solucao do
Problema de Bjorling, para a faixa analitica dada é uma superficie tipo espago completa
com curvatura média zero, dada por
X (z) = Re {(senh(z), 0,0, cosh(z)) + 2/ (0, — sen(w), cos(w), O)dw} :
S0
Usando as relagoes senhx = —isenix e coshx = cosiz, podemos escrever a solucao,

X(2), na forma de matriz

i cosh(u) 0 0 senh(u) 11 0 ]
X(2) = 0 cos(u) —sen(u) 0 0
0 sen(u)  cos(u) 0 —senh(v)
I senh(u) 0 0 cosh(u) 1L cos(v) |

com z = u+iv € C. Note que [1? = span{e;, e4} é um 2-plano tipo tempo de simetria

da superficie S = X (C).
Exemplo 2.6. Considere

(cos(s),sen(s),0,0) € L*,

(cos(s),sen(s),0,0) + (0,0, senh(s), cosh(s)) € C*,

para todo s € R. Analogamente temos:

M(Re(n(s)), Jm(n(s)),(s)) =

sen(s) 0 0 cos(s) 0 0
= 0  senh(s) cosh(s) |,— 0 senh(s) cosh(s) |,
cos(s) 0 0 —sen(s) 0 0
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cos(s)  sen(s) 0 cos(s)  sen(s) 0
; 0 0  cosh(s) |, 0 0  senh(s)
—sen(s) cos(s) 0 —sen(s) cos(s) 0

Ja tomando as extensoes holomorfas, ficamos com
X(Re(n(w)), Im(n(w)),d (w)) = (0,0, — cosh(w), senh(w)).
Assim a solugao do Problema de Bjorling para a faixa dada é a superficie tipo espaco
completa com curvatura média zero dada por

X(2) = Re {(Cos(z), sen(z),0,0) + / (0,0, — cosh(w), senh(w))dw}

s0

Usando novamente as relagoes senh x = —isenix e cosh x = cosix podemos reescrever

X (2) na forma matricial por,

| cos(u) —sen(u) 0 0 11 cosh(v) ]
X(2) = sen(u)  cos(u) 0 0 0 7
0 0 cosh(u) senh(u) sen(v)
|0 0 senh(u) cosh(u) 1L 0

com z = u+iv € C. Observe que II? = span{e, e} é um 2-plano tipo espago de

simetria da superficie S = X (C)
Exemplo 2.7. Considere

c(s) = (s%5,0,5%) €LY
V24452

para todo s € L*. Temos que,

M(Re(n(s)), Tm(n(s)), ' (s)) =

—25,—1,0) 4+4(1 + 4s%25,1,2 + 45*)} € C*.

-2s 0 0 1 0 0
1
= 2+ 452 2s 0 1+4s% |,]| 4s*> 0 1+4s% |,
1 0 2s 2s 0 2s
1 —2s 0 1 —-2s 0
o 4 28 14482 |,| 45 2s 0
2s 1 2s 2s 1 0
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A solugao para o Problema de Bjorling para a faixa dada é uma superficie maxima
completa

X(z) = s)%e{(ZQ,Z,O,ZQ)+z’/z(—1,o,—1,—1)dw}

S0

= (W= +v,u,v,u? -0 o)

com z = u + v € C. Esta superficie intersecta o 2-plano degenerado I1? = span[e; +
e4, €] ortogonalmente ao longo de X (u,0) = c¢(u), mas II?> ndo é um plano de simetria

de S. Por outro lado, se tomamos

c(s) = (s 5,0,5%) €LY,

1 .
n(s) = —a==s{(1,-25,0,0) +i(4s%, 25,0, 1 + 4ds*)} € C*,

mudando o campo normal. Calculando o produto vetorial, temos

M(Re(n(s)), Tm(n(s)), ¢ (s)) =

—2s 0 0 1 0 0 1 —2s 0 1 =25 0

1
25 0 1+4+4s% |, 482 0 1+4+4s2|,| 482 25 1+4s?|,]| 4s® 25 0

- 14 452

1 0 2s 2s 0 2s 2s 1 2s 2s 1 0

Calculando o determinante acima obtemos,
X(MRe(n(s)),Im(n(s)),(s)) = (0,0,—1,0).
Assim a solugao para o Problema de Bjorling é dada por,
X(2) = (u? —v* u,v,u? — v?)
com z = u + iv € C. Esta superficie intersecta o 2-plano degenerado I1? = span{e; +

eq, €2}, ortogonalmente ao longo de X (u,0) = c(u) que é um plano de simetria da

superficie.



Capitulo 3

O Problema de Calabi-Bernstein
para Superficies Maximas no espaco

n-dimensional de

Lorentz-Minkowski 1"

Vamos agora, baseado em [12], fazer um estudo do Problema de Calabi-Bernstein.
Como vimos uma superficie maxima no espaco n-dimensional de Lorentz-Minkowski
L™ é uma superficie tipo espaco M com curvatura média zero e que admite uma rep-
resentacao complexa (Teorema . O Problema de Calabi-Bernstein consiste basica-
mente em caracterizar as superficies maximas completas em IL"™. E motivado a partir
do Problema de Bernstein em R3, que se resume em determinar superficies minimas
completas em R? (veja [23]).

No L3 o Problema de Calabi-Bernstein afirma que: As tnicas superficies maximas
completas em IL? sdo os planos tipo espaco (veja [20]).

Veremos que esse resultado nao pode ser extendido em L™, n > 4. Na Secao 3.1
veremos exemplos de superficies diferentes do plano e que possuem tais propriedades.
Surge entao uma pergunta natural a partir do Problema de Calabi-Bernstein:

Sobre quais hipdteses adicionais garantimos que uma superficie mazxima completa
em L™, n >4, € um plano?

A solucao deste problema serda dada, usando o fato que, sobre uma superficie
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maxima temos globalmente definidos campos de vetores normais tipo tempo. Assim,
a grosso modo, isso nos da a possibilidade de considerar apenas uma dire¢ao normal
previlegiada sobre qualquer ponto de M.

Antes de responder a pergunta acima vamos construir alguns exemplos de superficies
maximas para entender melhor o problema.

Como vimos, no Teorema 1.1 as superficies maximas em L™ possuem uma repre-

sentacao complexa dada por

X(2) = 2% {/ ¢dz} + ko

com ¢ = (¢1, ..., ¢,) funcdes holomorfas.

Seja K a curvatura Gaussiana de uma superficie maxima M em LL". Entao da

. . 0 0
férmula cldssica K = (53).Alogh  com  ds® = A?|dz[* e A = (%> + <w),

obtemos:
4 n—1
i=1 1<i<y<n
Temos que para n = 3 K é nao negativa (veja [20]). No entanto, isso nao é verdade
para n > 4, como veremos nos exemplos a seguir. Relembremos que a curvatura de
Gauss K de uma superficie minima em R3 é nao-positiva.
Dado um vetor tipo tempo w € L", n > 4, podemos considerar as compo-
nentes tangentes w’ e normais w?, em qualquer ponto de M em L". Além disso, de
)

g(w,w") < 0 obtemos que w e wzﬂv pertencem ao mesmo cone tipo tempo em qualquer

ponto p € M. Se w é um vetor tipo tempo unitario entao obtemos que
g(wN7wN) =-1- g<wT7wT) < _]-7

em todo ponto de M. A mesma construcao feita acima usando um vetor tipo luz v,
fornece um campo normal de vetores tipo tempo globalmente definidos vV de M em

L™, que satisfazem
g(vN7UN) = _g<UTva) <0
em todo M.

Estes campos de vetores normais (que podem ser construidos para qualquer su-

perficie tipo espago) sdo os instrumentos fundamentais utilizados nos teoremas que
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serao apresentados neste capitulo. Antes de iniciarmos vejamos alguns exemplos que

ajudarao a entender melhor o problema em questao.

3.1 Exemplos

Nos exemplos a seguir, vamos explorar o comportamento do sinal da curvatura de
Gauss, vendo assim as diferencas bésicas de se trabalhar em L3 e em ", n > 4. A
partir do exemplo 5 poderemos ter, de fato, o estimulo necessario para prosseguir o

estudo de superficies maximas em LL".

Exemplo 3.1. O plano definido por X : R* — L", n > 3, dado por X(u,v) =

(u,v,0,...,0) é um exemplo trivial de superficie maxima em L"™.

Exemplo 3.2. Seja ()~( , M) uma superficie mdxima em L.". Escrevemos L""! = R!xL"
e definimos X : M — L™ por X(p) = (0,X(p)) com p € M. Entdo (X, M) é
uma superficie maxima em L"*!. Desta forma, uma superficie maxima em L3 pode
ser considerada uma superficie maxima em L", n > 4, com curvatura Gauss nao

negativa.

Exemplo 3.3. Seja (}7, M) uma superficie minima no espaco Euclideano n-dimensional
R". Considerando L"™! = R™ x R}, onde R} representa R! com a métrica oposta da
usual. Defina Y : M — L™ por Y(p) = (Y(p),0), p € M. Entdo (Y, M) é uma
superficie maxima em L"*!. Com isso, uma superficie minima em R3 pode ser con-
siderada uma superficie maxima em L, n > 4. Note que a superficie maxima tera

curvatura de Gauss nao positiva.

Com este exemplo e o anterior temos superficies maximas em IL" com curvatura de

Gauss nao-negativa e negativa.

Exemplo 3.4. Considere um dominio aberto simplesmente conexo 2de C, f : 2 — C
uma funcao holomorfa e (X,Q) uma superficie maxima em L”, n > 3. Definimos

X :Q — L"2 = R? x L" colocando X (p) = (f(p), X (p)),p € Q. Com isso (X,Q) é

uma superficie maxima de L"*2. Usando o fato de que,

AX = (Af,AX),
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como f(z) é holomorfa temos que Af = 0 e como X ¢é uma superficie mdxima temos

que AX =0, logo AX = 0. Com isso (X,Q) é uma superficie méxima de L"*2.

O exemplo a seguir fornece uma superficie maxima completa que nao é um plano e

cuja curvatura de Gauss K muda de sinal, dentre outras propriedades.

Exemplo 3.5. Vamos considerar as seguintes fungoes holomorfas definidas em todo

C,
1y L o Ot
(b (’Z) - 27 ¢ - 2 9
gbg(z) = %(ez + 2e77), ¢4(z) = %(ez —2e77).

z € C. Vamos mostrar que ¢ = (¢1, P2, ¢3, ¢4) fornece uma superficie méxima em
L* usando a representagao complexa dada no Teorema Para isto, faremos alguns

calculos. Iniciamos mostrando que |¢]? > 0. De fato, observe que:

o = 3
o = 3
0°)F = Zl(e* +2e7%)P
= 1le*(cosv + isenv) + 27 (cosv — isenv)|?
= 1(cos®v(e" +2e7)* + sen®v(e" — 2e7")?)
= 1(e™+4e " + 4dcos*v — dsen®v) .
Analogamente,

|97 = 1 (e + 4e™ ™ — dcos®v + 4sen?v) .

Assim

o = [0 +[¢°]" + |6°]° — "]

= 4+ S 4 2c08%0 — 2sen*v

4 4

1
= ZO + 2cos(2v) > =. (3.2)

N[ —

Além disso, temos
¢ = (¢')?+ () + (¢°)? — (¢")?
= (R (B 4 (e 20 — (A" - 2670))?
o % + %(622' 44+ 6—22:) . 411<€22 — 4+ 6—22)

1
1
= 0.
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Como cada ¢;, é uma funcao holomorfa pelo Teorema [1.1

X(z) = 29 {/ gb(w)dw}

¢ uma superficie méxima em L*. Como [¢]* > 1 temos que X : C — L* é com-
pleta. Usando (3.1) podemos calcular a curvatura Gaussiana de X. Vamos calcular as
derivadas de cada funcao ¢, 1 <k < 4.

Veja que 0,01 = 9,02 = 0 pois sao fungoes constantes. Agora

Oy 1, . |
E = 5(6 2e )
Obs 1, . o _,
E = 5(6 +2€ )

Por outro lado, considere a expressao da curvatura gaussiana K dada por
4 n—1
Ky = (W> x {Z i), — dnl® = D 16id) — mﬁ} -
i=1 1<i<j<n
Inicialmente observe que de (3.2)), temos |¢|® = (12 +2cos(2v))* . Vamos agora calcular
cada médulo do somatério separadamente. Observe que ¢! = ¢ = 0, logo:
|¢1¢/4 _ ¢/1¢4|2 _ |i(ez + 2e—z)|2
= 1c|e“(cosv + isenv) + 2e~"(cosv — isenv)|?

= p(e® +4e7?" 4 dcos2v)

onde z = u + iv € C. Analogamente,
|2 — ¢ ¢t|? = 1%(62“ + de™2 + 4c0s2v).
Para calcular o préximo termo observe que ¢ = ¢ portanto,
636" — ¢3¢ = 0.
Finalmente, os tltimos termos sao dados por:
0105 — ¢10s> = [7(e” —2¢77)?
le*(cosv + isenv) — 2e~%(cosv — isenv)|?

_ 1 2u —2u

= g€ +4e™*" — 4cos2v)
oty — Phos|* = |5
2

= 2(e® +4e~2" — 4cosv).

Substituindo os fatores encontrados na expressao de Ky temos:

K, = m{%(e% + de™?" 4 4cos2v) + 15 (e + de” " + dcos2v)—
4

— (e + dem — 4cos2v) — f (€2 + 4 — dcos2v) }
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dai,
20cos2v
(£ + 2cos2v)?

Da expressao de K vemos facilmente que K, muda de sinal. Temos entao uma superficie

Ky =

maxima completa com curvatura gaussiana mudando de sinal. Retornaremos a este

exemplo na proxima se¢ao.

3.2 Resultados

Temos que uma superficie maxima completa no 3-dimensional espaco de Lorentz-
Minkowisk L2 é um plano, [20]. Os exemplos da se¢ao anterior mostraram que esse
resultado nao é verdade em L™, n > 4. E natural entao perguntarmos, quais condigoes
adicionais precisamos impor sobre uma superficie maxima completa M em L", n > 4,
de tal forma que essa superficie M seja um plano. O préximo teorema ira nos responder

esta pergunta.

Teorema 3.1. Seja M uma superficie mdzima completa em L™, n > 4. Seja w um

vetor tipo tempo unitdrio de L. Se existe um nimero real § > 1 tal que
gw™ wh) < =5 < —1 (3.3)
em todo M, entao M é um plano.

Demonstragao: Vamos assumir que M é simplesmente conexo, passando para o re-
cobrimento universal de M, se necesséario. Seja w um vetor tipo tempo unitario de LL”
nas hipdteses do teorema. Sejam (u,v) parametros isotérmicos em U. Se X representa

uma imersao isométrica de M em IL" entao podemos escrever

w! =aX, +bX,

em U, onde a, b sao fungoes diferencidveis em U. Observe que g(w?, w?) = (a® +b*))\?,

pois (u,v) sao parametros isotérmicos com (X, X,,) = A\?. Agora, seja o = X, + iX,,
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entao

(w,a)]? = [{aX, +bX,, X, +iX,)|?
= a2|<Xu=Xu>|2 + b2|<Xv7Xv>|2
= (a*+ b2)>\4

= glw",wh)N’ (3.4)

onde (, ) é o produto Hermitiano sobre C}. De (3.3)) e (3.4) temos:

[(w,a)? _ g(w”, wh)N* _ g(w”,w")
P (3:5)

onde € = 3(—1+06) ¢ |a|* = (a,@). Seja U'(n) o grupo que consiste de todos automos-
fismos C—lineares de C" que preserva (, ). Em geometria conhecemos como o grupo
das Isometrias lineares. Tome A € Ul(n), tal que, Aw = e,, onde e, = (0, ...,0,1).
Seja ® = A¢, onde X é representada em termos de ¢ = (¢1, ..., bn). Entao

[(w, 0)* _ [{Aw, AG)P _ |dn”
ER |Ag[? Bk

e por (3.5 temos )
3.
9]

em qualquer ponto de M. Pelo Teorema de Uniformizagéoﬂ temos que M é conforme-

>e>0 (3.6)

mente equivalente a um disco unitario, ao plano ou a esfera de Riemann, mas como M
nao é compacta, M nao pode ser equivalente a esfera de Riemann. Assim, suponha que
M seja conformemente equivalente a um disco unitario. Da equagao concluimos
que M nao é completa pois, M teria uma curva divergente com comprimento ﬁnit(ﬂ
Portanto M é conformemente equivalente a C. Por outro lado, de obtemos que
|6k|%/|0n]?, 1 < k < n é limitado em C. Como ¢ é holomorfa, pelo Teorema de Liou-
ville, temos que o quociente é constante, assim gEk = ckqgn, comc, €C,1<k<<n—1.
Pela equagao cléssica da curvatura de Gauss ( equagao ) temos que Ky = 0. Como
A € U'(n) é uma isometria, implica que K, = 0. Assim M é uma superficie com cur-
vatura média zero e com curvatura Gaussiana também igual a zero, logo um plano.

O

'Uma demonstragao deste fato é encontrada em [I] pag.230
2Uma demonstracio deste fato é encontrada em|[23] Lema 8.5
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Observagao 3.1. A hipotese do Teorema [3.1] pode ser reformulada da seguinte ma-

neira: existe um vetor tipo tempo v € L e um nimero real € > 0 tal que
g(u™, u™)/g(u,u) > e > 1 (3.7)
para todo ponto de M.

Como uma consequéncia do Teorema [3.1], temos

Corolario 3.1. Seja M uma superficie mazxima completa em L™, n > 4. Seja v um

vetor tipo luz de L™. Se existe um niumero real n > 0 tal que
g™, 0") <= <0 (3.8)
em todo M, entao M € um plano.

Demonstracao: Escolha w € L" tal que g(w,w) = —1 e g(v,w) = —1. Considere
agora a sequéncia consistindo de vetores tipo tempo v, = v + (1/n)w. Temos que
g(vn,w) < 0 e portanto g(vY,w) < 0. Usando um argumento continuo, veja que, por

N

hipétese, a parte normal de v é tipo tempo para todo p € M, assim vV e w¥ pertencem

ao mesmo cone de luz de qualquer ponto. Vemos também que
_g(UNavN) > _g(UN7UN) (39)

para todo n e todo ponto de M. De ({3.8]) e (3.9) temos que existe algum m inteiro tal
que u = v, é um vetor tipo tempo de L™ satisfazendo (3.7]), donde segue-se o resultado.

|

Segue abaixo uma reformulagao do Teorema/|3.1], que nos d4 um significado geométrico:

Teorema 3.2 (Reformulacao). Se todo vetor normal tipo tempo a uma superficie
mdrima M em L™, n > 4, omite uma vizinhanca de alguma direcao tipo tempo, entao

M ¢ um plano.

Demonstracao: O plano tangente T,M de M em p ¢ definido como o conjunto de
todos os vetores tangentes no ponto p. Por definicao, T,M e T,M sao disjuntos se
p # q, por M ser uma variedade diferencidvel segue que a transicao de T, M para T,M

ocorre de forma diferencidvel. Tome w € (T,M)* tipo tempo unitdrio, e sua proje¢ao
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N N

normal w V. Assim, a transicio de w,’

com relacao a T,M, que denotamos por w B

para wév também serd de forma diferencialvel, e lembrando também que g é continua.
Tome V,, a vizinhanca normal omitida de w, e que supomos ser a vizinhanca de e,

canonico, assim existe 0 > 0 tal que

g(w™, ™) < =6 < —1,

em todo M. Entao M é um plano.

O
Veja que nao podemos ter g(w®™,w") > —1, pois como havia dito, g é continua e
g(w™,wh) ¢ ilimitado logo teria algum ponto onde g(w™,w") = —1 contrariando o

fato de omitir alguma vizinhanga.

Corolario 3.2. Se todo vetor normal tipo luz a uma superficie maxima M em IL",
n = 4, omite uma vizinhanca no cone de luz de L™ de alguma direcao tipo luz, entao

M ¢ um plano.

Demonstragao: Seja v um vetor tipo luz que abrange tal dire¢cao. Por um raciocinio
linear temos que,

gv, o) < =6 <0 (3.10)

para um ndimero real positivo §. Usando o Corolério [3.1] segue-se o resultado.
O
O resultado acima mostra que as normais tipo tempo (resp. tipo luz) a uma su-
perficie méxima, que nao é um plano, sao densas em todas as direcoes de L., n > 4.
Note que as normais da superficie maxima dada no Exemplo 3.5, omite uma vizinhanca
do vetor tipo espaco (1,1,0,0) de IL*. Por isso, resultados similares ao Teorema
e ao Corolario [3.2] nao podem ser estendidos para direcoes tipo espago. Com isso

conseguimos mostrar o problema proposto inicialmente.
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