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Resumo

A partir do inicio do século XX, a mecénica quantica se tornou uma &rea da fisica de
altisisma relevincia para a compreensao da natureza da matéria em niveis microscopicos. A
equagao que rege a dindmica de particulas na mecénica quantica é a equagao de Schrodinger.
O estudo das solugoes desta equacao é de grande importancia tanto do ponto de vista tedrico
quanto experimental. Nesta pesquisa, o estudo da equacao foi tratado no formalismo do espaco
de fase. Nesse formalismo, o produto estrela conecta a mecénica quéntica simplética a fungao
de Wigner. A equagdo de Schrédinger é obtida via representagdo unitaria do grupo de Galilei.
Estabelecida a equagao de Schrodinger no espaco de fase, buscamos as solu¢oes. Para encontrar as
solugoes, utilizamos o pacote computacional SADE. Calculamos geradores de simetria e solugoes
invariantes. De posse das solugoes, foi possivel obter quantidades fisicas como a distribuicao de
quase probabilidade e a negatividade e discutir essas medidas no espago de fase.



Abstract

The study of quantum mechanics is of great importance to understand the behavior of matter.
The equation that governs particle dynamics in quantum mechanics is the Schréodinger equation.
The study of the solutions of this equation is of great importance both from a theoretical and
experimental point of view. In this research, the study of the equation was treated in the phase
space formalism. In this formalism, the star product connects symplectic quantum mechanics
to the wigner function. Schrodinger’s equation is obtained via the unitary representation of
the Galilei group. Having established the Schrodinger equation in phase space, we look for
solutions. To find the solutions we use the SADE computational package. We calculate symme-
try generators and invariant solutions. With the solutions in hand, it was possible to obtain
physical quantities such as the quasi-probability distribution and negativity and to discuss these
measures in phase space.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese, estudamos as solugoes analiticas de dois modelos de equagao de Schrédinger no
espaco de fase. A saber, a equacao de Gross-Pitaevskii e o oscilador quértico, sendo a primeira
uma equacao diferencial essencialmente nao-linear, e a segunda uma equagao diferencial que
contém um potencial nao-linear.

Em 1925, Schrédinger prop6s uma equagao para descrever a dindmica de sistemas subato-
micos fundando juntamente com Dirac e Heisenberg a mecanica quantica |1, 2, 3|. Neste caso,
o estado de um sistema quéntico é representado por vetores normalizados [1)) de um espago de
Hilbert H ou equivalentemente por uma fungao de onda 1 (x), caso seja utilizada a represen-
tagao da posicao, isto é, se o estado for projetado no ket |z). Nesse percurso, a densidade de
probabilidade de uma particula ser encontrada em um ponto ¢ dada por | (a:)|2 Observéaveis
fisicos sdo representados por operadores hermitianos (auto-adjuntos) AT = A definidos no espago
H. O valor esperado de um observéavel A é dado por (¢ |A| ), e a evoluc¢ao temporal do sistema
obedece a equacao de Schrodinger

ihaw(;:’t) = Hy (r,t),
onde, i é a constante de Planck que tomaremos & = 1 (unidade natural) para efeito de célculo.
Uma extensao da equagao de Schrodinger é a equagao de Gross-Pitaevskii [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]
que descreve uma variedade de fenomenos interessantes, como o condensado de Bose-Einstein
(BEC) [12, 13]. O condensado de Bose-Einstein é uma descrigao fisica de um conjunto de
particulas bosonicas que se encontram no estado de minima energia. Este novo estado da matéria
pode existir abaixo de uma temperatura critica. Esta previsao teorica é devida Satyedra Nath
Bose [14] e Albert Einstein [15] entre os anos de 1924 e 1925. O artigo proposto por Bose
tratava da distribuic@o estatistica de um gés ideal de fétons, langando assim, o conceito de béson
como uma particula de spin inteiro ou nulo. Logo apés, Einstein generaliza o trabalho de Bose
para particulas com massa, e observa que um conjunto de particulas se encontram em um novo
estado da matéria abaixo de uma temperatura critica, num regime condensado [8]. Em 1995, o
condensado foi obtido pelos fisicos, Carl. E. Wieman et al. [16] com atomos de rubidio, e em
seguida, Wolfgang Ketterle et al. [17| obtiveram o condensado com atomos de sodio. Neste
experimento, os 4&tomos foram confinados em armadilhas magnéticas e resfriados a temperaturas
extremamente baixas, da ordem de fragoes de microkelvins [5]. E importante observar que nessas
condigoes, a configuracao de equilibrio do sistema seria a fase sélida. Assim, para observar o
BEC é preciso preservar o sistema numa fase de gasosa metaestavel por um tempo suficientemente
longo. Isso é possivel porque colisoes de trés corpos sao eventos raros em gases diluidos e frios,



cuja vida 1util é longa o suficiente para realizar experimentos. No ano de 2001, Wieman, Cornell
e Ketterle foram laureados com o prémio Nobel de fisica pelo sucesso experimental [18, 19, 20].
A equagao de Gross-Pitaevskii ¢ dada por

D L2 v )+ g (0P 4 (1)

onde m é a massa, Vi (r,1) € 0 potencial de interacio, g = 4wh?a/m ¢ a intensidade da interagao
interatémica e a é o comprimento de espalhamento atémico. O comprimento de espalhamento
é atrativo para a < 0 e repulsivo para a > 0. Desse modo, o termo de interagao interatoémica
pode ser ¢ < 0 ou g > 0. As solugOes estaciondrias para as interagoes repulsivas e atrativas
desta equacao foram obtidas analiticamente pelos autores [9, 10]. Esta equagdo foi proposta
de forma independente por Eugene Gross e Lev Pitaevskii [21, 22]. A equagao é deduzida no
formalismo da segunda quantizagao, numa aproximacdo de campo médio. Essa aproximacao é
valida para condensados nao muito densos (diluidos), o que é o caso dos condensados obtidos
experimentalmente.

Contudo, para fendémenos em altas energias essa equagao nao descreve fielmente a dindmica
de sistemas subatomicos. Neste regime, temos que levar em conta as transformacgoes de Lorentz e
a equagao de Schrédinger nao é invariante por transformacgao de Lorentz. Entao, uma busca por
uma equacao anéloga a Schrodinger e que respeitasse a invaridncia requerida na transformagao
de Lorentz levou Klein-Gordon a seguinte equagao

2.2
[W@+mc

]mm):o.

onde, m é massa, h constante de Planck e ¢ é a velocidade da luz que tomaremos h = ¢ = 1
(unidade natural). A equagdo acima é uma boa equagao, pois respeita a condigao de camada de
massa, e envolvendo um operador diferencial invariante e um operador escalar também invariante.
Esta equagao é conhecida como equagao de Klein-Gordon (ou, eventualmente, equagao de Klein-
Fock para os russos) [23].

Uma versao extendida da equagao de Klein-Gordon é dada por

(010, +m?] ¢ (r,t) = —%qbs (r,t),

onde, A é uma constante de acoplamento adimensinal. Essa é a equacao de Klein-Gordon nao-
linear ou teoria \¢*. Esta teoria é um modelo basico renormalizavel em teoria quantica de
campos, descrevendo particulas de spin zero. O modelo é amplamente usado em quebra esponté-
nea de simetria e um exemplo é o boson de Higgs no modelo padréo eletrofraco [24, 25, 26]. Na
fisica da matéria condensada, a teoria A¢* é utilizada em supercondutividade, especificamente na
teoria de Ginzburg-Landau [27]. Tanto o caso nao relativistico (equagdo Gross-Pitaeviskii) como
o relativistico (equagao de Klein-Gordon nao-linear) sao estudadas como uma teoria cléassica de
campos, apresentando uma enorme riqueza de solugoes, descrevendo, por exemplo, paredes de
dominios s6litons entre outros.

O oscilador quartico no espago de fase também foi objeto de estudo desta tese. A equagao
de Schrodinger para este sistema é dada por,

1 d?

@)+ 2a0@) + A0 (@) = B(a),
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o termo de potencial é dado por A\z*. Esse modelo tem sido objeto de estudo por diversos
autores [28, 29, 30, 31, 32| et al.. No entanto, o problema permaneceu por um longo periodo
sem solugao exata, com apenas solugoes aproximadas. Uma solugao exata para o caso simétrico
foi apresentada [33, 34|. No artigo [35, 36|, o autor apresentou uma abordagem para solugao
analitica considerando o fato de que a equacao diferencial do oscilador quartico é um caso espe-
cifico triconfluente da equacao diferencial de Heun [37]. O oscilador quértico serve de guia para
desenvolver modelos interessantes de varios sistemas fisicos como exemplos temos cosmologia
quéntica [38], caos quantico [39, 40], e a teoria de cristais [41]. Uma discussao interessante sobre
aplicagao do oscilador quartico na fisica molecular é encontrada na referéncia [42]. Neste artigo,
o autor apresenta uma comparacao de métodos para obtengao dos niveis de energia do oscilador
harménico e do oscilador quartico.

Um elemento importante desses desenvolvimentos é a andlise da funcao de Wigner dessas
teorias, a revelar a parte da natureza estatistica dessas solugoes. Este é um aspecto intrincado,
e por isso mesmo, pouco explorado na literatura [43, 44]. Logo apoés o desenvolvimento da
mecénica quéntica relativistica, uma formulagao alternativa da mécanica quéntica estava sendo
realizada por Wigner. Assim, em 1932 Wigner introduz a nogéo de espago de fase na mecénica
quantica [45], fazendo corregbes quanticas na mecénica estatistica preservando o conceito de
espago de fase, tendo em vista que o problema da superfluidez do hélio ndo poderia ser tratado
com uma teoria classica [46]. E relevante mencionar que a forma na qual Wigner introduz
o espaco de fase na mecanica quéntica permite que a teoria seja vista por uma perspectiva
diferente da forma usual. O formalismo de Wigner apresenta algumas vantagens frente a outros
formalismos da Mecénica Quéntica, dentre os quais podemos citar a forma mais natural de se
obter o principio da correspondéncia classico-quantico e a praticidade de se trabalhar com o
espaco de fase na descrigao de teorias cinéticas. Nesse caminho, o formalismo de Wigner tem
se desenvolvido desde entao e tem sido aplicado em diferentes areas, tais como a fisica nuclear,
a fisica da matéria condensada [47, 48, 49| e a optica quantica [50, 51, 52]. Recentes trabalhos
também destacam a relevancia do trabalho de Wigner em problemas relacionados & tomografia
quantica, nos estudos de reconstrugdo de estados quanticos e do operador densidade [53, 54].
Porém, a proposta de Wigner também apresenta algumas dificuldades, quais sejam: devido ao
fato da fungao de Wigner ser uma fungao real, no bojo de seu formalismo, teorias de calibre nao
podem ser construidas no espago de fase; além disso, problemas que envolvem superposicoes de
estados mostram-se extremamente trabalhosos. De um ponto de vista matemaético, no formalismo
de Wigner, cada operador representado por A, definido em um espago de Hilbert, H, é associado
a uma funcdo denotada por a, (g,p), no espago de fase, I'. Essa associagdo ¢ uma aplicagao
Qu : A = ay(q,p), tal que, a algebra associativa definida em #H corresponde a uma &lgebra
também associativa (mas nao-comutativa) em I', dada por Q, : AB — ay, (¢,p) * by (q,p), em
que o produto estrela (ou produto de Moyal) * é definido por |[46]

Y e
aw (¢,p) * by (¢, 1) = f (q,p) exp [ZL (;qaap - aapaaq)] g(q,p). (1.1)

Note que a equagao (1.1) pode ser vista como um operador A= aw*, atuando nas funcgoes
bw, tais que, E(bw) = ay (q,p) * by (¢,p). Nos contextos matemético e fisico, o espago de
fase quantico e o produto de Moyal podem ser explorados sob diferentes aspectos [47, 55]. A
estrutura algébrica nao-comutativa no espaco de fase fornece, em particular, uma base sélida
para desenvolver representacoes irredutiveis e unitérias de grupos cineméticos. Nesse arcaboucgo,
Oliveira et al. [57, 58] utilizaram os operadores-estrela para construir uma representagao para o
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grupo de Galilei no espago de fase. A partir desta representacao pdde ser obtida uma versao para
a equagao de Schrodinger no espago de fase. Este formalismo da mecanica quéntica no espago de
fase entao obtido, possui estreita relacdo com a fungao de Wigner, uma vez que o produto-estrela
entre a fungao de onda no espago de fase e seu complexo conjugado nos fornece a fungao de Wigner
relativa ao sistema considerado. Nesse panorama, obtem-se um formalismo autocontido para o
calculo da fungdo de Wigner, o qual pode ser generalizado para outros contextos. A abordagem
relativistica deste formalismo foi apresentada por Amorim et al. [59, 60|, os quais utilizaram
os operadores-estrela para estudar representacoes simpléticas do grupo de Poincaré, obtendo
as equagoes de Klein-Gordon e Dirac escritas no espaco de fase. Mais uma vez, o formalismo
apresentado é relacionado a funcdo de Wigner relativistica. Em outro trabalho, Amorim et al
[61] apresentaram uma primeira versao da teoria quantica de campos escrita no espago de fase,
na qual foi desenvolvida a versdo simplética do Teorema de Noether e foi estabelecida a relacgao
entre a fungdo de Wigner e o propagador. Nos trabalhos [62, 63] Amorim et al apresentaram
uma das grandes vantagens do formalismo por eles estabelecido, no sentido que foi construida
a teoria de calibre no espaco de fase, tanto no arcabougo relativistico como no nao-relativistico.
Eles se apoiaram no fato que, ao contrario da fungao de Wigner, as fung¢oes de onda do espago de
fase podem ser complexas, o que leva a possibilidade da introdugao de fase complexa. Com isso,
fica estabelecido como se introduz a interagao eletromagnética no &mbito da mecanica quéntica
no espaco de fase. Dentre os campos ainda em aberto no formalismo da mecénica quantica
simplética estd a pesquisa por solucoes analiticas da equacao de Schrodinger no espago de fase
para potenciais nao-lineares, sobretudo o oscilador quartico e a equacao de Gross-Pitaeviskii.

Para estudar as solugoes de equagoes diferenciais, podemos considerar técnicas numéricas ou
técnicas analiticas. Tanto o tratamento numérico quanto o analitico, sao de grande importancia
na busca por solucoes de equagoes diferenciais. Nesta tese, a técnica analitica que usamos para
tratar equagOes diferenciais foi a simetrias de Lie. A teoria de transformacoes infinitesimais
aplicadas as equagoes diferenciais teve inicio no século XIX, com o matemético Sophus Lie.
A partir das simetrias, é possivel obter solu¢oes das equagoes diferenciais e essas solugoes sao
classificadas como solugoes invariantes [64]. No entanto, essa teoria nao recebeu a devida atengao
por um longo tempo. Utilizar as transformagoes de simetria para obter equagoes diferenciais,
leva-nos a célculos muito extensos. Este fato conciliado com a nao existéncia de computadores
para a realizagdo dos calculos, justifica a pouca atencao inicial com essa teoria. Com o advento
da computacao algébrica, as equagoes diferenciais voltaram a ser objeto de pesquisa. Entao o
lapis e papel foram substituidos por programas de computagao algébrica evitando possiveis erros
[65]. Nesse caminho, outras simetrias tém sido desenvolvidas, como, por exemplo, simetrias
nao-classicas introduzidas por Bluman e Cole [66]. A simetria ndo-classica mantém invariante
tanto a equacgao diferencial quanto a condi¢ao de invaridncia da solugdo. Esse método é menos
restritivo no sentido de que existem mais simetrias nao-classicas que as de Lie, sendo o dltimo um
subconjunto do primeiro [66]. Outras generalizagoes sao simetrias Lie-Bécklund [67] e simetrias
de potencial [68]|. As simetrias podem estar relacionadas com grandezas conservadas desde que
as equagoes sejam deduzidas de um principio variacional, este resultado é devido a Noether |[69].
Essas técnicas de simetrias tém sido aplicadas a diversos contextos como, por exemplo, o modelo
Fitzhugh-Nagumo na neurociéncia [70], no modelo Black-Scholes no mercado financeiro [71], ou
também, equagdo de Dirac nao-linear em teoria quantica de campos [72].

Nos anos 90, o pacote computacional SADE (Symmetry Analysis Differential Equation) 73]
desenvolvido pelos professores Tarcisio Marciano e Annibal Figueiredo ofereceram a comunidade
cientifica uma perspectiva para tratar equacoes diferenciais. Este pacote calcula as simetrias
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de Lie, Lie Backlund, nao-classicas, simetrias de potencial, solu¢des invariantes, integrais de
primeira, solu¢ao e reducao de ordem, teorema de Noether para sistemas discretos e continuos,
invariantes de Casimir e formalismo quase polinomial para EDOs. A robustez do pacote foi
atestada ao reproduzir resultados classicos e novos resultados. Uma comparagao de tempo de
célculo de equagoes determinantes é feita no artigo [73|. Existem outros pacotes uteis para a
pesquisa em simetrias de equacoes diferenciais: Para MAPLE, existem também alguns pacotes
tuteis: PDEtools de Cheb-Terrab [74], DESOLV por Vu e Carminati |75, 76|, e GeM por
Cheviakov [77] . SPDE por Schwarz [78], CRACK e LIEPDE por Wolf [79, 80] e DIMSYM
por Sherring e Prince [81] em REDUCE, LIE e BIGLIE por Head [82, 83] em MUMATH e
MATHLIE de Baumann [84] em Mathematica.

Nesse bojo, a pesquisa por solugdes analiticas dessa equacao e generalizagoes incluindo po-
téncias quinticas no potencial de autointeragao, tem se dado em diferentes perspectivas [85, 86,
87, 88|, incluindo a anélise através dos métodos de Lie [89, 90, 91, 92, 93]. Nossa proposta para
atacar o problema é encontrar geradores de simetria de Lie, que nos permitirao obter solugoes
invariantes para os modelos considerados. De posse das solucgoes, a associacao com funcgoes de
Wigner é também realizada. Esse estudo sera realizado em (1+1), dimensoes.

Para implementar os célculos, fazemos uso sistemético do pacote de calculo simbolico SADE
[73], utilizado com sucesso na analise de outras equagoes da fisica, como a equagao de Fokker-
Planck e a equagao de Gross-Neveu [72, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101].

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 2, apresentamos o
formalismo da equacao de Gross-Pitaevskii e do Oscilador Quértico. No capitulo 3, introduzimos
a fungao de Wigner e o produto de Moyal. Utilizando operadores-estrela, definidos a partir de
uma geometria ndo-comutativa, revisamos as representagoes do grupo de Galilei num espaco de
Hilbert associado a um espago de fase, e como resultado, escrevemos as equagao de Schrodinger
no espago de fase. Na capitulo 4, fazemos uma revisao da teoria de grupos e algebras de Lie, que
sao os fundamentos matemaéticos de simetrias continuas de equacoes diferenciais. Introduzimos
métodos de solugoes invariantes de EDPs, utilizando simetrias de Lie e apresentamos solugoes
analiticas obtidas com métodos de simetria. Apresentamos alguns resultados preliminares. No
capitulos 5 e 6, apresentamos os resultados obtidos e discussoes dos modelos considerados neste
trabalho e os artigos relacionados a estes resultados [114, 115] . Por fim, no capitulo 7 nossas
consideragoes finais e perspectivas futuras sao apresentadas.
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Capitulo 2

Equacao de Schrodinger Nao Linear

Neste capitulo, uma breve discussao da equagao de Schrodinger é feita. Em seguida,
apresentamos uma revisao de dois modelos de equagao de schrodinger. A saber: a equagao de
Gross-Pitaeviskii e o oscilador quartico. A equagao de Gross-Pitaeviskii independente do tempo,
é deduzida de um principio variacional a partir da minimizacao de uma funcao termodinamica
e a equacao de Gross-Ptaevskii dependente do tempo é deduzida do quadro da segunda quan-
tizagdo numa aproximagao de campo médio. O oscilador harmonico é introduzido e o oscilador
quértico é tratado como uma extensao natural do oscilador harmoénico. No caso, podemos ter
diferentes autovalores a depender dos parametros do potencial. As informagoes desse capitulo,
estao contidas principalmente nas referéncias [1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11, 30, 35]. Outras referéncias
também podem ser encontradas ao longo do capitulo.

A equacao de Schrodinger descreve o comportamento dindmico de sistemas subatdmicos.
Matematicamente, a equagao é expressa da seguinte forma,

L, OV (z,t)
hi
AT

o conteudo fisico do sistema esté associado ao hamiltoniano,

= HV (z,1),

H=T+V,
que representam as energias cinética e potencial. A func¢do de onda é complexa e descrita no

espaco de Hilbert. A funcéo de onda em si ndo possui um significado fisico. No entanto, o
modulo quadrado é real e pode ser escrito como

\al (:Ea t) v (xvt) = |\IJ (l‘,t)|2 )

que é interpretado como densidade de probabilidade. Essa densidade possui a seguinte normali-
zagao,

/dx\w (z,t) W (2,t) = 1.
No regime estacionério podemos escrever a equagao Schrodinger na forma,

Hi (z) = By (),

note que essa equacao depende apenas da parte espacial porque o sistema atingiu o regime es-
tacionério, esse fato permite separar as partes espacial e temporal. Esta equagdo é também
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denominada equagao de Schrodinger independente do tempo. A equagao linear descreve uma
gama de fenémenos fisicos. No estanto, é natural considerarmos a equacao nao linear ja que os
termos nao lineares nos permite uma abordagem fenomenoldgica mais ampla. Por exemplo, al-
guns autores estudam as solugoes das equagoes em termos genéricos das equagoes de Schrodinger
nao-linear[89, 90, 91, 92, 93|. Outros autores tém estudado solugoes de modelos de equagao de
shrodinger nao-linear que descrevem um determinado sistema fisico [9, 10]. O condensado de
Bose-Einstein é descrito com a equacao de Gross-Pitaeviskii, que é uma modelo de equacao de
Schrodinger nao linear. Outro modelo interessante é o oscilador quartico que descreve uma série
de fendmenos interessantes como, por exemplo, cosmologia quantica [38], caos quantico [39, 40|,
e a teoria de cristais [41].

2.1 Equacao de Gross-Pitaevskii

A equagado de Gross-Pitaevskii descreve a condensagdo de um gas de bésons. Um condensado é
um conjunto de particulas bosodnicas obtidas a temperatura zero. As particulas se encontram no
mesmo estado energia (estado fundamental).

O Hamiltoniano deste sistema pode ser escrito da forma,

ﬁ:Ho—i-H[ (21)

onde Hj é,

2
Hy=Y" i) (2.2)

esse é o termo de energia cinética e o hamiltoniano Hy

ﬁI:va)JFZZV(m—er, (2.3)

i=1 i#j

este é o hamiltoniano de interagao. O primeiro termo representa o potencial externo, que nesse
caso é¢ uma armadilha e o potencial de interacao entre as n particulas. Podemos escrever expli-
citamente o Hamiltoniano (2.1) da seguinte forma

R n 2 n
H:z;<2P;z+V(Ti)> SV (- ) (2.0

i=1 i#j

O potencial termodindmico nos permite estudar o equilibrio de um sistema que néo esta isolado.
Dessa forma, introduzimos a energia livre

F=E— uN, (2.5)

onde E é a energia livre e u é o potencial quimico. A equagdo de Gross-Pitaevskii pode ser
calculada com o auxilio da equagao,

F(U) = (V[H|Y) — p(¥|¥), (2.6)
onde esta variagao é avaliada em ¢*. Assim,

5F
5

=0, (2.7)
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apo6s alguns célculos e aproximagoes, obtemos,

1 2
=5V Vet () + N0 (0| 00) = e 1), (2.8
esta é a equagao de Gross-Pitaevskii independente do tempo. Se g<0 a interacdo é atrativa e
se g>0 a interacgao é repulsiva. As solugoes desta equacao para os dois casos foram estudadas
nas condigdes de contorno periddica e de caixa nos artigos [9, 10]. Se o condensado for denso, o
termo de energia cinética pode ser desprezado.

Veat (1) + Ng [ ()" v () = ) (r) (2.9)
ou também,
Vear (r) + Ng ¢ (r)]* = p. (2.10)
Temos entao uma equacao algébrica. Resolvendo essa equagdo chegamos a
2 — Vext
= 2.11
vl = Eoge, (2.11)

onde p = [1)(r)|? ¢ a densidade uniforme do gés condensado.

2.1.1 Equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

A equacdo Gross Pitaevskii dependente do tempo pode ser deduzida por meio de um principio
variacional ou através da equagao de movimento de Heisenberg. Vamos seguir a segunda forma.

e Segunda Quantizagao.

Podemos escrever o niimero de particulas que ocupam cada estado em um conjunto completo de
particula tnica. Assim podemos escrever vetores da forma,

11,y Ny el). (2.12)

Essa notacgao indica que temos nj; particulas no autoestado 1, no partitulas no autoestado 2,
n; particulas no i-ésimo autoestado, etc. Nesse espago, a relacao dos operadores de criagao e
destruicao é dada por,

aal] = o
(2.13)
@ia;] = |alal| = o
(2.14)
A partir da relagdo de comutagao e a normalizagao é possivel obter as propriedades.
ai\nl, ) > = \/n7|n1, ey Ny — 1, >, (215)

A |11y ey iy ) = Vi 4 L0,y e n + 1, 00). (2.16)

O operador ntumero é um operador hermitiano e, portanto, possui autovalores reais. Esse opera-
dor possui um espectro de autovalores maior ou igual a zero.
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e Campos.

Podemos escrever combinagoes lineares dos operadores escada da forma,

n
U(rt) = Y U(rt)a,
i=1

Uity = Y wi(real,
=1
(2.17)

onde os coeficientes sao func¢oes de onda de particula tnica e a soma é sobre o conjunto completo
de numeros quanticos de particula tnica. As quantidade T (r,t) e ot (r,t) sao os chamados
operadores de campo. Eles sdo operadores no espaco de Fock porque sao escrito em termos dos
operadores escada. A relacao de comutagao entre os operadores é dada por,

90, W ()] = (=),
(2.18)

~

[\Tf (r,t), (r',t)} = [CI\JT (r,t),\fﬁ (r’,t)] = 0.

(2.19)

O Hamiltoniano no formalismo da segunda quantizacao é dado por

H= /dr\IlJr (r,t) HoW (r,t) + % (/ drdr' Wt (r,t) O (', 8) Vipe (r = o) ¥ (¢, 8) W (r, t)) :

(2.20)
Escrito em termos da energia cinética e potencial como antes, no entanto, aqui sao operadores
de campo. A equacao de Heisenberg é entdo escrita na forma,

mgzﬂiﬁ} (2.21)

Introduzindo o lado direito no comutador e usando as relagoes de comutacao dadas acima, che-
gamos a equacao integro-diferencial. Aqui podemos usar a aproximagcao de campo médio,
U=U+60,
nessa aproximagcao a equagao é dada por,
oV (r,t)

iﬁT = —%VQ\IJ (ryt) + Vege (1, t) W (1, t) + </ dr'Vige (r — ") ¥ (1, 1) ¥ (r’,t)) U (r,t)2.22)

Se o potencial interagao de par de particulas for dado por Vi, (r — ') = gd (|r — r'|), a equagao
fica

. ov (T, t) 1 2 2

LT ot (1) + g U (D)2 @ (r,8) | 9.2
w0 L9 v () + g e P ) (2:23)

que é a equagao de Gross-Pitaevskii.
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2.2 Oscilador Quartico

Um modelo de equagao de Schrodinger particularmente interessante, é o oscilador harménico.
O oscilador é um sistema que na fisica costumamos dizer de “boa fisica”, isto é, podemos tratar
intimeros sistemas fisicos por uma aproximagao ao oscilador. Um exemplo classico é o péndulo
simples. Quando o péndulo esté sujeito a pequenas oscilagbes em torno do ponto de equilibrio
estavel, o movimento do péndulo pode ser aproximado por um oscilador. Na fisica molecular, a
ligagao atéomica pode ser aproximada por um oscilador. Na mecénica quéantica de particulas e
campos um modelo didético usado na quantizagao da energia é o oscilador. Enfim, esses foram
alguns de muitos outros exemplos que justificam a necessidade do oscilador como base para
avancar na compreensao de outros sistemas fisicos. O hamiltoniano do oscilador é dado por

H=-— . (2.24)
2m 2

Os resultados do oscilador estdo bem fundamentados na literatura da mecénica quantica.
Uma extensao natural do oscilador harménico é o oscilador quartico. Serve de guia para de-
senvolver modelos interessantes de varios sistemas fisicos como exemplo temos cosmologia quan-
tica [38], caos quantico [39, 40], e a teoria de cristais [41]. Além disso, diversos estudos tem
mostrado a importéancia dos pogos com potencial harmonico quartico no movimento de flexdao do
plano em anéis de quatro membros, como 6xido de trimetileno e diazometano [42]. O potencial
quértico é escrito na forma

V(z) = ax? + Azt

onde A > 0, podemos calcular os pontos de equilibrio desse potencial da forma,

dv (z)
de
assim,
z =0,
ou,

w:i"m’

2\ 7
o primeiro ponto critico é um equilibrio instavel e os outros dois sao pontos de equilibrio estaveis.
O potencial minimo para « negativo é dado por

2

V(LB) = W?

(2.25)

onde o grafico desse potencial é dado abaixo,
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Potencial Quartico

Fix)

_ID =

Figura 2.1: Gréafico do oscilador quartico para os parametros dados por « = —2e A =0, 1.

-10 4

Figura 2.2: Gréafico do oscilador quartico para os parametros dados por a =2 e A = -0, 1.
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Figura 2.3: Grafico do oscilador quartico para os parametros dados pora=2e A =0, 1.

Notamos que, para diferentes pardmetros, temos diferentes gréficos, embora sejam todos
osciladores quérticos, mas cada um possui sua descrigao fisica. Por exemplo, o primeiro apresenta
uma possibilidade de confinamento. No terceiro, essa possibilidade nao existe. A equacdo de
Schrédinger no estado estacionario com um potencial quértico é dada por,

2
@)+ ga%(a) + Aat(z) = Bu(a).
Esse modelo tem sido objeto de estudo de diversos autores |28, 29, 30|. No entanto, o problema
permaneceu por um longo periodo sem solugao exata. Apenas aproximagoes e uma solugao exata
para o caso simétrico foi apresentada [33, 34]. Nos artigos [35, 36| os autores apresentaram uma
abordagem para solucao analitica considerando o fato de que a equacao diferencial do oscilador
quértico é um caso especifico triconfluente da equacgao diferencial de Heun.

Em 1932, Wigner propds um descrigao alternativa da mecénica quantica, também deno-
minada de representagdo de mecénica quéantica no espaco de fase. Nesta representacio, esse
problema também tem sido investigado por alguns autores [111, 112, 113]. Neste artigo, os
autores estudaram o oscilador quartico de duplo poco, que é um oscilador anarménico com si-
nal diferente para os termos osciladores harmoénico e quartico. As trajetorias quanticas foram
comparadas com as classicas e o tunelamento também foi analisado neste artigo. Um artigo par-
ticularmente interassante desenvolvido pelos autores Amorin et al [111]. Nesse artigo os autores
calcularam as solugoes pertubativas da oscilador quértico e as fungées de Wigner associadas as
fungoes de onda. As solucbes aproximadas s@o interessantes, mas, a busca por solugoes anali-
ticas torna o resultado mais robusto ja que torna a descricdo do aspecto fenomenologico mais
fiel. Neste contexto, apresentamos uma proposta para atacar este problema usando um pacote
computacional de calculo algébrico, SADE. A solugao é obtida em termos da fungao especial
HeunT [115]. Os resultados e as discussoes fisicas serao apresentadas no capitulo 6.
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Capitulo 3

Mecanica quantica no espaco de fase

3.1 Fungao de Wigner

O conhecido principio da incerteza de Heisenberg torna o conceito de espago de fase na me-
canica quantica bastante problematico, pois atesta que uma particula nao poder ter simultanea-
mente posi¢do e momentum bem definidos, e também que nao é possivel definir uma verdadeira
distribuicao de probabilidades no espaco de fase. No entanto, fungoes que possuem conteido de
espaco de fase, “fun¢oes distribuicdo de quase-probabilidades", tem demonstrado grande utili-
dade no estudo de sistemas quénticos. Elas nao sao uteis somente como ferramentas de célculos,
mas também nos fornecem informagoes nas conexoes entre a mecanica classica e a mecanica
quéntica [59].

O problema de muitos corpos na mecéanica quantica usual pode ser estudado via um trata-
mento estatistico, sendo que o estado macroscépico de um sistema pode ser representado mediante
o operador densidade,

p= Zw¢|¢i(t)><¢i(t)|>

onde {|¢;)} sdo os estados microscopicos do ensemble estatistico e w; = % ¢ 0 peso estatistico
para o estado quantico [¢;). A equagdo que governa a evolugao temporal para p é dada por,
Ip(t) _

th—— = [H(), p(t)], (3.1)

que é a equagao de Liouville-von Neumann.

A partir de p é possivel introduzir uma formulacao da mecanica quantica no espaco de fase,
conhecida como método da funcao de Wigner. Este formalismo da mecéanica quéintica tem como
ingrediente fundamental a denominada fun¢ao de Wigner, fy(q,p), a qual é definida como uma
transformada de Fourier dos elementos da matriz densidade, ou seja,

fila,p) = (2a) ™ [ dzesp(F)(a - Slola+ 3, (32)

ou, de forma equivalente,

k

o~ Slolp+ . (33)

—iqk

h

fw (@, p) = (2mh)~ / dk expl
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E 1til dizer que a funcdo de Wigner nio representa uma distribuicdo de probabilidades no
espaco de fase, pois a mesma pode assumir tanto valores negativos como valores positivos, e
como é conhecida da teoria estatistica, uma auténtica distribuicao de probabilidades deve ser
positivo definida. No principio do formalismo de Wigner, acreditava-se que a nao-positividade
da funcao de Wigner, que aparece em determinados contextos, seria um grande empecilho para
o formalismo; porém, com a evolucao das pesquisas na area, hoje hé aplicacoes que atribuem as
partes negativas da fungdo de Wigner conexao com a nao-classicalidade de sistemas fisicos [107].
Em seguida, apresentaremos algumas propriedades das fungoes de Wigner.

3.1.1 Propriedades da Fungao de Wigner

Apesar da fungdo de Wigner néo representar uma distribuicdo de probabilidade no espago
de fase, densidades sdo conseguidas a partir da funcao de Wigner por meio da integragéo, sao as
denominadas probabilidades marginais.

e Propriedade 3.1.1.a: A fungdo de Wigner quando projetada sobre p resulta na distribuigao
correta de probabilidades da posicao, isto é,

p(q)P= / fw (@, )dp = {lola)- (3.4)

A demonstracao dessa propriedade é realizada na sequéncia. Para esse fim, tomemos a
integral da Eq.(3.2) em relagao a p,
1Pz

/ fw(q.p)dp = (2rh)~® / dzdpexp(z;b

z

2>'

z
){q — §|p|q+

Identificando a delta de Dirac em p,

[ st = [z (@) [ dpen®)) 0= Shla+ )

podemos escrever
z

[ fwta.ndp= [ azsora = lola+ )

Isto nos fornece ap6s o uso da propriedade da delta de Dirac na integragao, f §(x —
a)h(z)dz = h(a), o seguinte resultado

/fw(q,p)dp = (qlpla),

que é o resultado procurado.

e Propriedade 3.1.1.b: Outra propriedade, que é simétrica a anterior, é dada por,

9w~ [ wla.pda = plols), (35)
ou seja, a densidade de probabilidade para se encontrar uma particula entre p e p+ dp. A

demonstracao desta propriedade segue o mesmo raciocinio da anterior, bastando para esse
fim realizar a integracao da eq.(3.3) com respeito a q.

22



e Propriedade 3.1.1.c: A normalizacao da funcao de Wigner é dada por
[ fwta.pydadp = Trp =1, (3.6)
Esta equacdo justifica o fator multiplicativo (2h) 3na defini¢io da funcio de Wigner.

3.1.2 Operadores na Representacao de Wigner

Assim como fizemos com o operador quéntico usual, a partir do qual definimos a fungao de
Wigner, podemos generalizar a obtencao de uma funcao no espacgo de fase representativa a
um operador quantico qualquer. Nesse sentido, seja um operador quantico usual, A(Q, P), na
representacao de Wigner, este operador é dado mediante as transformadas,

Aw(ap) = [ dzesp(F) g = 51A@ Pla+ ), (3.7
Awlap) = [ dkesp—E)p - 514Q.P)lp+ ) )

Denominaremos estas fungoes de equivalentes de Wigner dos operadores A(Q, P). Nesta
tese, denominaremos esse procedimento de correspondéncia entre operadores e fun¢des no espago
de fase como mapeamento de Wigner, representado por Q(A(Q, P)) = Aw(q,p). Com a defi-
ni¢ao dos equivalentes de Wigner dos operadores A(Q, P), escrevemos o valor esperado de um
observavel, num estado [¢) como

(A) = (Y|AJ) = / dgdpAw (¢, p) fiv (a,p) = TrpA. (3.9)

Este resultado caracteriza que, apesar de admitir valores negativos, na integracao a funcao de
Wigner funciona como uma auténtica distribuicdo de probabilidades. A demonstracao desta
propriedade é realizada a seguir. Para esse fim, integraremos o produto das func¢ées dadas nas
Eq.(3.2) e Eq.(3.7) em todo o espago de fase, isto é,

/dqdpAW(q,p)fW@’p) = (27T7L)_3/dqdpdzdz’ewp(i?:)exp(”;)
8 <q_%’A(Q’P”q*§><q—%|ﬂlq+%>- (3.10)

Se calcularmos a integral em p notamos a delta de Dirac, isto é, (2wh)_3fexp(ip(2zl))dp =

d(z + 2'). Assim, se usarmos a propriedade da delta na integragao, obtemos

/dqdpAw(q,p)fw(q,p) = /dqd2<q — %!A(Q, P)lq+ §><q + %ypyq - %).

Tomando a mudanca de varidveis g1 = ¢ + § e g2 = ¢ — 5, podemos escrever (o jacobiano dessa
transformacao é igual a 1)

/ dgdpAw (¢, p) fw (4,p) = / dg1dg> (2] A(Q, P)|an) (au | pla)-
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Se utilizarmos a relagao de completeza [ dgi|q1){qi|= 1, temos

/dqdpAw(q,p)fw(q,p) = /dQ2<Q2|A(QaP)|Q2>-

Isso nos fornece
/ dqdpAw (g, p) fw (¢, p) = Tr(pA),

o qual é o resultado esperado.

3.1.3 Produto de Operadores na Representagcao de Wigner
Consideraremos agora a equivaléncia do produto de dois operadores AB na representagao de
Wigner. Existe uma rela¢do que expressa (AB),, em termos de A, e B, e é dada por
ih A

(AB)w = Ay (Qap) e 2 By (Q7p) s (3'11)

ou

—ihA

(AB),, = By (q,p)e 2 Ay (q,p), (3.12)

onde A é dado por
e
09 0 0 (3.13)
~ 9q9p  Ipoq’ '

A demonstracao desta propriedade é apresentada a seguir. Para essa finalidade, consideremos
dois operadores A e B e seus respectivos equivalentes na representacao de Wigner, quais sejam,
Aw(q,p) e Bw(q,p), para as quais podemos associar os operadores por meio da correspondéncia
de Weyl,

~ 1 .

Alo,7) = 5~ / dgdpAw (q,p)e TP, (3.14)
1 ~ A

AQ.P)= 5 / dodr A(o, 7)c@Q+P). (3.15)

(&

B 1 i(oq+7p)

B(o,7) = o | dadpBw(a,p)e , (3.16)

B(Q,P) = % /dO'dTE(U,T)ei(UQ+TP). (3.17)

Notemos que o produto entre os operadores A e B pode ser escrito como

1 ~ . ~ o) /
A(Q,P)B(Q, P) = 22 /dadeJ'dT'A(a, 7)eORTTP) B(g! 1) QFTP) (3.18)

Definamos o operador C(Q, P), tal que C(Q, P) = A(Q, P)B(Q, P). Dessa forma, podemos

escrever
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C(Q,P) = % /dadr&(o,T)ei(aQ+TP). (3.19)

A relagao de Baker-Campbell-Hausdorff nos fornece

) i ) .
62(0Q+7‘P) — 6507617P610Q.

E ainda,

ei(o’Q+TP) ei(o”QJr‘r’P) _ e%(0’7'70'7")ei(a’+a’)Qei(T+T’)P'

Se utilizarmos a tltima rela¢ao na equagao (3.19), obtemos
C=AB= /dadea'dT'ﬁ(a, T)g(a’,T')e%(",T—”T/)ei(U'H’,)Qei(T'”,)P. (3.20)

Se aplicarmos a transformacao de variaveis dada por

o =0+ J/,
T=1+7,
obtemos
C=AB= /dEdeU/dTIE(U — o', 7—7)B(d, T')e%(al?fﬁl)eiEQeﬁP. (3.21)

Observando o dltimo resultado, podemos identificar

C(o,7) = /dO’ldT/g(O' — o', 7 —1)B(o,7)ez "m0, (3.22)

Se aplicarmos a transformagcao de Fourier inversa, obtemos

Cwlq,p) = / d7dzdo’'dr' AT — o', 7 — 7)) B(o’, 7')e2 (0T ) o= i@a+7p) (3.23)
Usando a mudanca de variaveis dada por @ = 0 + ¢’ e T = 7 + 7/, chegamos a
Cw(q,p) = /deO’dO'/dTIE;(U/TUT/) (g(a/, T’)efi(?cﬁpp)) (E(O‘, T)efi(Equ?p)) . (3.24)
1 ’ ’ i(0 0 _0 9
Percebamos que o fator e2(7' 707 ) pode ser visto como a ac¢ao do operador e? <W o g 3P’> sobre

os fatores (6(0’ T )e_i(yﬁpp)) e (g(a, T)e_i(a”?p)). Finalmente, podemos escrever a equacao
(3.24) na forma

i(o 0_0 8 ~ == ~ o
Cwl(g,p) = 65(67‘1'97’76767) (//dUIdT'A(U',T/)e_’(" T p)) (//deJB(J, T)e_l("q“p)).

(3.25)
O dltimo resultado pode ser escrito na forma
i(ii_@i) ,
Cw(q,p) = e2\oa 202300 ) Ay, (q',p") Bw (¢, p); (3.26)
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e também
(5 5

(93 93
Cw(q,p)zAw(q,p)e2<aqa” 8“"Z)B’W(q,p), (3.27)

em que as setas indicam o sentido em que os operadores sao aplicados. E este é o resultado
inicialmente desejado, completando a demonstracao.

94 9p " 9p aq) Bw(q,p) = Aw(q,p) * Bw(q, p). (3.28)

1

i(9 3 ‘9
Cw(q,p) = Aw(g,p)e”

Com isso, define-se a operagao denominada produto-estrela como, 2 : AB — (AB),,, tal que

ihA

(AB),, = Aw (¢,p) € 2 By (¢,p) = Aw (¢,p) * Bw (¢, p) , (3.29)

ou seja Q(AB) = Aw(q,p) * Bw(q,p). Note que o mapeamento de Wigner, €2, ¢ linear, isto ¢
Q(A+cB)=Q(A) 4+ Q(B). (3.30)

O produto-estrela entre duas fungoes no espago de fase pode ser escrito também da seguinte
forma

ih 0 ih 0

Nesta equacao, percebemos que o produto-estrela entre duas funcoes definidas no espago de
fase eleva um delas a categoria de operador; a partir dai podemos definir o operador-estrela,
Aw*, dado por

(3.32)

Operadores-estrela serao muito tteis no préoximo capitulo, quando apresentaremos uma re-
presentacao do grupo de Galilei no espago de fase.
3.1.4 Equacao de Evolucgao

Considerando que a equagao de Liuoville Von-Neumann é dada por
ihoyp = Hp — pH, (3.33)

onde H é o Hamiltoniano e p é a matriz densidade. Vamos escrever a equacgao de evolucao para
a funcao de Wigner. Utilizando a aplicagao de Wigner, (), nesta equagao, temos

ihoQ (p) = Q(Hp) — Q(pH). (3.34)
Como Q (p) = fw, € escrevendo Q (H) = H,,, encontramos

Zh% = {Hwa fw}Ma (335)

onde {Hy, fu} = Hy * fuw — fw *x Hy € o paréntese de Moyal. O Hamiltoniano Hy, (¢,p) é uma
funcao no espago de fase, que coincide com o Hamiltoniano classico, quando escrito em termos
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da soma da energia cinética e potencial. De fato, se o operador H é do tipo H = % +v(q),

temos que H,, = % + v (g), que corresponde ao Hamiltoniano classico. Um resultado bastante
interessante é que no limite em que h tende a zero, a funcao de Wigner obedece a equagao de
Liouville classica, o que demonstra a praticidade de obtencao do principio da correspondéncia
no bojo do formalismo de Wigner. Para notar esse fato, basta tomar a equacao

0 fw
Ofw _ s fu— fux Ho, (3.36)
ot
e escrevé-la na forma
0fw f —i
0w _ fp o™ fo = Hye ™22 .. (3.37)
ot
Utilizando a relagao
. <z’hA> e
sin = )
2 2
temos
0 fu . [ihA
W = QZwa S (2> fw. (338)

Expandindo o sin (@) em série de Taylor, obtemos

ofw . ihA 1 /ihA\®
Tomando h — 0, obtemos
Ol — b fu = {Hu, fu), (3.40)

em que {Hy, fu} é o paréntesis de Poisson, e essa ultima equacao obtida é a equagao de Liouville
classica. Este é um dos resultados mais importantes no formalismo de Wigner, pois evidencia
que a correspondéncia entre a mecanica quantica e a mecéanica classica pode ser obtida tomando
h — 0. Esse é um dos fatores que tornou o formalismo de Wigner avido de estudos e aplicagoes
posteriores.

O préximo passo seré estudar o produto-estrela e suas propriedades, pois é a partir dele que
definiremos operadores que permitem estabelecer uma representacao simplética da algebra de
grupos cineméaticos.

3.1.5 Propriedades do Produto-Estrela

O enfoque nesta subsegao serd no estudo das propriedades do produto estrela. Ja foi visto
anteriormente que o produto envolvendo dois operadores quanticos na representacao de Wigner
é igual ao produto estrela dos respectivos equivalentes em Wigner. Também foi estudado que em
toda equagao dindmica envolvendo a fungao de Wigner, o produto estrela sempre esta envolvido.
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Além disso, sera importante o estudo do produto-estrela para se realizar a definigdo do operador-
estrela, que seré explorado para a construcao de representacoes unitérias do grupos cineméticos
no espaco de fase.

e R
h [ O O o 0
fxg=f(q,p)exp [ZQ (aqap—ap&])]g(q,p), (3.41)

onde as setas sobre os operadores diferenciais indicam o sentido em que eles se aplicam. Iremos
discutir algumas propriedades envolvendo o produto estrela que serdao muito tteis nos desenvo-
vimentos posteriores.

e Propriedade 1
Produto estrela onde um dos fatores é uma constante. Seja ¢ € C'. Entao
cx f(a,p) = f(g,p) xc=cf(q,p). (3.42)
e Propriedade 2

Operador-Estrela: O produto estrela entre duas func¢bes no espaco de fase eleva uma delas a
categoria de operador,

flap)*xglap) = fla+ %@),p - %(i)g(q,p)
= flap)*xg(a,p) = f(a,p)g9(qa - %Sp,w %E)
Definimos
F=rap)* (3.43)

que serd chamado de operador-estrela.
e Propriedade 3

O Produto estrela é associativo. Seja f, g e h func¢oes no espago de fase. Entéo,

(f(g:p) x9(q,p)) * h(q,p) = f(q,p) * (9(q,p) * h(q,p))- (3.44)

e Propriedade 4
O produto estrela nao é comutativo, isso significa que

f(q,p) xg(a,p) # 9(q,p) * f(q,p).

ihA

Ou seja, f(¢,p)e’s 9(q,p) # g(a.p)e’> f(q,p). Pois na verdade,

ihA —ihA

flg,p)e 2 g(q,p) = g(g;p)e” 2 f(q, D). (3.45)

e Propriedade 5
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O Produto estrela e a Conjugagao Complexa:
A conjugacao complexa inverte a ordem do produto estrela. Um fato analogo ao conjugado
complexo de dois operadores usuais.

(fxg)t =g *f1. (3.46)
e Propriedade 6

A Integral do Produto estrela no Espaco de Fase

/f(q,p)*g(q,p)dqdpz /f(q,p)g(q,p)dqdq- (3.47)

Para essa propriedade faga sentido é necessério a convergéncia da integral. A condic¢do ne-
cessaria para que a convergéncia ocorra é a anulacao das fungoes f(q,p) e g(q,p) no infinito.

e Propriedade 7

O produto-estrela entre duas fungoes f(q,p) e g(q, p) no espago de fase pode ser representado
por meio de uma integral da seguinte forma:

1 _ 23 I 1A ()
fla,p)*xg(q,p) = CE /dq/dq//dp/dp"f(q/,p/)g(q”,p//)e 7 P4 —q")+p' (4" —9)+p" (9—d)] (3.48)

A ultima equacao é conhecida como forma integral do produto-estrela. A dedugao dessa equacao
é apresentada a seguir. Para esse fim, considere a expressao escrita por meio de delta de Dirac,

flg,p) = /dq’dp’f(c/,p/)g(q’,p’)5(q —q")d(p—1p"). (3.49)

Se utilizarmos a representacao integral da delta de Dirac, podemos escrever a Eq.(3.49) como

2 .
flg,p) = <271rh> / dudvdd'dp' f (¢, p)g(q',p')e” #loW —P)Fuld’—a)], (3.50)

L= N
Se utilizarmos a Propriedade 2, ou seja, f(q,p)*g(q,p) = f(q+ %%,p— %8p)g(q, p), em conjunto

com a Eq.(3.50), o produto-estrela pode ser escrito

1 2 —iv /_ e
fla;p)x9(q,;p) = (m) /dudvdq/dp/f(q',p’)g(q”p’)e £o(p'—p)+uld —0)]

x e m OO g ),

Note que a relacdo de Glauber, e(A5) = ¢AeB e%[A’B], foi utilizada para separar exponenciais

no integrando da tltima equacao. Por fim, se tomarmos a mudanca de variaveis ¢" = ¢+ 3 e
p" =p— 3, obtemos

1 _2i ! 1A (o
f(g:p) xg(q,p) = (Wh)z/dq’dq”dp’dp"f(q/,p’)g(q”,p”)e 7 (@ =g+ (" =)+ (=) (3.51)

que é a forma integral do produto-estrela.
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3.1.6 A Negatividade da Funcao de Wigner

Conforme ja discutimos no inicio do capitulo, a fungao de Wigner pode admitir valores
negativos. Esse fato era considerado problemético, pelo simples fato de que uma auténtica dis-
tribuigao de probabilidades ser positivo-definida. Sendo assim, a fun¢ao de Wigner passou a ser
classificada como uma quase-probabilidade, pois apesar de nao ser positivo-definida, probabili-
dades marginais sao obtidas a partir da sua integragao. Por muito tempo, a parte negativa da
funcdo de Wigner nao era compreendida e ndo se enxergava vantagem nessa caracteristica do
formalismo de Wigner. Porém, estudos recentes tem considerado o volume da parte negativa
da fungao de Wigner como um indicador de nao-classicalidade do sistema, e essa proeminente
interpretacao passou a ser aplicada e varias areas, dentre as quais destaca-se o emaranhamento
quéntico e a computagao quantica [108, 109]. Esses estudos foram motivados pelo trabalho semi-
nal de Kenfack e Zyczkowsky [107], os quais definiram um parametro, denominado parametro de
negatividade do sistema. Este parametro é uma medida do volume da parte negativa da fungao
de Wigner, e é dado pela expressao

n($) = / (fw (g, p)|~1)dgdp. (3.52)

Nesse sentido, 7(1)) tem relagdo com a nao-classicalidade do estado . Compreender o
que distingue a mecénica quantica da mecéanica classica é crucial para aplicagdes no bojo da
teoria de informacao quéntica. Por este motivo, o estudo desse parametro tem auxiliado na
analise de sistemas de gbits que podem ser vantajosos nas aplicagdoes na computacao quantica,
por exemplo [110]. Nesta tese, utilizaremos este pardmetro para estudar a nao-classicalidade de
alguns sistemas fisicos.

3.2 A Mecanica Quantica Simplética

Nesta se¢ao, faremos uma revisdo sobre o formalismo da mecénica quantica simplética
proposto nas referéncias [57, 58, 59, 60]. Neste formalismo, a equac¢ao de Schrodinger ¢ obtida
no espago de fase mediante uma representacao unitaria e irredutivel do grupo de Galilei. O
formalismo possui conexao com o formalismo de Wigner, conforme veremos no desenvolvimento
do texto.

3.2.1 Variedade Simplética e Espaco de Hilbert

No primeiro momento, apresentamos a definicdo de espaco de fase, qual seja: considere
uma variedade analitica M onde cada ponto é especificado por coordenadas Euclidianas, ¢* com
i = 1,2,3. As coordenadas de cada ponto sao fibrados cotangentes I' = T*M é denotado por
(¢, p%). O espaco I' ¢ munido com uma estrutura simplética de 2-forma

3
w= Z dq' A dp’, (3.53)

i=1
chamada forma simplética. Essa forma simplética em conjunto com o operador,
3 4= = = =

o9 00
A_z;aqiﬁpi 3 A (3.54)




induz o paréntese de Poisson para as fungoes de classe C™, f (q,p) e g(q,p), temos

w(fA gA) = fAg={f g}, (3.55)

3

onde {f, g} = Zl ((%g]fi - g—;g{?). Idetificamos o campo vetorial em I' por
1=

3
of &  Of o
A:X:E - — .
JA=Ar=2 (aq@apz ap%aql>’ (350)

onde f = f(¢',p') € C*(I'). O espago I munido com essa estrutura simplética, ¢ chamado
espago de fase.

Na sequéncia, trazemos o espago de Hilbert associado ao espago de fase H(T').. Isso se faz
necessario pelo fato de que sera construido um formalismo para mecénica quantica no espago de
fase, em que devera valer toda a estrutura de uma algebra linear. Nesse sentido, necessitamos
de um espago em que os elementos bésicos sejam funcgoes definidas no espaco de fase I'. Vamos
construir um espago de Hilbert sob I' de modo que p seja uma medida invariante no fibrado

cotangente. Se ¢ é um mapeamento: I' = R que é mensuravel, entdo definimos a integral de ¢
com relagdo a 4 como

/ o (=) du(2), (3.57)
Q

onde z € I'. Seja H (I') um subespago linear do espago de fun¢oes mensuraveis-p 1p: I' - C que
sao de quadrado integravel tal que

/9]1/1 (2) Pdp (2) < oo. (3.58)

Onde #H (I') é munido do produto interno (.|.) por

(W liha) = /Q 1 (¢,9) %2 (,9) dps (0,D) (3.59)
tomamos z = (¢,p") = (¢,p), e ¥ (¢,p) € C(T) é tal que

/dgpd3qu (¢,p) ¥ (¢, p) < 0. (3.60)

Entao H (I') é um espago de Hilbert.
Neste caso, temos v (¢, p) = (q, p|t)), com

/dgpd3QIq,p><q,p|= 1, (3.61)

a qual é a relacao de completeza.
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3.2.2 Representacao do Grupo de Galilei no Espaco de Fase

Vamos estudar o grupo de Galilei tomando H (I") como espago de representacao. Para este fim,
utilizaremos os operadores-estrela definidos na se¢ao anterior, mais especificamente na Eq. 3.43.
Esses operadores podem ser escrito como

~ ih O ih O
F= ,P)* = + === - 3.62
f(a,p) f<q > 0p'7 28q> (3.62)

Nesse bojo, os operadores-estrela correspondentes aos operadores posigdo e momentum sao
escritos como

ho (3.63)

~ ih
Q=gx=q+ 20, (3.64)

Os operadores definidos nas Eqgs. 3.63-3.64 sao de fato os operadores posi¢cdo e momentum, no
sentido que satisfazem a relacao de incerteza de Heisenberg, a qual se manifesta algebricamente
pela relacao de comutacao L

[P, Q;] = ihdyj, (3.65)
em que J;; ¢ o delta de Kronecker.

Usando os operadores posicao e momentum dados, podemos definir os seguintes operadores

K = kx = mq* —tpx = mQ — tP, (3.66)
E = 6ijk@jﬁk (367)
. ih 0 ih o Rh* 92
o RO ik O R 07 3.68
€ijkq5Pk B €ijkq; B + 9 €ijkPk aqj + 4 3%32% ( )
N D2
i (3.69)

Do
3

Os operadores assim definidos satisfazem & algebra de Lie do Grupo de Galilei que é dada
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pelas seguintes relagoes de comutacao

{EZ,E] = iheijkfk,

TRy = bR,

[El, Aj: = iheijkﬁk,

[@ﬁ': 0,

k) - o,

{AZ, Aj_ = ihmd;; ,

T}ﬁ_: %ihmP; |

] - o

PH] =0 (3.70)

A extensao central da algebra de Galilei-Lie é dada pela constante m. A demonstracao da relagao
de comutagao destes operadores pode ser encontrada na referéncia [58].

O contetdo fisico desta representagao é deduzida, em primeiro lugar, ao observar que @ e P
sao transformados pelo boost de acordo com

exp (—iv . I?/h) @j exp (iv : I?/h) = @j + vt (3.71)
e
exp (—iv-[?/h) ﬁjexp (w[?/h) = ﬁ] + muj. (3.72)

Ou seja, além de satisfazerem a relagao de Heisenberg, os operadores @ e P se transformam,
de acordo com o boost (mudanga de referencial), como posigdo e momentum; podendo assim,
serem caracterizados como os observaveis fisicos posi¢do e momentum.

Porém, pelo fato de nao comutarem, os autovalores de @ e P ndo podem ser utilizados
simultaneamente para definir uma fungéo no espago de fase. Porém, se definirmos os operadores
c-numbers dados por

Qzﬂ:@—%@, (3.73)
P:m:ﬁ+%@, (3.74)
percebemos que @ e P se transformam pelo boosts de acordo com
exp (—iv . I?/h) Q;j exp (iv . IA(/h) =Q; +vjt (3.75)
e
exp (—z’v . IA(/h) Pj exp (iv . IA(/h) = Pj + muj, (3.76)
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além de comutarem, isto é, [@, P] = 0. A demonstracao das equagoes (3.75) e (3.76) é apresentada
a seguir. Para esse fim, utilizaremos a identidade
e"Be 4 = Z[A, By,
n=0
em que [4, Blo = B, [A,B]1 = [A, B],[A, Bl = [A, [4, B]], e em geral [A, B],, = [4, [A, B]n—_1].
Dessa forma, temos que
.5 L5 v
exp <—zv . K/h) Q;j exp <w . K/h) = Z %[K, Qjln-

n=0

Uma vez que [I/(\', Q] =Q; + %(5@-, obtemos o resultado
exp (—iv : IA(/h) Q) exp (z’v . I?/h) = Qj +vjt.

Sendo assim, embora @) e P nao possam ser interpretados como observaveis posicao e mo-
mentum, eles guardam contetido de posicao e momentum. E ainda, devido ao fato de valerem
as seguintes relacoes,

Qlg,p) = qlg, p) e Plq,p) = plg, p), (3.77)
com
(g.pld, Py =6(q—d)d(p—1), (3.78)
(&
/ddeIq,qu,p!: 1 (3.79)

os seus autovalores podem ser usados para se definir uma fungéo no espaco de fase, ja que eles
comutam. Assim, podemos definir uma fun¢do no espago de Hilbert associado ao espaco de fase,
H(T), que denominaremos de v (q,p). Esta fungao sera utilizada para representar o estado de
um sistema fisico, isto é. ¥(q,p,t) = (q, p|(t)).

Da equagao (3.79), temos

(W16) = (] ( / dpdq\q,p><q,p\) )= [ dpaw (0.0 (0.0 (3.80)

Usando a definicdo de produto estrela temos,
(01¢) = [ dpdav 0.0+ 6 (0.p). (3381)
A meédia de um observavel fisico g(q,p) = a(q,p;t)*, no estado ¢ (g, p) é dado por
(A) = / dpdqy" (¢,p) A (¢,p)
= /dpdqu (4,p) [a (g,p) x ¢ (4, )]
= /dpdqa (a.0) [ (a.9) 6" (a,)] (3.82)
A quantidade (A) pode ser real se o espectro de (A) ¢ real.
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3.2.3 A Equacao de Schrodinger no Espaco de Fase

Utilizando os elementos da secao precedente, podemos usar o operador evolucao temporal H
para evoluir o estado fisico ¥(q, p), isto é,

¥(q,p,t) = e (g, p, 0), (3.83)

Derivando ambos os lados dessa tltima equacao em relagao ao tempo, obtemos

—ihdu (g, p,t) = Hi(q, p, 1), (3.84)

a qual pode ser escrita como

, 2 K2 9% ihp O . ih O
—zhatw(q,p,t)—<§m &n&z—%];aq)w(q,p;tHV( +28>w(q,p;t), (3.85)

a qual é a Equacao de Schrodinger no espago de fase. Esta mesma equacdo independente do
tempo é dada por

Hy(q,p) = E¥(q,p), (3.86)

em que F representa na energia do sistema fisico.
Um resultado fisico fundamental neste formalismo é a conexao ¥ (¢q,p;t) com a fungao de
Wigner, que é dada por

fw (¢,p) =¥ (q,p) " (q,p) - (3.87)

Esta relagao nos fornece a interpretagao fisica do proeminente formalismo. A demonstracao desta
propriedade é feita por meio da comparacao das propriedades satisfeitas pela fungdo de Wigner

e pela fungao definida por 9 (¢, p) * ¥* (q,p).

Primeiramente, a partir da Eq. (3.87), podemos provar que f(q,p,t) = ¥(q, p,t) x¥'(q,p,t)
satisfaz a Eq. (3.86) [58]. Além disso, se utilizarmos a associatividade do produto-estrela e a
relagao

/dqdpw q.p,t) %' (g, p,t /dqdpw a.p, )V (q,p. 1),

temos que

(4) = (Y| Alp)
= / dqdpy(q,p,t)A(q, P)¥ (¢ p.t)

= /dqdpfw(q,p,t)fl(q,p,t),

em que ﬁ(q, p) = A(q,p)x é um observavel. Nesse sentido, a fun¢ao de Wigner pode ser calculada
por meio da expressao

fw (g, p) = ¥(q,p) * ' (g, p). (3.88)

Pode ser notado ainda que a equacao de autovalores,

H(q,p)x ¢ = E, (3.89)
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resulta em H(q,p) x fw = Efw. Portanto, ¥(q,p) and fw(q,p) satisfazem a mesma equagao
diferencial.

Esses altimos resultados mostram que a Eq. (3.84) é o ponto de partida fundamental para a
descricao da mecénica quéntica no espaco de fase, e é totalmente compativel com o formalismo de
Wigner. Além disso, é importante enfatizar que o formalismo simplético apresentado faz emergir
a possibilidade de superposi¢ao de solugoes, o que nao é possivel, em geral, no formalismo usual
da fungao de Wigner. Outro aspecto atrativo deste formalismo é a possibilidade de desenvolver
técnicas perturbativas, tendo em vista que seu desenvolvimento utilizou como pano de fundo
matematico a nogao de espagos lineares.

3.2.4 Equagao de Schrodinger no Espaco de Fase e Teoria de Calibre

Neste espaco discutiremos a introdugao de interagao entre campo de Schrodinger e outros campos,
como por exemplo, o eletromagnético. A exposicao aqui apresentada seguira de perto a referéncia
[63]. Cabe destacar que no formalismo de Wigner usual esse procedimento nao é bem definido,
pelo fato da fungao de Wigner ser real, e por conseguinte, ndo é possivel sua vinculagdo a uma
fase complexa. Para este fim, considere a seguimte densidade de Lagrangiana para o sistema
livre (V(¢)x = 0), a qual é dada por

2
£ =41 (qp.1)(i00, — 25 )p(q.p.1),

a partir da qual obtemos a equagao de Schréodinger no espago de fase

ihop(q,p,t) = p* x (g, p, t). (3.90)

(a partir deste ponto consideramos h = 1, sem perda de generalidade). Vamos investigar a
invariancia dessa equagao sob transformacgoes de calibre local. Considere a transformagao dada
por

Y — e Ny, (3.91)
onde A = A(q,p,t). Para A < 1,temos
51 = —iA % 1h. (3.92)
Entao, obtemos
5(p? x ) = —ip® % A % 9, (3.93)
e
§(0p) = —i(OA) x b — i\ x (). (3.94)

E importante perceber que (p *¥) e O ndo se transformam da mesma forma que ¥. Logo
Eq. (3.90) nao é invariante sob transformagoes definidas por Eq. (3.91). Na perspectiva de se
resolver este problema definimos os operadores Dpx = p*x —iAgx e Dy = Oy —i¢, k = 1,2, 3, tais
que Eq. (3.90) ¢é escrita como

(Dr)*s = iDot, (3.95)
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onde A = (Ag, ¢). Agora devemos mostrar a invariancia da Eq. (3.95) com relagao a transfor-
magoes do tipo Eq. (3.91). A partir de Eq. (3.92), mostra-se que
(D x1p) = 0(pr x ) — 10( Ay, x )
= —ipp x (A% ) — A * (A x9)) —i(0Ak) * ¢

0
= iAo ) = 55 ) = A (A )
- Z(&Ak) *1[)
OA 0
— k(A ) = G Ao
— Ak * (A * ¢) — Z(&Ak) * 1/) (3.96)
Usando a identidade .
Pe(f *9) = fx (prg) = 5(0g.f) x g, temos
A
(Dix ) = =ik (pu) — 3 Ax 51— 28y
— A *x (A% v) —z(éAk)*w
= —iAx (pg *x ) — %*w
= Dk D
— A x (A x 1)) — i(6Ag) * 1. (3.97)

E, sob transformacoes de segunda espécie, tem-se

OA

[ Ay +Z{Ak,A}M +i—
oqr’

(3.98)

onde {a,b}yr = axb—Dbxa é o paréntese de Moyal. Entao, usando Eq. (3.98) e §A4;, = A} — Ay,
Eq. (3.97) reduz-se a

0(Dy * ) = —i\ x (pr ) — A x A x
= —1A x (p * —1AR*)1.

Finalmente obtemos
O(Dg x ) = —iA % (Dy, x 1), (3.99)

o qual é o resultado esperado.
Agora, analisamos a invariancia de Do x ¢ = 0y) — i x . A partir da Eq. (3.92), mostra-se
que

0Dotp = Op(—iA * ¥) —i(6¢) * ¢ — i % (—iA x ¥))
= —i(ON) x b — iA x (Op))

—i(0p) x ) — p*x A x 1. (3.100)
Sob a transformacao de calibre, desejamos que
oA
¢ = d+i{p, Ay — T (3.101)
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entao, usando Eq. (3.101) e d¢ = ¢’ — ¢, Eq. (3.100) fica dada por
0(Dgx 1) = —iAx (Dot)). (3.102)

0 que prova a invariancia de calibre.
E importante enfatizar que a equagao de Schrédinger no espago de fase é invariante sob
transformagoes de calibre de segunda espécie, isto &,

(D)%) = iDyy/, (3.103)

onde D) x = px—iA’x e D{ = 0, —i¢/. Com isso, & possivel introduzir a interacao eletromagnética
no espago de fase. Exigindo a invaridncia de £ por uma transformacao de calibre local, i.e.
U(g,p,t) — eMP))(q, p, t), somos induzidos a derivada covariante tal que pj, — Py, — i Ax(q)*.

Este resultado traz outra vantagem do formalismo da mecéanica quéntica simplética apresen-
tado em relagdo ao formalismo usual de Wigner. Aqui é possivel a defini¢do, sem conflito, da
interagdo entre o campo de Schrodinger e outros campos da natureza no ambito do espacgo de
fase. Na sequéncia, definiremos a densidade de Lagrangiana para a equagao de Schréodinger com
interagao quartica no espago de fase, a qual é também denominada equagao de Gross-Pitaevskii
no espaco de fase.

Agora consideraremos casos com interagao. Nesse sentido, temos que a densidade Lagrangiana
invariante de Galilei para bosons com uma auto-interagao nao-linear é

ih ihp
— At _ T hC N YA _ T
£ = T (viaw—vowt) + 12 (vaw o)
2 2
P () - i )’
2m (ﬂ”ﬁ ) 8m aV g + (%Z”/’ ) ' (3.104)
Entao da equagao de Euler-Lagrange temos [56],

) (P RO imp O ;
Zhaw(qapat) = <2m—8maqg—maq>¢(q7p7t)+)\<¢¢>w(qapat),

que descreve uma extensao da equacao Gross-Pitaeviskii para o espago de fase. Esta serd uma
das equagoes de interesse no nosso trabalho.

3.2.5 Exemplo

E também relevante mostrarmos um exemplo do formalismo de espaco de fase apresentado neste
capitulo. Para esse fim, apresentaremos a equacao de Schrodinger no espago de fase submetida
ao potencial do oscilador harménico e entao determinaremos a funcao de Wigner associada. Para
esse fim, consideremos a equacao dada por

S+ 07 % 00 p) = Bo(a,p), (3.105)

note que consideramos m =1, h =1, w = 1. A Eq.(3.105) pode ser escrita como

) 1 . 1
(1 + 00, — 02 427 v, — 22 ) 6(0.0) = 2000 (3.106)
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Facamos agora a seguinte mudanca de varidveis z = ¢®> + p?. Com isso, obtemos 0y = 2q0.,
Op = 2p0,, 83 =20, +4¢%0% e (9}27 = 20, + 4p*02. Substituindo essas derivadas na Eq.(3.106),
obtemos

2020(2) + 0,9(2) + (2E — 2)b(2) = 0. (3.107)

Tomando (z) = e *L(z), e z = 2w, obtemos
1
wIPL 4+ (1 —w)d,L + 5 2E-1)L=0, (3.108)

a qual é a equacao diferencial de Laguerre. Logo, devemos ter necessariamente

1
3 (2E —1)=n,
em que n é um namero natural, isto é, n —0,1,2,3,.... E a soluc¢éo ficara dada por
1
W(g,p) = e @I, (2((;2 +p2)> : (3.109)

em que L, representa o polinémio de Legendre de ordem n. Usando as amplitudes no espago de
fase obtidas, podemos calcular a funcao de Wigner associada ao oscilador harmoénico. Para esse
fim, usaremos a relacao

fw(q,p) = ¥ (q,p) * (g, p).

Note que a amplitude é uma funcao real, e por isso, o resultado do produto-estrela é proprocional
a propria fungao, isto é ¢ x ¢ ~ ¢. Assim, temos que a funcdo de Wigner para o oscilador
harmoénico é dada por

1
fw(q,p) = Ne @+, (2(q2 +p2)) : (3.110)

em que N é uma constante de normalizacao. Para determinar esta constante, usamos a relacao

/fw(q,p)dqdp =1

Fazendo isso, temos que

o0 o0 1
N/ / e*(qzﬂ’z)Ln (2((12 +p2)> dgdp = 1.

Isso nos leva a

E a fungao de Wigner correspondente ao oscilador harménico no espaco de fase fica dada por
D" _ 2, 2 1
fw(q,p) = (7T)e @+, <2(q2 +p2)> : (3.111)

Se plotarmos o resultado dado na Eq.(3.111) para alguns valores de n, obtemos os comporta-
mentos dados nas Figuras (3.1(a)-3.1(d)).
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(a) Fungao de Wigner - oscilador harménico - n=0 (b) Funcao de Wigner - oscilador harménico - n=1

(c¢) Fungdo de Wigner - oscilador harmonico - n=2 (d) Funcdo de Wigner - oscilador harmonico - n=3
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Os graficos dados nas Figuras (3.1(a)-3.1(d)) representam a fun¢ao de Wigner para n = 0,
n=1,n=2en =3, respectivamente. Observamos que sao condizentes com os disponiveis na
literatura [46] para o mesmo sistema. Além disso, percebemos que ao aumentarmos o valor de
n, a parte negativa do grifico se torna maior. Uma medida quantitativa desta parte negativa
é obtida a partir do parametro de negatividade, o qual esti relacionado ao volume da parte
negativa da fungdo de Wigner. A Tabela (3.1), mostrada a seguir, traz o valor calculado do
pardmetro de negatividade para alguns valores de n.

Tabela 3.1: Parametro de Negatividade - Oscilador Harmoénico

n | Pardmetro de Negatividade
0 0

1 0,4261

2 0,7289

3 0,9767

4 1,1914

Note que para n = 0, o parAmetro de negatividade é nulo, e com o aumento de n o seu
valor também aumenta. Uma interpretagao que podemos inferir do crescimento do parametro de
negatividade com o aumento de n é que & medida que o nivel de nergia do oscilador harmoénico vai
crescendo, o sistema vai se afastando do analogo classico. A partir desta interpretacao, o fato de
o pardmetro ser nulo quando n = 0 nos leva a concluir que no nivel fundamental h& proximidade
entre o sistema quantico e o classico. E muito interessante enfatizarmos que todos os resultados
apresentados neste exemplo sao compativeis com os reultados ja obtidos na literaruta e calculados
por outros métodos [46, 107].
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Capitulo 4

Métodos de simetria

4.1 Introducao aos Grupos e Algebras de Lie

Vamos fazer uma revisao sobre grupos e algebras de Lie, desenvolvidos inicialmente por Lie
para o estudo de solugoes e classificagao de equagoes diferenciais utilizando grupos de simetrias
continuas que denominamos aqui grupos de Lie. A revisdo apresentada segue as referéncias
[102, 104, 105]. Nesta primeira parte, iniciamos com a no¢ao de grupo e conduzimos até a nogao
de grupos e algebras de Lie.

Propriedades Algébricas

Um grupo é um conjunto dotado de uma lei de composi¢ao (-) satisfazendo os seguintes
axiomas:

e Associatividade

Seja a, b, ¢ elementos de G entdo (a-b)-c=a-(b-c).

e Elemento Identidade

Existe um elemento de G que denotamos por e e denominado elemento neutro ou unidade de
G talquee-a=a-e=a, para todo a € G.

e Elemento Inverso

Para todo elemento a € G, existe um elemento a~! e denominado inversa de a, tal que
a-al=a1la=e

Caso a lei de composigao seja comutativa, ou seja, se a-b = b-a para todo a,b € GG, dizemos
que G é um grupo comutativo ou abeliano.
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Propriedades Topolégicas

Seja S um conjunto e seja uma colegao D = { Ay, A, As, - - -} de conjuntos de S (A1, Ag, As,--- C S),
dizemos que D define uma topologia em S se as seguintes condigoes forem satisfeitas, para todo
Al, As € D:

e Propriedade 1

A unido de dois conjuntos pertence & D: Ay U Ay € D;

e Propriedade 2

A interseccao de dois conjuntos pertence & D: A1 N Ay € D;
e Propriedade 3

O conjunto S pertence & D: S € D.

O espago S, munido da topologia D é dito ser um espago topologico, e os elementos de D sao
chamados abertos de S. Uma vizinhanga de um ponto p € S é um conjunto V' C S que contenha
um aberto de S. Podemos entao falar de aplicagbes continuas entre dois espagos topologicos S
e S’. Seja f: S — S uma aplicagao. A aplicagao f é dita continua no ponto p € S se para
qualquer vizinhanga V' de f (p) existir uma vizinhanga V' de p tal que f (V) C V. Um grupo
que possui a estrutura de espago topologico é dito ser um grupo topolégico.

Variedades Diferenciaveis

Um espaco topologico é dito ser uma variedade se para todo ponto p € S existe uma vizinhanca
Vp que seja levada em um conjunto aberto de R™ para algum n, por uma aplicacao bijetiva ¢y, :
Vp, — R™ continua, no sentido dado acima. O menor valor possivel de n ¢ denominado dimensao
da variedade S. Dessa maneira, é possivel definir sistemas de coordenadas nas vizinhangas de
todos os pontos de S, as coordenadas de p sendo dadas por

¢Vp (p) = (xl (p)’.“’xn (p)) : (4'1)

A associagao ¢y, ¢ denominada de carta (mapa) na vizinhanga V,,. Dessa maneira, podemos

usar os abertos da topologia definida em S para construir conjunto de cartas de maneira a
recobrir S cartas estas que podem ter intersec¢oes nao-nulas. Esse conjunto é denominado de
Atlas em S. Vamos supor que um ponto p € S pertence a duas vizinhancas V,. e V.
Sabemos que U =V, NV é também uma vizinhanga de p. Temos assim definidos dois sistemas
de coordenadas em U, dados pelas cartas ¢y, e ¢y,, que denotamos por {xz} e {yi}, respectiva-
mente, com (i = 1,---,n). Podemos passar livremente de um sistema de coordenada para outro
da seguinte maneira:

(1,‘1,-‘-,56”) :¢VSO¢‘7T1 (yl’--.’yn)’ (42)
ou
(yl’...7y”) :qbvroqﬁ‘;sl (:L‘lv..-,:pn). (4.3)
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Dessa forma, definimos uma mudanca de sistema de coordenadas em U. Dizemos entao que
S ¢ uma variedade C* se as funcdes que fazem as mudancas de coordenadas nas interseccoes de
duas cartas forem C* (continuas e k vezes diferenciaveis ). Uma variedade C! é também denomi-
nada de variedade diferenciével, enquanto que uma variedade C'*° ¢ dita ser uma variedade suave.

4.1.1 Grupos de Lie

Seja S um grupo com uma estrutura da variedade diferenciavel. Podemos entao associar a
cada ponto p € S um conjunto de coordenadas af = ¢; (p). A lei de composigao do grupo pode
entao ser expressa em termos das coordenadas dos elementos do grupo , ou seja, se p,q, 7 € S e
r = p.q, onde . é a lei de composi¢ao, entao temos que

aj = ¢; (aP,a9). (4.4)

1

Se as fungoes f; forem analiticas, i. e. fungoes C°, entao S é dito ser um grupo de Lie.

4.1.2 Algebras de Lie

As simetrias continuas de um sistema de equagoes diferenciais formam um grupo de Lie.
Os elementos de uma vizinhanga da identidade, isto é, as transformacoes infinitesimais permite
determinar o subgrupo de Lie conexo a identidade [102]. Vamos construir o gerador de sime-
tria partindo de transformagoes infinitesimais. Para tal, tomemos o grupo de simetria S a m
parametros (aq,- -, ;) onde (m é a dimensao de S) agindo no espago F' das fungoes de classe
C' em R™. Denotamos entdo um elemento de S por g (aq,-- -, ), € assumimos, sem perda de
generalidade, que a parametrizacao é tal que g (0,---,0) corresponde ao elemento identidade de
S, ou seja, a transformagao identidade. A agdo de um elemento de S em F' é dada por (f € F):

)= f(2) =glar, - om) f(2), (4.5)

onde x = (:cl, . -,x") ex’ =g(aq, - ay)r. Tomemos agora o; = 0 exceto para i = k para o

qual o < 1. Temos entao que ' ‘ A
o — 2t = oFyt(x), (4.6)

para certas fungoes 7°. Expandindo o lado esquerdo de Eq. (4.5) obtemos

o) (17)

fix) = flz+om) = 1+Oékz77i8
ik
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com n = (nl, e ,77”). Da mesma maneira, podemos mostrar que tomando todos os «; nao-nulos
e a; < 1 temos que:

P =gon - am) F @) = (14 e | @), (1.9

ik

Dizemos entao que os operadores

szzn,gaiik:h..,m, (4.10)
7
sao os geradores infinitesimais do grupo de Lie S. O termo gerador vem do fato de que os
operadores GG, permitem construir o grupo S, como veremos a seguir. Eles representam no nosso
caso transformacoes infinitesimais de simetria.
O comutador de dois elementos do espago vetorial é um outro elemento do mesmo espaco,

GiGy — GiGi = . Ch, (4.11)
k

que sao as relagoes de comutagao entre os geradores do grupo, e Cikj sao as constantes de estrutura
que caracterizam o grupo.

O espago vetorial gerado pelos geradores G; de um grupo de Lie, munido da operacao de
comutagao

[A,B] = AB — BA, (4.12)

possui uma estrutura de algebra. O comutador satisfaz a identidade de Jacobi:
(4, B],C] +[[C, A], B] + [[B, C] , A] = 0, (4.13)

e dizemos que temos uma estrutura de algebra de Lie. Em conclusao, todo grupo de Lie tem
associado uma &lgebra de Lie, que por sua vez pode ser usada para reconstruir o grupo na sua
parte conectada a identidade. Mais ainda, toda a algebra de Lie permite gerar um grupo de Lie.

Na proxima secao, extendemos a nogao de geradores de simetria aqui introduzida e construi-
mos solugoes invariantes de EDPs com esses geradores.
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4.2 Simetrias e Equacoes Diferenciais

Nesta secao, vamos apresentar como obter as simetrias de Equacoes Diferenciais Parciais
(EDPs). Esta revisao se baseia nas referéncias [73, 103, 104].

4.2.1 EDPs escalares com duas variaveis dependentes

Para simplificar a apresentagao, vamos considerar EDPs com uma variavel dependente u, e
duas variaveis independentes, x e t. Uma transformacao de ponto é um difeomorfismo no espago
da variavel dependente u, e das varidveis independentes x e .

IT: (2, t,u) — (2 (z,t,u),t(z, t,u), 4 (z,t,u)). (4.14)
Essa transformagao mapeia a superficie u = u(z,t) em R3 para a seguinte (que é parametrizada
por x , teu):
T =27 (z,t,u),
t=1t(x,t,u),
u=1u(x,tu).
Para poder determinar como o difeomorfismo em (4.15), que atua em uma dada equagao dife-

rencial, precisamos calcular a maneira como esse difeomorfismo induz uma prolongagao de uma
dada transformagao. Para isso, introduzimos a seguinte derivada total

Dy = 0y + ugOy + UgzOyy, + - - -,
Dt = 8t + Utau + uxtﬁut + ... (415)

(Derivadas totais tratam a variavel dependente u e suas derivadas como fungdes de variaveis
independentes). As duas primeiras equagoes de (4.15) podem ser invertidas (localmente) para
obtermos z e t em termos de Z e ¢, desde que o jacobiano seja diferente de zero, ou seja,

‘ Dy% Dyt

7=\ s Di ‘#0'

quando u=u(x,t). (4.16)

Se (4.16) ¢é satisfeita, entdo a ultima equagao de (4.15) pode ser reescrita como
= u(x,t). (4.17)
Aplicando a regra da cadeia para (4.17), obtemos

Dya ] [ Dyg Dyt ][ 4z
D Dyt || 4 |’

Dt

e portanto (pela regra de Cramer)

1| Dya D q = L| Da Dai

T J| D Dyt |’ E7 J| D Dy

Prolongacgoes de ordem superior sao obtidas recursivamente repetindo-se o argumento acima. Se
iy é qualquer derivada de @ com relacdo a & e t entdo

(4.18)

o _ 0y _ 1| Dy Dii
T =9z T J| Dii D |’
. diay; 1| Dyi Dy




Estamos agora em condigoes de definir simetrias pontuais de uma EDP de enésima ordem:

A (z,t, uyug, ug, ... ) = 0. (4.20)
Por simplicidade, vamos considerar EDPs da forma

A =u, —w(z,t,u,ug, ug,...) =0,
de ponto II é uma simetria de (4.20) se

onde u, ¢ uma das derivadas de enésima ordem de u e w € independente de u,. A transformacao

(4.21)

INCRR R T

=0,

(4.22)
quando a equacao (4.20) for valida. O conjunto das simetrias de uma EDP forma um grupo de
Lie, basta determinar as respectivas transformacoes infinitesimais para encontrar os geradores,
consideramos entdo transformacoes da seguinte forma,

& =x+¢eé(z,t,u) + O (),
t=t+er(z,t,u)+0 (82) ,
@ =u+en(z,t,u)+ 0 (?).

(4.23)
Essas simetrias sdo também denominadas grupos de Lie a um parametro. Com gerador
G =E£0, + 10 +n0,y. (4.24)
Equivalentemente, obtemos (i“,f, ﬂ) pela resolucao de
dz

e dt
£:£(l’,t,U) =

A du
) % =T (.T, ta U) )
sujeitas as condigoes iniciais equacao

(fv,f, f&) le=0= (z,t,u).
se

Uma superficie u = u (z,t) é mapeada nela mesma pelo grupo de transformagoes gerado por G

G(u—u(x,t)) =0,

(4.25)
quando u = u (x,t). Esta condi¢do pode ser expressa pela fungao caracteristica como
Q=n—8&uz —Tur = 0. (4.26)
Da equagao (4.25), a superficie é invariante desde que
Q=0, (4.27)
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quando v = wu(z,t). A equacdo (4.27) é chamada de condi¢ao de superficie invariante e é
utilizada para obter solugoes exatas de EDPs. A prolongacao da transformagao de ponto (4.23)
para derivadas de primeira ordem:

ﬂ:fg = Uy + Enm (x7t7 U,Ux,'LLt) + O (82) )
’LALf = Uus + 577t (.%',t, ’U/,’LLQ;,'LLt) + 0 (82) ) (428)

onde, da equagao (4.18),

"736 (IL’, ta U, Ug Ut) - Daﬂ] - umeg - utDJ:Ta
0t (z,t,u, Uy, ug) = Dy — ugp D€ — ug Dyt (4.29)

A transformacao pode ser prolongada para derivadas de ordem superior recursivamente usando
(4.19). Suponhamos que

aJZUJ+677J+O(52), (4.30)
onde
Hirtizy, . Hittizg
ujy = 781.],1({%].2 ,Ujg = 76_@]'1 8£j2 s (431)

para alguns nameros j; e jo. Entao (4.19) fornece

@z = uge +en’ + 0 (),

Ugp = ug + 577Jt +0 (52) , (4.32)
onde
an = D:BUJ - quD:rf - thDm7—7
n’t = D’ — wyu D& — ug Dy (4.33)

Alternativamente, podemos expressar as fungoes 17/ em termos da caracteristica, por exemplo,

77:” = D3 Q + §ugy + Ty,
0" = DiQ + Eugt + Tug. (4.34)

Termos de ordem superior sao obtidos por inducgao em ji e jo,

n’ =D,Q+ (D jug + 7D yuy, (4.35)

onde

Dy = DD, (4.36)
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O gerador infinitesimal é prolongado por derivadas adicionando-se todos os termos da forma
0 Ou; acima até a ordem desejada. Por exemplo

G' = §0p + 1Oy + 0y + nmauz + ntaut =G+ nxauz + ntautv (437)
G? = G + "0y, + 1”0, + 1''0u,,. (4.38)

De agora em diante, adotaremos a convencao de que o gerador seja prolongado quantas vezes
forem necessérias para descrever a acao do grupo em todas as varidveis. Para encontrar a
simetria de Lie de ponto necessitamos da expressao (4.33). Simetrias de Lie de ponto sao obtidas
diferenciando a condigdo de simetria (4.22) com relagdo a €. Obtemos assim a condigao de
simetria linearizada,

GAA =0 quando A =0. (4.39)
Como exemplo tomemos a equagao
up = u>. (4.40)
A condicao de simetria linearizada é
n' = 2u.n* quando (4.40) vale (4.41)

escrevendo explicitamente e usando (4.40) para eliminar u;, obtemos

Nt — &g + (M — ) U:Qc - fuui - Tuui

= 2uy (7727 + (N — &) vz + (Mu — &2) ui - Tuui) .

Depois igualando os termos de coeficiente de u,, teremos um sistema de equagoes determinantes:

Tu =0, (4.42)
€u+ 275 =0, (4.43)
Nu + 7t — 285 =0, (4.44)
£t +2nz = 0, (4.45)
me = 0. (4.46)
Iniciamos resolvendo (4.42) obtemos:
T=A(x,t).

onde A é uma fungao arbitraria. A solugao geral de (4.43) é assim dada por:

&= —-2A,u+ B(x,t), (4.47)

e de (4.44)

n= _2Ax:ru2 + (2Bx - At) u+C (1‘7 t) )
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para algumas fungdes B e C. Substituindo estes resultados em (4.45) e (4.46), obtemos:

—4A g’ 4+ 4 (2Byy — Agg)u+ By 4+ 2C, = 0, (4.48)
—2A400tt? + (2Byt — Agt) u + Cy = 0. (4.49)

As fungoes A,B e C sao independentes de u, assim (4.48) e (4.49) podem ser decompostas igua-
lando coeficientes de u, as seguintes equagoes:

Cy =0, (4.50)
By +2C, = 0, (4.51)
2By + Ay =0, (4.52)
Buy — Ay = 0, (4.53)
Agat = 0, (4.54)
Apag = 0. (4.55)
Das equagoes (4.50), (4.51) e (4.52), obtemos:
C=a(),B=d@i+5),
A=ao" @)+~ () t+6(x). (4.56)

As fungoes a, 3, v e ¢ sao fungoes de = determinadas pela substituigao de (4.56) em (4.53),(4.54)
e (4.55). Igualando os coeficientes de poténcias de ¢, e resolvendo obtemos finalmente

1
£ = —deitr — 2c9t + ¢4 <2932 — 2tu> + cgx + c7 — degxu — 2cqu,

T = —dert? — caxt + st + csx? + cox + 2¢10, (4.57)

n= de12? + o + 3 + cazu + c5u + 2cqu — 408u2,
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que contém 10 constantes arbitrarias, significando que a &dlgebra de Lie tem 10 dimensoes. A
algebra de simetria infinitesimal da equacao (4.40), é entao definida pelos geradores:

G, = —4tx88x—4t2§t+4t2ai
Gy = —ﬂé1+x;
Gy = (;17
Gy = (;xQ—Qtu>§+4xt2§t+xuai
Gs = taat—i-uai,
Gg = —:c—+2u2,
68 0
Gr = 72
Gg = —4ux§+ 2; 42§u
G = ol 2l
Gio = —275%,

4.2.2 Solugoes invariantes

Nesta se¢ao vamos introduzir o método das caracteristicas, que consiste em obter solugoes
invariantes por um determinado grupo de simetria. Tomemos o gerador

0 0
G=¢(— —.
5 + "ot * Tou
Uma solugao u (z,t) é invariante pela transformacao gerada por G se
Q=n—E&uy —Tur =0, (4.58)

que é ususalmente mais facil de resolver que a equacao original. Resolvemos a condicao de
superficie invariante com as equagoOes caracteristicas

de dt du
r_ @ _ (4.59)
& 7
Introduzimos entao coordenadas candnicas r(z,t,u) e v(z,t,u) que sdo duas integrais pri-
meiras de (4.59) funcionalmente independentes. A solugdo da condigao de superficie é dada
por

v=F(r). (4.60)

o1



Podemos tomar como exemplo o gerador

0 0
G:CGl—I-GQ:C%—f—a.

A condicao de superficie invariante é dada por
cuy + up = 0.

Assim as equagoes caracteristicas sao,

Com uma quadratura nas equagoes caracteristicas obtemos, r = x — ¢t e u = F'(r) como solucao
invariante, que é também conhecida como solugao de onda.

Vamos considerar o oscilador usual estudado em mecénica quantica. Conhecemos as auto-
fungoes deste sistema. No entanto, apresentamos aqui a solu¢ao pelo método de simetrias de lie.
A equacao do oscilador é apresentada na forma,

1 d? 1
_iwqﬁ(gj) + 5.7}21#(-%) = E¢($),

com o auxilio do SADE os geradores de simetria apresentamos na forma,

)
G1:¢%7
o M (1/2FE, 1/4, 2?) 9
‘T NG oy’
Gy = % ABYM (1/2B,1/4,0%) W (1/2 E,1/4,2%)

— 2EyW (1/2E,1/4,2*) M (1/2 E + 1,1/4, 2?)
— 3YW (1/2E,1/4,2°) M (1/2 E, 1/4,27)

+ 4M (1/2E,1/4,2*) W (1/2E + 1,1/4,2?)

— 42®M (1/2E,1/4,2°) W (1/2 E, 1/4,2%)
+ W (1/2E,1/4,2%) M (1/2E, 1/4,;1:2)}8‘1
_ EM(l/QE,lM,xQ)M(1/2E,1/4, mQ)}%,

Gy = %[w<—2¢M(1/2E, 1/4, 22) 2% + M (1/2E +1,1/4, 22)
xr2
+ 2EM (1/2E, 1/4, 2°) + ¢M (1/2E, 1/4, 2%) )}

(M (1/2E, 1/4, xQ)Q)} ;:g’

9
P
=
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Gy = L [p(eM(/28.1/4 2%) — 26%M (1/2B. 1/4, 2?)
€2

— 3YM(1/2E +1,1/4, 2*) + 29 EM (1/2 E, 1/4, 2?)
- 2¢EM(1/2E+1,1/4,532))L9‘1
_ {\2 (M (1/2E, 1/4, x2)2>] 8893,

Gs = %[M (1/2E, 1/4, 2?) <¢M (1/2E, 1/4, 2%) 2
— 29M(1/2E, 1/4, 2*) — 3yM (1/2 E + 1,1/4, 2?)
+ 2WEM (1/2E, 1/4, 22) — 20M (1/2 E, 1/4, 2°) )};;
2 2] 0
- [Botqrze )] 5
Gr = %[M (1/2E,1/4,2%) (= 20W (1/2B, 1/4, 2%) 2?
4y W (1/2E +1, 1/4, 2%) + 29 EM (1/2 E, 1/4, 2?)

+
+ 1/1W(1/2E, 1/4, xZ))}az — [323 (M (1/2E, 1/4, x2)2)}

onde M(k, u, z) and W (k, u, ) sdo fungdbes Whittaker. A partir desses geradores, obtemos a
seguinte solugao invariante,

9
oz’

2 — W (1/2E, 1/4, 2?)
Y(z)=C NG :

onde C é uma constante. Usando a seguinte identidade,

W(1/4+1/2n,1/4,2%) = 2 "exp —1/2 2>z H, (),

com o uso da identidade aqui considerada a autofuncao é escrita em termos dos polinémios de
hermite [116],

Y(x) = C2 " exp —1/22° H,, (z),

usando a condicao de normalizacao, obtemos,
w(x) _ 2—n/2ﬂ_—1/4(n! )—1/26—1/2m2Hn(l,)’

que é o mesmo resultado obtido na literatura [1, 2|. Este resultado mostra a robustez do SADE
para calculos analiticos. Ou seja, a partir de consideragdes de simetrias da equacao diferencial,
encontrou-se os geradores de tais simetrias e com o uso desses geradores determinou-se a solu¢ao
da equagao diferencial. Nos proximos capitulos aplicaremos a metodologia descrita neste para
estudarmos potenciais nao-lineares no espago de fase.
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Capitulo 5

Simetrias e Solucoes da Equacao de
Gross-Pitaevskil no espaco de fase

5.1 Simetrias e Solucoes da Equacao de Gross-Pitaevskii no es-
paco de fase

Neste e no préoximo capitulo, apresentamos os resultados desta tese. Primeiro, realizamos
um estudo analitico da equacao de Gross-Pitaevskii no estado estacionario e também, quando o
sistema apresenta uma evolucao no tempo. Para o caso estacionario, utilizamos um ansatz na
busca de solugao. Para o caso da equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo o estudo
de solugoes se da via simetrias de Lie. Uma busca sistematica por geradores de simetria de Lie
é realizada com posterior estudo da algebra associada. De posse dos geradores, é possivel obter
solugoes analiticas da equagao de Gross-Pitaevskii no espago de fase. Usando as amplitudes no
espaco de fase entao obtidas, calculamos a fungao de Wigner associada ao problema, pois é a
partir desta funcao que estabelecemos a interpretacao fisica dos sistemas analisados.

5.1.1 Equacao de Gross-Pitaevskii no estado estacionario

A equagao de Gross-Pitaevskii no espago de fase é dada por

2 2 92 ;
maaif = <£\4—8@\4§q2—%§q>¢+wq+m§?)w+g(w*) . (5.1)
A interpretacao das constantes dadas nesta equagao é a mesma apresentada no capitulo 2.

O nosso objetivo aqui é solucionar essa equagado, pois encontrando a fungdo de onda no
espago de fase, 1(q,p,t), podemos determinar a fun¢do de Wigner associada ao problema de
Gross-Pitaevskii, a qual é dada por fy(q,p) = ¥(q,p,t) * ¥*(q,p,t). Conduziremos a nossa
analise fisica com o tratamento do condensado de Bose-Einstein, o qual é uma das aplicagoes da
equagao de Gross-Pitaevskii. No espago das configuracoes, o denominaremos como espago usual,
p = ¢Y(x,t)y*(x,t) representa a densidade uniforme do gas condensado. No bojo do espago de
fase, o equivalente na representacao de Wigner para a densidade uniforme do gas condensado é
a propria funcao de Wigner, ou seja,

Qw(p) = (g, p,t) x¥*(q,p, t).
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Vamos tratar o caso da interagao repulsiva, g > 0 [9]. Consideraremos o caso em que o
potencial externo é nulo. Dessa forma, a equagao de Gross-Pitaevskii no espago de fase é dada
por

P2 h? 92 thp O

)
itha b (a,p,t) = (2M ~ Mo 2M(9q> ¥ (g,p,t) +9 (ww*) d(gp,t),  (5:2)

Considerando o ansatz,

pt

V(gpt) = élg,p)e ", (5.3)
onde p é o potencial quimico. Substituindo (5.3) em (5.2), obtemos
2 2 o2 ,
D he 0 ihp O +
LA = . 4
<2M SV 9F 20 g ¢(q,p)+g(¢¢>¢(q,p) 1é (¢, p) (5.4)
Considerando o ansatz,
6(a,p) = wlg)e ™. (5.5)
Substituindo (5.5) em (5.4), obtemos,
h? 0 9
“8ar 0”@ Hele (@) (e) = ne (a), (5.6)

Note que a Eq.(5.6) é similar as equagOes que aparecem na literatura [4]. Dessa forma,
seguiremos um método andlogo para resolvé-la. Se ¢ for real, entdo, a equagao (5.6) pode ser
escrita na forma,

KZ 92

~anrag® @ e (@) — pe () =0, (5.7)

multiplicando ambos os lados por ¢’

h2 82
TR (@) ¢ +9¢ @)’ ¢ — up(q) ¢ =0, (5.8)

reescrevendo a equagao (5.8), obtemos

_;;lq ((p,z B 4%9 (¢ _az)z) o, (5.9)
onde a = %, esta quantidade é a funcao de onda distante da parede. Integrando a equacgao
(5.9),

- 4%‘(] (¢? —a?)* =k, (5.10)
fazendo \ = \/%,
¢7 =402 (92— a?)’ + k. (5.11)
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A condigdao ¢ — +a quando ¢ — F+oo, quando k = 0,
¢ =£2X (p* — d?), (5.12)
considerando a parte negativa e reescrevendo a equagao (5.12), chegamos a,

dﬁ__ 2 2
i 2X (¢° — a?), (5.13)

podemos escrever a equacao (5.13) na forma,

_dy
(¢* —a?)

integrando a equagao (5.14) e considerando nula a constante de integracao,

= —2)\dg, (5.14)

¢ (q) = atanh 2a\q, (5.15)

podemos escrever a equacao acima da forma,

v(q) = atanh2£q, (5.16)

onde & = ,/ﬁ é o comprimento de cura. Essa é uma escala de comprimento caracteristico

sobre a qual a densidade do condensado retoma seu valor médio longe de um defeito acentuado
ou de uma parede perfeitamente confinada [9]. Podemos escrever (5.14) de forma explicita,

v(q) = \/gtanh (2 i?jq) , (5.17)

se considerarmos a parte positiva da equagao (5.12), temos a seguinte solugao,

v(q) = —\/gtanh <2 l?jq) , (5.18)

onde os graficos das ondas solitarias referentes as equagoes (5.15) e (5.12) sdo apresentadas a
seguir.
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Figura 5.1: Esse grafico é denominado kink.

0,5 1
g

-0,4 -

-0,6

-0,2

Figura 5.2: Esse grafico é denominado antikink.

A solugao da equagao (5.7) é denominada soliton. A solugao geral é dada da forma,

uM
g

¥ (g.p.t) = /= tanh (2 h”) 2% =it

a qual é a solugao da equacao de Gross-Pitaevskii no espago de fase.

o7
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A partir da solugdo encontrada, podemos conduzir uma anélise bastante interessante para
0s nossos propositos. Para esse fim, aplicaremos a forma integral do produto-estrela, dada na
Eq.(3.51), para calcularmos a fun¢ao de Wigner associada ao problema. Assim, temos que

1 T / 11 7( A " /
fW(q,p) = (ﬂ-h)z /dq,dq/,dp,dp/,d}(q/,p’)@b*(q”,p”)e_Qﬁ[p(q —q¢")+p' (4" —a)+p" (¢—q )}

Ou seja,

| M\ i
fwla.p) = (nh)2§ / dq'dq"dp'dp" tanh (2 ”hgq’> e

X tanh <2 ld\fq”) eQiqurf)He—%[P(q’—q”)+p’(q”—q)+p”(q—q’)}.
h

Reorganizando as exponenciais, podemos escrever

1 M M
fwlg,p) = (Wh>2/;/dq'dq”dp’dp”tanh (2\//%2q’> tanh (2 ’uhzq")

% e 7 pd=d") P (@ —a+d ) +p" (a-q' —4¢")]

Identificando as deltas de Dirac em p’ e p” nas exponenciais do integrando, podemos escrever

M M
fwl(g,p) = Z/dq’dq” tanh <21 / l%q’) tanh (2 'uhzq”>

% ei%p(qliq//)(s(q// _ q + q/)(s(q/ _ q// + q)

Esta ultima expressao é uma representacgao integral para a fungdo de Wigner do problema de
Gross-Pitaevskii. Um resultado interessante é obtido quando integramos o tltimo resultado em

relagao a p,
M M
/fW(q,p)dp - K /dq’dq’/dp tanh <2\ / ,uth,> tanh (2 'uth">
g
x e wPW=5(q" — g+ ¢)o(d — ¢ +q),
obtendo,

/fw(q,p)dp = N tanh? (2 ‘?fq) ) (5.20)

em que N é uma constante de normalizacao. Este tltimo resultado corresponde a densidade de
probabilidade de encontrar uma particula numa determinada posi¢ao, e é idéntico ao resultado
obtido no espago das configuragoes, o que mostra a consisténcia do formalismo de espago de fase
aqui utilizado.

Prosseguindo a discussao, a funcao de Wigner relativa ao problema de Gross-Pitaevskii pode
ser calculada a partir da solugdo encontrada, dada na equagao (5.19). O calculo é realizado a
partir da expansao do produto-estrela. Fazendo isso obtemos
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Figura 5.3: Grafico da fungdo de wigner relativo a equagao de Gross-Pitaevskii no regime esta-
cionario
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O gréafico relativo a equagao (5.21) é mostrado na Figura 5.3. Nele, observamos uma
importante caracteristica da fungao de Wigner, a existéncia de valores negativos. Percebemos que
ha duas regides em que a funcao de Wigner é negativa. Tal caracteristica aparece na literatura
como um indicador da nao-classicalidade do sistema, ou seja, nas regioes em que a funcao de
Wigner é negativa ha uma predominéncia das propriedades quénticas do sistema, e isso pode
ser utilizado em estudos posteriores para se conhecer melhor sistemas regidos pela equagao de
Gross-Pitaevskii, sobretudo o condensado de Bose-Einstein. E importante salientar que a relacio
que existe entre a negatividade da funcao de Wigner e a na-classicalidade do sistema é baseada
na conclusao de diversos trabalhos ja analisados e disponiveis na literatura, ou seja, nao hé uma
prova matematica, como por exemplo um Teorema, para este fato [107, 108, 109, 110]. Deixamos
como perspectiva a demosntragdo matematica para esta correlagao. As possibilidades outrora
comentadas, mostram-se factiveis no arcabouco experiental, inclusive. Nos graficos, adotamos os
valores m=1,g=1, pu=1eh=1.

Podemos inferir que esse grafico possui trés pontos de equilibrio: um instavel na origem e
outros dois estaveis. Um ponto de equilibro estavel na parte positiva e outra na parte negativa
do eixo g. A origem é um ponto onde ocorre uma quebra de simetria do sistema.

5.2 Equagao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

Na auséncia do potencial externo, a equacao de Gross-Pitaeviskii é dada por,
0 p? h? 9%  ihp O
h—— ) 7t = 5. o a9 o _ 4o ’ at ( T) y 7t)
iha ¥ (a:p,1) <2m Sma?  2mdq Y (g,p,t) +g (YY" ¥ (g,p,t)

na qual a fun¢do de onda e seu complexo conjugado sao dados por

Y= ¢1 + i e Y* = ¢ —ig,

a fim de simplificar os célculos, consideraremos 7 = m = 1. A seguir, obtemos os geradores de
simetria de Lie e uma solugdo invariante em (1+1) dimensao.

e Geradores de Simetria de Lie.

Gi = F4(p)%,

Gy = F5(p)§q,

Gz = Fs(p) ¢28¢1—¢1 ¢

Gy = Fs(p) _Qt(gq—@ (¢ —pt) BZ + ¢1(q —pt) 622],

Gs = Fx(p) :(q+pt)aa+2t§t—(¢1—2p2t¢2)£1—(¢2+2p2t¢1)8§)2 ,
Gs = Fi(p) _2¢2ptaz 2¢1p£+8+§q}

(5.22)

Os geradores de simetria apresentam uma dependéncia funcional em p. Isso significa que p é
um parametro na equagao de Schrédinger nao-linear no espago de fase.
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e Solucao Analitica.

A solugao invariante por simetria de Lie é dada por,

oann =" (( (22) s 2ap) + s (22 cos 2
oo () oo s (2 ) s

o (Sm (232> sin (2p) + i sin (232) cos (2qp)

e (2 ) x5 ) )

com o uso de relagoes trigonométricas 1 (q, p,t) pode ser escrita como,

Y (g, p,t) = h\(}t)) <COS <232 - 2qp> + isin (232 - 2qp>> ;

h(p) < 2iq )
¢, pt) = —7=|exp— (¢ —pt)|.
via.pt) =2 (e 5 ta =)
Essa solucao pertecence a uma classe de solugoes de equagoes diferenciais nao-lineares, também
chamada de solitons [106] . Uma interpretagao fisica pode ser obtida por meio da func¢ao de

Wigner,

ou

fula,pit) = (g, p, t) % ¥T (q,p,1).

A funcao de Wigner escrita com a expansao dos trés primeiros termos oriundos do produto-estrela
é dada por

T

2 (8v%p*t? + ¢ — 3292pqt + 8vqpt — 67p*t? — 82 ¢*p* — 8v¢?) } '

t2

onde A (t) = 1.

Nas figuras (5.4(a)-5.4(h)) podemos visualizar o comportamento da fun¢do de Wigner para
diferentes valores de tempo. Nos graficos, adotamos 7 = 1 e m = 1. Dessa forma, podemos
verificar como a fungao de Wigner evolui com o tempo, mais especificamente, percebemos o que
ocorre com a parte negativa da fungdo de Wigner. Observando os graficos, percebemos que o
volume da parte negativa da funcdo de Wigner diminui com o tempo, desaparecendo a partir
de t = 1601. Os valores de tempo aqui considerados foram escolhidos pelo fato de o grafico da
funcao de Wigner sofrer modificagoes nestes pontos, nao havendo outro motivo para tal escolha.
A literatura relaciona o volume da parte negativa da funcao de Wigner ao carater quéantico do
sistema. Ha estudos que apontam que a parte negativa da funcdo de Wigner possui relagao
ao emaranhamento do sistema em questao, e quanto maior o volume da parte negativa, mais
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emaranhado esti o sistema. Dessa forma, podemos inferir que o sistema analisado, que pode
representar um condensado de Bose-Einstein, vai perdendo o seu carater quantico com o passar
do tempo, ou, se levarmos em consideracao os estudos sobre emaranhamento, podemos sugerir
que o emaranhamento do sistema vai diminuindo & medida que o tempo passa. Tal conjectura é
alicergada nos trabalhos ja citados [107, 108, 109, 110]. Esse resultado pode atestar uma limitagao
na utilizagado deste sistema na computagdo quéantica, por exemplo [110]. A aprtir do presente
estudo fica em aberto a analise da possibilidade de preparar o sistema para que a negatividade
da funcao de Wigner seja mantida, ou seja, a manutengao do carater quantico do sistema.
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Cabe ressaltar que prototipos de computacao quantica implementados a partir de condensa-
dos de Bose-Einstein ja foram realizados. Como exemplo, nos trabalhos de Bunkov a Volovik
[117, 118] foi analisada a possibilidade de qubits de longa vida a partir de condesados de Bose-
Einstein estabelecidos a partir de magnons, polariton e exciton. Como resultado, descobriu-se
que devido aos magnons serem eletricamente neutros e por essa razao interagirem fracamente
com os arredores, os condensados de Bose-Einstein elaborados a partir de magnons podem apre-
sentar um tempo de decoeréncia com escala de alguns segundos. Contudo, percebe-se que mesmo
nessas circunstancias a decoeréncia é algo, a principio, inevitavel. Nesse sentido, os graficos apre-
sentados nas Figuras (5.4(a)-5.4(h)) destacam essa mesma caracteristica, pois o fato da parte
negativa da funcao de Wigner diminuir com o tempo, possui correlacdo com o sistema tender &
decoeréncia [119, 120, 121]. Em um préximo passo, seria estudar a evolu¢ao no tempo do modelo
analisado nesta se¢do com a presenga de um campo externo, tal qual o campo eletromagnético.
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Capitulo 6

Simetrias e Solucoes do Oscilador
Quartico no Espaco de Fase

Neste capitulo, de maneira analoga ao capitulo anterior, buscamos por geradores de simetria
de Lie e em seguida as solucoes do oscilador quartico no espaco de fase. A obtencao da solucéo do
oscilador quéartico seguiu dois panoramas: solugoes baseadas em simetrias e solucoes algébricas.
Além disso, um estudo da interpretagao fisica de solugoes foi obtida através da fungdo de Wigner.
Os resultados apresentados foram publicados de acordo com a referéncia [115].

6.1 Simetrias e Solucao do Oscilador Harmoénico no Espaco de
Fase

Nesta secao, abordaremos o problema do oscilador harménico no espago de fase via método
de simetrias de Lie. Este problema jé foi abordado algebricamente, sendo encontrado nas refe-
réncias [58, 60]. O abordaremos aqui, segundo uma metodologia diferente afim de calibrarmos o
procedimento que adotamos para procurar solucoes. A anélise de um problema cuja solugdo ja
é conhecida, nos auxiliard nesta proposta de calibragao.

Nesse sentido, no espaco de fase a equacgao é dada por

2 2 952 - 2 2 92 -
p- R 07 ihp O ¢ | W 9* ihg 0
- - = 7 —E
<2m 8m d¢®>  2m dq vla.p)+ 2m+8m0p2 2m dp v (gp) v(g.p),
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assim, utilizando o SADE, as simetrias para o oscilador no espago de fase sdo dadas por,

0 0
Gi = %_Pa
Gy = 12ty
2 Tog, ¢ 20y’
0
Gz = _¢28¢ +¢16¢
0
Gy = F(QP)%‘F 2(g,p )5.7527
0 0 (‘)
Gy = — g
5 2p¢2 9on +2p¢1 s 8q’
0 0 0
Ge = 2q¢2 D6 Q¢1?+*

(6.1)

De posse do grupo de simetria, podemos construir a algebra de lie. E é esse resultado que
apresentamos abaixo,

0 00 —Gg —1/2Gs ]
0 00 0 0

0 00 0 0 :
Gs 00 0 e
1/2G5 0 0 Gy 0 |

aqui desconsideramos o G4, pois queriamos obter uma algebra finita.
Utilizando o gerador de simetria (G; encontramos a seguinte solucao invariante,

¥(g,p) = {CiM (1/2 — B, 1, (2¢° + 2p*)) + CoU (1/2 — E, 1, (2¢* + 2p*))
+iCIM (1/2— B, 1, (26> + 20%)) + CoU (1/2 — B, 1, (2% + 2p%) ) } e~ (@),
Simplificando a expressao acima ficamos com,

W(g.p) = (1+) {(CIM(1/2 - B, 1,2p° +2¢°) + CoU (1/2 - B, 1, 2p° + 2¢°)) } = (@477,
onde M (a,c,z) e U (a,c,x) sdo fungdes hipergeométricas confluentes. Considerando Co = 0 e
usando a relagao,

M(—n,1,z) = L, (x),
onde L, (z) sdo os polinomios de Laguerre, a equagao acima pode ser escrita da forma,

2(1+ 1)

s

(g, p) = e @HIL, (2p +2¢7),

e que tem a mesma forma que as j& apresentadas na literatura [58].
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6.2 Simetrias e Solucao do Oscilador Quartico no Espaco de Fase:
Solucao Analitica

Nesta secao, apresentaremos a solugao algébrica da equacao de Schrodinger no espago de fase
submetida ao potencial quértico. Nesse contexto, consideraremos o seguinte potencial

1
V(g) = Ag" + 5%,

em que A é um parametro constante. A equagao de Schrédinger no espago de fase é entéo escrita
como

<;p2 + %ff + Aq4> *(q,p) = E¥(q,p). (6.2)

Tomamos A = 1, w = 1, m = 1. Isso é equivalente a tomarmos as constantes admensionais
E = E/hw, v — \/%r e\ — (#) A. Usando as propriedades do produto-estrela, podemos
escrever

1 1 1 1

. 3 i 1
+ A (q4 +2iq°0, — 5470, — 540, + 16(‘%) ]@b(q,p) = E¢(q,p).

As simetrias para esta equagao sdo dadas por

0
G1 = ¢>1 ¢ +¢2 96g’
Gy = —¢ +¢ 0
? 2961 ¢ Y06y’
0
= R - —
eX (qp>a¢ FB0.) 5
0 8
Gy = *2p¢>28¢ +2P¢18¢
0 8
Gs = 2(1(252 D6 Q¢17+* (6.4)
A algebra de lie dos geradores é dada por,
(00 0 0
00 O 0
(6.5)
00 0 —-4Gq
| 0 0 4Gq 0 |

O gerador G3 foi desprezado porque trabalhamos com uma algebra finita. A partir do gerador
G5, obtemos a seguinte solugao invariante,

_4/3 q (16 q2a+3)\/§ 4/3 q(16 q2a+3)\/§
P(q,p) = { Cre Va(iva)? HT1 4 Che  Val+ivi)’ HT2 § ¢~ 2iP, (6.6)
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onde HT1 e HT2 sao dadas por,

213 (16 \E + 1 2/3
HT1 = HeunT (163 U6AE +1) ) =, 1/3V2V\g (32/3+3i\6/§> :

N3 (1 4iv3)° 0803 (1+iv3)" V2
(6.7)

32316 AE +1) 92/3
8 ’8/3 4 3
A3 (1+1iv/3) (1+iv3) VA2

HT2 = HeunT (16 ,—1/3v2V/\q (32/3+3z'\6/§)>,

(6.8)
e HeunT representa a funcao de Heun Triconfluente. Na proxima secao, vamos explorar as
propriedades da equagao diferencial de Heun e logo apés calcular as quantidades fisicas.

6.3 Oscilador Quartico no Espaco de Fase: Solugao Algébrica

Nesta secao, apresentaremos a solugao algébrica da equagdo de Schrodinger no espago de
fase submetida ao potencial quartico, a Eq.(6.4) . A fim de resolver a equagado, tomaremos o
ansatz (g, p) = e 29 ¢(q), o qual é justificado pelo uso do SADE na obtencio dos geradores
de simetria estabelecidos na se¢do anterior. Calculando as derivadas de (g, p) para posterior
substitui¢ao na Eq.(6.4), obtemos:

Ogyp = —2ipe”*PH(q) + e~ %94¢(q),
O7p = —Ap*e” M P¢(q) — dipe ' P0,0(q) + e~ 0 ¢(q),
Optp = —2iqe” "7 ¢(q),
2 2 —2%
O = —dq e " (q),
O = Sig’e 7 (q),
o = 16¢*e 27 p(q).
Substituindo tais derivadas na Eq.(6.4), obtemos
2 2 4
026(q) + (8E — 16¢° — 1287¢")p(q) = 0. (6.9)

A equagao (6.9) é a equagao diferencial triconfluente de Heun escrita na forma normal. Nesse
sentido, sua solucao pode ser escrita em termos da fun¢do de Heun triconfluente. Portanto, para
compreendermos como se estabelece tal relagdo, vamos revisitar a equagao diferencial triconflu-
ente de Heun.

6.3.1 A equacao diferencial tricounfluente de Heun nas formas normal e pa-
drao
A equagao diferencial tricounfluente de Heun é usualmente escrita como

d? d
- B2+ y) 2 (3= Bz —aly =0, (6.10)
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em que y = y(x) e o, 3, v sdo pardmetros. Sendo assim, y(x) é denominada fungdo de Heun
triconfluente, representada por y(z) = HeunT(«, 3,7, x). A equagao(6.10) pode ser representada
na forma normal, a qual é dada por,

d*y 4 3 2

W-F(Aaz + B2+ Ca”+ Dx+ F)y =0, (6.11)
em que A, B, C, D e F sdo constantes. O nosso objetivo aqui é mostrar a relagdo que hé entre a
equacao de Heun na formas normal e usual. Para esse proposito, considere que y(x) = u(x)v(z).
Com isso, temos 3 = u'v+uv' e 3" = u"v + 2u'v' +uv”, em que f' = 7. Nesse caso, a equacao
(6.10) & escrita como

d*u dv

Vs + |2

du d?v dv
dxz? dx

@] G |G - B~ (G- Pa =0 @12)

A fim de obtermos a equagado diferencial na forma normal, devemos tomar o coeficiente da
derivada primeira da fun¢ao u(x) como zero, ou seja,

d
zﬁ%—@ﬁ+wm:0

o que fornece, ap6s integragao com respeito a x,
v(z) = e+, (6.13)

Substituindo a Eq.(6.13) na Eq.(6.12), obtemos

d*u 94 37 o 72
que ¢é a forma normal da equacdo diferencial triconfluente de Heun, em que A = —%, B =0,

C = —%Yx% D=-f8eF = (—1—2 - a). Agora, comparando a Eq.(6.9) e Eq.(6.14), temos
x = :t2)\éq e

12 2
—_Z°\ 3
v 33 3,
B =0,
3_%A_l(2E—%1)
= —— 3 — ).
Ty 1
Como y = uv, neste caso, u = vy, ou seja,
1
-3 1. 123 4
o(q) = Kie?@HDHeunT [ —2 “A3(2E+2),0,-2 A"3,2-"\ig
47733 3
b Kye 3@+ HeunT 37%A*%(2E4—1)0 128 2 iy
e eun _— — - _9_
? 4 43y A Ty A

em que Kj e Ko sao constantes, e HeunT'(a,b, ¢, ) representa a funcao de Heun triconfluente.
Note que essa parte da soluc¢do é bastante similar a obtida na referéncia [36] na qual o potencial
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quartico foi analisado no espago das configuragoes. Por fim, a solu¢do do problema considerado
é dada por,

—2igp L (¢®+vq) 372 1 1 125 2 4% 1
P(q,p) = Kie “Pe2' " TP HeunT 2 A 3(2E+1),0,§§ A 3’2§ \éq

373 1. 123 4%
Kye 2e= 2@ 9 HounT | —2 “A73(2E 4 -),0,-= A~3,-2-"Aéq | .
+ 2€ € 2 eun 4 3( +4)7 33 3 3 6q
A fungao de Wigner para este sistema é obtida a partir de fy(q,p) = ¥(q,p) * ¥*(¢q,p). O

calculo do produto-estrela foi realizado com a utilizacao do cédigo em Maple dado no Apéndice
B. Na préxima secao analisaremos a solucao obtida.

6.4 Funcgao de Wigner

Nesta segao, analisamos as solugbes obtidas na tultima secao para o oscilador quartico
no espaco de fase. Primeiramente, notamos que a solucao algébrica tem a mesma forma da
solucdo computacional. Esse fato sugere a eficicia das duas metodologias utilizadas. Em seguida,
calculamos a fungao de Wigner para o oscilador quartico para os trés primeiros niveis de energia.

Para A = 1 e os valores de energia dado pelo artigo [111], temos os graficos seguem nas Figs.
1-3.

e
A
O s
O & e
1 /AL 777NN
"l","'""','.‘\\\\‘
[]77

Figura 6.1: Funcao de Wigner para o oscilador quértico, n = 0,
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Figura 6.2: Func¢ao de Wigner para o oscilador quartico, n = 1

Figura 6.3: Fungdo de Wigner para o oscilador quéartico, n = 2
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Usando a fun¢do de Wigner, o parametro de negatividade para o sistema é calculado. Os
resultados sao

Tabela 6.1: Parametro de negatividade para n = 0,1, 2.

()

0.7
2.4
2.7

o = O 3

O parametro de negatividade aumenta com o aumento dos niveis de energia n, isso indica que
o sistema apresenta mais caracteristicas nao-classicas. Além disso, esse aumento da negatividade
diretamente relacionado ao aumento da ordem do oscilador pode ser interessante em sistemas
que o emaranhamento quantico seja necessério, pois o desvio de comportamento classico pode
ser relacionado a niveis mais fortes de entrelagamento do sistema.

No caso do oscilador harménico o pardmetro de negatividade é zero para n zero, ou seja,
nao ha diferenca entre o sistema classico ou quéntico. No oscilador quartico, o parametro de
negatividade é diferente de zero, ou seja, ndo tem um analogo classico.
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Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

As simetrias estdo no Amago desta tese. Seja no aspecto de técnica utilizando simetrias para
obter solugdes, seja no aspecto de construgao da representagao de grupo cinematico que permite
o estudo de equagoes diferenciais, por exemplo, o grupo de simetria de Galilei permite deduzir
a equagao de Schrédinger no espago de fase. Nesse sentido, nos capitulos 2, 3 e 4 fizemos uma
revisao de bibliografia. No capitulo 2, revisamos a equacao de Gross-Pitaeviskii e o oscilador
quértico. Iniciamos o capitulo como uma discussao a respeito da equagao de Schrédinger. Se-
guimos o capitulo com a deducdo da equacao de Gross-Pitaevskii independente e dependente
do tempo. O oscilador quartico foi tratado como uma extensao natural do oscilador harménico.
Observamos que, a depender dos parametros podemos ter diferentes potenciais quarticos. No ca-
pitulo 3, estudamos a fungao de Wigner e suas propriedades. Uma propriedade particularmente
interessante é o operador estrela. Esta propriedade permitiu estudar representagoes unitarias de
grupos cinematicos. Seguindo o procedimento de oliveira et. al [57|, estudamos representagoes
unitarias do grupo de Galilei; e assim, obtemos a equagdo de Schroédinger no espago de fase.
Nesse formalismo, a funcao de Wigner é obtida de forma direta. Nesse contexto, discutimos a
medida da negatividade da fungdo de Wigner e sua interpretacao contemporanea. No capitulo
4, introduzimos alguns conceitos que sao fundamentais no estudo de grupos e algebras de Lie.
Aplicamos o estudo dessas simetrias nas equagoes diferenciais parciais para obter geradores, a
algebra e solugoes invariantes. Definimos um grupo de Lie a partir da nogao de variedade dife-
renciavel. Consideramos um grupo de simetria e obtemos os geradores infinitesimais do grupo. A
algebra de Lie é construida pelas relagoes de comutacao que os elementos infinitesimais do grupo
de Lie estabelecem entre si. Consideramos uma EDP de duas variaveis e obtemos os geradores de
simetria a partir das transformagdes infinitesimais que sao impostas nesta equagao. De posse dos
geradores, construimos solugoes invariantes utilizando o método das caracteristicas. No final do
capitulo, calculamos analiticamente os geradores de duas equagoes para evidenciar a necessidade
do uso de um pacote computacional. No caso do oscilador, ainda fomos adiante e calculamos a
solug@o e encontramos o resultado obtido na literatura, o que mostra a robustez do SADE para
esse tipo de célculo.

No capitulo 5, fizemos um estudo analitico da equacao de Gross-pitaevskii no espago de fase.
Para realizar esse estudo, utilizamos o pacote SADE para efetuar os calculos ou obter ansatz
interessantes que seriam utilizados na obtengao das solugoes analiticas. Na se¢ao 5.1, realizamos
calculos da equagao de Gross-Pitaeviskii no regime estacionario via ansatz. A partir da funcao
de onda, calculamos a densidade de quase probabilidade. A fun¢ao de Wigner foi calculada
a partir da funcdo de onda. A partir do grafico da funcdo de Wigner, extraimos informagoes
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fisicas relevantes, como a existéncia de duas regides negativas da funcao de Wigner. Na secao
5.2, calculamos as simetrias e as fungdes de onda no espago de fase para a equagao de Gross-
Pitaevskii dependente do tempo na auséncia de um potencial externo. Posteriormente, o calculo
da func¢ao de Wigner também foi realizado e através do grafico percebemos que com a evolugao
temporal a parte negativa deixa de existir, isto é, a partir de um certo instante as caracteristicas
quénticas deixarao de existir. Notamos que esse resultado pode indicar um limite na utilizacao
de um sistema quantico.

No capitulo 6, fizemos um estudo algébrico e analitico do oscilador no espago de fase. O SADE
também foi imprescindivel no nosso estudo neste capitulo. Na secao 6.1, revisamos o oscilador
harmonico no espago de fase pelo método de simetrias de Lie. Calculamos geradores, algebra e
solucao invariante por simetria de Lie. A solugao invariante é conhecida na literatura [1, 2|, no
entanto, foi obtida técnicas algébricas e analiticas no espago usual. Isso reforca a confianca nos
resultados. Na secao 6.2, prosseguimos com a mesma andalise para o oscilador quértico. Na segao
6.3, utilizamos um método algébrico para encontrar uma solugao. Por fim, na se¢do 6.4 a partir
da funcao de onda quantidades fisicas como a fung¢ao de Wigner e o parametro de negatividade
foram obtidas. Notamos que o parametro de negatividade aumenta com o aumento dos niveis de
energia. Isso indica que o sistema apresenta mais caracteristicas nao-classicas. O emaranhamento
¢ um exemplo de fendmeno que cujo comportamento pode ser analisado a partir do aumento do
parametro de negatividade. Observamos também que nao podemos obter um andalogo classico
para o oscilador quartico.

A continuidade dessa pesquisa encontra possibilidades interessantes tanto no aspecto de um
estudo voltado para técnicas matematicas a serem empregadas como o estudo da descrigao fisica
do problema abordado. No que se refere ao estudo de aspectos de natureza matematica, é
interessante a andlise da equagao por outras simetrias além da simetria de Lie. Outro aspecto
interessante, é a busca por uma transformagdo que mapeia solugbes do espago de fase para
solugoes do espaco usual. No que se refere aos aspectos fisicos, pode ser analisado: as simetrias
fisicas, leis de conservacgao, colisoes de kinks e sélitons, e o emaranhamento no espago de fase. O
estudo de potenciais de confinamento de particulas, tipo armadilhas de aprisionamento, também
pode ser abordado. Além dos pontos ja levantados, também é promissor o estudo da conexao
entre o parametro de negatividade e a caoticidade do sistema, pois a literatura atesta que hé
correlacao, mas esse ateste é baseado em indugao; logo hé a caréncia de uma deducao matematica
desta propriedade, e isto pode ser mais facilmente obtido a partir do formalismo de espago de fase
que denominamos de mecanica quantica simplética. Outra possibilidade de futuros trabalhos,
é considerar um estudo para 241 e 3+1 dimensoes para os sistemas ja estudados nesta tese e
considerar outros sistemas fisicos.
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Capitulo 8

Apéndice
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Apéndice A
Simetrias nao-classicas

Neste apéndice, vamos apresentar uma classe de grupo de transformacOes mais gerais
em um sentido que as transformagoes de Lie que podem levar a solugoes invariantes de uma
EDP [103, 104]. Consideremos EDPs que possuem a seguinte forma,

Ag = ug, —wp <x,u(")> =0, B=1,..., M. (A.1)

onde u = (ul, . ,u”) sao varidveis dependentes e x = (xl, ... ,x") sao as variaveis indepen-
dentes; u(™ representa o conjunto de variaveis dependentes e suas derivadas de ordem n ou
menores.

Cada Uy, € a maior derivada para algum u,-.
G AL =0.
As transformagdes infinitesimais de simetria sao,
=z + b (x,t,u),
=u+en, (x,t,u),

z
]

onde € é o pardmetro infinitesimal do grupo e 6* e 7, sao fungdes de varidveis dependentes e
variaveis independentes juntas. O gerador infinitesimal de simetria é dado por

G = Z 0 (z,u)0y + Z Mo (T, 1) Oy

A caracteristica @ do grupo é ,

Qa:na_zeiugi a=1,..,M.

(2

O conjunto das transformagoes infinitesimais, com seus respectivos geradores {G1,---, G}
forma uma &lgebra de Lie n-dimensional com relagao ao produto definido pelo comutador de dois
geradores,

G, Gj] =) CEGy.
k
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Os geradores infinitesimais prolongados podem ser expressos por uma férmula geral,

G =3 "0 (2, )0y + > e, u)Dye + > _100,1. (A.2)
i a a,J
onde
ul = Dju®, (A.3)
em que o ‘
DJ:DillDfQ...Di]‘J@, (A4)

sendo Jg um numero inteiro e podemos agora definir simetria nao classica como uma transfor-
magao que mantém invariante nao apenas a equacao original, mas também a proépria condicao
de invariancia,

GYa=o, (A.5)

GYQ =o, (A.6)

com J grande o suficiente. O sistema determinante que dai decorre é nao-linear nas incégnitas
Ne € 0'. O conjunto de todas as simetrias nio-classicas inclui as simetrias de Lie e ndo formam
um espago vetorial(portanto ndo formam uma é&lgebra). Como consequéncia e sem perda de
generalidade podemos considerar ' = 1 ou ' = 0. Neste ultimo caso podemos considerar
6% =1 ou #? = 0 e assim por diante. Uma propriedade 1til é que se G for um gerador de simetria
nao-classica, entao F(z,u)G também serd. O sistema de equagdes nao-lineares obtidos é muito
complicado e portanto o uso de computacao algébrica se faz necessario. A seguir, as técnicas
introduzidas nesta segao serao implementadas com o auxilio do SADE [73].

A.1 Exemplo: Equacao de Schrodinger Nao-Linear

Neste apéndice apresentamos solugoes analiticas da ESNL. A anélise foi feita em (1+1) dimen-
soes, ou seja, uma dimensao de espago e uma de tempo [104]. Para esse estudo utilizamos o
pacote SADE para busca a busca por simetrias e determinagao de solu¢es invariantes de equa-
¢oes diferenciais parciais nao-lineares. Na primeira se¢do encontramos os geradores de simetria
de Lie. Na segunda segao construimos solugoes invariantes por simetrias nao-classica. A EDP
de nosso interesse ¢ a ESNL quintica dependente do tempo:

_ W (at) P (x,t)
Azt ), e, . ..) =1 % a2

—agt) — ary|¥l” — axpply| = 0 (A7)
na qual a funcao de onda e seu complexo conjugado sdo dados por

Y= @1+ ip2 e P = p1 — i
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com ag, a1 € as sendo coeficientes e A = 1. Temos dois valores para #, 1 = 0 e §; = 1. Para o
célculo computacional, é conveniente separar as partes real(A) e imaginaria(B) da equacao (A.7):

A 3¢2+3L52_a B B 2 5_ o 3 2 1
=~ t 52 01 — a1 (¢1)° — a101 (d2)” — az (61) az (¢1)” (2)° — azd1 (¢2)" = 0,

2
B = o T2 a1 (¢2)® — a1 (¢1)% b2 — az (61)* b2 — 2as (61)° ($2)° — az (¢2)° — agea.

A transformagao infinitesimal de simetria é entao:

¢,1 = ¢1+6771 (m7t7¢1a¢2)a

¢/2 = ¢2 +€772 ($7t7 ¢17¢2) ’
t/ = t+€91 ($7t7¢17¢2)5
x/ = T+ 692 (.73, t, (251, (f)Q) . (AS)
Gerador de simetria de Lie:
0 0 0 0
G_ma¢ +"28¢ + 01— +928
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As simetrias de Lie associadas & ESNL para diferentes coeficientes.
Casol: ag # 0,a1 # 0,a2 # 0. Geradores de Simetria:

G
Ga
G3

Gy

0
&a
’ 0
= ¢2%_¢1
0
= ¢2$%_¢

9

Do’

29 50
1 06, or

(A.9)

A relacao de comutacao entre os geradores é dada pela seguinte tabela, a entrada linha i e coluna

j representa [G;, G;):

Algebra de Lie da ESNL

[Gi7Gj] H G ‘ Go ‘G3‘ Gy

G 0 0 0 | —2Go
Ga 0 0 0 Gs
Gs 0 0 0 0
Gy 2G2 | =Gz | 0O 0

CASO2: ag # 0,a1 # 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:

G = %,

G = o

Gz = —¢2821 + ¢18227

Gy = —ngwazl + d)lzva(; + Qt(%,

Gs = (—¢1+ 2¢2a0t)

Elementos da algebra Lie:

1

0

0 0
+ (—2¢1a0t — 2¢2) — 4+ 2t— +x—-

by ot oz

Algebra de Lie da ESNL
Gi, Gl G | Go [Gs[ G| G5
G1 0 0 0 2G2 2G1 — 2a0G3
G 0 0 0 Gs Go
Gs 0 0 0 0 0
Gy —2Go —Gs | 0 0 —Gy
Gs —2G1 + 2a¢9G3 | —Go 0 Gy 0
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CASO3: ag # 0,a1 = 0,az # 0. Geradores de Simetria:

0
Gl — &7
0
G2 — %7
Gs = —¢ +¢ 0
3 = 2(%) 18¢
0 8

= - — 2t

Gy ¢2$8¢1+¢1JI 263 +
1 0 0 0
Gs = < ¢1+ 2¢2a0t> 8¢ (—2¢1a0t - 2¢>2> prs + 2t* tag-
Gg = _,¢ + 2¢9apt + (- 2qbat—2qb)i—k2152g+29m§3 (A.11)
6 = 1 200 a¢ 100 2 B py :
Elementos da algebra Lie:
Algebra de Lie da ESNL

G, Gyl | G | G2 [Gs | Gy | Gs | Ge

G 0 0 0 | 2G2 | 2G1 — 2a9Gs | 2G5

Go 0 0 0| Gs Ga Gy

Gs 0 0 0 0 0 0

Gy —2Go -Gs | 0 0 —Gy 0

Gs —2G1 + 2a¢9G3 | —Go 0 Gy 0 2Gg

Gg —2G5 —G4| O 0 —2Gg 0

CASO4: ag # 0,a1 = 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:

0
Gl - aa
0
GQ - 8713?
Gs = b12 + oo
3 15— ¢ 254, 30y’
Gy = —¢ + ¢ 9
v Qaqm 00,
0 0
Gy = —¢2xa¢l +¢1$7 +2t8
Ge = < ¢1t—*¢2$ +¢2a0t> ( ¢17% — praot? —¢2t>
0 8 0
G7 = 2¢2a0t8¢ 2¢1a0ta¢ 5+ 87

Elementos da algebra Lie:
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Algebra de Lie da ESNL
Gi,Gy] | Gy | G2 | Gs |Gy G5 | G Gy
Gy 0 0 0 0 2Gy | —G3+2G7 | 2G1 — 200Gy
Go 0 0 0| 0 | Gy Gs Go
Gs 0 0 0|0 0 0 0
Gy 0 0 0|0 0 0 0
Gs —2G, —G4| 0|0 0 0 —Gs
Gg Gs —2Gy -Gs| 0|0 0 0 —2Gg
Gy —2G1 + 209Gy | —Go 0 0 Gs 2Gg 0
CASO5: ag = 0,a1 # 0,a2 # 0. Geradores de Simetria:
0
Gl - a7
0
G2 — %7
S )
3 28¢> 1 Dy’
8 8
Gy = —¢ox ¢ +¢)11‘ ¢ (A.12)
Elementos da algebra de Lie:
Algebra de Lie da ESNL
GGl | G | Gy [Gs] G
G 0 0 0 | 2G2
Go 0 0 0 | Gs
Gs 0 0 0 0
Gy —2Gy | =G5 | 0 0
CASO6: ag = 0,a1 # 0,a0 = 0. Geradores de Simetria:
0
Gl — &7
0
G2 — %7
Gy = —dr+ 1
P 28<z> 106y
0 0
Gy = —¢ox ¢ + dr 56, +2to,
0 0
= — pg— 2t— — Al
Gs d)lc’?gb ¢28¢ + T (A.13)

Elementos da algebra Lie:
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Algebra de Lie da ESNL
Gi,Gj] || Gi | G2 |G| Gu | Gs
G 0 0 0 |2Gy | 2Gy
Ga 0 0 0 | G3 | G2
Gs 0 0 0 0 0
Gy —2G2 | —Gs | 0O 0 | -Gy
Gs —2G1 | —G2 | 0 | Gy 0

CASOT7: agp = 0,a; = 0,a2 # 0. Geradores de simetria:

G
Go
G3
Gy
Gs

Ge

9
ot’
9
oz’
0

_%8@5 +¢18¢>

0 0
_¢2 Qb +¢1l’ ¢) Ztaix)

0 0 0
—qul ¢ + ¢2t 5os H 20

D2

< o — *qﬁgx ) 0 <2¢1:p ¢2t> 9 + 2t2é + 2:;:756)2

Elementos da algebra Lie:

Temos dois casos de simetria nao-cléssica 81 = 0 e ;1 = 1 para serem estudados.

Algebra de Lie da ESNL
Gi,Gj] Gi | G2 [Gs| Ga | G5 | Gg
G 0 0 0 [2G, | 2G; |2Gs
Gy 0 0 0| Gs | Gy | Gyu
Gs 0 0 0] 0 0 0
G4 —2G, | -G3| 0] 0 | =G4 | ©
Gs —2G1 | -Gy | 0 | G4 0 |[2Gs
G —2G5 | -G4 | 0] 0 | —2G¢| 0

considerar inicialmente o segundo caso:

G

=7718751

F + 5 0 o+ 0 9
rrs 205

A condigao de superficie invariante, QQ; = 0 se escreve como:

01 0 3@31
ot =M —Va—(— O
% 0 (‘3gz§2

ot =n2 — 2%7
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Vamos

(A.15)

(A.16)

(A.17)



e o gerador de infinitesimal de simetria prolongado €como:

o, 0 d d 9
GO = o 4o+ + + g —
"0z ”18¢ P06, " " 062 " M 0ns

ot
2 6(]5225 nl 3¢1t T2 8@2351 n 8¢1x:p .

(A.18)

A condicao de simetria linearizada para a simetria nao-classica é

G4 =0,

—2mpa1¢1¢2 — 1pasdips — Anpasdrds — niao — 3na1d1ds

—2ma1h1da — Snrasd] — 6n1asdids — masdidy — nh + Nt =0 (A.19)
GPB =0,

—M2ag — N2a1$7 — 3n2a1$3 — Measd] — 61m2a201¢5 — Srpasds — 211 de
—dmasdips — dnrasé1¢3 —nt + 5" =0, (A.20)

Substituindo (A.16) e (A.17) nas equagoes determinantes para eliminar as derivadas temporais.
Isolando ¢, € ¢o,, na equagdo (A.7) e substituindo nos respectivos termos ¢, € @oz, das
equagoes (A.19) e (A.20). Obtemos duas equagoes que dependem de ¢1, € ¢o,. Igualando a zero
os coeficientes das poténcias de ¢1, e o, obtemos um conjunto de 15 equagoes:

2
0 93 =0, (A.21)
091
%0,
- A.22
96201 (4.22)
2
0 03 =0, (A.23)
02
892 82771
9 — + — ()7 A.24
28¢2 6¢22 ( )
%o 00
—fy—= =0, A.25
1> 20¢, ( )

892 82772 6202

0,22 _
2961 " 0y°  0w0en

=0, (A.26)
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o0 %0 02
2 2 + m

_ =0, A.27
256, 0z0dy | Oadon (A.27)
827]2 8292 392

. 0,72 A28

02061 03061 200 (A.28)

020 00y 0*m
9 T2, 92 —0, A.29
02061 206 T 06,2 (4.29)

. % 802 892 % % (9771 . 692 3
028 + - +(8¢) <a¢2>772+923¢2 08(;51 4(8¢)a2¢1¢2
90, 06, 5 % 00
2((% >a2¢1¢2 _2<8¢ >al¢1¢2 +28x8q§1 _2<8¢2>a0¢1
00
2<6¢>2> azdr” 2<222)a1¢13=0, (A.30)

62772 8’!71 8?72 892 892 39 092
2 —lo—— 4+ 0—— — — 20
dxdp 0 * o - (8¢1> <8¢ > P T o

—4 <g§)21> asp1’ g — 2 (gi ) a1¢1%¢a — 2 (gz ) asp1tes — 2 <§Z2> asds”
—2 (gbe) a0¢2 -2 <2552> al ¢2 = 0 (A.31)

% 026, 065 004 3
251?%1 _81:2_3<8¢> >a2¢1¢2 — <8¢ >a2¢1 bo?
00
-2 <8¢22) azp1®po® — <§Z2> azp1tgs — 3 (gjf) a1¢1¢2” — <§ZQ> a161% 2
00 00 0
=5 (g5 o =3 (g2 ) e = (2 ) oo~ (G ) ot =3 () v0”

802) om ona (892) <892>
+ 0=+ b= —3 + | = =0, A.32
<8¢ @162 06y 0 961 ) T \0gy ) " (4.32)
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2 020 06 00 005
an;; - axzz - (&;52) I ) ((%21) as 3 — 6 ( ) agn 2o —
3 <§Z§) ard14 ((‘;’; >a1¢1¢2 _ (222) a1’ — <8221> aodr
(oot (Bt (B (2

964 on o 00 om\ _
3<8¢>a1¢2 _92%_92(%1_<a¢1> +3(a¢2>0’ (A.33)

82
—daz12°m — 6agd1’ o’ — dazdr®damy — Sasga'na — azd1’ny — agnz + 8772 — 2a1012m

—3a169%ns — ardr 202 + (f_ib > agprep® + 2 <§ZQ> agp®do® + 2 <§¢ ) azpr 2 +
(32 o (o (321 () oo
(ot (B (2 (2 (2
(22 232 (23 (22
) Ry M € K G K

96, s o _
2 (22 e (22 22, n30
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9 9 0 0
(535 92) ) (aZQ) ! (8:51) ! <agl> e

—6a2p1%Pa’n — dagdr>dam — asd1 e — Sasda ne — agne
on 82772 oo one 3
+<8¢> 2+ =5 +<8¢ asp1pa’ + 2 9, asd1®po?

+2 <§Z2> azp1®po® + <§¢ > azp1* o + (§¢ ) a161¢2>

(52 ) aonon — 4 (52 anor®en® 2 (52 ) aaon'on

-9 <88(.9%’2) a1q§12¢2 + <§(ZQ> a2 + <8¢ )a ¢1
+<SZQ> a1 62° —2<%i2>a2¢2 —2(%9;>a0¢2
2(%%>a1¢23+<g¢ >a¢ +<8¢> >a2¢1

0 on
+ (&ZZ) 2¢2” + E — 2a1¢1¢om — a101°M2 — 3a1a’ng = 0. (A.35)

Comegamos resolvendo as treze primeiras equagoes. Tais equagoes podem ser reduzidas a forma
involutiva(triangularizada) com o auxilio de computacao algébrica. Como o sistema é nao-linear,
obtemos por essa decomposigao trés casos(ramos). No primeiro caso, apds algumas manipulagdes
obtemos que

m (z,t, é1, ¢2) fi(z,t) ¢1 + fo(2,t) 1 + f3 (1),
ne(z,t,01,¢2) = fa(x,t) 1+ f5(x,t) o1 + fo (x,1),
92 (xvta ¢1a ¢2> = f? (.’E,t) . (A36)

com f;, i =1,...,7 satisfazendo:

%—%m ;f7f4 L,
N (af7>f7+;6£—0,
- Shhe it syt () fr=o. (A7)

Substituimos também 71, 72 e #2 nas duas equagoes restantes e e igualando a zero os coeficientes
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de poténcias ¢1 e ¢o. Obtemos 27 equagoes:

3a1f3 =0, (A.38)
2a1f3 =0, (A.39)
a1f3 =0, (A.40)
3a1f6 = 0, (A.41)
2a1f6 = 0, (A.42)
a1 fe =0, (A.43)
6azf3 =0, (A.44)
S5asf3 =0, (A.45)
daz f3 =0, (A.46)
a2f3 = 0, (A.47)
6az fo = 0, (A.48)
5a2fe = 0, (A.49)
daz fe = 0, (A.50)
az fe =0, (A.51)
2a1 f1 +2 ( ) (A.52)
2a1 fo + 2f4a (A.53)
4fsaz + 4a2f2 (A.55)
2fsa1 + 2 (;) (A.56)
4fsas + 2 <af> (A.57)
4fsa0 + 4 < > ag + 4asfr =0, (A.58)
of of. of O f
—f1f2—f4f5—2<a7> 0_8154_2(8x7>f4+821_0’ (A.59)
2
f4f5+%f2(%f> o+2<66f7) ot hipet 25— (A.60)
O - -2 (O -+ SR <0 (A.61)
2
a f4 + (f1)* + fofa+ (fa) —f5f1+aa*’;1+2<af7> fi=0, (A.62)
—aofs — f5f6 — % %— <8f7> fe = fafs — fafs + fifs = (A.63)

2
s fifo+ fofo = fods+ G he 2 (50) fa-aofo+ %’f’ —0. (A6)

Algumas dessas equagOes sao trivialmente soliveis e nos dao fz3 = 0, fg = 0 e f1 = —fo.
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Normalmente reduzindo & forma involutiva obtemos 6 ramos possiveis. O primeiro é dado pelas

equagoes a1 = 0:

0% f5

9fs

2 = 12f5—- — 163 A.
P = 12f,50 — 16 (A.65)
82!)02 2 af5
ofr  ,0f
5 = 2. tAfifs (A.67)
0
% = 4f5fo — daofs (A.68)
dfz
I 9 A.
Ox f5 (A.69)
Ofs
ZIo A.
o 0 (A.70)
fs=h (A.71)
com solucao:
(—Clt — 02)
= p— A. 2
fl(:E?t) f5(l’,t) (2C1t2+462t+4)7 ( 7 )
(4agcit? + 8agcat — cr? + 4esx + 4ey)
t) = A.
f2($’ ) (461t2 + 8cat + 8) ’ ( 73)
fr(z,t) = ((c12 — 2¢3)t + zeo + ¢5)(crt? + 29t + 2), (A.74)
f4(l‘,t) = _fZ(xat)a (A75)
fs(z,t) = fo(z,t) = 0. (A.76)
(A.T7)
O gerador de simetria é entao escrito na forma:
o (—c1t — ) P1 (4aoclt2 + 8agcat — c1a? + desx + 4C4) 0% 0
N 261t2 +4eot + 4 4Clt2 + 8cot + 8 8@251
(- (4aocrt® + Bageat — c1a? +desz +dey) dr | (—at—ca)gp |\ 9 D
4Clt2 + 8cot + 8 261t2 + 4eot + 4 6¢2 ot
((c1x = 2c3)t +xca +¢5) O
— A.
+ ( c1t? + 2cot + 2 oz (A-78)

onde os ¢}s sao constantes arbitrarias. E possivel mostrar que o gerador obtido é uma combinagao
de simetrias de Lie, o mesmo acontecendo com os demais cinco ramos. Como exemplo de como
obter uma soluc¢do invariante, tomando ¢; = ¢s = ¢3 = ¢4 = 0 no gerador acima obtemos o

seguinte gerador

0 o
ot 20z’

que satisfaz G = G + %SGQ.

058
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As equagoes caracteristicas sao,

dt dx
T=an (A.80)
cuja solucao é
b1(t) = Fy <_2"”C;”C5> e dolnt)=Fy <_2“””C;”C5> . (A.81)
Substituindo (A.81) na parte real e imaginaria de (A.7) obtemos:
2
A = - (C;;FQ (fl)) cs” + 46212171 (&) = aoFy (&) e5” — ag (F1 (&1))° ¢5°
—2as (F1 (£1))° (F2 (€1))° ¢52 — a2 Fy (&) (F2 (€1))* e52 = 0,
B = —2ay(Fi (&) (F2 (&)’ es® + <d§1F1 (fl)) cs” —agFy (§1) ¢
2
—az (F1 (&))" P2 (€1) e5” + 4;;21’2 (&) — a2 (F2 (&1))° es* = 0. (A.82)
1

Para esse sistema nao foi possivel encontrar uma solucao fechada. No entanto, uma solucao
particular permitiria obter uma solugao da equagao original (A.7). Essa equagao admite o gerador
de simetria( obtitido utilizando o pacote SADE [73]):

-1 1 -1 -1
G = (2F1 + 8F2052§1> Dp, + <8C5QF1§1 2F2> Dp, + & D¢, (A.83)

que é um gerador de simetria de Lie de (A.82) se

1
ap = Ecg (A.84)
A solugao invariante de (A.82) correspondendo a (A.83) é:
c1 sin (%05251) + ¢o cos (%05251)
(&) = :
va
_ 1.2 s (1.2
P (51) _ C1 COS (865 fl\)/éi C2 Sln (865 51) (A85)
1
Substituindo (A.85) na ESNL obtemos
(agc2ct — 3 + agcich + 2azcicic?)(—a Cos(%cgfl) +c2 sin(%cggl)) 0
5/2 =Y
1
B (agcgcil -3+ agc§c§ + 2agc§c§c%)(cl sin(%cé{l) + 9 cos((%)c%fl)) _0 (A.56)
5/2 - ’
1
Igualando a zeros coeficientes de F) e F» em (A.86), obtemos
.
= C27C5 /2 \/3 (A.87)
cs4/az
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Substituindo (A.84) e (A.87) em (A.85) obtemos, a solugao da ESNL,

b1 (2,8) = V4 (( \f\/ 4022\ﬁ\r+\[)

—2x + 4t\/ag
Vao

x sin (;\F( 2x+4t\ﬁ)>+@cos (;\/50 (—2x+4tx/50)>>

bo (2,8) = — V4 ( f\/ 402\ﬁ\r+\[
—2x + 4t\/ag
\ N

X €Os <;\/% (—2x + 4t\/%)> + Cysin <;\/%(—2x + 4t\/%)>> .

Assim a fungao de onda é dada por,

ot Vi (( f\/ 4022fr+f)

—2x —2z + 4ty /ag 4t /ag
Vao

x sin (;\ﬁ( 2 + 4t\ﬁ)) + ¢9 cOS (;\/50 (22 + 4tﬁo))>

—1

Vi ( f\/ 4@2\ﬁ\ﬁ+\f

| —2x + 4t /ag
\/>

X cos (;\ﬁ( 20 + 4tf)> 4 Cysin <;\/@(—2x + 4t\/@)> ,

que ¢é a solugao da equagao de Schrodinger nao-linear.
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Apéndice B
Programa Produto-Estrela

Este programa é ttil para o calculo da funcao de Wigner. Para calcular a fungdo de wigner
entramos com a amplitude obtida a partir de uma equagdo no espago de fase e colocamos a
ordem que desejamos obter a funcao de Wigner. Esse foi o procedimento que utilizamos para
obter os resultados desta tese [122].

st := proc(f)
returnsimpli fy(dif f(dif £(f:); po) — dif F(dif F(f;p); q0)): end -
stn := proc(f;n)localy;i;
y:i=f;
ifn <> Othen
forifromltondo
y = st(y);
enddo;
enddo;
returny;
else
returnf;
endif;
end :
star := proc(f, g, N)localh; s;n;
h = f(q,p) * g(q0, p0);

s :=0;
fornfromOtoNdo
s = simplify(s+ 1 = n!x(I = 2) x *n * stn(h;n));
enddo;
returns;
end :
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