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Resumo

A partir do início do século XX, a mecânica quântica se tornou uma área da física de
altísisma relevância para a compreensão da natureza da matéria em níveis microscópicos. A
equação que rege a dinâmica de partículas na mecânica quântica é a equação de Schrödinger.
O estudo das soluções desta equação é de grande importância tanto do ponto de vista teórico
quanto experimental. Nesta pesquisa, o estudo da equação foi tratado no formalismo do espaço
de fase. Nesse formalismo, o produto estrela conecta a mecânica quântica simplética à função
de Wigner. A equação de Schrödinger é obtida via representação unitária do grupo de Galilei.
Estabelecida a equação de Schrödinger no espaço de fase, buscamos as soluções. Para encontrar as
soluções, utilizamos o pacote computacional SADE. Calculamos geradores de simetria e soluções
invariantes. De posse das soluções, foi possível obter quantidades físicas como a distribuição de
quase probabilidade e a negatividade e discutir essas medidas no espaço de fase.
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Abstract

The study of quantum mechanics is of great importance to understand the behavior of matter.
The equation that governs particle dynamics in quantum mechanics is the Schrödinger equation.
The study of the solutions of this equation is of great importance both from a theoretical and
experimental point of view. In this research, the study of the equation was treated in the phase
space formalism. In this formalism, the star product connects symplectic quantum mechanics
to the wigner function. Schrodinger’s equation is obtained via the unitary representation of
the Galilei group. Having established the Schrödinger equation in phase space, we look for
solutions. To find the solutions we use the SADE computational package. We calculate symme-
try generators and invariant solutions. With the solutions in hand, it was possible to obtain
physical quantities such as the quasi-probability distribution and negativity and to discuss these
measures in phase space.
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Capítulo 1

Introdução

Nesta tese, estudamos as soluções analíticas de dois modelos de equação de Schrödinger no
espaço de fase. A saber, a equação de Gross-Pitaevskii e o oscilador quártico, sendo a primeira
uma equação diferencial essencialmente não-linear, e a segunda uma equação diferencial que
contém um potencial não-linear.

Em 1925, Schrödinger propôs uma equação para descrever a dinâmica de sistemas subatô-
micos fundando juntamente com Dirac e Heisenberg a mecânica quântica [1, 2, 3]. Neste caso,
o estado de um sistema quântico é representado por vetores normalizados |ψ〉 de um espaço de
Hilbert H ou equivalentemente por uma função de onda ψ (x), caso seja utilizada a represen-
tação da posição, isto é, se o estado for projetado no ket |x〉. Nesse percurso, a densidade de
probabilidade de uma partícula ser encontrada em um ponto é dada por |ψ (x)|2. Observáveis
físicos são representados por operadores hermitianos (auto-adjuntos) A† = A definidos no espaço
H. O valor esperado de um observável A é dado por 〈ψ |A|ψ〉, e a evolução temporal do sistema
obedece a equação de Schrödinger

ih̄
∂ψ (r, t)

∂t
= Ĥψ (r, t) ,

onde, h̄ é a constante de Planck que tomaremos h̄ = 1 (unidade natural) para efeito de cálculo.
Uma extensão da equação de Schrödinger é a equação de Gross-Pitaevskii [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]
que descreve uma variedade de fenômenos interessantes, como o condensado de Bose-Einstein
(BEC) [12, 13]. O condensado de Bose-Einstein é uma descrição física de um conjunto de
partículas bosônicas que se encontram no estado de mínima energia. Este novo estado da matéria
pode existir abaixo de uma temperatura crítica. Esta previsão teórica é devida Satyedra Nath
Bose [14] e Albert Einstein [15] entre os anos de 1924 e 1925. O artigo proposto por Bose
tratava da distribuição estatística de um gás ideal de fótons, lançando assim, o conceito de bóson
como uma partícula de spin inteiro ou nulo. Logo após, Einstein generaliza o trabalho de Bose
para partículas com massa, e observa que um conjunto de partículas se encontram em um novo
estado da matéria abaixo de uma temperatura crítica, num regime condensado [8]. Em 1995, o
condensado foi obtido pelos físicos, Carl. E. Wieman et al. [16] com átomos de rubídio, e em
seguida, Wolfgang Ketterle et al. [17] obtiveram o condensado com átomos de sódio. Neste
experimento, os átomos foram confinados em armadilhas magnéticas e resfriados a temperaturas
extremamente baixas, da ordem de frações de microkelvins [5]. É importante observar que nessas
condições, a configuração de equilíbrio do sistema seria a fase sólida. Assim, para observar o
BEC é preciso preservar o sistema numa fase de gasosa metaestável por um tempo suficientemente
longo. Isso é possível porque colisões de três corpos são eventos raros em gases diluídos e frios,
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cuja vida útil é longa o suficiente para realizar experimentos. No ano de 2001, Wieman, Cornell
e Ketterle foram laureados com o prêmio Nobel de física pelo sucesso experimental [18, 19, 20].
A equação de Gross-Pitaevskii é dada por

ih̄
∂ψ (r, t)

∂t
=

[
− 1

2m
∇2 + Vext (r, t) + g |ψ (r, t)|2

]
ψ (r, t) ,

ondem é a massa, Vext (r, t) é o potencial de interação, g = 4πh̄2a/m é a intensidade da interação
interatômica e a é o comprimento de espalhamento atômico. O comprimento de espalhamento
é atrativo para a < 0 e repulsivo para a > 0. Desse modo, o termo de interação interatômica
pode ser g < 0 ou g > 0. As soluções estacionárias para as interações repulsivas e atrativas
desta equação foram obtidas analiticamente pelos autores [9, 10]. Esta equação foi proposta
de forma independente por Eugene Gross e Lev Pitaevskii [21, 22]. A equação é deduzida no
formalismo da segunda quantização, numa aproximação de campo médio. Essa aproximação é
válida para condensados não muito densos (diluídos), o que é o caso dos condensados obtidos
experimentalmente.

Contudo, para fenômenos em altas energias essa equação não descreve fielmente a dinâmica
de sistemas subatômicos. Neste regime, temos que levar em conta as transformações de Lorentz e
a equação de Schrödinger não é invariante por transformação de Lorentz. Então, uma busca por
uma equação análoga a Schrödinger e que respeitasse a invariância requerida na transformação
de Lorentz levou Klein-Gordon a seguinte equação[

∂µ∂µ +
m2c2

h̄

]
φ (r, t) = 0 .

onde, m é massa, h̄ constante de Planck e c é a velocidade da luz que tomaremos h̄ = c = 1
(unidade natural). A equação acima é uma boa equação, pois respeita a condição de camada de
massa, e envolvendo um operador diferencial invariante e um operador escalar também invariante.
Esta equação é conhecida como equação de Klein-Gordon (ou, eventualmente, equação de Klein-
Fock para os russos) [23].

Uma versão extendida da equação de Klein-Gordon é dada por[
∂µ∂µ +m2

]
φ (r, t) = −λ

6
φ3 (r, t) ,

onde, λ é uma constante de acoplamento adimensinal. Essa é a equação de Klein-Gordon não-
linear ou teoria λφ4. Esta teoria é um modelo básico renormalizável em teoria quântica de
campos, descrevendo partículas de spin zero. O modelo é amplamente usado em quebra espontâ-
nea de simetria e um exemplo é o bóson de Higgs no modelo padrão eletrofraco [24, 25, 26]. Na
física da matéria condensada, a teoria λφ4 é utilizada em supercondutividade, especificamente na
teoria de Ginzburg-Landau [27]. Tanto o caso não relativístico (equação Gross-Pitaeviskii) como
o relativístico (equação de Klein-Gordon não-linear) são estudadas como uma teoria clássica de
campos, apresentando uma enorme riqueza de soluções, descrevendo, por exemplo, paredes de
dominíos sólitons entre outros.

O oscilador quártico no espaço de fase também foi objeto de estudo desta tese. A equação
de Schrödinger para este sistema é dada por,

−1

2

d2

dx2
ψ(x) +

1

2
x2ψ(x) + λx4ψ(x) = Eψ(x).
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o termo de potencial é dado por λx4. Esse modelo tem sido objeto de estudo por diversos
autores [28, 29, 30, 31, 32] et al.. No entanto, o problema permaneceu por um longo período
sem solução exata, com apenas soluções aproximadas. Uma solução exata para o caso simétrico
foi apresentada [33, 34]. No artigo [35, 36], o autor apresentou uma abordagem para solução
analítica considerando o fato de que a equação diferencial do oscilador quártico é um caso espe-
cífico triconfluente da equação diferencial de Heun [37]. O oscilador quártico serve de guia para
desenvolver modelos interessantes de vários sistemas físicos como exemplos temos cosmologia
quântica [38], caos quântico [39, 40], e a teoria de cristais [41]. Uma discussão interessante sobre
aplicação do oscilador quártico na física molecular é encontrada na referência [42]. Neste artigo,
o autor apresenta uma comparação de métodos para obtenção dos níveis de energia do oscilador
harmônico e do oscilador quártico.

Um elemento importante desses desenvolvimentos é a análise da função de Wigner dessas
teorias, a revelar a parte da natureza estatística dessas soluções. Este é um aspecto intrincado,
e por isso mesmo, pouco explorado na literatura [43, 44]. Logo após o desenvolvimento da
mecânica quântica relativística, uma formulação alternativa da mêcanica quântica estava sendo
realizada por Wigner. Assim, em 1932 Wigner introduz a noção de espaço de fase na mecânica
quântica [45], fazendo correções quânticas na mecânica estatística preservando o conceito de
espaço de fase, tendo em vista que o problema da superfluidez do hélio não poderia ser tratado
com uma teoria clássica [46]. É relevante mencionar que a forma na qual Wigner introduz
o espaço de fase na mecânica quântica permite que a teoria seja vista por uma perspectiva
diferente da forma usual. O formalismo de Wigner apresenta algumas vantagens frente a outros
formalismos da Mecânica Quântica, dentre os quais podemos citar a forma mais natural de se
obter o princípio da correspondência clássico-quântico e a praticidade de se trabalhar com o
espaço de fase na descrição de teorias cinéticas. Nesse caminho, o formalismo de Wigner tem
se desenvolvido desde então e tem sido aplicado em diferentes áreas, tais como a física nuclear,
a física da matéria condensada [47, 48, 49] e a óptica quântica [50, 51, 52]. Recentes trabalhos
também destacam a relevância do trabalho de Wigner em problemas relacionados à tomografia
quântica, nos estudos de reconstrução de estados quânticos e do operador densidade [53, 54].
Porém, a proposta de Wigner também apresenta algumas dificuldades, quais sejam: devido ao
fato da função de Wigner ser uma função real, no bojo de seu formalismo, teorias de calibre não
podem ser construídas no espaço de fase; além disso, problemas que envolvem superposições de
estados mostram-se extremamente trabalhosos. De um ponto de vista matemático, no formalismo
de Wigner, cada operador representado por A, definido em um espaço de Hilbert, H, é associado
a uma função denotada por aw (q, p), no espaço de fase, Γ. Essa associação é uma aplicação
Ωw : A → aw (q, p), tal que, a álgebra associativa definida em H corresponde a uma álgebra
também associativa (mas não-comutativa) em Γ, dada por Ωw : AB → aw (q, p) ? bw (q, p), em
que o produto estrela (ou produto de Moyal) ? é definido por [46]

aw (q, p) ? bw (q, p) = f (q, p) exp

[
ih̄

2

(←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

)]
g (q, p) . (1.1)

Note que a equação (1.1) pode ser vista como um operador Â = aw?, atuando nas funções
bw, tais que, Â (bw) = aw (q, p) ? bw (q, p). Nos contextos matemático e físico, o espaço de
fase quântico e o produto de Moyal podem ser explorados sob diferentes aspectos [47, 55]. A
estrutura algébrica não-comutativa no espaço de fase fornece, em particular, uma base sólida
para desenvolver representações irredutíveis e unitárias de grupos cinemáticos. Nesse arcabouço,
Oliveira et al. [57, 58] utilizaram os operadores-estrela para construir uma representação para o
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grupo de Galilei no espaço de fase. A partir desta representação pôde ser obtida uma versão para
a equação de Schrödinger no espaço de fase. Este formalismo da mecânica quântica no espaço de
fase então obtido, possui estreita relação com a função de Wigner, uma vez que o produto-estrela
entre a função de onda no espaço de fase e seu complexo conjugado nos fornece a função de Wigner
relativa ao sistema considerado. Nesse panorama, obtem-se um formalismo autocontido para o
cálculo da função de Wigner, o qual pode ser generalizado para outros contextos. A abordagem
relativística deste formalismo foi apresentada por Amorim et al. [59, 60], os quais utilizaram
os operadores-estrela para estudar representações simpléticas do grupo de Poincaré, obtendo
as equações de Klein-Gordon e Dirac escritas no espaço de fase. Mais uma vez, o formalismo
apresentado é relacionado à função de Wigner relativística. Em outro trabalho, Amorim et al
[61] apresentaram uma primeira versão da teoria quântica de campos escrita no espaço de fase,
na qual foi desenvolvida a versão simplética do Teorema de Noether e foi estabelecida a relação
entre a função de Wigner e o propagador. Nos trabalhos [62, 63] Amorim et al apresentaram
uma das grandes vantagens do formalismo por eles estabelecido, no sentido que foi construída
a teoria de calibre no espaço de fase, tanto no arcabouço relativístico como no não-relativístico.
Eles se apoiaram no fato que, ao contrário da função de Wigner, as funções de onda do espaço de
fase podem ser complexas, o que leva à possibilidade da introdução de fase complexa. Com isso,
fica estabelecido como se introduz a interação eletromagnética no âmbito da mecânica quântica
no espaço de fase. Dentre os campos ainda em aberto no formalismo da mecânica quântica
simplética está a pesquisa por soluções analíticas da equação de Schrödinger no espaço de fase
para potenciais não-lineares, sobretudo o oscilador quártico e a equação de Gross-Pitaeviskii.

Para estudar as soluções de equações diferenciais, podemos considerar técnicas numéricas ou
técnicas analíticas. Tanto o tratamento numérico quanto o analítico, são de grande importância
na busca por soluções de equações diferenciais. Nesta tese, a técnica analítica que usamos para
tratar equações diferenciais foi a simetrias de Lie. A teoria de transformações infinitesimais
aplicadas às equações diferenciais teve início no século XIX, com o matemático Sophus Lie.
A partir das simetrias, é possível obter soluções das equações diferenciais e essas soluções são
classificadas como soluções invariantes [64]. No entanto, essa teoria não recebeu a devida atenção
por um longo tempo. Utilizar as transformações de simetria para obter equações diferenciais,
leva-nos a cálculos muito extensos. Este fato conciliado com a não existência de computadores
para a realização dos cálculos, justifica a pouca atenção inicial com essa teoria. Com o advento
da computação algébrica, as equações diferenciais voltaram a ser objeto de pesquisa. Então o
lápis e papel foram substituídos por programas de computação algébrica evitando possíveis erros
[65]. Nesse caminho, outras simetrias têm sido desenvolvidas, como, por exemplo, simetrias
não-clássicas introduzidas por Bluman e Cole [66]. A simetria não-clássica mantém invariante
tanto a equação diferencial quanto a condição de invariância da solução. Esse método é menos
restritivo no sentido de que existem mais simetrias não-clássicas que as de Lie, sendo o último um
subconjunto do primeiro [66]. Outras generalizações são simetrias Lie-Bäcklund [67] e simetrias
de potencial [68]. As simetrias podem estar relacionadas com grandezas conservadas desde que
as equações sejam deduzidas de um princípio variacional, este resultado é devido a Noether [69].
Essas técnicas de simetrias têm sido aplicadas a diversos contextos como, por exemplo, o modelo
Fitzhugh-Nagumo na neurociência [70], no modelo Black-Scholes no mercado financeiro [71], ou
também, equação de Dirac não-linear em teoria quântica de campos [72].

Nos anos 90, o pacote computacional SADE (Symmetry Analysis Differential Equation) [73]
desenvolvido pelos professores Tarcísio Marciano e Annibal Figueiredo ofereceram a comunidade
científica uma perspectiva para tratar equações diferenciais. Este pacote calcula as simetrias
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de Lie, Lie Backlund, não-clássicas, simetrias de potencial, soluções invariantes, integrais de
primeira, solução e redução de ordem, teorema de Noether para sistemas discretos e contínuos,
invariantes de Casimir e formalismo quase polinomial para EDOs. A robustez do pacote foi
atestada ao reproduzir resultados clássicos e novos resultados. Uma comparação de tempo de
cálculo de equações determinantes é feita no artigo [73]. Existem outros pacotes úteis para a
pesquisa em simetrias de equações diferenciais: Para MAPLE, existem também alguns pacotes
úteis: PDEtools de Cheb-Terrab [74], DESOLV por Vu e Carminati [75, 76], e GeM por
Cheviakov [77] . SPDE por Schwarz [78], CRACK e LIEPDE por Wolf [79, 80] e DIMSYM
por Sherring e Prince [81] em REDUCE, LIE e BIGLIE por Head [82, 83] em MUMATH e
MATHLIE de Baumann [84] em Mathematica.

Nesse bojo, a pesquisa por soluções analíticas dessa equação e generalizações incluindo po-
tências quintícas no potencial de autointeração, tem se dado em diferentes perspectivas [85, 86,
87, 88], incluindo a análise através dos métodos de Lie [89, 90, 91, 92, 93]. Nossa proposta para
atacar o problema é encontrar geradores de simetria de Lie, que nos permitirão obter soluções
invariantes para os modelos considerados. De posse das soluções, a associação com funções de
Wigner é também realizada. Esse estudo será realizado em (1+1), dimensões.

Para implementar os cálculos, fazemos uso sistemático do pacote de cálculo simbólico SADE
[73], utilizado com sucesso na análise de outras equações da física, como a equação de Fokker-
Planck e a equação de Gross-Neveu [72, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101].

O presente trabalho está organizado da seguinte maneira. No capítulo 2, apresentamos o
formalismo da equação de Gross-Pitaevskii e do Oscilador Quártico. No capítulo 3, introduzimos
a função de Wigner e o produto de Moyal. Utilizando operadores-estrela, definidos a partir de
uma geometria não-comutativa, revisamos as representações do grupo de Galilei num espaço de
Hilbert associado a um espaço de fase, e como resultado, escrevemos as equação de Schrödinger
no espaço de fase. Na capítulo 4, fazemos uma revisão da teoria de grupos e álgebras de Lie, que
são os fundamentos matemáticos de simetrias contínuas de equações diferenciais. Introduzimos
métodos de soluções invariantes de EDPs, utilizando simetrias de Lie e apresentamos soluções
analíticas obtidas com métodos de simetria. Apresentamos alguns resultados preliminares. No
capítulos 5 e 6, apresentamos os resultados obtidos e discussões dos modelos considerados neste
trabalho e os artigos relacionados a estes resultados [114, 115] . Por fim, no capítulo 7 nossas
considerações finais e perspectivas futuras são apresentadas.
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Capítulo 2

Equação de Schrödinger Não Linear

Neste capítulo, uma breve discussão da equação de Schrödinger é feita. Em seguida,
apresentamos uma revisão de dois modelos de equação de schrödinger. A saber: a equação de
Gross-Pitaeviskii e o oscilador quártico. A equação de Gross-Pitaeviskii independente do tempo,
é deduzida de um princípio variacional a partir da minimização de uma função termodinâmica
e a equação de Gross-Ptaevskii dependente do tempo é deduzida do quadro da segunda quan-
tização numa aproximação de campo médio. O oscilador harmônico é introduzido e o oscilador
quártico é tratado como uma extensão natural do oscilador harmônico. No caso, podemos ter
diferentes autovalores a depender dos parâmetros do potencial. As informações desse capítulo,
estão contidas principalmente nas referências [1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 11, 30, 35]. Outras referências
também podem ser encontradas ao longo do capítulo.

A equação de Schrödinger descreve o comportamento dinâmico de sistemas subatômicos.
Matematicamente, a equação é expressa da seguinte forma,

ih̄
∂Ψ (x, t)

∂t
= ĤΨ (x, t) ,

o conteúdo físico do sistema está associado ao hamiltoniano,

Ĥ = T̂ + V̂ ,

que representam as energias cinética e potencial. A função de onda é complexa e descrita no
espaço de Hilbert. A função de onda em si não possui um significado físico. No entanto, o
módulo quadrado é real e pode ser escrito como

Ψ† (x, t) Ψ (x, t) = |Ψ (x, t)|2 ,

que é interpretado como densidade de probabilidade. Essa densidade possui a seguinte normali-
zação, ∫

dxΨ† (x, t) Ψ (x, t) = 1.

No regime estacionário podemos escrever a equação Schrödinger na forma,

Ĥψ (x) = Eψ (x) ,

note que essa equação depende apenas da parte espacial porque o sistema atingiu o regime es-
tacionário, esse fato permite separar as partes espacial e temporal. Esta equação é também
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denominada equação de Schrödinger independente do tempo. A equação linear descreve uma
gama de fenômenos físicos. No estanto, é natural considerarmos a equação não linear já que os
termos não lineares nos permite uma abordagem fenomenológica mais ampla. Por exemplo, al-
guns autores estudam as soluções das equações em termos genéricos das equações de Schrödinger
não-linear[89, 90, 91, 92, 93]. Outros autores têm estudado soluções de modelos de equação de
shrödinger não-linear que descrevem um determinado sistema físico [9, 10]. O condensado de
Bose-Einstein é descrito com a equação de Gross-Pitaeviskii, que é uma modelo de equação de
Schrödinger não linear. Outro modelo interessante é o oscilador quártico que descreve uma série
de fenômenos interessantes como, por exemplo, cosmologia quântica [38], caos quântico [39, 40],
e a teoria de cristais [41].

2.1 Equação de Gross-Pitaevskii

A equação de Gross-Pitaevskii descreve a condensação de um gás de bósons. Um condensado é
um conjunto de partículas bosônicas obtidas a temperatura zero. As partículas se encontram no
mesmo estado energia (estado fundamental).

O Hamiltoniano deste sistema pode ser escrito da forma,

Ĥ = Ĥ0 + ĤI (2.1)

onde Ĥ0 é,

Ĥ0 =
n∑
i=1

Pi
2

2m
, (2.2)

esse é o termo de energia cinética e o hamiltoniano ĤI

ĤI =

n∑
i=1

V (ri) +

n∑
i=1

∑
i 6=j

V (|ri − rj |) , (2.3)

este é o hamiltoniano de interação. O primeiro termo representa o potencial externo, que nesse
caso é uma armadilha e o potencial de interação entre as n partículas. Podemos escrever expli-
citamente o Hamiltoniano (2.1) da seguinte forma

Ĥ =
n∑
i=1

(
Pi

2

2m
+ V (ri)

)
+

n∑
i=1

∑
i 6=j

V (|ri − rj |) (2.4)

O potencial termodinâmico nos permite estudar o equilíbrio de um sistema que não esta isolado.
Dessa forma, introduzimos a energia livre

F = E − µN, (2.5)

onde E é a energia livre e µ é o potencial químico. A equação de Gross-Pitaevskii pode ser
calculada com o auxílio da equação,

F (Ψ) = 〈Ψ|H|Ψ〉 − µ〈Ψ|Ψ〉, (2.6)

onde esta variação é avaliada em ψ∗. Assim,

δF

δψ∗
= 0, (2.7)
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após alguns cálculos e aproximações, obtemos,[
− 1

2m
∇2 + Vext (r) +Ng |ψ (r)|2

]
ψ (r) = µψ (r) , (2.8)

esta é a equação de Gross-Pitaevskii independente do tempo. Se g<0 a interação é atrativa e
se g>0 a interação é repulsiva. As soluções desta equação para os dois casos foram estudadas
nas condições de contorno periódica e de caixa nos artigos [9, 10]. Se o condensado for denso, o
termo de energia cinética pode ser desprezado.[

Vext (r) +Ng |ψ (r)|2
]
ψ (r) = µψ (r) . (2.9)

ou também,
Vext (r) +Ng |ψ (r)|2 = µ. (2.10)

Temos então uma equação algébrica. Resolvendo essa equação chegamos a

|ψ (r)|2 =
µ− Vext
gN

, (2.11)

onde ρ = |ψ(r)|2 é a densidade uniforme do gás condensado.

2.1.1 Equação de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

A equação Gross Pitaevskii dependente do tempo pode ser deduzida por meio de um princípio
variacional ou através da equação de movimento de Heisenberg. Vamos seguir a segunda forma.

• Segunda Quantização.

Podemos escrever o número de partículas que ocupam cada estado em um conjunto completo de
partícula única. Assim podemos escrever vetores da forma,

|n1, ..., ni, ...〉. (2.12)

Essa notação indica que temos n1 partículas no autoestado 1, n2 partítulas no autoestado 2,
ni partículas no i-ésimo autoestado, etc. Nesse espaço, a relação dos operadores de criação e
destruição é dada por, [

âi, â
†
j

]
= δi,j ,

(2.13)

[âi, âj ] =
[
â†i , â

†
j

]
= 0.

(2.14)

A partir da relação de comutação e a normalização é possível obter as propriedades.

âi|n1, ..., ni, ...〉 =
√
ni|n1, ..., ni − 1, ...〉, (2.15)

e
â†i |n1, ..., ni, ...〉 =

√
ni + 1|n1, ..., ni + 1, ...〉. (2.16)

O operador número é um operador hermitiano e, portanto, possui autovalores reais. Esse opera-
dor possui um espectro de autovalores maior ou igual a zero.
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• Campos.

Podemos escrever combinações lineares dos operadores escada da forma,

Ψ̂ (r, t) =
n∑
i=1

Ψ (r, t) âi,

Ψ̂† (r, t) =

n∑
i=1

Ψ† (r, t) â†i ,

(2.17)

onde os coeficientes são funções de onda de partícula única e a soma é sobre o conjunto completo
de números quânticos de partícula única. As quantidade Ψ̂ (r, t) e Ψ̂† (r, t) são os chamados
operadores de campo. Eles são operadores no espaço de Fock porque são escrito em termos dos
operadores escada. A relação de comutação entre os operadores é dada por,[

Ψ̂ (r, t) , Ψ̂†
(
r′, t
)]

= δ
(
|r − r′|

)
,

(2.18)[
Ψ̂ (r, t) , Ψ̂

(
r′, t
)]

=
[
Ψ̂† (r, t) , Ψ̂†

(
r′, t
)]

= 0.

(2.19)

O Hamiltoniano no formalismo da segunda quantização é dado por

Ĥ =

∫
drΨ† (r, t) Ĥ0Ψ (r, t) +

1

2

(∫
drdr′Ψ† (r, t) Ψ†

(
r′, t
)
Vint

(
r − r′

)
Ψ
(
r′, t
)

Ψ (r, t)

)
.

(2.20)
Escrito em termos da energia cinética e potencial como antes, no entanto, aqui são operadores
de campo. A equação de Heisenberg é então escrita na forma,

ih̄
∂Ψ̂

∂t
=
[
Ψ̂, Ĥ

]
. (2.21)

Introduzindo o lado direito no comutador e usando as relações de comutação dadas acima, che-
gamos a equação integro-diferencial. Aqui podemos usar a aproximação de campo médio,

Ψ̂ = Ψ + δΨ̂,

nessa aproximação a equação é dada por,

ih̄
∂Ψ (r, t)

∂t
= − 1

2m
∇2Ψ (r, t) + Vext (r, t) Ψ (r, t) +

(∫
dr′Vint

(
r − r′

)
Ψ∗
(
r′, t
)

Ψ
(
r′, t
))

Ψ (r, t) .(2.22)

Se o potencial interação de par de partículas for dado por Vint (r − r′) = gδ (|r − r′|), a equação
fica

ih̄
∂Ψ (r, t)

∂t
=

[
− 1

2m
∇2 + Vext (r, t) + g |Ψ (r, t)|2

]
Ψ (r, t) , (2.23)

que é a equação de Gross-Pitaevskii.
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2.2 Oscilador Quártico

Um modelo de equação de Schrödinger particularmente interessante, é o oscilador harmônico.
O oscilador é um sistema que na física costumamos dizer de “boa física”, isto é, podemos tratar
inúmeros sistemas físicos por uma aproximação ao oscilador. Um exemplo clássico é o pêndulo
simples. Quando o pêndulo está sujeito a pequenas oscilações em torno do ponto de equilibrio
estável, o movimento do pêndulo pode ser aproximado por um oscilador. Na física molecular, a
ligação atômica pode ser aproximada por um oscilador. Na mecânica quântica de partículas e
campos um modelo didático usado na quantização da energia é o oscilador. Enfim, esses foram
alguns de muitos outros exemplos que justificam a necessidade do oscilador como base para
avançar na compreensão de outros sistemas físicos. O hamiltoniano do oscilador é dado por

Ĥ =
p2

2m
+
mw2x2

2
. (2.24)

Os resultados do oscilador estão bem fundamentados na literatura da mecânica quântica.
Uma extensão natural do oscilador harmônico é o oscilador quártico. Serve de guia para de-
senvolver modelos interessantes de vários sistemas físicos como exemplo temos cosmologia quân-
tica [38], caos quântico [39, 40], e a teoria de cristais [41]. Além disso, diversos estudos tem
mostrado a importância dos poços com potencial harmônico quártico no movimento de flexão do
plano em anéis de quatro membros, como óxido de trimetileno e diazometano [42]. O potencial
quártico é escrito na forma

V (x) = αx2 + λx4,

onde λ > 0, podemos calcular os pontos de equilíbrio desse potencial da forma,

dV (x)

dx
= 0,

assim,
x = 0,

ou,

x = ±
√
|α|

2λ
,

o primeiro ponto crítico é um equilíbrio instável e os outros dois são pontos de equilíbrio estáveis.
O potencial mínimo para α negativo é dado por

V (x) =
−α2

2λ
, (2.25)

onde o gráfico desse potencial é dado abaixo,
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Figura 2.1: Gráfico do oscilador quártico para os parâmetros dados por α = −2 e λ = 0, 1.

Figura 2.2: Gráfico do oscilador quártico para os parâmetros dados por α = 2 e λ = −0, 1.
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Figura 2.3: Gráfico do oscilador quártico para os parâmetros dados por α = 2 e λ = 0, 1.

Notamos que, para diferentes parâmetros, temos diferentes gráficos, embora sejam todos
osciladores quárticos, mas cada um possui sua descrição física. Por exemplo, o primeiro apresenta
uma possibilidade de confinamento. No terceiro, essa possibilidade não existe. A equação de
Schrödinger no estado estacionário com um potencial quártico é dada por,

−1

2

d2

dx2
ψ(x) +

1

2
x2ψ(x) + λx4ψ(x) = Eψ(x).

Esse modelo tem sido objeto de estudo de diversos autores [28, 29, 30]. No entanto, o problema
permaneceu por um longo período sem solução exata. Apenas aproximações e uma solução exata
para o caso simétrico foi apresentada [33, 34]. Nos artigos [35, 36] os autores apresentaram uma
abordagem para solução analítica considerando o fato de que a equação diferencial do oscilador
quártico é um caso específico triconfluente da equação diferencial de Heun.

Em 1932, Wigner propôs um descrição alternativa da mecânica quântica, também deno-
minada de representação de mecânica quântica no espaço de fase. Nesta representação, esse
problema também tem sido investigado por alguns autores [111, 112, 113]. Neste artigo, os
autores estudaram o oscilador quártico de duplo poço, que é um oscilador anarmônico com si-
nal diferente para os termos osciladores harmônico e quártico. As trajetórias quânticas foram
comparadas com as clássicas e o tunelamento também foi analisado neste artigo. Um artigo par-
ticularmente interassante desenvolvido pelos autores Amorin et al [111]. Nesse artigo os autores
calcularam as soluções pertubativas da oscilador quártico e as funções de Wigner associadas as
funções de onda. As soluções aproximadas são interessantes, mas, a busca por soluções analí-
ticas torna o resultado mais robusto já que torna a descrição do aspecto fenomenológico mais
fiel. Neste contexto, apresentamos uma proposta para atacar este problema usando um pacote
computacional de cálculo algébrico, SADE. A solução é obtida em termos da função especial
HeunT [115]. Os resultados e as discussões físicas serão apresentadas no capítulo 6.
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Capítulo 3

Mecânica quântica no espaço de fase

3.1 Função de Wigner

O conhecido princípio da incerteza de Heisenberg torna o conceito de espaço de fase na me-
cânica quântica bastante problemático, pois atesta que uma partícula não poder ter simultanea-
mente posição e momentum bem definidos, e também que não é possível definir uma verdadeira
distribuição de probabilidades no espaço de fase. No entanto, funções que possuem conteúdo de
espaço de fase, “funções distribuição de quase-probabilidades", tem demonstrado grande utili-
dade no estudo de sistemas quânticos. Elas não são úteis somente como ferramentas de cálculos,
mas também nos fornecem informações nas conexões entre a mecânica clássica e a mecânica
quântica [59].

O problema de muitos corpos na mecânica quântica usual pode ser estudado via um trata-
mento estatístico, sendo que o estado macroscópico de um sistema pode ser representado mediante
o operador densidade,

ρ =
∑
i

ωi|ψi(t)〉〈ψi(t)|,

onde {|ψi〉} são os estados microscópicos do ensemble estatístico e ωi = Ni
N é o peso estatístico

para o estado quântico |ψi〉. A equação que governa a evolução temporal para ρ é dada por,

ih̄
∂ρ(t)

∂t
= [H(t), ρ(t)], (3.1)

que é a equação de Liouville-von Neumann.
A partir de ρ é possível introduzir uma formulação da mecânica quântica no espaço de fase,

conhecida como método da função de Wigner. Este formalismo da mecânica quântica tem como
ingrediente fundamental a denominada função de Wigner, fW (q, p), a qual é definida como uma
transformada de Fourier dos elementos da matriz densidade, ou seja,

fW (q, p) = (2πh̄)−3

∫
dz exp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉, (3.2)

ou, de forma equivalente,

fW (q, p) = (2πh̄)−3

∫
dk exp(

−iqk
h̄

)〈p− k

2
|ρ|p+

k

2
〉. (3.3)
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É útil dizer que a função de Wigner não representa uma distribuição de probabilidades no
espaço de fase, pois a mesma pode assumir tanto valores negativos como valores positivos, e
como é conhecida da teoria estatística, uma autêntica distribuição de probabilidades deve ser
positivo definida. No princípio do formalismo de Wigner, acreditava-se que a não-positividade
da função de Wigner, que aparece em determinados contextos, seria um grande empecilho para
o formalismo; porém, com a evolução das pesquisas na área, hoje há aplicações que atribuem às
partes negativas da função de Wigner conexão com a não-classicalidade de sistemas físicos [107].
Em seguida, apresentaremos algumas propriedades das funções de Wigner.

3.1.1 Propriedades da Função de Wigner

Apesar da função de Wigner não representar uma distribuição de probabilidade no espaço
de fase, densidades são conseguidas a partir da função de Wigner por meio da integração, são as
denominadas probabilidades marginais.

• Propriedade 3.1.1.a: A função de Wigner quando projetada sobre p resulta na distribuição
correta de probabilidades da posição, isto é,

|ψ(q)|2=

∫
fW (q, p)dp = 〈q|ρ|q〉. (3.4)

A demonstração dessa propriedade é realizada na sequência. Para esse fim, tomemos a
integral da Eq.(3.2) em relação a p,∫

fW (q, p)dp = (2πh̄)−3

∫
dzdp exp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉.

Identificando a delta de Dirac em p,∫
fW (q, p)dp =

∫
dz

(
(2πh̄)−3

∫
dp exp(

ipz

h̄
)

)
〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉,

podemos escrever ∫
fW (q, p)dp =

∫
dzδ(z)〈q − z

2
|ρ|q +

z

2
〉.

Isto nos fornece após o uso da propriedade da delta de Dirac na integração,
∫
δ(x −

a)h(x)dx = h(a), o seguinte resultado∫
fW (q, p)dp = 〈q|ρ|q〉,

que é o resultado procurado.

• Propriedade 3.1.1.b: Outra propriedade, que é simétrica a anterior, é dada por,

|ψ̃(p)|2=

∫
fW (q, p)dq = 〈p|ρ|p〉, (3.5)

ou seja, a densidade de probabilidade para se encontrar uma partícula entre p e p+ dp. A
demonstração desta propriedade segue o mesmo raciocínio da anterior, bastando para esse
fim realizar a integração da eq.(3.3) com respeito a q.
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• Propriedade 3.1.1.c: A normalização da função de Wigner é dada por∫
fW (q, p)dqdp = Trρ = 1. (3.6)

Esta equação justifica o fator multiplicativo (2πh̄)−3na definição da função de Wigner.

3.1.2 Operadores na Representação de Wigner

Assim como fizemos com o operador quântico usual, a partir do qual definimos a função de
Wigner, podemos generalizar a obtenção de uma função no espaço de fase representativa a
um operador quântico qualquer. Nesse sentido, seja um operador quântico usual, A(Q,P ), na
representação de Wigner, este operador é dado mediante as transformadas,

AW (q, p) =

∫
dzexp(

ipz

h̄
)〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉, (3.7)

ou
AW (q, p) =

∫
dkexp(

−iqk
h̄

)〈p− k

2
|A(Q,P )|p+

k

2
〉. (3.8)

Denominaremos estas funções de equivalentes de Wigner dos operadores A(Q,P ). Nesta
tese, denominaremos esse procedimento de correspondência entre operadores e funções no espaço
de fase como mapeamento de Wigner, representado por Ω(A(Q,P )) = AW (q, p). Com a defi-
nição dos equivalentes de Wigner dos operadores A(Q,P ), escrevemos o valor esperado de um
observável, num estado |ψ〉 como

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 =

∫
dqdpAW (q, p)fW (q, p) = TrρA. (3.9)

Este resultado caracteriza que, apesar de admitir valores negativos, na integração a função de
Wigner funciona como uma autêntica distribuição de probabilidades. A demonstração desta
propriedade é realizada a seguir. Para esse fim, integraremos o produto das funções dadas nas
Eq.(3.2) e Eq.(3.7) em todo o espaço de fase, isto é,

∫
dqdpAW (q, p)fW (q, p) = (2πh̄)−3

∫
dqdpdzdz′exp(

ipz

h̄
) exp(

ipz′

h̄
)

× 〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉〈q − z′

2
|ρ|q +

z′

2
〉. (3.10)

Se calcularmos a integral em p notamos a delta de Dirac, isto é, (2πh̄)−3
∫

exp( ip(zz
′)

h̄ )dp =
δ(z + z′). Assim, se usarmos a propriedade da delta na integração, obtemos∫

dqdpAW (q, p)fW (q, p) =

∫
dqdz〈q − z

2
|A(Q,P )|q +

z

2
〉〈q +

z

2
|ρ|q − z

2
〉.

Tomando a mudança de variáveis q1 = q + z
2 e q2 = q − z

2 , podemos escrever (o jacobiano dessa
transformação é igual a 1)∫

dqdpAW (q, p)fW (q, p) =

∫
dq1dq2〈q2|A(Q,P )|q1〉〈q1|ρ|q2〉.
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Se utilizarmos a relação de completeza
∫
dq1|q1〉〈q1|= 1, temos∫

dqdpAW (q, p)fW (q, p) =

∫
dq2〈q2|A(Q,P )|q2〉.

Isso nos fornece ∫
dqdpAW (q, p)fW (q, p) = Tr(ρA),

o qual é o resultado esperado.

3.1.3 Produto de Operadores na Representação de Wigner

Consideraremos agora a equivalência do produto de dois operadores AB na representação de
Wigner. Existe uma relação que expressa (AB)w em termos de Aw e Bw e é dada por

(AB)w = Aw (q, p) e
ih̄Λ
2 Bw (q, p) , (3.11)

ou

(AB)w = Bw (q, p) e
−ih̄Λ

2 Aw (q, p) , (3.12)

onde Λ é dado por

Λ =

←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q
. (3.13)

A demonstração desta propriedade é apresentada a seguir. Para essa finalidade, consideremos
dois operadores A e B e seus respectivos equivalentes na representação de Wigner, quais sejam,
AW (q, p) e BW (q, p), para as quais podemos associar os operadores por meio da correspondência
de Weyl,

Ã(σ, τ) =
1

2π

∫
dqdpAW (q, p)ei(σq+τp), (3.14)

A(Q,P ) =
1

2π

∫
dσdτÃ(σ, τ)ei(σQ+τP ). (3.15)

e
B̃(σ, τ) =

1

2π

∫
dqdpBW (q, p)ei(σq+τp), (3.16)

B(Q,P ) =
1

2π

∫
dσdτB̃(σ, τ)ei(σQ+τP ). (3.17)

Notemos que o produto entre os operadores A e B pode ser escrito como

A(Q,P )B(Q,P ) =
1

(2π)2

∫
dσdτdσ′dτ ′Ã(σ, τ)ei(σQ+τP )B̃(σ′, τ ′)ei(σ

′Q+τ ′P ). (3.18)

Definamos o operador C(Q,P ), tal que C(Q,P ) = A(Q,P )B(Q,P ). Dessa forma, podemos
escrever

24



C(Q,P ) =
1

2π

∫
dσdτC̃(σ, τ)ei(σQ+τP ). (3.19)

A relação de Baker-Campbell-Hausdorff nos fornece

ei(σQ+τP ) = e
i
2
στeiτP eiσQ.

E ainda,
ei(σQ+τP )ei(σ

′Q+τ ′P ) = e
i
2

(σ′τ−στ ′)ei(σ+σ′)Qei(τ+τ ′)P .

Se utilizarmos a última relação na equação (3.19), obtemos

C = AB =

∫
dσdτdσ′dτ ′Ã(σ, τ)B̃(σ′, τ ′)e

i
2

(σ′τ−στ ′)ei(σ+σ′)Qei(τ+τ ′)P . (3.20)

Se aplicarmos a transformação de variáveis dada por

σ = σ + σ′,

τ = τ + τ ′,

obtemos

C = AB =

∫
dσdτdσ′dτ ′Ã(σ − σ′, τ − τ ′)B̃(σ′, τ ′)e

i
2

(σ′τ−στ ′)eiσQeiτP . (3.21)

Observando o último resultado, podemos identificar

C̃(σ, τ) =

∫
dσ′dτ ′Ã(σ − σ′, τ − τ ′)B̃(σ′, τ ′)e

i
2

(σ′τ−στ ′). (3.22)

Se aplicarmos a transformação de Fourier inversa, obtemos

CW (q, p) =

∫
dτdσdσ′dτ ′Ã(σ − σ′, τ − τ ′)B̃(σ′, τ ′)e

i
2

(σ′τ−στ ′)e−i(σq+τp) (3.23)

Usando a mudança de variáveis dada por σ = σ + σ′ e τ = τ + τ ′, chegamos a

CW (q, p) =

∫
dτdσdσ′dτ ′e

i
2

(σ′τ−στ ′)
(
Ã(σ′, τ ′)e−i(σ

′q+τ ′p)
)(

B̃(σ, τ)e−i(σq+τp)
)
. (3.24)

Percebamos que o fator e
i
2

(σ′τ−στ ′) pode ser visto como a ação do operador e
i
2

(
∂
∂q′

∂
∂p
− ∂
∂q

∂
∂p′

)
sobre

os fatores
(
ã(σ′, τ ′)e−i(σ

′q+τ ′p)
)
e
(
b̃(σ, τ)e−i(σq+τp)

)
. Finalmente, podemos escrever a equação

(3.24) na forma

CW (q, p) = e
i
2

(
∂
∂q′

∂
∂p
− ∂
∂q

∂
∂p′

)(∫ ∫
dσ′dτ ′Ã(σ′, τ ′)e−i(σ

′q+τ ′p)

)(∫ ∫
dτdσB̃(σ, τ)e−i(σq+τp)

)
.

(3.25)
O último resultado pode ser escrito na forma

CW (q, p) = e
i
2

(
∂
∂q′

∂
∂p
− ∂
∂q

∂
∂p′

)
AW (q′, p′)BW (q, p); (3.26)
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e também

CW (q, p) = AW (q, p)e
i
2

(←−
∂
∂q

−→
∂
∂p
−
←−
∂
∂p

−→
∂
∂q

)
BW (q, p), (3.27)

em que as setas indicam o sentido em que os operadores são aplicados. E este é o resultado
inicialmente desejado, completando a demonstração.

CW (q, p) = AW (q, p)e
i
2

(←−
∂
∂q

−→
∂
∂p
−
←−
∂
∂p

−→
∂
∂q

)
BW (q, p) = AW (q, p) ? BW (q, p). (3.28)

Com isso, define-se a operação denominada produto-estrela como, Ω : AB → (AB)w, tal que

(AB)w = Aw (q, p) e
ih̄Λ
2 Bw (q, p) = Aw (q, p) ? Bw (q, p) , (3.29)

ou seja Ω(AB) = AW (q, p) ? BW (q, p). Note que o mapeamento de Wigner, Ω, é linear, isto é

Ω (A+ cB) = Ω (A) + cΩ (B) . (3.30)

O produto-estrela entre duas funções no espaço de fase pode ser escrito também da seguinte
forma

(AB)w = Aw

(
q +

ih̄

2

∂

∂p
, p− ih̄

2

∂

∂q

)
Bw (q, p) . (3.31)

Nesta equação, percebemos que o produto-estrela entre duas funções definidas no espaço de
fase eleva um delas à categoria de operador; a partir daí podemos definir o operador-estrela,
AW ?, dado por

AW ? = Aw

(
q +

ih̄

2

∂

∂p
, p− ih̄

2

∂

∂q

)
. (3.32)

Operadores-estrela serão muito úteis no próximo capítulo, quando apresentaremos uma re-
presentação do grupo de Galilei no espaço de fase.

3.1.4 Equação de Evolução

Considerando que a equação de Liuoville Von-Neumann é dada por

ih̄∂tρ = Hρ− ρH, (3.33)

onde H é o Hamiltoniano e ρ é a matriz densidade. Vamos escrever a equação de evolução para
a função de Wigner. Utilizando a aplicação de Wigner, Ω, nesta equação, temos

ih̄∂tΩ (ρ) = Ω (Hρ)− Ω (ρH) . (3.34)

Como Ω (ρ) = fw, e escrevendo Ω (H) = Hw, encontramos

ih̄
∂fw
∂t

= {Hw, fw}M , (3.35)

onde {Hw, fw} = Hw ? fw − fw ? Hw é o parêntese de Moyal. O Hamiltoniano Hw (q, p) é uma
função no espaço de fase, que coincide com o Hamiltoniano clássico, quando escrito em termos
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da soma da energia cinética e potencial. De fato, se o operador H é do tipo H = p̂2

2m + v (q̂),
temos que Hw = p2

2m + v (q), que corresponde ao Hamiltoniano clássico. Um resultado bastante
interessante é que no limite em que h̄ tende a zero, a função de Wigner obedece a equação de
Liouville clássica, o que demonstra a praticidade de obtenção do princípio da correspondência
no bojo do formalismo de Wigner. Para notar esse fato, basta tomar a equação

∂fw
∂t

= Hw ? fw − fw ? Hw, (3.36)

e escrevê-la na forma

∂fw
∂t

= Hwe
ih̄Λ
2 fw −Hwe

−ih̄Λ
2 fw. (3.37)

Utilizando a relação

sin

(
ih̄Λ

2

)
=
e
ih̄Λ
2 − e

−ih̄Λ
2

2
,

temos

∂fw
∂t

= 2iHw sin

(
ih̄Λ

2

)
fw. (3.38)

Expandindo o sin
(
ih̄Λ
2

)
em série de Taylor, obtemos

∂fw
∂t

= 2iHw

[(
ih̄Λ

2

)
− 1

3!

(
ih̄Λ

2

)3

+ ...

]
fw. (3.39)

Tomando h̄→ 0, obtemos

∂fw
∂t

= HwΛfw = {Hw, fw}, (3.40)

em que {Hw, fw} é o parêntesis de Poisson, e essa última equação obtida é a equação de Liouville
clássica. Este é um dos resultados mais importantes no formalismo de Wigner, pois evidencia
que a correspondência entre a mecânica quântica e a mecânica clássica pode ser obtida tomando
h̄→ 0. Esse é um dos fatores que tornou o formalismo de Wigner ávido de estudos e aplicações
posteriores.

O próximo passo será estudar o produto-estrela e suas propriedades, pois é a partir dele que
definiremos operadores que permitem estabelecer uma representação simplética da álgebra de
grupos cinemáticos.

3.1.5 Propriedades do Produto-Estrela

O enfoque nesta subseção será no estudo das propriedades do produto estrela. Já foi visto
anteriormente que o produto envolvendo dois operadores quânticos na representação de Wigner
é igual ao produto estrela dos respectivos equivalentes em Wigner. Também foi estudado que em
toda equação dinâmica envolvendo a função de Wigner, o produto estrela sempre está envolvido.
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Além disso, será importante o estudo do produto-estrela para se realizar a definição do operador-
estrela, que será explorado para a construção de representações unitárias do grupos cinemáticos
no espaço de fase.

f ? g = f (q, p) exp

[
ih̄

2

(←−
∂

∂q

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂q

)]
g (q, p) , (3.41)

onde as setas sobre os operadores diferenciais indicam o sentido em que eles se aplicam. Iremos
discutir algumas propriedades envolvendo o produto estrela que serão muito úteis nos desenvo-
vimentos posteriores.

• Propriedade 1

Produto estrela onde um dos fatores é uma constante. Seja c ∈ C. Então

c ? f(q, p) = f(q, p) ? c = cf(q, p). (3.42)

• Propriedade 2

Operador-Estrela: O produto estrela entre duas funções no espaço de fase eleva uma delas a
categoria de operador,

f(q, p) ? g(q, p) = f(q +
ih̄

2

−→
∂p , p−

ih̄

2

−→
∂p)g(q, p)

= f(q, p) ? g(q, p) = f(q, p)g(q − ih̄

2

←−
∂p , p+

ih̄

2

←−
∂q ).

Definimos

f̂ = f (q, p) ?, (3.43)

que será chamado de operador-estrela.

• Propriedade 3

O Produto estrela é associativo. Seja f , g e h funções no espaço de fase. Então,

(f(q, p) ? g(q, p)) ? h(q, p) = f(q, p) ? (g(q, p) ? h(q, p)). (3.44)

• Propriedade 4

O produto estrela não é comutativo, isso significa que

f(q, p) ? g(q, p) 6= g(q, p) ? f(q, p).

Ou seja, f(q, p)e
ih̄Λ
2 g(q, p) 6= g(q, p)e

ih̄Λ
2 f(q, p). Pois na verdade,

f(q, p)e
ih̄Λ
2 g(q, p) = g(q, p)e

−ih̄Λ
2 f(q, p). (3.45)

• Propriedade 5
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O Produto estrela e a Conjugação Complexa:
A conjugação complexa inverte a ordem do produto estrela. Um fato análogo ao conjugado

complexo de dois operadores usuais.

(f ? g)† = g† ? f †. (3.46)

• Propriedade 6

A Integral do Produto estrela no Espaço de Fase∫
f(q, p) ? g(q, p)dqdp =

∫
f(q, p)g(q, p)dqdq. (3.47)

Para essa propriedade faça sentido é necessário a convergência da integral. A condição ne-
cessária para que a convergência ocorra é a anulação das funções f(q, p) e g(q, p) no infinito.

• Propriedade 7

O produto-estrela entre duas funções f(q, p) e g(q, p) no espaço de fase pode ser representado
por meio de uma integral da seguinte forma:

f(q, p) ? g(q, p) =
1

(πh̄)2

∫
dq′dq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e−

2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)]. (3.48)

A última equação é conhecida como forma integral do produto-estrela. A dedução dessa equação
é apresentada a seguir. Para esse fim, considere a expressão escrita por meio de delta de Dirac,

f(q, p) =

∫
dq′dp′f(q′, p′)g(q′, p′)δ(q − q′)δ(p− p′). (3.49)

Se utilizarmos a representação integral da delta de Dirac, podemos escrever a Eq.(3.49) como

f(q, p) =

(
1

2πh̄

)2 ∫
dudvdq′dp′f(q′, p′)g(q′, p′)e−

i
h̄

[v(p′−p)+u(q′−q)]. (3.50)

Se utilizarmos a Propriedade 2, ou seja, f(q, p)?g(q, p) = f(q+ ih̄
2

−→
∂p , p− ih̄

2

−→
∂p)g(q, p), em conjunto

com a Eq.(3.50), o produto-estrela pode ser escrito

f(q, p) ? g(q, p) =

(
1

2πh̄

)2 ∫
dudvdq′dp′f(q′, p′)g(q′, p′)e−

i
h̄

[v(p′−p)+u(q′−q)]

× e−
i
h̄2 [−iu∂p+iv∂q ]g(q, p).

Note que a relação de Glauber, e(A+B) = eAeBe
1
2

[A,B], foi utilizada para separar exponenciais
no integrando da última equação. Por fim, se tomarmos a mudança de variáveis q′′ = q + v

2 e
p′′ = p− u

2 , obtemos

f(q, p) ? g(q, p) =
1

(πh̄)2

∫
dq′dq′′dp′dp′′f(q′, p′)g(q′′, p′′)e−

2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)], (3.51)

que é a forma integral do produto-estrela.
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3.1.6 A Negatividade da Função de Wigner

Conforme já discutimos no início do capítulo, a função de Wigner pode admitir valores
negativos. Esse fato era considerado problemático, pelo simples fato de que uma autêntica dis-
tribuição de probabilidades ser positivo-definida. Sendo assim, a função de Wigner passou a ser
classificada como uma quase-probabilidade, pois apesar de não ser positivo-definida, probabili-
dades marginais são obtidas a partir da sua integração. Por muito tempo, a parte negativa da
função de Wigner não era compreendida e não se enxergava vantagem nessa característica do
formalismo de Wigner. Porém, estudos recentes tem considerado o volume da parte negativa
da função de Wigner como um indicador de não-classicalidade do sistema, e essa proeminente
interpretação passou a ser aplicada e várias áreas, dentre as quais destaca-se o emaranhamento
quântico e a computação quântica [108, 109]. Esses estudos foram motivados pelo trabalho semi-
nal de Kenfack e Zyczkowsky [107], os quais definiram um parâmetro, denominado parâmetro de
negatividade do sistema. Este parâmetro é uma medida do volume da parte negativa da função
de Wigner, e é dado pela expressão

η(ψ) =

∫
[|fW (q, p)|−1]dqdp. (3.52)

Nesse sentido, η(ψ) tem relação com a não-classicalidade do estado ψ. Compreender o
que distingue a mecânica quântica da mecânica clássica é crucial para aplicações no bojo da
teoria de informação quântica. Por este motivo, o estudo desse parâmetro tem auxiliado na
análise de sistemas de qbits que podem ser vantajosos nas aplicações na computação quântica,
por exemplo [110]. Nesta tese, utilizaremos este parâmetro para estudar a não-classicalidade de
alguns sistemas físicos.

3.2 A Mecânica Quântica Simplética

Nesta seção, faremos uma revisão sobre o formalismo da mecânica quântica simplética
proposto nas referências [57, 58, 59, 60]. Neste formalismo, a equação de Schrödinger é obtida
no espaço de fase mediante uma representação unitária e irredutível do grupo de Galilei. O
formalismo possui conexão com o formalismo de Wigner, conforme veremos no desenvolvimento
do texto.

3.2.1 Variedade Simplética e Espaço de Hilbert

No primeiro momento, apresentamos a definição de espaço de fase, qual seja: considere
uma variedade analítica M onde cada ponto é especificado por coordenadas Euclidianas, qi com
i = 1, 2, 3. As coordenadas de cada ponto são fibrados cotangentes Γ = T ∗M é denotado por
(qi, pi). O espaço Γ é munido com uma estrutura simplética de 2-forma

ω =

3∑
i=1

dqi ∧ dpi, (3.53)

chamada forma simplética. Essa forma simplética em conjunto com o operador,

Λ =
3∑
i=1

←−
∂

∂qi

−→
∂

∂pi
−
←−
∂

∂pi

−→
∂

∂qi
, (3.54)

30



induz o parêntese de Poisson para as funções de classe C∞, f (q, p) e g (q, p), temos

ω (fΛ, gΛ) = fΛg = {f, g}, (3.55)

onde {f, g} =
3∑
i=1

(
∂f
∂qi

∂g
∂pi
− ∂f

∂pi
∂g
∂qi

)
. Idetificamos o campo vetorial em Γ por

fΛ = Xf =
3∑
i=1

(
∂f

∂qi
∂

∂pi
− ∂f

∂pi
∂

∂qi

)
, (3.56)

onde f = f(qi, pi) ∈ C∞ (Γ). O espaço Γ munido com essa estrutura simplética, é chamado
espaço de fase.

Na sequência, trazemos o espaço de Hilbert associado ao espaço de fase H(Γ).. Isso se faz
necessário pelo fato de que será construído um formalismo para mecânica quântica no espaço de
fase, em que deverá valer toda a estrutura de uma álgebra linear. Nesse sentido, necessitamos
de um espaço em que os elementos básicos sejam funções definidas no espaço de fase Γ. Vamos
construir um espaço de Hilbert sob Γ de modo que µ seja uma medida invariante no fibrado
cotangente. Se ϕ é um mapeamento: Γ → R que é mensurável, então definimos a integral de ϕ
com relação a µ como ∫

Ω
ϕ (z) dµ (z) , (3.57)

onde z ∈ Γ. Seja H (Γ) um subespaço linear do espaço de funções mensuráveis-µ ψ: Γ→ C que
são de quadrado integrável tal que∫

Ω
|ψ (z) |2dµ (z) <∞. (3.58)

Onde H (Γ) é munido do produto interno 〈.|.〉 por

〈ψ1|ψ2〉 =

∫
Ω
ψ1 (q, p)† ψ2 (q, p) dµ (q, p) , (3.59)

tomamos z = (qi, pi) = (q, p), e ψ (q, p) ∈ C∞ (Γ) é tal que∫
d3pd3qψ† (q, p)ψ (q, p) <∞. (3.60)

Então H (Γ) é um espaço de Hilbert.
Neste caso, temos ψ (q, p) = 〈q, p|ψ〉, com∫

d3pd3q|q, p〉〈q, p|= 1, (3.61)

a qual é a relação de completeza.
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3.2.2 Representação do Grupo de Galilei no Espaço de Fase

Vamos estudar o grupo de Galilei tomando H (Γ) como espaço de representação. Para este fim,
utilizaremos os operadores-estrela definidos na seção anterior, mais especificamente na Eq. 3.43.
Esses operadores podem ser escrito como

F̂ = f (q, p) ? = f

(
q +

ih̄

2

∂

∂p
, p− ih̄

2

∂

∂q

)
. (3.62)

Nesse bojo, os operadores-estrela correspondentes aos operadores posição e momentum são
escritos como

P̂ = p? = p− ih̄

2
∂q, (3.63)

Q̂ = q? = q +
ih̄

2
∂p. (3.64)

Os operadores definidos nas Eqs. 3.63-3.64 são de fato os operadores posição e momentum, no
sentido que satisfazem a relação de incerteza de Heisenberg, a qual se manifesta algebricamente
pela relação de comutação

[P̂i, Q̂j ] = ih̄δij , (3.65)

em que δij é o delta de Kronecker.
Usando os operadores posição e momentum dados, podemos definir os seguintes operadores

K̂ = k? = mq ?−tp? = mQ̂− tP̂ , (3.66)

L̂ = εijkQ̂jP̂k (3.67)

= εijkq̂j p̂k −
ih̄

2
εijkqj

∂

∂pk
+
ih̄

2
εijkpk

∂

∂qj
+
h̄2

4

∂2

∂qj∂pk
(3.68)

Ĥ =
P̂ 2

2m
. (3.69)

Os operadores assim definidos satisfazem à álgebra de Lie do Grupo de Galilei que é dada
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pelas seguintes relações de comutação[
L̂i, L̂j

]
= ih̄εijkL̂k,[

L̂i, K̂j

]
= ih̄εijkK̂k ,[

L̂i, P̂j

]
= ih̄εijkP̂k ,[

L̂i, Ĥ
]

= 0 ,[
K̂i, K̂j

]
= 0 ,[

K̂i, P̂j

]
= ih̄mδij ,[

K̂i, Ĥ
]

= 2ih̄mP̂i ,[
P̂i, P̂j

]
= 0 ,[

P̂i, Ĥ
]

= 0. (3.70)

A extensão central da algebra de Galilei-Lie é dada pela constantem. A demonstração da relação
de comutação destes operadores pode ser encontrada na referência [58].

O conteúdo físico desta representação é deduzida, em primeiro lugar, ao observar que Q̂ e P̂
são transformados pelo boost de acordo com

exp
(
−iv · K̂/h̄

)
Q̂j exp

(
iv · K̂/h̄

)
= Q̂j + vjt (3.71)

e

exp
(
−iv · K̂/h̄

)
P̂j exp

(
iv · K̂/h̄

)
= P̂j +mvj . (3.72)

Ou seja, além de satisfazerem a relação de Heisenberg, os operadores Q̂ e P̂ se transformam,
de acordo com o boost (mudança de referencial), como posição e momentum; podendo assim,
serem caracterizados como os observáveis físicos posição e momentum.

Porém, pelo fato de não comutarem, os autovalores de Q̂ e P̂ não podem ser utilizados
simultaneamente para definir uma função no espaço de fase. Porém, se definirmos os operadores
c-numbers dados por

Q = q1 = Q̂− ih̄

2
∂p, (3.73)

P = p1 = P̂ +
ih̄

2
∂q, (3.74)

percebemos que Q e P se transformam pelo boosts de acordo com

exp
(
−iv · K̂/h̄

)
Qj exp

(
iv · K̂/h̄

)
= Qj + vjt (3.75)

e

exp
(
−iv · K̂/h̄

)
Pj exp

(
iv · K̂/h̄

)
= Pj +mvj , (3.76)
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além de comutarem, isto é, [Q,P ] = 0. A demonstração das equações (3.75) e (3.76) é apresentada
a seguir. Para esse fim, utilizaremos a identidade

eABe−A =
∞∑
n=0

[A,B]n,

em que [A,B]0 = B, [A,B]1 = [A,B],[A,B]2 = [A, [A,B]], e em geral [A,B]n = [A, [A,B]n−1].
Dessa forma, temos que

exp
(
−iv · K̂/h̄

)
Qj exp

(
iv · K̂/h̄

)
=
∞∑
n=0

iv

h̄
[K̂,Qj ]n.

Uma vez que [K̂,Qj ] = Qj + ith̄
2 δij , obtemos o resultado

exp
(
−iv · K̂/h̄

)
Qj exp

(
iv · K̂/h̄

)
= Qj + vjt.

Sendo assim, embora Q e P não possam ser interpretados como observáveis posição e mo-
mentum, eles guardam conteúdo de posição e momentum. E ainda, devido ao fato de valerem
as seguintes relações,

Q|q, p〉 = q|q, p〉 e P |q, p〉 = p|q, p〉, (3.77)

com

〈q, p|q′, p′〉 = δ
(
q − q′

)
δ
(
p− p′

)
, (3.78)

e ∫
dpdq|q, p〉〈q, p|= 1, (3.79)

os seus autovalores podem ser usados para se definir uma função no espaço de fase, já que eles
comutam. Assim, podemos definir uma função no espaço de Hilbert associado ao espaço de fase,
H(Γ), que denominaremos de ψ(q, p). Esta função será utilizada para representar o estado de
um sistema físico, isto é. ψ(q, p, t) = 〈q, p|ψ(t)〉.

Da equação (3.79), temos

〈ψ|φ〉 = 〈ψ|
(∫

dpdq|q, p〉〈q, p|
)
|φ〉 =

∫
dpdqψ† (q, p)φ (q, p) . (3.80)

Usando a definição de produto estrela temos,

〈ψ|φ〉 =

∫
dpdqψ† (q, p) ? φ (q, p) . (3.81)

A média de um observável físico Â (q, p) = a (q, p; t) ?, no estado ψ (q, p) é dado por

〈Â〉 =

∫
dpdqψ† (q, p) Âφ (q, p)

=

∫
dpdqψ† (q, p) [a (q, p) ? ψ (q, p)]

=

∫
dpdqa (q, p)

[
ψ (q, p) ? ψ† (q, p)

]
(3.82)

A quantidade 〈Â〉 pode ser real se o espectro de 〈Â〉 é real.
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3.2.3 A Equação de Schrödinger no Espaço de Fase

Utilizando os elementos da seção precedente, podemos usar o operador evolução temporal Ĥ
para evoluir o estado físico ψ(q, p), isto é,

ψ(q, p, t) = e
i
h̄
Ĥtψ(q, p, 0). (3.83)

Derivando ambos os lados dessa última equação em relação ao tempo, obtemos

−ih̄∂tψ(q, p, t) = Ĥψ(q, p, t), (3.84)

a qual pode ser escrita como

−ih̄∂tψ(q, p, t) =

(
p2

2m
− h̄2

8m

∂2

∂q2
− ih̄p

2m

∂

∂q

)
ψ (q, p; t) + V̂

(
q +

ih̄

2

∂

∂p

)
ψ (q, p; t) , (3.85)

a qual é a Equação de Schrödinger no espaço de fase. Esta mesma equação independente do
tempo é dada por

Ĥψ(q, p) = Eψ(q, p), (3.86)

em que E representa na energia do sistema físico.
Um resultado físico fundamental neste formalismo é a conexão ψ (q, p; t) com a função de

Wigner, que é dada por

fW (q, p) = ψ (q, p) ? ψ∗ (q, p) . (3.87)

Esta relação nos fornece a interpretação física do proeminente formalismo. A demonstração desta
propriedade é feita por meio da comparação das propriedades satisfeitas pela função de Wigner
e pela função definida por ψ (q, p) ? ψ∗ (q, p).

Primeiramente, a partir da Eq. (3.87), podemos provar que f(q, p, t) = ψ(q, p, t) ? ψ†(q, p, t)
satisfaz a Eq. (3.86) [58]. Além disso, se utilizarmos a associatividade do produto-estrela e a
relação ∫

dqdpψ(q, p, t) ? ψ†(q, p, t) =

∫
dqdpψ(q, p, t)ψ†(q, p, t),

temos que

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉

=

∫
dqdpψ(q, p, t)Â(q, p)ψ†(q, p, t)

=

∫
dqdpfW (q, p, t)A(q, p, t),

em que Â(q, p) = A(q, p)? é um observável. Nesse sentido, a função de Wigner pode ser calculada
por meio da expressão

fW (q, p) = ψ(q, p) ? ψ†(q, p). (3.88)

Pode ser notado ainda que a equação de autovalores,

H(q, p) ? ψ = Eψ, (3.89)
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resulta em H(q, p) ? fW = EfW . Portanto, ψ(q, p) and fW (q, p) satisfazem a mesma equação
diferencial.

Esses últimos resultados mostram que a Eq. (3.84) é o ponto de partida fundamental para a
descrição da mecânica quântica no espaço de fase, e é totalmente compatível com o formalismo de
Wigner. Além disso, é importante enfatizar que o formalismo simplético apresentado faz emergir
a possibilidade de superposição de soluções, o que não é possível, em geral, no formalismo usual
da função de Wigner. Outro aspecto atrativo deste formalismo é a possibilidade de desenvolver
técnicas perturbativas, tendo em vista que seu desenvolvimento utilizou como pano de fundo
matemático a noção de espaços lineares.

3.2.4 Equação de Schrödinger no Espaço de Fase e Teoria de Calibre

Neste espaço discutiremos a introdução de interação entre campo de Schrödinger e outros campos,
como por exemplo, o eletromagnético. A exposição aqui apresentada seguirá de perto a referência
[63]. Cabe destacar que no formalismo de Wigner usual esse procedimento não é bem definido,
pelo fato da função de Wigner ser real, e por conseguinte, não é possível sua vinculação a uma
fase complexa. Para este fim, considere a seguimte densidade de Lagrangiana para o sistema
livre (V (q)? = 0), a qual é dada por

L = ψ†(q, p, t)(ih̄∂t −
p2
?

2m
)ψ(q, p, t),

a partir da qual obtemos a equação de Schrödinger no espaço de fase

ih̄∂tψ(q, p, t) = p2 ? ψ(q, p, t). (3.90)

(a partir deste ponto consideramos h̄ = 1, sem perda de generalidade). Vamos investigar a
invariância dessa equação sob transformações de calibre local. Considere a transformação dada
por

ψ → e−iΛ ? ψ, (3.91)

onde Λ ≡ Λ(q, p, t). Para Λ� 1,temos

δψ = −iΛ ? ψ. (3.92)

Então, obtemos
δ(p2 ? ψ) = −ip2 ? Λ ? ψ, (3.93)

e

δ(∂tψ) = −i(∂tΛ) ? ψ − iΛ ? (∂tψ). (3.94)

É importante perceber que (p ? ψ) e ∂tψ não se transformam da mesma forma que ψ. Logo
Eq. (3.90) não é invariante sob transformações definidas por Eq. (3.91). Na perspectiva de se
resolver este problema definimos os operadores Dk? = p ?−iAk? e D0 = ∂t − iφ, k = 1, 2, 3, tais
que Eq. (3.90) é escrita como

(Dk)
2ψ = iD0ψ, (3.95)

36



onde A = (Ak, φ). Agora devemos mostrar a invariância da Eq. (3.95) com relação a transfor-
mações do tipo Eq. (3.91). A partir de Eq. (3.92), mostra-se que

δ(Dk ? ψ) = δ(pk ? ψ)− iδ(Ak ? ψ)

= −ipk ? (Λ ? ψ)−Ak ? (Λ ? ψ)− i(δAk) ? ψ

= −ipk(Λ ? ψ)− 1

2

∂

∂qk
(Λ ? ψ)−Ak ? (Λ ? ψ)

− i(δAk) ? ψ

= −ipk(Λ ? ψ)− 1

2

∂Λ

∂qk
? ψ − 1

2
Λ ?

∂ψ

∂qk

−Ak ? (Λ ? ψ)− i(δAk) ? ψ. (3.96)

Usando a identidade
pk(f ? g) = f ? (pkg)− i

2(∂qkf) ? g, temos

δ(Dk ? ψ) = −iΛ ? (pkψ)− 1

2
Λ ?

∂ψ

∂qk
− ∂Λ

∂qk
? ψ

−Ak ? (Λ ? ψ)− i(δAk) ? ψ

= −iΛ ? (pk ? ψ)− ∂Λ

∂qk
? ψ

−Ak ? (Λ ? ψ)− i(δAk) ? ψ. (3.97)

E, sob transformações de segunda espécie, tem-se

A′k → Ak + i{Ak,Λ}M + i
∂Λ

∂qk
, (3.98)

onde {a, b}M = a ? b− b ? a é o parêntese de Moyal. Então, usando Eq. (3.98) e δAk = A′k −Ak,
Eq. (3.97) reduz-se a

δ(Dk ? ψ) = −iΛ ? (pk ? ψ)− Λ ? Ak ? ψ

= −iΛ ? (pk ?−iAk?)ψ.

Finalmente obtemos
δ(Dk ? ψ) = −iΛ ? (Dk ? ψ), (3.99)

o qual é o resultado esperado.
Agora, analisamos a invariância de D0 ? ψ = ∂tψ − iφ ? ψ. A partir da Eq. (3.92), mostra-se

que

δD0ψ = ∂t(−iΛ ? ψ)− i(δφ) ? ψ − iφ ? (−iΛ ? ψ)

= −i(∂tΛ) ? ψ − iΛ ? (∂tψ)

− i(δφ) ? ψ − φ ? Λ ? ψ. (3.100)

Sob a transformação de calibre, desejamos que

φ′ → φ+ i{φ,Λ}M −
∂Λ

∂t
. (3.101)
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então, usando Eq. (3.101) e δφ = φ′ − φ, Eq. (3.100) fica dada por

δ(D0 ? ψ) = −iΛ ? (D0ψ). (3.102)

o que prova a invariância de calibre.
É importante enfatizar que a equação de Schrödinger no espaço de fase é invariante sob

transformações de calibre de segunda espécie, isto é,

(D′k?)
2ψ′ = iD′0ψ

′, (3.103)

onde D′k? = p?−iA′? e D′0 = ∂t−iφ′. Com isso, é possível introduzir a interação eletromagnética
no espaço de fase. Exigindo a invariância de L por uma transformação de calibre local, i.e.
ψ(q, p, t)→ eiΛ(q,p)ψ(q, p, t), somos induzidos à derivada covariante tal que p̂k → p̂k − iAk(q)?.

Este resultado traz outra vantagem do formalismo da mecânica quântica simplética apresen-
tado em relação ao formalismo usual de Wigner. Aqui é possível a definição, sem conflito, da
interação entre o campo de Schrödinger e outros campos da natureza no âmbito do espaço de
fase. Na sequência, definiremos a densidade de Lagrangiana para a equação de Schrödinger com
interação quártica no espaço de fase, a qual é também denominada equação de Gross-Pitaevskii
no espaço de fase.

Agora consideraremos casos com interação. Nesse sentido, temos que a densidade Lagrangiana
invariante de Galilei para bósons com uma auto-interação não-linear é

£ =
ih̄

2

(
ψ†∂tψ − ψ∂tψ†

)
+
ih̄p

4m

(
ψ†∂qψ − ψ∂qψ†

)
− p2

2m

(
ψψ†

)
− h̄2

8m
∂qψ∂qψ

† +
(
ψψ†

)2
. (3.104)

Então da equação de Euler-Lagrange temos [56],

ih̄
∂

∂t
ψ (q, p, t) =

(
p2

2m
− h̄2

8m

∂2

∂q2
− ih̄p

2m

∂

∂q

)
ψ (q, p, t) + λ

(
ψψ†

)
ψ (q, p, t) ,

que descreve uma extensão da equação Gross-Pitaeviskii para o espaço de fase. Esta será uma
das equações de interesse no nosso trabalho.

3.2.5 Exemplo

É também relevante mostrarmos um exemplo do formalismo de espaço de fase apresentado neste
capítulo. Para esse fim, apresentaremos a equação de Schrödinger no espaço de fase submetida
ao potencial do oscilador harmônico e então determinaremos a função de Wigner associada. Para
esse fim, consideremos a equação dada por

1

2
(q2 + p2) ? ψ(q, p) = Eψ(q, p), (3.105)

note que consideramos m = 1, h̄ = 1, ω = 1. A Eq.(3.105) pode ser escrita como(
q2 + iq∂p −

1

4
∂2
p + p2 − ip∂q −

1

4
∂2
q

)
ψ(q, p) = 2Eψ(q, p). (3.106)
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Façamos agora a seguinte mudança de variáveis z = q2 + p2. Com isso, obtemos ∂q = 2q∂z,
∂p = 2p∂z, ∂2

q = 2∂z + 4q2∂2
z e ∂2

p = 2∂z + 4p2∂2
z . Substituindo essas derivadas na Eq.(3.106),

obtemos
z∂2

zψ(z) + ∂zψ(z) + (2E − z)ψ(z) = 0. (3.107)

Tomando ψ(z) = e−zL(z), e z = 1
2ω, obtemos

ω∂2
ωL+ (1− ω)∂ωL+

1

2
(2E − 1)L = 0, (3.108)

a qual é a equação diferencial de Laguerre. Logo, devemos ter necessariamente

1

2
(2E − 1) = n,

em que n é um número natural, isto é, n− 0, 1, 2, 3, .... E a solução ficará dada por

ψ(q, p) = e−(q2+p2)Ln

(
1

2
(q2 + p2)

)
, (3.109)

em que Ln representa o polinômio de Legendre de ordem n. Usando as amplitudes no espaço de
fase obtidas, podemos calcular a função de Wigner associada ao oscilador harmônico. Para esse
fim, usaremos a relação

fW (q, p) = ψ∗(q, p) ? ψ(q, p).

Note que a amplitude é uma função real, e por isso, o resultado do produto-estrela é proprocional
à própria função, isto é φ ? φ ∼ φ. Assim, temos que a função de Wigner para o oscilador
harmônico é dada por

fW (q, p) = Ne−(q2+p2)Ln

(
1

2
(q2 + p2)

)
, (3.110)

em que N é uma constante de normalização. Para determinar esta constante, usamos a relação∫
fW (q, p)dqdp = 1.

Fazendo isso, temos que

N

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−(q2+p2)Ln

(
1

2
(q2 + p2)

)
dqdp = 1.

Isso nos leva a
N =

(−1)n

π
.

E a função de Wigner correspondente ao oscilador harmônico no espaço de fase fica dada por

fW (q, p) =
(−1)n

π
e−(q2+p2)Ln

(
1

2
(q2 + p2)

)
. (3.111)

Se plotarmos o resultado dado na Eq.(3.111) para alguns valores de n, obtemos os comporta-
mentos dados nas Figuras (3.1(a)-3.1(d)).
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(a) Função de Wigner - oscilador harmônico - n=0 (b) Função de Wigner - oscilador harmônico - n=1

(c) Função de Wigner - oscilador harmônico - n=2 (d) Função de Wigner - oscilador harmônico - n=3
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Os gráficos dados nas Figuras (3.1(a)-3.1(d)) representam a função de Wigner para n = 0,
n = 1, n = 2 e n = 3, respectivamente. Observamos que são condizentes com os disponíveis na
literatura [46] para o mesmo sistema. Além disso, percebemos que ao aumentarmos o valor de
n, a parte negativa do gráfico se torna maior. Uma medida quantitativa desta parte negativa
é obtida a partir do parâmetro de negatividade, o qual está relacionado ao volume da parte
negativa da função de Wigner. A Tabela (3.1), mostrada a seguir, traz o valor calculado do
parâmetro de negatividade para alguns valores de n.

Tabela 3.1: Parâmetro de Negatividade - Oscilador Harmônico
n Parâmetro de Negatividade
0 0
1 0,4261
2 0,7289
3 0,9767
4 1,1914

Note que para n = 0, o parâmetro de negatividade é nulo, e com o aumento de n o seu
valor também aumenta. Uma interpretação que podemos inferir do crescimento do parâmetro de
negatividade com o aumento de n é que à medida que o nível de nergia do oscilador harmônico vai
crescendo, o sistema vai se afastando do análogo clássico. A partir desta interpretação, o fato de
o parâmetro ser nulo quando n = 0 nos leva a concluir que no nível fundamental há proximidade
entre o sistema quântico e o clássico. É muito interessante enfatizarmos que todos os resultados
apresentados neste exemplo são compatíveis com os reultados já obtidos na literaruta e calculados
por outros métodos [46, 107].
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Capítulo 4

Métodos de simetria

4.1 Introdução aos Grupos e Álgebras de Lie

Vamos fazer uma revisão sobre grupos e álgebras de Lie, desenvolvidos inicialmente por Lie
para o estudo de soluções e classificação de equações diferenciais utilizando grupos de simetrias
contínuas que denominamos aqui grupos de Lie. A revisão apresentada segue as referências
[102, 104, 105]. Nesta primeira parte, iniciamos com a noção de grupo e conduzimos até a noção
de grupos e álgebras de Lie.

Propriedades Algébricas

Um grupo é um conjunto dotado de uma lei de composição (·) satisfazendo os seguintes
axiomas:

• Associatividade

Seja a, b, c elementos de G então (a · b) · c = a · (b · c).

• Elemento Identidade

Existe um elemento de G que denotamos por e e denominado elemento neutro ou unidade de
G tal que e · a = a · e = a, para todo a ∈ G.

• Elemento Inverso

Para todo elemento a ∈ G, existe um elemento a−1 e denominado inversa de a, tal que
a · a−1 = a−1 · a = e.

Caso a lei de composição seja comutativa, ou seja, se a · b = b · a para todo a, b ∈ G, dizemos
que G é um grupo comutativo ou abeliano.
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Propriedades Topológicas

Seja S um conjunto e seja uma coleçãoD = {A1, A2, A3, · · ·} de conjuntos de S (A1, A2, A3, · · · ⊂ S),
dizemos que D define uma topologia em S se as seguintes condições forem satisfeitas, para todo
A1, A2 ∈ D:

• Propriedade 1

A união de dois conjuntos pertence à D: A1 ∪A2 ∈ D;

• Propriedade 2

A intersecção de dois conjuntos pertence à D: A1 ∩A2 ∈ D;

• Propriedade 3

O conjunto S pertence à D: S ∈ D.

O espaço S, munido da topologia D é dito ser um espaço topológico, e os elementos de D são
chamados abertos de S. Uma vizinhança de um ponto p ∈ S é um conjunto V ⊂ S que contenha
um aberto de S. Podemos então falar de aplicações contínuas entre dois espaços topológicos S
e S′. Seja f : S → S′ uma aplicação. A aplicação f é dita contínua no ponto p ∈ S se para
qualquer vizinhança V ′ de f (p) existir uma vizinhança V de p tal que f (V ) ⊂ V ′. Um grupo
que possui a estrutura de espaço topológico é dito ser um grupo topológico.

Variedades Diferenciáveis

Um espaço topológico é dito ser uma variedade se para todo ponto p ∈ S existe uma vizinhança
Vp que seja levada em um conjunto aberto de Rn para algum n, por uma aplicação bijetiva φVp :
Vp → Rn contínua, no sentido dado acima. O menor valor possível de n é denominado dimensão
da variedade S. Dessa maneira, é possível definir sistemas de coordenadas nas vizinhanças de
todos os pontos de S, as coordenadas de p sendo dadas por

φVp (p) ≡
(
x1 (p) , · · · , xn (p)

)
. (4.1)

A associação φVp é denominada de carta (mapa) na vizinhança Vp. Dessa maneira, podemos
usar os abertos da topologia definida em S para construir conjunto de cartas de maneira a
recobrir S; cartas estas que podem ter intersecções não-nulas. Esse conjunto é denominado de
Atlas em S. Vamos supor que um ponto p ∈ S pertence a duas vizinhanças Vr e Vs.
Sabemos que U = Vr ∩ Vs é também uma vizinhança de p. Temos assim definidos dois sistemas
de coordenadas em U , dados pelas cartas φVr e φVs , que denotamos por

{
xi
}
e
{
yi
}
, respectiva-

mente, com (i = 1, · · · , n). Podemos passar livremente de um sistema de coordenada para outro
da seguinte maneira: (

x1, · · · , xn
)

= φVs ◦ φ−1
Vr

(
y1, · · · , yn

)
, (4.2)

ou (
y1, · · · , yn

)
= φVr ◦ φ−1

Vs

(
x1, · · · , xn

)
. (4.3)
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Dessa forma, definimos uma mudança de sistema de coordenadas em U . Dizemos então que
S é uma variedade Ck se as funções que fazem as mudanças de coordenadas nas intersecções de
duas cartas forem Ck (contínuas e k vezes diferenciáveis ). Uma variedade C1 é também denomi-
nada de variedade diferenciável, enquanto que uma variedade C∞ é dita ser uma variedade suave.

4.1.1 Grupos de Lie

Seja S um grupo com uma estrutura da variedade diferenciável. Podemos então associar a
cada ponto p ∈ S um conjunto de coordenadas αpi = φi (p). A lei de composição do grupo pode
então ser expressa em termos das coordenadas dos elementos do grupo , ou seja, se p, q, r ∈ S e
r = p.q, onde . é a lei de composição, então temos que

αri = φi (αp, αq) . (4.4)

Se as funções fi forem analíticas, i. e. funções C∞, então S é dito ser um grupo de Lie.

4.1.2 Álgebras de Lie

As simetrias contínuas de um sistema de equações diferenciais formam um grupo de Lie.
Os elementos de uma vizinhança da identidade, isto é, as transformações infinitesimais permite
determinar o subgrupo de Lie conexo à identidade [102]. Vamos construir o gerador de sime-
tria partindo de transformações infinitesimais. Para tal, tomemos o grupo de simetria S a m
parâmetros (α1, · · · , αm) onde (m é a dimensão de S) agindo no espaço F das funções de classe
C1 em Rn. Denotamos então um elemento de S por g (α1, · · · , αm), e assumimos, sem perda de
generalidade, que a parametrização é tal que g (0, · · · , 0) corresponde ao elemento identidade de
S, ou seja, à transformação identidade. A ação de um elemento de S em F é dada por (f ∈ F ):

f ′ (x) = f
(
x′
)

= g (α1, · · · , αm) f (x) , (4.5)

onde x ≡
(
x1, · · · , xn

)
e x′ = g (α1, · · · αn)x. Tomemos agora αi = 0 exceto para i = k para o

qual αk � 1. Temos então que
x′
i − xi = αkηi (x) , (4.6)

para certas funções ηi. Expandindo o lado esquerdo de Eq. (4.5) obtemos

f ′ (x) = f (x+ αkη) =

1 + αk
∑
i,k

ηi
∂

∂xi

 f (x) (4.7)

= g (0, · · · , αk, · · · , 0) , (4.8)
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com η =
(
η1, · · · , ηn

)
. Da mesma maneira, podemos mostrar que tomando todos os αi não-nulos

e αi � 1 temos que:

f ′ (x) = g (α1, · · · , αm) f (x) =

1 +
∑
i,k

αkη
i
k

∂

∂xi

 f (x) . (4.9)

Dizemos então que os operadores

Gk =
∑
i

ηik
∂

∂xi
k = 1, · · · ,m, (4.10)

são os geradores infinitesimais do grupo de Lie S. O termo gerador vem do fato de que os
operadores Gk permitem construir o grupo S, como veremos a seguir. Eles representam no nosso
caso transformações infinitesimais de simetria.

O comutador de dois elementos do espaço vetorial é um outro elemento do mesmo espaço,

GiGj −GjGi =
∑
k

CkijGk, (4.11)

que são as relações de comutação entre os geradores do grupo, e Ckij são as constantes de estrutura
que caracterizam o grupo.

O espaço vetorial gerado pelos geradores Gi de um grupo de Lie, munido da operação de
comutação

[A,B] ≡ AB −BA, (4.12)

possui uma estrutura de álgebra. O comutador satisfaz a identidade de Jacobi:

[[A,B] , C] + [[C,A] , B] + [[B,C] , A] = 0, (4.13)

e dizemos que temos uma estrutura de álgebra de Lie. Em conclusão, todo grupo de Lie tem
associado uma álgebra de Lie, que por sua vez pode ser usada para reconstruir o grupo na sua
parte conectada a identidade. Mais ainda, toda a álgebra de Lie permite gerar um grupo de Lie.

Na próxima seção, extendemos a noção de geradores de simetria aqui introduzida e construi-
mos soluções invariantes de EDPs com esses geradores.
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4.2 Simetrias e Equações Diferenciais

Nesta seção, vamos apresentar como obter as simetrias de Equações Diferenciais Parciais
(EDPs). Esta revisão se baseia nas referências [73, 103, 104].

4.2.1 EDPs escalares com duas variáveis dependentes

Para simplificar a apresentação, vamos considerar EDPs com uma variável dependente u, e
duas variáveis independentes, x e t. Uma transformação de ponto é um difeomorfismo no espaço
da variável dependente u, e das variáveis independentes x e t.

Π : (x, t, u) 7→
(
x̂ (x, t, u) , t̂ (x, t, u) , û (x, t, u)

)
. (4.14)

Essa transformação mapeia a superfície u = u(x, t) em R3 para a seguinte (que é parametrizada
por x , t e u):

x̂ = x̂ (x, t, u) ,

t̂ = t̂ (x, t, u) ,

û = û (x, t, u) .


Para poder determinar como o difeomorfismo em (4.15), que atua em uma dada equação dife-
rencial, precisamos calcular a maneira como esse difeomorfismo induz uma prolongação de uma
dada transformação. Para isso, introduzimos a seguinte derivada total

Dx = ∂x + ux∂u + uxx∂ut + . . . ,

Dt = ∂t + ut∂u + uxt∂ut + . . . . (4.15)

(Derivadas totais tratam a variável dependente u e suas derivadas como funções de variáveis
independentes). As duas primeiras equações de (4.15) podem ser invertidas (localmente) para
obtermos x e t em termos de x̂ e t̂, desde que o jacobiano seja diferente de zero, ou seja,

J ≡
∣∣∣∣ Dxx̂ Dxt̂

Dtx̂ Dtt̂

∣∣∣∣ 6= 0. quando u = u(x, t). (4.16)

Se (4.16) é satisfeita, então a última equação de (4.15) pode ser reescrita como

û = û(x, t). (4.17)

Aplicando a regra da cadeia para (4.17), obtemos[
Dxû
Dtû

]
=

[
Dxx̂ Dxt̂

Dtx̂ Dtt̂

] [
ûx̂
ût̂

]
,

e portanto (pela regra de Cramer)

ûx̂ =
1

J

∣∣∣∣ Dxû Dtt̂

Dtx̂ Dtt̂

∣∣∣∣ , ût̂ =
1

J

∣∣∣∣ Dxx̂ Dxû
Dtx̂ Dtû

∣∣∣∣ . (4.18)

Prolongações de ordem superior são obtidas recursivamente repetindo-se o argumento acima. Se
ûJ é qualquer derivada de û com relação a x̂ e t̂ então

ûJ x̂ ≡
∂ûJ
∂x̂

=
1

J

∣∣∣∣ Dxû Dtt̂

Dtx̂ Dtt̂

∣∣∣∣ ,
ûJ t̂ ≡

∂ûJ

∂t̂
=

1

J

∣∣∣∣ Dxx̂ Dxû
Dtx̂ Dtû

∣∣∣∣ . (4.19)
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Estamos agora em condições de definir simetrias pontuais de uma EDP de enésima ordem:

4 (x, t, u, ux, ut, . . . ) = 0. (4.20)

Por simplicidade, vamos considerar EDPs da forma

4 = uσ − ω (x, t, u, ux, ut, . . . ) = 0, (4.21)

onde uσ é uma das derivadas de enésima ordem de u e ω é independente de uσ. A transformação
de ponto Π é uma simetria de (4.20) se

4(x̂, t̂, û, ûx̂, ût̂, . . . ) = 0, (4.22)

quando a equação (4.20) for válida. O conjunto das simetrias de uma EDP forma um grupo de
Lie, basta determinar as respectivas transformações infinitesimais para encontrar os geradores,
consideramos então transformações da seguinte forma,

x̂ = x+ εξ (x, t, u) +O
(
ε2
)
,

t̂ = t+ ετ (x, t, u) +O
(
ε2
)
, (4.23)

û = u+ εη (x, t, u) +O
(
ε2
)
.

Essas simetrias são também denominadas grupos de Lie a um parâmetro. Com gerador:

G = ξ∂x + τ∂t + η∂u. (4.24)

Equivalentemente, obtemos
(
x̂, t̂, û

)
pela resolução de

dx̂

dε
= ξ

(
x̂, t̂, û

)
;

dt̂

dε
= τ

(
x̂, t̂, û

)
;

dû

dε
= η

(
x̂, t̂, û

)
,

sujeitas às condições iniciais equação(
x̂, t̂, û

)
|ε=0= (x, t, u) .

Uma superfície u = u (x, t) é mapeada nela mesma pelo grupo de transformações gerado por G
se

G (u− u (x, t)) = 0, (4.25)

quando u = u (x, t). Esta condição pode ser expressa pela função característica como

Q = η − ξux − τut = 0. (4.26)

Da equação (4.25), a superfície é invariante desde que

Q = 0, (4.27)
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quando u = u (x, t). A equação (4.27) é chamada de condição de superfície invariante e é
utilizada para obter soluções exatas de EDPs. A prolongação da transformação de ponto (4.23)
para derivadas de primeira ordem:

ûx̂ = ux + εηx (x, t, u, ux, ut) +O
(
ε2
)
,

ût̂ = ut + εηt (x, t, u, ux, ut) +O
(
ε2
)
, (4.28)

onde, da equação (4.18),

ηx (x, t, u, ux, ut) = Dxη − uxDxξ − utDxτ,

ηt (x, t, u, ux, ut) = Dtη − uxDtξ − utDtτ. (4.29)

A transformação pode ser prolongada para derivadas de ordem superior recursivamente usando
(4.19). Suponhamos que

ûJ = uJ + εηJ +O
(
ε2
)
, (4.30)

onde

uJ ≡
∂j1+j2u

∂xj1∂tj2
, ûJ ≡

∂j1+j2 û

∂x̂j1∂t̂j2
, (4.31)

para alguns números j1 e j2. Então (4.19) fornece

ûJx̂ = uJx + εηJx +O
(
ε2
)
,

ûJt̂ = uJt + εηJt +O
(
ε2
)
, (4.32)

onde

ηJx = Dxη
J − uJxDxξ − uJtDxτ,

ηJt = Dtη
J − uJxDtξ − uJtDtτ. (4.33)

Alternativamente, podemos expressar as funções ηj em termos da característica, por exemplo,

ηx = DxQ+ ξuxx + τuxt,

ηt = DtQ+ ξuxt + τutt. (4.34)

Termos de ordem superior são obtidos por indução em j1 e j2,

ηJ = DJQ+ ξDJux + τDJut, (4.35)

onde

DJ ≡ Dj1
x D

j2
t . (4.36)
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O gerador infinitesimal é prolongado por derivadas adicionando-se todos os termos da forma
ηj∂uj acima até a ordem desejada. Por exemplo

G1 = ξ∂x + τ∂t + η∂u + ηx∂ux + ηt∂ut = G+ ηx∂ux + ηt∂ut , (4.37)
G2 = G1 + ηxx∂uxx + ηxt∂uxt + ηtt∂utt . (4.38)

De agora em diante, adotaremos a convenção de que o gerador seja prolongado quantas vezes
forem necessárias para descrever a ação do grupo em todas as variáveis. Para encontrar a
simetria de Lie de ponto necessitamos da expressão (4.33). Simetrias de Lie de ponto são obtidas
diferenciando a condição de simetria (4.22) com relação a ε. Obtemos assim a condição de
simetria linearizada,

G(2)4 = 0 quando 4 = 0. (4.39)

Como exemplo tomemos a equação

ut = u2
x. (4.40)

A condição de simetria linearizada é

ηt = 2uxη
x quando (4.40) vale (4.41)

escrevendo explicitamente e usando (4.40) para eliminar ut, obtemos

ηt − ξtux + (ηu − τt)u2
x − ξuu3

x − τuu4
x

= 2ux
(
ηx + (ηu − ξx)ux + (ηu − ξx)u2

x − τuu3
x

)
.

Depois igualando os termos de coeficiente de ux, teremos um sistema de equações determinantes:

τu = 0, (4.42)
ξu + 2τx = 0, (4.43)

ηu + τt − 2ξx = 0, (4.44)
ξt + 2ηx = 0, (4.45)

ηt = 0. (4.46)

Iniciamos resolvendo (4.42) obtemos:

τ = A (x, t) .

onde A é uma função arbitrária. A solução geral de (4.43) é assim dada por:

ξ = −2Axu+B (x, t) , (4.47)

e de (4.44)

η = −2Axxu
2 + (2Bx −At)u+ C (x, t) ,
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para algumas funções B e C. Substituindo estes resultados em (4.45) e (4.46), obtemos:

−4Axxxu
2 + 4 (2Bxx −Axt)u+Bt + 2Cx = 0, (4.48)
−2Axxxtt

2 + (2Bxt −Att)u+ Ct = 0. (4.49)

As funções A,B e C são independentes de u, assim (4.48) e (4.49) podem ser decompostas igua-
lando coeficientes de u, as seguintes equações:

Ct = 0, (4.50)
Bt + 2Cx = 0, (4.51)

2Bxt +Att = 0, (4.52)
Bxx −Axt = 0, (4.53)

Axxt = 0, (4.54)
Axxx = 0. (4.55)

Das equações (4.50), (4.51) e (4.52), obtemos:

C = α (x) , B = α′ (x) t+ β (x) ,

A = α′′ (x) t2 + γ (x) t+ δ (x) . (4.56)

As funções α, β, γ e δ são funções de x determinadas pela substituição de (4.56) em (4.53),(4.54)
e (4.55). Igualando os coeficientes de potências de t, e resolvendo obtemos finalmente

ξ = −4c1tx− 2c2t+ c4

(
1

2
x2 − 2tu

)
+ c6x+ c7 − 4c8xu− 2c9u,

τ = −4c1t
2 − c4xt+ c5t+ c8x

2 + c9x+ 2c10, (4.57)
η = 4c1x

2 + c2x+ c3 + c4xu+ c5u+ 2c6u− 4c8u
2,
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que contêm 10 constantes arbitrárias, significando que a álgebra de Lie tem 10 dimensões. A
álgebra de simetria infinitesimal da equação (4.40), é então definida pelos geradores:

G1 = −4tx
∂

∂x
− 4t2

∂

∂t
+ 4t2

∂

∂u
,

G2 = −2t
∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

G3 =
∂

∂u
,

G4 =

(
1

2
x2 − 2tu

)
∂

∂x
+ 4xt2

∂

∂t
+ xu

∂

∂u
,

G5 = t
∂

∂t
+ u

∂

∂u
,

G6 = −x ∂
∂x

+ 2u
∂

∂u
,

G7 =
∂

∂x
,

G8 = −4ux
∂

∂t
+ x2 ∂

∂t
− 4u2 ∂

∂u
,

G9 = −2u
∂

∂x
+ x

∂

∂t
,

G10 = −2t
∂

∂t
,

4.2.2 Soluções invariantes

Nesta seção vamos introduzir o método das características, que consiste em obter soluções
invariantes por um determinado grupo de simetria. Tomemos o gerador

G = ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ η

∂

∂u
.

Uma solução u (x, t) é invariante pela transformação gerada por G se

Q ≡ η − ξux − τut = 0, (4.58)

que é ususalmente mais fácil de resolver que a equação original. Resolvemos a condição de
superfície invariante com as equações características

dx

ξ
=
dt

τ
=
du

η
. (4.59)

Introduzimos então coordenadas canônicas r(x, t, u) e v(x, t, u) que são duas integrais pri-
meiras de (4.59) funcionalmente independentes. A solução da condição de superficíe é dada
por

v = F (r) . (4.60)
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Podemos tomar como exemplo o gerador

G = cG1 +G2 = c
∂

∂x
+
∂

∂t
.

A condição de superfície invariante é dada por

cux + ut = 0.

Assim as equações características são,

dx

c
=
dt

1
.

Com uma quadratura nas equações características obtemos, r = x− ct e u = F (r) como solução
invariante, que é também conhecida como solução de onda.

Vamos considerar o oscilador usual estudado em mecânica quântica. Conhecemos as auto-
funções deste sistema. No entanto, apresentamos aqui a solução pelo método de simetrias de lie.
A equação do oscilador é apresentada na forma,

−1

2

d2

dx2
ψ(x) +

1

2
x2ψ(x) = Eψ(x),

com o auxílio do SADE os geradores de simetria apresentamos na forma,

G1 = ψ
∂

∂ψ
,

G2 =
M
(
1/2E, 1/4, x2

)
√
x

∂

∂ψ
,

G3 =
1

x2

[
4EψM

(
1/2E, 1/4, x2

)
W
(
1/2E, 1/4, x2

)
− 2EψW

(
1/2E, 1/4, x2

)
M
(
1/2E + 1, 1/4, x2

)
− 3ψW

(
1/2E, 1/4, x2

)
M
(
1/2E, 1/4, x2

)
+ 4ψM

(
1/2E, 1/4, x2

)
W
(
1/2E + 1, 1/4, x2

)
− 4x2M

(
1/2E, 1/4, x2

)
W
(
1/2E, 1/4, x2

)
+ 2ψW

(
1/2E, 1/4, x2

)
M
(
1/2E, 1/4, x2

) ] ∂
∂ψ

−
[4

x
M
(
1/2E, 1/4, x2

)
M
(
1/2E, 1/4, x2

) ] ∂
∂x
,

G4 =
1

x
3
2

[
ψ
(
− 2ψM

(
1/2E, 1/4, x2

)
x2 + 4ψM

(
1/2E + 1, 1/4, x2

)
+ 2ψEM

(
1/2E, 1/4, x2

)
+ ψM

(
1/2E, 1/4, x2

) )] ∂
∂ψ

−
[

2√
x

(
M
(
1/2E, 1/4, x2

)2)] ∂

∂x
,

52



G5 =
1

x
3
2

[
ψ
(
ψM

(
1/2E, 1/4, x2

)
− 2x2ψM

(
1/2E, 1/4, x2

)
− 3ψM

(
1/2E + 1, 1/4, x2

)
+ 2ψEM

(
1/2E, 1/4, x2

)
− 2ψEM

(
1/2E + 1, 1/4, x2

) )] ∂
∂ψ

−
[

2√
x

(
M
(
1/2E, 1/4, x2

)2)] ∂

∂x
,

G6 =
1

x2

[
M
(
1/2E, 1/4, x2

) (
ψM

(
1/2E, 1/4, x2

)
x2

− 2ψM
(
1/2E, 1/4, x2

)
− 3ψM

(
1/2E + 1, 1/4, x2

)
+ 2ψEM

(
1/2E, 1/4, x2

)
− 2ψM

(
1/2E, 1/4, x2

) )] ∂
∂ψ

−
[

2

x

(
M
(
1/2E, 1/4, x2

))2] ∂

∂x
,

G7 =
1

x2

[
M
(
1/2E, 1/4, x2

) (
− 2ψW

(
1/2E, 1/4, x2

)
x2

+ 4ψW
(
1/2E + 1, 1/4, x2

)
+ 2ψEM

(
1/2E, 1/4, x2

)
+ ψW

(
1/2E, 1/4, x2

) )] ∂
∂ψ
−
[

2

x

(
M
(
1/2E, 1/4, x2

)2)] ∂

∂x
,

onde M(κ, µ, x) and W(κ, µ, x) são funções Whittaker. A partir desses geradores, obtemos a
seguinte solução invariante,

ψ(x) = C
W
(
1/2E, 1/4, x2

)
√
x

,

onde C é uma constante. Usando a seguinte identidade,

W (1/4 + 1/2n, 1/4, x2) = 2−n exp−1/2x2√xHn(x),

com o uso da identidade aqui considerada a autofunção é escrita em termos dos polinômios de
hermite [116],

ψ(x) = C2−n exp−1/2x2Hn(x),

usando a condição de normalização, obtemos,

ψ(x) = 2−n/2π−1/4(n! )−1/2e−1/2x2
Hn(x),

que é o mesmo resultado obtido na literatura [1, 2]. Este resultado mostra a robustez do SADE
para cálculos analíticos. Ou seja, a partir de considerações de simetrias da equação diferencial,
encontrou-se os geradores de tais simetrias e com o uso desses geradores determinou-se a solução
da equação diferencial. Nos próximos capítulos aplicaremos a metodologia descrita neste para
estudarmos potenciais não-lineares no espaço de fase.
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Capítulo 5

Simetrias e Soluções da Equação de
Gross-Pitaevskii no espaço de fase

5.1 Simetrias e Soluções da Equação de Gross-Pitaevskii no es-
paço de fase

Neste e no próximo capítulo, apresentamos os resultados desta tese. Primeiro, realizamos
um estudo analítico da equação de Gross-Pitaevskii no estado estacionário e também, quando o
sistema apresenta uma evolução no tempo. Para o caso estacionário, utilizamos um ansatz na
busca de solução. Para o caso da equação de Gross-Pitaevskii dependente do tempo o estudo
de soluções se dá via simetrias de Lie. Uma busca sistemática por geradores de simetria de Lie
é realizada com posterior estudo da álgebra associada. De posse dos geradores, é possível obter
soluções analíticas da equação de Gross-Pitaevskii no espaço de fase. Usando as amplitudes no
espaço de fase então obtidas, calculamos a função de Wigner associada ao problema, pois é a
partir desta função que estabelecemos a interpretação física dos sistemas analisados.

5.1.1 Equação de Gross-Pitaevskii no estado estacionário

A equação de Gross-Pitaevskii no espaço de fase é dada por

ih̄
∂ψ

∂t
=

(
p2

2M
− h̄2

8M

∂2

∂q2
− ih̄p

2M

∂

∂q

)
ψ + V (q + ih̄

∂

∂p
)ψ + g

(
ψψ†

)
ψ. (5.1)

A interpretação das constantes dadas nesta equação é a mesma apresentada no capítulo 2.
O nosso objetivo aqui é solucionar essa equação, pois encontrando a função de onda no

espaço de fase, ψ(q, p, t), podemos determinar a função de Wigner associada ao problema de
Gross-Pitaevskii, a qual é dada por fW (q, p) = ψ(q, p, t) ? ψ∗(q, p, t). Conduziremos a nossa
análise física com o tratamento do condensado de Bose-Einstein, o qual é uma das aplicações da
equação de Gross-Pitaevskii. No espaço das configurações, o denominaremos como espaço usual,
ρ = ψ(x, t)ψ∗(x, t) representa a densidade uniforme do gás condensado. No bojo do espaço de
fase, o equivalente na representação de Wigner para a densidade uniforme do gás condensado é
a própria função de Wigner, ou seja,

ΩW (ρ) = ψ(q, p, t) ? ψ∗(q, p, t).
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Vamos tratar o caso da interação repulsiva, g > 0 [9]. Consideraremos o caso em que o
potencial externo é nulo. Dessa forma, a equação de Gross-Pitaevskii no espaço de fase é dada
por

ih̄
∂

∂t
ψ (q, p, t) =

(
p2

2M
− h̄2

8M

∂2

∂q2
− ih̄p

2M

∂

∂q

)
ψ (q, p, t) + g

(
ψψ†

)
ψ (q, p, t) , (5.2)

Considerando o ansatz,

ψ (q, p, t) = φ (q, p) e−i
µt
h̄ , (5.3)

onde µ é o potencial químico. Substituindo (5.3) em (5.2), obtemos(
p2

2M
− h̄2

8M

∂2

∂q2
− ih̄p

2M

∂

∂q

)
φ (q, p) + g

(
φφ†
)
φ (q, p) = µφ (q, p) . (5.4)

Considerando o ansatz,

φ (q, p) = ϕ (q) e−2i qp
h̄ . (5.5)

Substituindo (5.5) em (5.4), obtemos,

− h̄2

8M

∂2

∂q2
ϕ (q) + g|ϕ (q) |2ϕ (q) = µϕ (q) , (5.6)

Note que a Eq.(5.6) é similar às equações que aparecem na literatura [4]. Dessa forma,
seguiremos um método análogo para resolvê-la. Se ϕ for real, então, a equação (5.6) pode ser
escrita na forma,

− h̄2

8M

∂2

∂q2
ϕ (q) + gϕ (q)3 − µϕ (q) = 0, (5.7)

multiplicando ambos os lados por ϕ′

− h̄2

8M

∂2

∂q2
ϕ (q)ϕ′ + gϕ (q)3 ϕ′ − µϕ (q)ϕ′ = 0, (5.8)

reescrevendo a equação (5.8), obtemos

−1

2

d

dq

(
ϕ′

2 − 4Mg

h̄2

(
ϕ2 − a2

)2)
= 0, (5.9)

onde a =
√

µ
g , esta quantidade é a função de onda distante da parede. Integrando a equação

(5.9),

ϕ′
2 − 4Mg

h̄2

(
ϕ2 − a2

)2
= k, (5.10)

fazendo λ =
√

Mg
h̄2 ,

ϕ′
2

= 4λ2
(
ϕ2 − a2

)2
+ k. (5.11)
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A condição ϕ→ ±a quando q → ±∞, quando k = 0,

ϕ′ = ±2λ
(
ϕ2 − a2

)
, (5.12)

considerando a parte negativa e reescrevendo a equação (5.12), chegamos a,

dϕ

dq
= −2λ

(
ϕ2 − a2

)
, (5.13)

podemos escrever a equação (5.13) na forma,

dϕ

(ϕ2 − a2)
= −2λdq, (5.14)

integrando a equação (5.14) e considerando nula a constante de integração,

ϕ (q) = a tanh 2aλq, (5.15)

podemos escrever a equação acima da forma,

ϕ (q) = a tanh
2q

ξ
, (5.16)

onde ξ =
√

1
2λ2a2 é o comprimento de cura. Essa é uma escala de comprimento característico

sobre a qual a densidade do condensado retoma seu valor médio longe de um defeito acentuado
ou de uma parede perfeitamente confinada [9]. Podemos escrever (5.14) de forma explícita,

ϕ (q) =

√
µ

g
tanh

(
2

√
µM

h̄2 q

)
, (5.17)

se considerarmos a parte positiva da equação (5.12), temos a seguinte solução,

ϕ (q) = −
√
µ

g
tanh

(
2

√
µM

h̄2 q

)
, (5.18)

onde os gráficos das ondas solitárias referentes as equações (5.15) e (5.12) são apresentadas a
seguir.

56



Figura 5.1: Esse gráfico é denominado kink.

Figura 5.2: Esse gráfico é denominado antikink.

A solução da equação (5.7) é denominada sóliton. A solução geral é dada da forma,

ψ (q, p, t) =

√
µ

g
tanh

(
2

√
µM

h̄2 q

)
e−2i qp

h̄ e−i
µt
h̄ , (5.19)

a qual é a solução da equação de Gross-Pitaevskii no espaço de fase.
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A partir da solução encontrada, podemos conduzir uma análise bastante interessante para
os nossos propósitos. Para esse fim, aplicaremos a forma integral do produto-estrela, dada na
Eq.(3.51), para calcularmos a função de Wigner associada ao problema. Assim, temos que

fW (q, p) =
1

(πh̄)2

∫
dq′dq′′dp′dp′′ψ(q′, p′)ψ∗(q′′, p′′)e−

2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)].

Ou seja,

fW (q, p) =
1

(πh̄)2

µ

g

∫
dq′dq′′dp′dp′′ tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′

)
e−2i q

′p′
h̄

× tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′′

)
e2i q

′′p′′
h̄ e−

2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q)+p′′(q−q′)].

Reorganizando as exponenciais, podemos escrever

fW (q, p) =
1

(πh̄)2

µ

g

∫
dq′dq′′dp′dp′′ tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′

)
tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′′

)
× e−

2i
h̄

[p(q′−q′′)+p′(q′′−q+q′)+p′′(q−q′−q′′)].

Identificando as deltas de Dirac em p′ e p′′ nas exponenciais do integrando, podemos escrever

fW (q, p) =
µ

g

∫
dq′dq′′ tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′

)
tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′′

)
× e−

2i
h̄
p(q′−q′′)δ(q′′ − q + q′)δ(q′ − q′′ + q).

Esta última expressão é uma representação integral para a função de Wigner do problema de
Gross-Pitaevskii. Um resultado interessante é obtido quando integramos o último resultado em
relação a p, ∫

fW (q, p)dp =
µ

g

∫
dq′dq′′dp tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′

)
tanh

(
2

√
µM

h̄2 q′′

)
× e−

2i
h̄
p(q′−q′′)δ(q′′ − q + q′)δ(q′ − q′′ + q),

obtendo, ∫
fW (q, p)dp = N tanh2

(
2

√
µM

h̄2 q

)
, (5.20)

em que N é uma constante de normalização. Este último resultado corresponde à densidade de
probabilidade de encontrar uma partícula numa determinada posição, e é idêntico ao resultado
obtido no espaço das configurações, o que mostra a consistência do formalismo de espaço de fase
aqui utilizado.

Prosseguindo a discussão, a função de Wigner relativa ao problema de Gross-Pitaevskii pode
ser calculada a partir da solução encontrada, dada na equação (5.19). O cálculo é realizado a
partir da expansão do produto-estrela. Fazendo isso obtemos
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fw(q, p) =
µ

g

(
tanh

(
2

√
µM

h̄2 q

))2

− 4µq

g

√
µM

h̄2

sinh
(

2
√

µM
h̄2 q

)
(

cosh
(

2
√

µM
h̄2 q

))3 . (5.21)

Figura 5.3: Gráfico da função de wigner relativo à equação de Gross-Pitaevskii no regime esta-
cionário
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O gráfico relativo à equação (5.21) é mostrado na Figura 5.3. Nele, observamos uma
importante característica da função de Wigner, a existência de valores negativos. Percebemos que
há duas regiões em que a função de Wigner é negativa. Tal característica aparece na literatura
como um indicador da não-classicalidade do sistema, ou seja, nas regiões em que a função de
Wigner é negativa há uma predominância das propriedades quânticas do sistema, e isso pode
ser utilizado em estudos posteriores para se conhecer melhor sistemas regidos pela equação de
Gross-Pitaevskii, sobretudo o condensado de Bose-Einstein. É importante salientar que a relação
que existe entre a negatividade da função de Wigner e a nã-classicalidade do sistema é baseada
na conclusão de diversos trabalhos já analisados e disponíveis na literatura, ou seja, não há uma
prova matemática, como por exemplo um Teorema, para este fato [107, 108, 109, 110]. Deixamos
como perspectiva a demosntração matemática para esta correlação. As possibilidades outrora
comentadas, mostram-se factíveis no arcabouço experiental, inclusive. Nos gráficos, adotamos os
valores m = 1, g = 1, µ = 1 e h̄ = 1.

Podemos inferir que esse gráfico possui três pontos de equilíbrio: um instável na origem e
outros dois estáveis. Um ponto de equilíbro estável na parte positiva e outra na parte negativa
do eixo q. A origem é um ponto onde ocorre uma quebra de simetria do sistema.

5.2 Equação de Gross-Pitaevskii dependente do tempo

Na ausência do potencial externo, a equação de Gross-Pitaeviskii é dada por,

ih̄
∂

∂t
ψ (q, p, t) =

(
p2

2m
− h̄2

8m

∂2

∂q2
− ih̄p

2m

∂

∂q

)
ψ (q, p, t) + g

(
ψψ†

)
ψ (q, p, t) ,

na qual a função de onda e seu complexo conjugado são dados por

ψ = φ1 + iφ2 e ψ∗ = φ1 − iφ2,

a fim de simplificar os cálculos, consideraremos h̄ = m = 1. A seguir, obtemos os geradores de
simetria de Lie e uma solução invariante em (1+1) dimensão.

• Geradores de Simetria de Lie.

G1 = F4 (p)
∂

∂t
,

G2 = F5 (p)
∂

∂q
,

G3 = F6 (p)

[
φ2

∂

∂φ1
− φ1

∂

∂φ2

]
,

G4 = F3 (p)

[
2t
∂

∂q
− φ2 (q − pt) ∂

∂φ1
+ φ1 (q − pt) ∂

∂φ2

]
,

G5 = F2 (p)

[
(q + pt)

∂

∂q
+ 2t

∂

∂t
−
(
φ1 − 2p2tφ2

) ∂

∂φ1
−
(
φ2 + 2p2tφ1

) ∂

∂φ2

]
,

G6 = F1 (p)

[
2φ2pt

∂

∂φ1
− 2φ1pt

∂

∂φ2
+

∂

∂p
+

∂

∂q

]
.

· (5.22)

Os geradores de simetria apresentam uma dependência funcional em p. Isso significa que p é
um parâmetro na equação de Schrödinger não-linear no espaço de fase.
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• Solução Analítica.

A solução invariante por simetria de Lie é dada por,

ψ (q, p, t) =
h (p)√
t

((
sin

(
2q2

t

)
sin (2qp) + i sin

(
2q2

t

)
cos (2qp)

+ cos

(
2q2

t

)
cos (2qp)− i cos

(
2q2

t

)
sin (2qp)

)

+i

(
sin

(
2q2

t

)
sin (2qp) + i sin

(
2q2

t

)
cos (2qp)

− cos

(
2q2

t

)
cos (2qp) + i cos

(
2q2

t

)
sin (2qp)

))
,

com o uso de relações trigonométricas ψ (q, p, t) pode ser escrita como,

ψ (q, p, t) =
h (p)√
t

(
cos

(
2q2

t
− 2qp

)
+ i sin

(
2q2

t
− 2qp

))
,

ou

ψ (q, p, t) =
h (p)√
t

(
exp

2iq

t
(q − pt)

)
.

Essa solução pertecence a uma classe de soluções de equações diferenciais não-lineares, também
chamada de sólitons [106] . Uma interpretação física pode ser obtida por meio da função de
Wigner,

fw(q, p, t) = ψ(q, p, t) ? ψ†(q, p, t).

A função de Wigner escrita com a expansão dos três primeiros termos oriundos do produto-estrela
é dada por

fw(q, p, t) = A (t) e−2γp2

{
1− 4γp (−2q + pt)

t
+

2
(
8γ2p4t2 + t2 − 32γ2p3qt+ 8γqpt− 6γp2t2 − 8γ2q2p2 − 8γq2

)
t2

}
·

onde A (t) = 1
t .

Nas figuras (5.4(a)-5.4(h)) podemos visualizar o comportamento da função de Wigner para
diferentes valores de tempo. Nos gráficos, adotamos h̄ = 1 e m = 1. Dessa forma, podemos
verificar como a função de Wigner evolui com o tempo, mais especificamente, percebemos o que
ocorre com a parte negativa da função de Wigner. Observando os gráficos, percebemos que o
volume da parte negativa da função de Wigner diminui com o tempo, desaparecendo a partir
de t = 1601. Os valores de tempo aqui considerados foram escolhidos pelo fato de o gráfico da
função de Wigner sofrer modificações nestes pontos, não havendo outro motivo para tal escolha.
A literatura relaciona o volume da parte negativa da função de Wigner ao caráter quântico do
sistema. Há estudos que apontam que a parte negativa da função de Wigner possui relação
ao emaranhamento do sistema em questão, e quanto maior o volume da parte negativa, mais
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emaranhado está o sistema. Dessa forma, podemos inferir que o sistema analisado, que pode
representar um condensado de Bose-Einstein, vai perdendo o seu caráter quântico com o passar
do tempo, ou, se levarmos em consideração os estudos sobre emaranhamento, podemos sugerir
que o emaranhamento do sistema vai diminuindo à medida que o tempo passa. Tal conjectura é
alicerçada nos trabalhos já citados [107, 108, 109, 110]. Esse resultado pode atestar uma limitação
na utilização deste sistema na computação quântica, por exemplo [110]. A aprtir do presente
estudo fica em aberto a análise da possibilidade de preparar o sistema para que a negatividade
da função de Wigner seja mantida, ou seja, a manutenção do caráter quântico do sistema.

(a) t=1 (b) t=401

(c) t=701 (d) t=1001
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(e) t=1301 (f) t=1501

(g) t=1601 (h) t=1701
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Cabe ressaltar que protótipos de computação quântica implementados a partir de condensa-
dos de Bose-Einstein já foram realizados. Como exemplo, nos trabalhos de Bunkov a Volovik
[117, 118] foi analisada a possibilidade de qubits de longa vida a partir de condesados de Bose-
Einstein estabelecidos a partir de magnons, polariton e exciton. Como resultado, descobriu-se
que devido aos magnons serem eletricamente neutros e por essa razão interagirem fracamente
com os arredores, os condensados de Bose-Einstein elaborados a partir de magnons podem apre-
sentar um tempo de decoerência com escala de alguns segundos. Contudo, percebe-se que mesmo
nessas circunstâncias a decoerência é algo, a princípio, inevitável. Nesse sentido, os gráficos apre-
sentados nas Figuras (5.4(a)-5.4(h)) destacam essa mesma característica, pois o fato da parte
negativa da função de Wigner diminuir com o tempo, possui correlação com o sistema tender à
decoerência [119, 120, 121]. Em um próximo passo, seria estudar a evolução no tempo do modelo
analisado nesta seção com a presença de um campo externo, tal qual o campo eletromagnético.
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Capítulo 6

Simetrias e Soluções do Oscilador
Quártico no Espaço de Fase

Neste capítulo, de maneira análoga ao capítulo anterior, buscamos por geradores de simetria
de Lie e em seguida as soluções do oscilador quártico no espaço de fase. A obtenção da solução do
oscilador quártico seguiu dois panoramas: soluções baseadas em simetrias e soluções algébricas.
Além disso, um estudo da interpretação física de soluções foi obtida através da função de Wigner.
Os resultados apresentados foram publicados de acordo com a referência [115].

6.1 Simetrias e Solução do Oscilador Harmônico no Espaço de
Fase

Nesta seção, abordaremos o problema do oscilador harmônico no espaço de fase via método
de simetrias de Lie. Este problema já foi abordado algebricamente, sendo encontrado nas refe-
rências [58, 60]. O abordaremos aqui, segundo uma metodologia diferente afim de calibrarmos o
procedimento que adotamos para procurar soluções. A análise de um problema cuja solução já
é conhecida, nos auxiliará nesta proposta de calibração.

Nesse sentido, no espaço de fase a equação é dada por(
p2

2m
− h̄2

8m

∂2

∂q2
− ih̄p

2m

∂

∂q

)
ψ (q, p) +

(
q2

2m
+
h̄2

8m

∂2

∂p2
− ih̄q

2m

∂

∂p

)
ψ (q, p) = Eψ (q, p) ,
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assim, utilizando o SADE, as simetrias para o oscilador no espaço de fase são dadas por,

G1 = q
∂

∂p
− p ∂

∂q
,

G2 = φ1
∂

∂φ1
+ φ2

∂

∂φ2
,

G3 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2
,

G4 = F1(q, p)
∂

∂φ1
+ F2(q, p)

∂

∂φ2
,

G5 = −2pφ2
∂

∂φ1
+ 2pφ1

∂

∂φ2
+

∂

∂q
,

G6 = 2qφ2
∂

∂φ1
− 2qφ1

∂

∂φ2
+

∂

∂p

· (6.1)

De posse do grupo de simetria, podemos construir a álgebra de lie. E é esse resultado que
apresentamos abaixo, 

0 0 0 −G6 −1/2G5

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

G6 0 0 0 −G3

1/2G5 0 0 G3 0


,

aqui desconsideramos o G4, pois queríamos obter uma álgebra finita.
Utilizando o gerador de simetria G1 encontramos a seguinte solução invariante,

ψ(q, p) =
{
C1M

(
1/2− E, 1,

(
2q2 + 2p2

))
+ C2U

(
1/2− E, 1,

(
2q2 + 2p2

))
+ iC1M

(
1/2− E, 1,

(
2q2 + 2p2

))
+ C2U

(
1/2− E, 1,

(
2q2 + 2p2

))}
e−(q2+p2).

Simplificando a expressão acima ficamos com,

ψ(q, p) = (1 + i)
{(
C1M

(
1/2− E, 1, 2 p2 + 2 q2

)
+ C2U

(
1/2− E, 1, 2 p2 + 2 q2

))}
e−(q2+p2),

onde M (a, c, x) e U (a, c, x) são funções hipergeométricas confluentes. Considerando C2 = 0 e
usando a relação,

M (−n, 1, x) = Ln (x) ,

onde Ln (x) são os polinômios de Laguerre, a equação acima pode ser escrita da forma,

ψ(q, p) =
2(1 + i)

π
e−(q2+p2)Ln

(
2 p2 + 2 q2

)
,

e que tem a mesma forma que as já apresentadas na literatura [58].
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6.2 Simetrias e Solução do Oscilador Quártico no Espaço de Fase:
Solução Analítica

Nesta seção, apresentaremos a solução algébrica da equação de Schrödinger no espaço de fase
submetida ao potencial quártico. Nesse contexto, consideraremos o seguinte potencial

V (q) = λq4 +
1

2
q2,

em que λ é um parâmetro constante. A equação de Schrödinger no espaço de fase é então escrita
como (

1

2
p2 +

1

2
q2 + λq4

)
? ψ(q, p) = Eψ(q, p). (6.2)

Tomamos h̄ = 1, ω = 1, m = 1. Isso é equivalente a tomarmos as constantes admensionais
E → E/h̄ω, x→

√
mω
h̄ x e λ→

(
h̄

m2ω3

)
λ. Usando as propriedades do produto-estrela, podemos

escrever [
1

2

(
p2 − ip∂q −

1

4
∂2
q

)
+

1

2

(
q2 + iq∂p −

1

4
∂2
p

)
(6.3)

+ λ

(
q4 + 2iq3∂p −

3

2
q2∂2

p −
i

2
q∂3
p +

1

16
∂4
p

)]
ψ(q, p) = Eψ(q, p).

As simetrias para esta equação são dadas por

G1 = φ1
∂

∂φ1
+ φ2

∂

∂φ2
,

G2 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2
,

G3 = F1(q, p)
∂

∂φ1
+ F2(q, p)

∂

∂φ2
,

G4 = −2pφ2
∂

∂φ1
+ 2pφ1

∂

∂φ2
+

∂

∂q
,

G5 = 2qφ2
∂

∂φ1
− 2qφ1

∂

∂φ2
+

∂

∂p
· (6.4)

A álgebra de lie dos geradores é dada por,
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −4G2

0 0 4G2 0

 . (6.5)

O gerador G3 foi desprezado porque trabalhamos com uma álgebra finita. A partir do gerador
G5, obtemos a seguinte solução invariante,

ψ(q, p) =

C1e
−4/3

q (16 q2α+3)
√

2

√
α(1+i

√
3)3

HT1 + C2e
4/3

q (16 q2α+3)
√

2

√
α(1+i

√
3)3

HT2

 e−2iqp, (6.6)
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onde HT1 e HT2 são dadas por,

HT1 = HeunT

(
16

32/3 (16λE + 1)

λ4/3
(
1 + i

√
3
)8 , 0, 8/3 92/3(

1 + i
√

3
)4 3
√
λ2
, 1/3

√
2

6
√
λq
(

32/3 + 3 i
6
√

3
))

,

(6.7)
e

HT2 = HeunT

(
16

32/3 (16λE + 1)

λ4/3
(
1 + i

√
3
)8 , 0, 8/3 92/3(

1 + i
√

3
)4 3
√
λ2
,−1/3

√
2

6
√
λq
(

32/3 + 3 i
6
√

3
))

,

(6.8)
e HeunT representa a função de Heun Triconfluente. Na próxima seção, vamos explorar as
propriedades da equação diferencial de Heun e logo após calcular as quantidades físicas.

6.3 Oscilador Quártico no Espaço de Fase: Solução Algébrica

Nesta seção, apresentaremos a solução algébrica da equação de Schrödinger no espaço de
fase submetida ao potencial quártico, a Eq.(6.4) . A fim de resolver a equação, tomaremos o
ansatz ψ(q, p) = e−2iqpφ(q), o qual é justificado pelo uso do SADE na obtenção dos geradores
de simetria estabelecidos na seção anterior. Calculando as derivadas de ψ(q, p) para posterior
substituição na Eq.(6.4), obtemos:

∂qψ = −2ipe−2iqpφ(q) + e−2iqp∂qφ(q),

∂2
qψ = −4p2e−2iqpφ(q)− 4ipe−2iqp∂qφ(q) + e−2iqp∂2

qφ(q),

∂pψ = −2iqe−2iqpφ(q),

∂2
pψ = −4q2e−2iqpφ(q),

∂3
pψ = 8iq3e−2iqpφ(q),

∂4
pψ = 16q4e−2iqpφ(q).

Substituindo tais derivadas na Eq.(6.4), obtemos

∂2
qφ(q) + (8E − 16q2 − 128λq4)φ(q) = 0. (6.9)

A equação (6.9) é a equação diferencial triconfluente de Heun escrita na forma normal. Nesse
sentido, sua solução pode ser escrita em termos da função de Heun triconfluente. Portanto, para
compreendermos como se estabelece tal relação, vamos revisitar a equação diferencial triconflu-
ente de Heun.

6.3.1 A equação diferencial tricounfluente de Heun nas formas normal e pa-
drão

A equação diferencial tricounfluente de Heun é usualmente escrita como

d2y

dx2
− (3x2 + γ)

dy

dx
− [(3− β)x− α]y = 0, (6.10)
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em que y ≡ y(x) e α, β, γ são parâmetros. Sendo assim, y(x) é denominada função de Heun
triconfluente, representada por y(x) = HeunT(α, β, γ, x). A equação(6.10) pode ser representada
na forma normal, a qual é dada por,

d2y

dx2
+ (Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dx+ F )y = 0, (6.11)

em que A, B, C, D e F são constantes. O nosso objetivo aqui é mostrar a relação que há entre a
equação de Heun na formas normal e usual. Para esse propósito, considere que y(x) = u(x)v(x).
Com isso, temos y′ = u′v+ uv′ e y′′ = u′′v+ 2u′v′+ uv′′, em que f ′ = df

dx . Nesse caso, a equação
(6.10) é escrita como

v
d2u

dx2
+

[
2
dv

dx
− (3x2 + γ)v

]
du

dx
+

[
d2v

dx2
− (3x2 + γ)

dv

dx
− ((3− β)x+ α)v

]
u = 0. (6.12)

A fim de obtermos a equação diferencial na forma normal, devemos tomar o coeficiente da
derivada primeira da função u(x) como zero, ou seja,

2
dv

dx
− (3x2 + γ)v = 0,

o que fornece, após integração com respeito a x,

v(x) = e
1
2

(x3+γx). (6.13)

Substituindo a Eq.(6.13) na Eq.(6.12), obtemos

d2u

dx2
+

[
−9

4
x4 − 3γ

2
x2 − βx+

(
−γ

2

4
− α

)]
u = 0, (6.14)

que é a forma normal da equação diferencial triconfluente de Heun, em que A = −9
4 , B = 0,

C = −3γ
2 x

2, D = −β e F =
(
−γ2

4 − α
)
. Agora, comparando a Eq.(6.9) e Eq.(6.14), temos

x = ±2λ
1
6 q e

γ =
1

3

2

3

1
3

λ−
2
3 ,

β = 0,

α = −3

4

− 1
2

λ−
1
3 (2E +

1

4
).

Como y = uv, neste caso, u = v−1y, ou seja,

φ(q) = K1e
1
2

(q3+γq)HeunT

(
−3

4

− 1
2

λ−
1
3 (2E +

1

4
), 0,

1

3

2

3

1
3

λ−
2
3 , 2

4

3

1
6

λ
1
6 q

)

+ K2e
− 1

2
(q3+γq)HeunT

(
−3

4

− 1
2

λ−
1
3 (2E +

1

4
), 0,

1

3

2

3

1
3

λ−
2
3 ,−2

4

3

1
6

λ
1
6 q

)
,

em que K1 e K2 são constantes, e HeunT (a, b, c, x) representa a função de Heun triconfluente.
Note que essa parte da solução é bastante similar à obtida na referência [36] na qual o potencial
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quártico foi analisado no espaço das configurações. Por fim, a solução do problema considerado
é dada por,

ψ(q, p) = K1e
−2iqpe

1
2

(q3+γq)HeunT

(
−3

4

− 1
2

λ−
1
3 (2E +

1

4
), 0,

1

3

2

3

1
3

λ−
2
3 , 2

4

3

1
6

λ
1
6 q

)

+ K2e
−2iqpe−

1
2

(q3+γq)HeunT

(
−3

4

− 1
2

λ−
1
3 (2E +

1

4
), 0,

1

3

2

3

1
3

λ−
2
3 ,−2

4

3

1
6

λ
1
6 q

)
.

A função de Wigner para este sistema é obtida a partir de fW (q, p) = ψ(q, p) ? ψ∗(q, p). O
cálculo do produto-estrela foi realizado com a utilização do código em Maple dado no Apêndice
B. Na próxima seção analisaremos a solução obtida.

6.4 Função de Wigner

Nesta seção, analisamos as soluções obtidas na última seção para o oscilador quártico
no espaço de fase. Primeiramente, notamos que a solução algébrica tem a mesma forma da
solução computacional. Esse fato sugere a eficácia das duas metodologias utilizadas. Em seguida,
calculamos a função de Wigner para o oscilador quártico para os três primeiros níveis de energia.
Para λ = 1 e os valores de energia dado pelo artigo [111], temos os gráficos seguem nas Figs.
1-3.
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Figura 6.1: Função de Wigner para o oscilador quártico, n = 0,
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Figura 6.2: Função de Wigner para o oscilador quártico, n = 1
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Figura 6.3: Função de Wigner para o oscilador quártico, n = 2
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Usando a função de Wigner, o parâmetro de negatividade para o sistema é calculado. Os
resultados são

Tabela 6.1: Parâmetro de negatividade para n = 0, 1, 2.
n η(ψ)

0 0.7
1 2.4
2 2.7

O parâmetro de negatividade aumenta com o aumento dos níveis de energia n, isso indica que
o sistema apresenta mais características não-clássicas. Além disso, esse aumento da negatividade
diretamente relacionado ao aumento da ordem do oscilador pode ser interessante em sistemas
que o emaranhamento quântico seja necessário, pois o desvio de comportamento clássico pode
ser relacionado a níveis mais fortes de entrelaçamento do sistema.

No caso do oscilador harmônico o parâmetro de negatividade é zero para n zero, ou seja,
não há diferença entre o sistema clássico ou quântico. No oscilador quártico, o parâmetro de
negatividade é diferente de zero, ou seja, não tem um análogo clássico.
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Capítulo 7

Conclusões e Perspectivas

As simetrias estão no âmago desta tese. Seja no aspecto de técnica utilizando simetrias para
obter soluções, seja no aspecto de construção da representação de grupo cinemático que permite
o estudo de equações diferenciais, por exemplo, o grupo de simetria de Galilei permite deduzir
a equação de Schrödinger no espaço de fase. Nesse sentido, nos capítulos 2, 3 e 4 fizemos uma
revisão de bibliografia. No capítulo 2, revisamos a equação de Gross-Pitaeviskii e o oscilador
quártico. Iniciamos o capítulo como uma discussão a respeito da equação de Schrödinger. Se-
guimos o capítulo com a dedução da equação de Gross-Pitaevskii independente e dependente
do tempo. O oscilador quártico foi tratado como uma extensão natural do oscilador harmônico.
Observamos que, a depender dos parâmetros podemos ter diferentes potenciais quárticos. No ca-
pítulo 3, estudamos a função de Wigner e suas propriedades. Uma propriedade particularmente
interessante é o operador estrela. Esta propriedade permitiu estudar representações unitárias de
grupos cinemáticos. Seguindo o procedimento de oliveira et. al [57], estudamos representações
unitárias do grupo de Galilei; e assim, obtemos a equação de Schrödinger no espaço de fase.
Nesse formalismo, a função de Wigner é obtida de forma direta. Nesse contexto, discutimos a
medida da negatividade da função de Wigner e sua interpretação contemporânea. No capítulo
4, introduzimos alguns conceitos que são fundamentais no estudo de grupos e álgebras de Lie.
Aplicamos o estudo dessas simetrias nas equações diferenciais parciais para obter geradores, a
álgebra e soluções invariantes. Definimos um grupo de Lie a partir da noção de variedade dife-
renciável. Consideramos um grupo de simetria e obtemos os geradores infinitesimais do grupo. A
álgebra de Lie é construída pelas relações de comutação que os elementos infinitesimais do grupo
de Lie estabelecem entre si. Consideramos uma EDP de duas variáveis e obtemos os geradores de
simetria a partir das transformações infinitesimais que são impostas nesta equação. De posse dos
geradores, construímos soluções invariantes utilizando o método das características. No final do
capítulo, calculamos analiticamente os geradores de duas equações para evidenciar a necessidade
do uso de um pacote computacional. No caso do oscilador, ainda fomos adiante e calculamos a
solução e encontramos o resultado obtido na literatura, o que mostra a robustez do SADE para
esse tipo de cálculo.

No capítulo 5, fizemos um estudo analítico da equação de Gross-pitaevskii no espaço de fase.
Para realizar esse estudo, utilizamos o pacote SADE para efetuar os cálculos ou obter ansatz
interessantes que seriam utilizados na obtenção das soluções analíticas. Na seção 5.1, realizamos
cálculos da equação de Gross-Pitaeviskii no regime estacionário via ansatz. A partir da função
de onda, calculamos a densidade de quase probabilidade. A função de Wigner foi calculada
a partir da função de onda. A partir do gráfico da função de Wigner, extraímos informações
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físicas relevantes, como a existência de duas regiões negativas da função de Wigner. Na seção
5.2, calculamos as simetrias e as funções de onda no espaço de fase para a equação de Gross-
Pitaevskii dependente do tempo na ausência de um potencial externo. Posteriormente, o cálculo
da função de Wigner também foi realizado e através do gráfico percebemos que com a evolução
temporal a parte negativa deixa de existir, isto é, a partir de um certo instante as características
quânticas deixarão de existir. Notamos que esse resultado pode indicar um limite na utilizaçao
de um sistema quântico.

No capítulo 6, fizemos um estudo algébrico e analítico do oscilador no espaço de fase. O SADE
também foi imprescindível no nosso estudo neste capítulo. Na seção 6.1, revisamos o oscilador
harmônico no espaço de fase pelo método de simetrias de Lie. Calculamos geradores, álgebra e
solução invariante por simetria de Lie. A solução invariante é conhecida na literatura [1, 2], no
entanto, foi obtida técnicas algébricas e analíticas no espaço usual. Isso reforça a confiança nos
resultados. Na seção 6.2, prosseguimos com a mesma análise para o oscilador quártico. Na seção
6.3, utilizamos um método algébrico para encontrar uma solução. Por fim, na seção 6.4 a partir
da função de onda quantidades físicas como a função de Wigner e o parâmetro de negatividade
foram obtidas. Notamos que o parâmetro de negatividade aumenta com o aumento dos níveis de
energia. Isso indica que o sistema apresenta mais características não-clássicas. O emaranhamento
é um exemplo de fenômeno que cujo comportamento pode ser analisado a partir do aumento do
parâmetro de negatividade. Observamos também que não podemos obter um análogo clássico
para o oscilador quártico.

A continuidade dessa pesquisa encontra possibilidades interessantes tanto no aspecto de um
estudo voltado para técnicas matemáticas a serem empregadas como o estudo da descrição física
do problema abordado. No que se refere ao estudo de aspectos de natureza matemática, é
interessante a análise da equação por outras simetrias além da simetria de Lie. Outro aspecto
interessante, é a busca por uma transformação que mapeia soluções do espaço de fase para
soluções do espaço usual. No que se refere aos aspectos físicos, pode ser analisado: as simetrias
físicas, leis de conservação, colisões de kinks e sólitons, e o emaranhamento no espaço de fase. O
estudo de potenciais de confinamento de partículas, tipo armadilhas de aprisionamento, também
pode ser abordado. Além dos pontos já levantados, também é promissor o estudo da conexão
entre o parâmetro de negatividade e a caoticidade do sistema, pois a literatura atesta que há
correlação, mas esse ateste é baseado em indução; logo há a carência de uma dedução matemática
desta propriedade, e isto pode ser mais facilmente obtido a partir do formalismo de espaço de fase
que denominamos de mecânica quântica simplética. Outra possibilidade de futuros trabalhos,
é considerar um estudo para 2+1 e 3+1 dimensões para os sistemas já estudados nesta tese e
considerar outros sistemas físicos.
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Capítulo 8

Apêndice
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Apêndice A

Simetrias não-clássicas

Neste apêndice, vamos apresentar uma classe de grupo de transformações mais gerais
em um sentido que as transformações de Lie que podem levar a soluções invariantes de uma
EDP [103, 104]. Consideremos EDPs que possuem a seguinte forma,

∆β ≡ uσβ − wβ
(
x, u(n)

)
= 0, β = 1, . . . ,M. (A.1)

onde u =
(
u1, . . . , un

)
são variáveis dependentes e x =

(
x1, . . . , xn

)
são as variáveis indepen-

dentes; u(n) representa o conjunto de variáveis dependentes e suas derivadas de ordem n ou
menores.

Cada uσβ é a maior derivada para algum uσ.

G(J)∆β = 0.

As transformações infinitesimais de simetria são,

x̂ = x+ εθi (x, t, u) ,

û = u+ εηα (x, t, u) ,

onde ε é o parâmetro infinitesimal do grupo e θi e ηα são funções de variáveis dependentes e
variáveis independentes juntas. O gerador infinitesimal de simetria é dado por

G =
∑
i

θi(x, u)∂xi +
∑
α

ηα(x, u)∂uα .

A característica Q do grupo é ,

Qα = ηα −
∑
i

θiuαxi α = 1, ...,M.

O conjunto das transformações infinitesimais, com seus respectivos geradores {G1, · · · , Gn}
forma uma álgebra de Lie n-dimensional com relação ao produto definido pelo comutador de dois
geradores,

[Gi, Gj ] =
∑
k

CkijGk.
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Os geradores infinitesimais prolongados podem ser expressos por uma fórmula geral,

G(J) =
∑
i

θi(x, u)∂xi +
∑
α

ηα(x, u)∂uα +
∑
α,J

ηJα∂uJα . (A.2)

onde
uJα = DJu

α, (A.3)

em que
DJ = Dj1

x1D
j2
x2 . . . D

jM
xM
, (A.4)

sendo JR um número inteiro e podemos agora definir simetria não clássica como uma transfor-
mação que mantém invariante não apenas a equação original, mas também a própria condicão
de invariância,

G(J)4 = 0, (A.5)

e

G(J)Q = 0, (A.6)

com J grande o suficiente. O sistema determinante que daí decorre é não-linear nas incógnitas
ηα e θi. O conjunto de todas as simetrias não-clássicas inclui as simetrias de Lie e não formam
um espaço vetorial(portanto não formam uma álgebra). Como consequência e sem perda de
generalidade podemos considerar θ1 = 1 ou θ1 = 0. Neste ultimo caso podemos considerar
θ2 = 1 ou θ2 = 0 e assim por diante. Uma propriedade útil é que se G for um gerador de simetria
não-clássica, então F (x, u)G também será. O sistema de equações não-lineares obtidos é muito
complicado e portanto o uso de computação algébrica se faz necessário. A seguir, as técnicas
introduzidas nesta seção serão implementadas com o auxílio do SADE [73].

A.1 Exemplo: Equação de Schrödinger Não-Linear

Neste apêndice apresentamos soluções analíticas da ESNL. A análise foi feita em (1+1) dimen-
sões, ou seja, uma dimensão de espaço e uma de tempo [104]. Para esse estudo utilizamos o
pacote SADE para busca a busca por simetrias e determinação de soluções invariantes de equa-
ções diferenciais parciais não-lineares. Na primeira seção encontramos os geradores de simetria
de Lie. Na segunda seção construimos soluções invariantes por simetrias não-clássica. A EDP
de nosso interesse é a ESNL quíntica dependente do tempo:

4 (x, t, ψ, ψx, . . . ) = i
∂ψ (x, t)

∂t
− ∂2ψ (x, t)

∂x2
− a0ψ − a1ψ|ψ|2 − a2ψ|ψ|4 = 0 (A.7)

na qual a função de onda e seu complexo conjugado são dados por

ψ = φ1 + iφ2 e ψ∗ = φ1 − iφ2

77



com a0, a1 e a2 sendo coeficientes e h̄ = 1. Temos dois valores para θ, θ1 = 0 e θ1 = 1. Para o
cálculo computacional, é conveniente separar as partes real(A) e imaginária(B) da equação (A.7):

A = −∂φ2

∂t
+
∂φ2

1

∂x2
− a0φ1 − a1 (φ1)3 − a1φ1 (φ2)2 − a2 (φ1)5 − 2a2 (φ1)3 (φ2)2 − a2φ1 (φ2)4 = 0,

B =
∂φ1

∂t
+
∂φ2

2

∂x2
− a1 (φ2)3 − a1 (φ1)2 φ2 − a2 (φ1)4 φ2 − 2a2 (φ1)2 (φ2)3 − a2 (φ2)5 − a0φ2.

A transformação infinitesimal de simetria é então:

φ′1 = φ1 + εη1 (x, t, φ1, φ2) ,

φ′2 = φ2 + εη2 (x, t, φ1, φ2) ,

t′ = t+ εθ1 (x, t, φ1, φ2) ,

x′ = x+ εθ2 (x, t, φ1, φ2) . (A.8)

Gerador de simetria de Lie:

G = η1
∂

∂φ1
+ η2

∂

∂φ2
+ θ1

∂

∂t
+ θ2

∂

∂x
.
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As simetrias de Lie associadas à ESNL para diferentes coeficientes.
Caso1: a0 6= 0,a1 6= 0,a2 6= 0. Geradores de Simetria:

G1 =
∂

∂t
,

G2 = ,

G3 = φ2
∂

∂φ1
− φ1

∂

∂φ2
,

G4 = φ2x
∂

∂φ1
− φ1x

∂

∂φ2
− 2t

∂

∂x
· (A.9)

A relação de comutação entre os geradores é dada pela seguinte tabela, a entrada linha i e coluna
j representa [Gi, Gj ]:

Álgebra de Lie da ESNL
[Gi, Gj ] G1 G2 G3 G4

G1 0 0 0 −2G2

G2 0 0 0 G3

G3 0 0 0 0
G4 2G2 −G3 0 0

CASO2: a0 6= 0,a1 6= 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:

G1 =
∂

∂t
,

G2 =
∂

∂x
,

G3 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2
,

G4 = −φ2x
∂

∂φ1
+ φ1x

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂x
,

G5 = (−φ1 + 2φ2a0t)
∂

∂φ1
+ (−2φ1a0t− 2φ2)

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
· (A.10)

Elementos da álgebra Lie:

Álgebra de Lie da ESNL
[Gi, Gj ] G1 G2 G3 G4 G5

G1 0 0 0 2G2 2G1 − 2a0G3

G2 0 0 0 G3 G2

G3 0 0 0 0 0
G4 −2G2 −G3 0 0 −G4

G5 −2G1 + 2a0G3 −G2 0 G4 0
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CASO3: a0 6= 0,a1 = 0,a2 6= 0. Geradores de Simetria:

G1 =
∂

∂t
,

G2 =
∂

∂x
,

G3 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2
,

G4 = −φ2x
∂

∂φ1
+ φ1x

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂x
,

G5 =

(
−1

2
φ1 + 2φ2a0t

)
∂

∂φ1
+

(
−2φ1a0t−

1

2
φ2

)
∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
,

G6 =

(
−1

2
φ1 + 2φ2a0t

)
∂

∂φ1
+ (−2φ1a0t− 2φ2)

∂

∂φ2
+ 2t2

∂

∂t
+ 2xt

∂

∂x
· (A.11)

Elementos da álgebra Lie:

Álgebra de Lie da ESNL
[Gi, Gj ] G1 G2 G3 G4 G5 G6

G1 0 0 0 2G2 2G1 − 2a0G3 2G5

G2 0 0 0 G3 G2 G4

G3 0 0 0 0 0 0
G4 −2G2 −G3 0 0 −G4 0
G5 −2G1 + 2a0G3 −G2 0 G4 0 2G6

G6 −2G5 −G4 0 0 −2G6 0

CASO4: a0 6= 0,a1 = 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:

G1 =
∂

∂t
,

G2 =
∂

∂x
,

G3 = φ1
∂

∂φ1
+ φ2

∂

∂φ2
,

G4 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2

G5 = −φ2x
∂

∂φ1
+ φ1x

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂x
,

G6 =

(
−φ1t−

1

2
φ2x

2 + φ2a0t
2

)
∂

∂φ1
+

(
1

2
φ1x

2 − φ1a0t
2 − φ2t

)
∂

∂φ2
+ 2t2

∂

∂t
+ 2xt

∂

∂x
,

G7 = 2φ2a0t
∂

∂φ1
− 2φ1a0t

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
·

Elementos da álgebra Lie:
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Álgebra de Lie da ESNL
[Gi, Gj ] G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7

G1 0 0 0 0 2G2 −G3 + 2G7 2G1 − 2a0G4

G2 0 0 0 0 G4 G5 G2

G3 0 0 0 0 0 0 0
G4 0 0 0 0 0 0 0
G5 −2G2 −G4 0 0 0 0 −G5

G6 G3 − 2G7 −G5 0 0 0 0 −2G6

G7 −2G1 + 2a0G4 −G2 0 0 G5 2G6 0

CASO5: a0 = 0,a1 6= 0,a2 6= 0. Geradores de Simetria:

G1 =
∂

∂t
,

G2 =
∂

∂x
,

G3 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2
,

G4 = −φ2x
∂

∂φ1
+ φ1x

∂

∂φ2
2t
∂

∂x
· (A.12)

Elementos da álgebra de Lie:

Álgebra de Lie da ESNL
[Gi, Gj ] G1 G2 G3 G4

G1 0 0 0 2G2

G2 0 0 0 G3

G3 0 0 0 0
G4 −2G2 −G3 0 0

CASO6: a0 = 0,a1 6= 0,a2 = 0. Geradores de Simetria:

G1 =
∂

∂t
,

G2 =
∂

∂x
,

G3 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2
,

G4 = −φ2x
∂

∂φ1
+ φ1x

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂x
,

G5 = −φ1
∂

∂φ1
− φ2

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
· (A.13)

Elementos da álgebra Lie:
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Algebra de Lie da ESNL
[Gi, Gj ] G1 G2 G3 G4 G5

G1 0 0 0 2G2 2G1

G2 0 0 0 G3 G2

G3 0 0 0 0 0
G4 −2G2 −G3 0 0 −G4

G5 −2G1 −G2 0 G4 0

CASO7: a0 = 0,a1 = 0,a2 6= 0. Geradores de simetria:

G1 =
∂

∂t
,

G2 =
∂

∂x
,

G3 = −φ2
∂

∂φ1
+ φ1

∂

∂φ2
,

G4 = −φ2x
∂

∂φ1
+ φ1x

∂

∂φ2
− 2t

∂

∂x
,

G5 = −1

2
φ1

∂

∂φ1
+

1

2
φ2t

∂

∂φ2
+ 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
,

G6 =

(
−φ1t−

1

2
φ2x

2

)
∂

∂φ1
+

(
1

2
φ1x

2 − φ2t

)
∂

∂φ2
+ 2t2

∂

∂t
+ 2xt

∂

∂x
· (A.14)

Elementos da álgebra Lie:

Álgebra de Lie da ESNL
[Gi, Gj ] G1 G2 G3 G4 G5 G6

G1 0 0 0 2G2 2G1 2G5

G2 0 0 0 G3 G2 G4

G3 0 0 0 0 0 0
G4 −2G2 −G3 0 0 −G4 0
G5 −2G1 −G2 0 G4 0 2G6

G6 −2G5 −G4 0 0 −2G6 0

Temos dois casos de simetria não-clássica θ1 = 0 e θ1 = 1 para serem estudados. Vamos
considerar inicialmente o segundo caso:

G = η1
∂

∂φ1
+ η2

∂

∂φ2
+
∂

∂t
+ θ2

∂

∂x
. (A.15)

A condição de superfície invariante, Qi = 0 se escreve como:

∂φ1

∂t
= η1 − θ2

∂φ1

∂x
, (A.16)

∂φ2

∂t
= η2 − θ2

∂φ2

∂x
, (A.17)
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e o gerador de infinitesimal de simetria prolongado como:

G(2) =
∂

∂t
+ θ2

∂

∂x
+ η1

∂

∂φ1
+ η2

∂

∂φ2
+ ηx2

∂

∂φ2x
+ ηx1

∂

∂φ1x

+ηt2
∂

∂φ2t
+ ηt1

∂

∂φ1t
+ ηxx2

∂

∂φ2xx
+ ηxx1

∂

∂φ1xx
. (A.18)

A condição de simetria linearizada para a simetria não-clássica é

G(2)A = 0,

−2η2a1φ1φ2 − 4η2a2φ
3
1φ2 − 4η2a2φ1φ

3
2 − η1a0 − 3η1a1φ1φ

2
2

−2η1a1φ1φ2 − 5η1a2φ
4
1 − 6η1a2φ

2
1φ

2
2 − η1a2φ1φ

4
2 − ηt2 + ηxx1 = 0 (A.19)

G(2)B = 0,

−η2a0 − η2a1φ
2
1 − 3η2a1φ

2
2 − η2a2φ

4
1 − 6η2a2φ1φ

2
2 − 5η2a2φ

4
2 − 2η1φ1φ2

−4η1a2φ
3
1φ2 − 4η1a2φ1φ

3
2 − ηt1 + ηxx2 = 0, (A.20)

Substituindo (A.16) e (A.17) nas equações determinantes para eliminar as derivadas temporais.
Isolando φxx e φ2xx na equação (A.7) e substituindo nos respectivos termos φ1xx e φ2xx das
equações (A.19) e (A.20). Obtemos duas equações que dependem de φ1x e φ2x. Igualando a zero
os coeficientes das potências de φ1x e φ2x obtemos um conjunto de 15 equações:

∂2θ2

∂φ1
2 = 0, (A.21)

∂2θ2

∂φ2∂φ1
= 0, (A.22)

∂2θ2

∂φ2
2 = 0, (A.23)

θ2
∂θ2

∂φ2
+
∂2η1

∂φ2
2 = 0, (A.24)

∂2η2

∂φ1
2 − θ2

∂θ2

∂φ1
= 0, (A.25)

θ2
∂θ2

∂φ1
+
∂2η2

∂φ2
2 − 2

∂2θ2

∂x∂φ2
= 0, (A.26)

83



θ2
∂θ2

∂φ1
− ∂2θ2

∂x∂φ2
+

∂2η1

∂φ2∂φ1
= 0, (A.27)

∂2η2

∂φ2∂φ1
− ∂2θ2

∂x∂φ1
− θ2

∂θ2

∂φ2
= 0, (A.28)

−2
∂2θ2

∂x∂φ1
− θ2

∂θ2

∂φ2
+
∂2η1

∂φ1
2 = 0, (A.29)

−θ2
∂θ2

∂x
+
∂θ2

∂t
+

(
∂θ2

∂φ1

)
η1 −

(
∂θ2

∂φ2

)
η2 + θ2

∂η2

∂φ2
− θ2

∂η1

∂φ1
− 4

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ1

3φ2
2

−2

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ1φ2

4 − 2

(
∂θ2

∂φ2

)
a1φ1φ2

2 + 2
∂2η2

∂x∂φ1
− 2

(
∂θ2

∂φ2

)
a0φ1

−2

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ1

5 − 2

(
∂θ2

∂φ2

)
a1φ1

3 = 0, (A.30)

2
∂2η2

∂x∂φ1
− θ2

∂η1

∂φ1
+ θ2

∂η2

∂φ2
+

(
∂θ2

∂φ1

)
η1−

(
∂θ2

∂φ2

)
η2 −

∂θ2

∂t
− 2θ2

∂θ2

∂x

−4

(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1

2φ2
3 − 2

(
∂θ2

∂φ1

)
a1φ1

2φ2 − 2

(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1

4φ2 − 2

(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ2

5

−2

(
∂θ2

∂φ1

)
a0φ2 − 2

(
∂θ2

∂φ1

)
a1 φ2

3 = 0, (A.31)

2
∂2η1

∂x∂φ1
− ∂2θ2

∂x2
− 3

(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1φ2

4 − 6

(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1

3φ2
2

−2

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ1

2φ2
3 −

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ1

4φ2 − 3

(
∂θ2

∂φ1

)
a1φ1φ2

2 −
(
∂θ2

∂φ2

)
a1φ1

2φ2

−3

(
∂θ2

∂φ1

)
a0φ1 − 3

(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1

5 −
(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ2

5 −
(
∂θ2

∂φ2

)
a0φ2 − 3

(
∂θ2

∂φ1

)
a1φ1

3

−
(
∂θ2

∂φ2

)
a1φ2

3 + θ2
∂η1

∂φ2
+ θ2

∂η2

∂φ1
− 3

(
∂θ2

∂φ1

)
η2 +

(
∂θ2

∂φ2

)
η1 = 0, (A.32)
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2
∂2η2

∂x∂φ2
− ∂2θ2

∂x2
−
(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1φ2

4 − 2

(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1

3φ2
2 − 6

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ1

2φ2
3 −

3

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ14φ2 −

(
∂θ2

∂φ1

)
a1φ1φ2

2 − 3

(
∂θ2

∂φ2

)
a1φ1

2φ2 −
(
∂θ2

∂φ1

)
a0φ1

−
(
∂θ2

∂φ1

)
a2φ1

5 − 3

(
∂θ2

∂φ2

)
a2φ2

5 − 3

(
∂θ2

∂φ2

)
a0φ2 −

(
∂θ2

∂φ1

)
a1φ1

3

−3

(
∂θ2

∂φ2

)
a1φ2

3 − θ2
∂η1

∂φ2
− θ2

∂η2

∂φ1
−
(
∂θ2

∂φ1

)
η2 + 3

(
∂η1

∂φ2

)
= 0, (A.33)

−4a2φ1φ2
3η1 − 6a2φ1

2φ2
2η2 − 4a2φ1

3φ2η1 − 5a2φ2
4η2 − a2φ1

4η2 − a0η2 +
∂2η2

∂x2
− 2a1φ1φ2η1

−3a1φ2
2η2 − a1φ1

2η2 +

(
∂η2

∂φ1

)
a2φ1φ2

4 + 2

(
∂η2

∂φ1

)
a2φ1

3φ2
2 + 2

(
∂η2

∂φ2

)
a2φ1

2φ2
3 +(

∂η2

∂φ2

)
a2φ1

4φ2 +

(
∂η2

∂φ1

)
a1φ1φ2

2 +

(
∂η2

∂φ2

)
a1φ1

2φ2 − 4

(
∂θ2

∂x

)
a2φ1

2φ2
3

−2

(
∂θ2

∂x

)
a2φ1

4φ2 − 2

(
∂θ2

∂x

)
a1φ1

2φ2 +

(
∂η2

∂φ1

)
a0φ1 +

(
∂η2

∂φ1

)
a2φ1

5 +

(
∂η2

∂φ2

)
a2φ2

5

+

(
∂η2

∂φ2

)
a0φ2 − 2

(
∂θ2

∂x

)
a2φ2

5 − 2

(
∂θ2

∂x

)
a0φ2 − 2

(
∂θ2

∂x

)
a1φ2

3 +

(
∂η2

∂φ1

)
a1φ1

3 +(
∂η2

∂φ2

)
a1φ2

3 +

(
∂η1

∂φ1

)
+

(
∂η1

∂φ2

)
η2 −

(
∂η2

∂φ2

)
η1 +

+2

(
∂θ2

∂x

)
η1 +

(
∂η2

∂φ1

)
η2 +

∂η1

∂t
= 0, (A.34)
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2

(
∂η1

∂x
θ2

)
−
(
∂η2

∂φ2

)
η1 +

(
∂η1

∂φ1

)
+

(
∂η1

∂φ2

)
η2 − 4a2φ1φ2

3η1

−6a2φ1
2φ2

2η2 − 4a2φ1
3φ2η1 − a2φ1

4η2 − 5a2φ2
4η2 − a0η2

+

(
∂η2

∂φ1

)
η2 +

∂2η2

∂x2
+

(
∂η2

∂φ1

)
a2φ1φ2

4 + 2

(
∂η2

∂φ1

)
a2φ1

3φ2
2

+2

(
∂η2

∂φ2

)
a2φ1

2φ2
3 +

(
∂η2

∂φ2

)
a2φ1

4φ2 +

(
∂η2

∂φ1

)
a1φ1φ2

2

+

(
∂η2

∂φ2

)
a1φ1

2φ2 − 4

(
∂θ2

∂x

)
a2φ1

2φ2
3 − 2

(
∂θ2

∂x

)
a2φ1

4φ2

−2

(
∂θ2

∂x

)
a1φ1

2φ2 +

(
∂η2

∂φ2

)
a0φ2 +

(
∂η2

∂φ1

)
a1φ1

3

+

(
∂η2

∂φ2

)
a1φ2

3 − 2

(
∂θ2

∂x

)
a2φ2

5 − 2

(
∂θ2

∂x

)
a0φ2

−2

(
∂θ2

∂x

)
a1φ2

3 +

(
∂η2

∂φ1

)
a0φ1 +

(
∂η2

∂φ1

)
a2φ1

5

+

(
∂η2

∂φ2

)
a2φ2

5 +
∂η1

∂t
− 2a1φ1φ2η1 − a1φ1

2η2 − 3a1φ2
2η2 = 0. (A.35)

Começamos resolvendo as treze primeiras equações. Tais equações podem ser reduzidas a forma
involutiva(triangularizada) com o auxílio de computação algébrica. Como o sistema é não-linear,
obtemos por essa decomposição três casos(ramos). No primeiro caso, após algumas manipulações
obtemos que

η1 (x, t, φ1, φ2) = f1 (x, t)φ1 + f2 (x, t)φ1 + f3 (x, t) ,

η2 (x, t, φ1, φ2) = f4 (x, t)φ1 + f5 (x, t)φ1 + f6 (x, t) ,

θ2 (x, t, φ1, φ2) = f7 (x, t) . (A.36)

com fi, i = 1, ..., 7 satisfazendo:

∂f1

∂x
+

1

2
f7f2 +

1

2
f7f4 −

1

2

∂2f7

∂x2
= 0,

∂f5

∂x
− 1

2
f7f2 −

1

2
f7f4 −

1

2

∂2f7

∂x2
= 0,

∂f2

∂x
+

1

2
f7f5 −

1

2
f7f1 +

(
∂f7

∂x

)
f7 +

1

2

∂f7

∂t
= 0,

∂f4

∂x
− 1

2
f7f1 +

1

2
f7f5 −

1

2

∂

∂t
f7 −

(
∂f7

∂x

)
f7 = 0. (A.37)

Substituimos também η1, η2 e θ2 nas duas equações restantes e e igualando a zero os coeficientes
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de potências φ1 e φ2. Obtemos 27 equações:

3a1f3 = 0, (A.38)
2a1f3 = 0, (A.39)
a1f3 = 0, (A.40)
3a1f6 = 0, (A.41)
2a1f6 = 0, (A.42)
a1f6 = 0, (A.43)
6a2f3 = 0, (A.44)
5a2f3 = 0, (A.45)
4a2f3 = 0, (A.46)
a2f3 = 0, (A.47)
6a2f6 = 0, (A.48)
5a2f6 = 0, (A.49)
4a2f6 = 0, (A.50)
a2f6 = 0, (A.51)

2a1f1 + 2

(
∂f7

∂x

)
a1 = 0, (A.52)

2a1f2 + 2f4a1 = 0; (A.53)

4a2f1 + 2

(
∂f7

∂x

)
a2 = 0, (A.54)

4f4a2 + 4a2f2 = 0, (A.55)

2f5a1 + 2

(
∂f7

∂x

)
a1 = 0, (A.56)

4f5a2 + 2

(
∂f7

∂x

)
a2 = 0, (A.57)

4f5a2 + 4

(
∂f7

∂x

)
a2 + 4a2f1 = 0, (A.58)

−f1f2 − f4f5 − 2

(
∂f7

∂x

)
a0 −

∂f4

∂t
− 2

(
∂f7

∂x

)
f4 +

∂2f1

∂x2
= 0, (A.59)

f4f5 +
∂f2

∂t
− 2

(
∂f7

∂x

)
a0 + 2

(
∂f7

∂x

)
f2 + f1f2 +

∂2f5

∂x2
= 0, (A.60)

−∂f5

∂t
− f2f4 − (f2)2 + f5f1 − 2

(
∂f7

∂x

)
f5 − (f5)2 +

∂2f2

∂x2
= 0, (A.61)

∂2f4

∂x2
+ (f1)2 + f2f4 + (f4)2 − f5f1 +

∂f1

∂t
+ 2

(
∂f7

∂x

)
f1 = 0, (A.62)

−a0f3 − f5f6 −
∂f6

∂t
+
∂2f3

∂x2
− 2

(
∂f7

∂x

)
f6 − f2f3 − f4f3 + f1f6 = 0, (A.63)

f4f6 + f1f3 + f2f6 − f5f3 +
∂2f6

∂x2
f6 + 2

(
∂f7

∂x

)
f3 − a0f6 +

∂f3

∂t
= 0. (A.64)

Algumas dessas equações são trivialmente solúveis e nos dão f3 = 0, f6 = 0 e f4 = −f2.

87



Normalmente reduzindo à forma involutiva obtemos 6 ramos possíveis. O primeiro é dado pelas
equações a1 = 0:

∂2f5

∂t2
= 12f5

∂f5

∂t
− 16f3

5 (A.65)

∂2f2

∂t2
= −4f2

5 +
∂f5

∂t
(A.66)

∂f7

∂t
= −2

∂f2

∂x
+ 4f7f5 (A.67)

∂f2

∂t
= 4f5f2 − 4a0f5 (A.68)

∂f7

∂x
= −2f5 (A.69)

∂f5

∂x
= 0 (A.70)

f5 = f1 (A.71)

com solução:

f1(x, t) = f5(x, t) =
(−c1t− c2)

(2c1t2 + 4c2t+ 4)
, (A.72)

f2(x, t) =
(4a0c1t

2 + 8a0c2t− c1x
2 + 4c3x+ 4c4)

(4c1t2 + 8c2t+ 8)
, (A.73)

f7(x, t) = ((c1x− 2c3)t+ xc2 + c5)(c1t
2 + 2c2t+ 2), (A.74)

f4(x, t) = −f2(x, t), (A.75)
f3(x, t) = f6(x, t) = 0. (A.76)

(A.77)

O gerador de simetria é então escrito na forma:

G =

(
(−c1t− c2)φ1

2c1t2 + 4c2t+ 4
+

(
4a0c1t

2 + 8a0c2t− c1x
2 + 4c3x+ 4c4

)
φ2

4c1t2 + 8c2t+ 8

)
∂

∂φ1

+

(
−
(
4a0c1t

2 + 8a0c2t− c1x
2 + 4c3x+ 4c4

)
φ1

4c1t2 + 8c2t+ 8
+

(−c1t− c2)φ2

2c1t2 + 4c2t+ 4

)
∂

∂φ2
+
∂

∂t

+

(
((c1x− 2c3) t+ xc2 + c5)

c1t2 + 2c2t+ 2

)
∂

∂x
(A.78)

onde os c′is são constantes arbitrárias. É possivel mostrar que o gerador obtido é uma combinação
de simetrias de Lie, o mesmo acontecendo com os demais cinco ramos. Como exemplo de como
obter uma solução invariante, tomando c1 = c2 = c3 = c4 = 0 no gerador acima obtemos o
seguinte gerador

G =
∂

∂t
+
c5

2

∂

∂x
, (A.79)

que satisfaz G = G1 +
c5

2
G2.
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As equações características são,

dt

1
=

dx

c5/2
(A.80)

cuja solução é

φ1(x, t) = F1

(
−2x+ tc5

c5

)
e φ2(x, t) = F2

(
−2x+ tc5

c5

)
. (A.81)

Substituindo (A.81) na parte real e imaginária de (A.7) obtemos:

A = −
(
d

dξ1
F2 (ξ1)

)
c5

2 + 4
d2

dξ1
2F1 (ξ1)− a0F1 (ξ1) c5

2 − a2 (F1 (ξ1))5 c5
2

−2a2 (F1 (ξ1))3 (F2 (ξ1))2 c5
2 − a2F1 (ξ1) (F2 (ξ1))4 c5

2 = 0,

B = −2a2 (F1 (ξ1))2 (F2 (ξ1))3 c5
2 +

(
d

dξ1
F1 (ξ1)

)
c5

2 − a0F2 (ξ1) c5
2

−a2 (F1 (ξ1))4 F2 (ξ1) c5
2 + 4

d2

dξ1
2F2 (ξ1)− a2 (F2 (ξ1))5 c5

2 = 0. (A.82)

Para esse sistema não foi possível encontrar uma solução fechada. No entanto, uma solução
particular permitiria obter uma solução da equação original (A.7). Essa equação admite o gerador
de simetria( obtitido utilizando o pacote SADE [73]):

G =

(
−1

2
F1 +

1

8
F2c5

2ξ1

)
DF1 +

(
−1

8
c5

2F1ξ1
−1

2
F2

)
DF2 + ξ1Dξ1 (A.83)

que é um gerador de simetria de Lie de (A.82) se

a0 =
1

16
c2

5. (A.84)

A solução invariante de (A.82) correspondendo a (A.83) é:

F1 (ξ1) =
c1 sin

(
1
8c5

2ξ1

)
+ c2 cos

(
1
8c5

2ξ1

)
√
ξ1

,

F2 (ξ1) = −
−c1 cos

(
1
8c5

2ξ1

)
+ c2 sin

(
1
8c5

2ξ1

)
√
ξ1

. (A.85)

Substituindo (A.85) na ESNL obtemos

(a2c
2
5c

4
1 − 3 + a2c

2
5c

4
2 + 2a2c

2
5c

2
2c

2
1)(−c1 cos(1

8c
2
5ξ1) + c2 sin(1

8c
2
5ξ1))

ξ
5/2
1

= 0,

−
(a2c

2
5c

4
1 − 3 + a2c

2
5c

4
2 + 2a2c

2
5c

2
2c

2
1)(c1 sin(1

8c
2
5ξ1) + c2 cos((1

8)c2
5ξ1))

ξ
5/2
1

= 0. (A.86)

Igualando a zeros coeficientes de F1 e F2 em (A.86), obtemos

c1 =

√
−c2

2c5
√
a2 +

√
3

c5
√
a2

. (A.87)
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Substituindo (A.84) e (A.87) em (A.85) obtemos, a solução da ESNL,

φ1 (x, t) =

√
4√

−2x+ 4t
√
a0√

a0

(1

4

√
4

√
−4c2

2√a0
√
a2 +

√
3

√
a0
√
a2



× sin

(
1

2

√
a0 (−2x+ 4t

√
a0)

)
+ c2 cos

(
1

2

√
a0

(
−2x+ 4t

√
a0

)))

φ2 (x, t) = −
√

4√
−2x+ 4t

√
a0√

a0

(
−1

4

√
4

√
−4c2

2√a0
√
a2 +

√
3

√
a0
√
a2

× cos

(
1

2

√
a0 (−2x+ 4t

√
a0)

)
+ C2 sin

(
1

2

√
a0 (−2x+ 4t

√
a0)

))
. (A.88)

Assim a funçao de onda é dada por,

ψ (x, t) =

√
4√

−2x+ 4t
√
a0√

a0

(1

4

√
4

√
−4c2

2√a0
√
a2 +

√
3

√
a0
√
a2



× sin

(
1

2

√
a0 (−2x+ 4t

√
a0)

)
+ c2 cos

(
1

2

√
a0

(
−2x+ 4t

√
a0

)))

−i
√

4√
−2x+ 4t

√
a0√

a0

(
−1

4

√
4

√
−4c2

2√a0
√
a2 +

√
3

√
a0
√
a2

× cos

(
1

2

√
a0 (−2x+ 4t

√
a0)

)
+ C2 sin

(
1

2

√
a0 (−2x+ 4t

√
a0)

))
, (A.89)

que é a solução da equação de Schrödinger não-linear.
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Apêndice B

Programa Produto-Estrela

Este programa é útil para o cálculo da função de Wigner. Para calcular a função de wigner
entramos com a amplitude obtida a partir de uma equação no espaço de fase e colocamos a
ordem que desejamos obter a função de Wigner. Esse foi o procedimento que utilizamos para
obter os resultados desta tese [122].

st := proc(f)

returnsimplify(diff(diff(f ; q); p0)− diff(diff(f ; p); q0)); end :

stn := proc(f ;n)localy; i;

y := f ;

ifn <> 0then

forifrom1tondo

y := st(y);

enddo;

enddo;

returny;

else

returnf ;

endif ;

end :

star := proc(f, g,N)localh; s;n;

h := f(q, p) ∗ g(q0, p0);

s := 0;

fornfrom0toNdo

s := simplify(s+ 1 = n! ∗(I = 2) ∗ ∗n ∗ stn(h;n));

enddo;

returns;

end :
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