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Resumo

Sejam G um grupo finito e Aut(G) o grupo de automorfismos de G. Definimos a 6rbita
por automorfismos do elemento g € G como o conjunto Oy )(g) = {87;0 € Aut(G)} e
chamamos de Aut(G)-6rbita uma 6rbita por automorfismos. Determinamos maol o tamanho
maximo de uma O6rbita por automorfismos. Essa dissertacdo tem como objetivo o estudo
de grupos finitos cujos tamanhos das Orbitas sdo pequenos. Em particular, estudamos a
caracteriza¢do de grupos tais que maol(G) € {1,2,3}, e mostramos que existe uma familia
infinita de grupos finitos satisfazendo maol(G) = 8. Tais resultados foram estudados tendo
como base o artigo Finite groups with only small automorphism orbits, de Alexander Bors,
publicado em 2020.

Palavras-Chaves: Teoria de grupos, grupo de automorfismos, érbitas.






Abstract

Let G be a finite group and let Aut(G) be the automorphisms group of G. Define the au-
tomorphisms orbits of the element g € G as the set Oy (¢) = {¢°;0 € Aut(G)} and
call Aut(G)-orbit as an automorphisms orbits. We determine maol the maximum length of
an automorphisms orbits. This dissertation aims to study finite groups which the lenght
of automorphisms orbits are small. In particular, we study the characterization of groups
such that maol(G) € {1,2,3}, and we show that there is an infinite family of finite groups
satisfying maol (G) = 8. Such results were studied based on the article Finite groups with

only small automorphism orbits, by Alexander Bors, published in 2020.

Key-Words: Group theory, automorphisms groups, orbits.
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Introducao

Sejam G um grupo e g um elemento de G. Denotamos como Aut(G) o grupo de auto-
morfismos do grupo G. Uma vez que Aut(G) age de maneira natural em G, definimos a
6rbita por automorfismos do elemento g como o conjunto O, () (g) = {&° | 0 € Aut(G)}.
Chamaremos de Aut(G)-6rbita, uma 6rbita por automorfismos.

Ha diversos estudos sobre a caracterizacdo de um grupo finito G com poucas Orbitas por
automorfismos. De fato, chamando @(G) a quantidade de drbitas por automorfismos, temos
que se ®(G) = 1, entdo G € o grupo trivial; se ®(G) = 2, entdo G é um p-grupo abeliano
elementar ndo trivial; e em [1], [3], [5], [11] de varios autores, encontramos resultados sobre
o(G) € {3,4,5,6,7}.

Também existem trabalhos cujo interesse € o tamanho das 6rbitas por automorfismos
de um grupo finito G, e ndo a quantidade de 6rbitas. De fato, um estudo recente com essa
tematica é o artigo Finite groups with only small automorphism orbits [2], de Alexander
Bors, publicado em 2020. Estudar alguns dos resultados desenvolvidos por Bors neste artigo
€ o objetivo principal desse trabalho.

Existe um longo trabalho feito sobre o tamanho das drbitas por automorfismos internos
de G, Inn(G)-6rbitas. Se x € G, é tal que a classe de conjugagdo que contém x é finita,
dizemos que x € um FC-elemento. Um grupo em que todos os elementos sdo F'C-elementos
€ chamado F'C-grupo. Se todas as classes, além de finitas, sdo limitadas, dizemos que G ¢
um BFC-grupo.

Em 1954 [7], B. H. Neumann provou que BFC-grupos sdo 0s grupos cujo subgrupo
derivado G’ é finito. Apés isso, vérios outros estudos tentando expressar a ordem do subgrupo
derivado foram feitos. Em particular, destaca-se o trabalho realizado por J. Wiegold [12]:
"Se G é um BFC-grupo qualquer, entdo |G'| < f(n).”, em que n é a constante que limita
o tamanho das classes de conjuga¢ido do BFC-grupo e f(n) é uma fungdo de n. A saber,
Wiegold mostra que f(n) = p2n(n=Dlogon{n(n=1)(logon)*+1},

Observe que todo grupo finito € um FC-grupo, portanto tal estudo se mostra interessante
para grupos infinitos, o que nao ocorre no nosso trabalho.

Definindo maol(G) como o tamanho médximo de uma 6rbita por automorfismos de um
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grupo finito G, € simples mostrar que se maol(G) = 1, entdo o tnico automorfismo de G ¢ a
identidade e, portanto, G = Z/mZ, com m € {1,2}. Entretanto, o estudo do maol aparenta
ser um pouco mais complexo, pois mesmo para tamanhos pequenos de maol, como 2 e 3, é
necessario o estudo de resultados ndo elementares de teoria de grupos.

Temos que se um grupo finito G € tal que maol(G) = 2, entdo G é um grupo abeliano
e mais, G = Z/mZ, com m = 3,4 ¢ 6. Para conseguirmos demonstrar esse resultado, sdo
necessdrias constru¢des ndo triviais de homomorfismos e um estudo sobre grupos de Miller,
que sdo grupos nao abelianos com grupo de automorfismos abeliano.

Para o caso maol(G) = 3, um estudo mais aprofundado sobre a caracterizacdo de grupos
cujos elementos tém ordens limitadas se faz necessario para a conclusdo de que, se maol é
igual a 3 com G um grupo abeliano, entdo G = (Z/ ZZ)Z, e se G € um grupo nao abeliano,
entdo G = Sym(3), onde Sym(3) denota o grupo de permutagdes do conjunto {1,2,3}.

De fato, A. Bors mostra que:

Teorema A. [2, Pdgina 2] Seja G um grupo finito. Sdo equivalentes:
1. maol(G) < 3.

2. 0 grupo G é isomorfo a um dos seguintes: 7./mZ, comm € {1,2,3,4,6}; (Z/27)*;
Sym(3), com Sym(3) denotando o grupo simétrico de ordem 3! = 6.

Em particular, segue que existe uma quantidade finita de grupos finitos, ndo isomorfos
dois a dois, com até 3 elementos em suas Orbitas por automorfismos.

Em 1984, os mateméticos Robinson e Wiegold ja provavam resultados nesse contexto.
No trabalho Groups with boundedly finite automorphism classes [10], eles caracterizaram a
estrutura de grupos (ndo necessariamente finitos) e forneceram, para cada primo p, o p-grupo

infinito G, dado pela apresentacdo

Gp = (a,b,x1,x2,x3,... | [a,x;] = [b,x;]] = 1,
[X2i1,%21] = a, [x21,%0i11] = 1,
[xi,x;] =1,Vi, j tal que |i — j| > 1,
X =bxl' =1, sei>1).

cuja classe de nilpoténcia € 2 e o expoente € p?, tal que o grupo de automorfismos de G, é
infinito ndo enumeravel, mas suas 6rbitas tém comprimento, no maximo, p? (p— 1)2.
Todavia, grupos finitos e grupos infinitos se comportam de maneiras diferentes em varios
aspectos. Em [6], de Ledermann and B. H. Neumann, ¢ demonstrado que se a ordem de um
grupo finito G tende ao infinito, entdo o mesmo acontece com Auf(G). Em outras palavras,

esse trabalho diz que grupos finitos grandes possuem muitos automorfismos. Poderiamos
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estender essa ideia pensando no comprimento maximo de uma Aut(G)-6rbita, de modo que:
se |G| — oo, entdo maol (G) — oo.

Inspirado na representagdo por comutadores dos p-grupos infinitos G, de Robinson
e Wiegold [10], Bors [2] define uma familia infinita de 2-grupos finitos, definidos pela

apresentacao:

<X1,X2,--- 7x2”+17a7b ‘ [a7b] = [xi7a] = [X,‘,b] = 17
[X2i—1,%2i]) = a, [x2,%2i+1] = b,
xi,xj] =1, se |i—j| > 1,
x%:X%n+] =b,
=p=xI=1sel<i<2'+1),

como exemplo de que a suposicao feita acima ndo € vdlida:

Teorema B. Existe uma familia infinita de 2-grupos finitos, { Gy, }nen, ndo isomorfos dois a

dois, satisfazendo maol(G,) = 8, para todo n € N.

Em particular, esse resultado assegura que o limite superior que maol pode assumir, de
modo a garantir a existéncia de uma quantidade finita de grupos satisfazendo o valor desse
maol, € 7.

Nesse sentido, a problematica "Existe um valor n € 7", tal que Yk < n, hd apenas uma
quantidade finita de grupos G, satisfazendo maol(G) = k?" se tornou evidente. Com o
auxilio da ferramenta GAP, verificamos que existe, pelo menos, 7 grupos com maol(G) = 4,
2 grupos com maol(G) =5, 12 grupos maol(G) = 6 e 4 satisfazendo maol (G) = 7.

Neste trabalho, temos como objetivos principais as demonstracdes do Teoremas A e
do Teorema B. Para isso, no primeiro capitulo apresentamos alguns conceitos bdsicos de
Teoria de Grupos,;um breve estudo sobre grupos de automorfismos, Orbitas, em especial,
Aut (G)-6rbitas; e sobre grupos nilpotentes e soldveis.

O Capitulo 2 tem como objetivo a caracteriza¢do de grupos finitos com Aut (G)-6rbitas
de tamanhos, no maximo, 2 ou 3, demonstrando o Teorema A.

No Capitulo 3, aprofundaremos o estudo e a apresentacdo dos grupos G;’s, nos dando
condic¢des para a demonstracdo do Teorema B.

Por fim, o capitulo de Consideracgdes finais aborda questdes para estudos futuros.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos abordar alguns resultados e defini¢des de dlgebra, especialmente de

teoria de grupos, que serdo usados posteriormente no restante deste trabalho.

A Secao 1.1 aborda alguns conceitos bdsicos da teoria de grupos, além de um lema
que foi muito importante para a demonstracao de resultados futuros que utiliza apenas
conceitos basicos da teoria de grupos para sua demonstra¢ao. Alguns fatos sobre grupo de
automorfismos, Orbitas e, em especial, grupos com O6rbitas por automorfismos limitadas,
serdo apresentados na Secdo 1.2. Por fim, a Secdo 1.3 insere defini¢des, caracterizacdes e
resultados sobre nilpoténcia e solubilidade.

1.1 Alguns Conceitos Basicos de Teoria de Grupos

Neste capitulo, usaremos letras maidsculas do alfabeto, A,B,--- ,G,H,K, - - -, para designar
grupos quaisquer, enquanto letras mindsculas, a,b, - -- , g, h, k, para elementos de grupos. A
cardinalidade de um conjunto X serd denotada por |X| e as notagdes H < G, H < Ge H<G
serdao usada para dizer que H € um subgrupo de G, que H € um subgrupo proprio de G e que

H & um subgrupo normal de G, respectivamente.

Para todo elemento g € G, indicaremos por |g| =n € Z" a ordem do elemento g, ou seja,
0 menor inteiro positivo n, tal que, na nota¢do multiplicativa, g" = 1. O expoente de G é o

menor inteiro positivo m, tal que g = 1, para todo g € G e indicaremos por Exp(G).

Sejam G um grupo, g € Ge H < G. O conjunto gH = {gh | h € H} é a classe lateral

a esquerda de H em G contendo g, e definimos Hg = {hg | h € H} como a classe lateral a
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direita de H. A cardinalidade do conjunto das classes laterais € o indice de H em G, denotado
por (G: H).

Sabemos que existem conjuntos de indices /,J, de mesmas cardinalidades, e elementos
8i,&;j € G tais que G pode ser escrito como a unido disjunta das classes laterais a esquerda,

ou a direita, de H em G se H € subgrupo de G, ou seja,

G =JaH = | JHg;-
icl jel
Tomando, para cada i € I, t; como o representante da classe g;H, definimos o conjunto
T ={t; | i € I} como um transversal a esquerda de H em G. Analogamente, definimos
T'={t;| j € J} como um transversal a direita de H em G.
Definimos o centro do grupo G, denotado por Z(G), como o conjunto de elementos que

comutam com todos os elementos de G, ou seja,
Z(G)={z€G|VgeG, gz=1zg}.

TEOREMA 1.1.1. [9, Pagina 140] Sejam G um grupo e Z(G) seu centro. Se G/Z(G) é ciclico,
entdo G ¢ abeliano.

Em particular, temos que o indice de Z(G) em G nunca é um niimero primo, uma vez
que todo grupo de ordem prima € ciclico.

O comutador de dois elementos x e y de G é dado por [x,y] = x Yy lxy e xeycomutam
se, e somente se, [x,y] = 1. O subgrupo comutador, ou derivado, de G é o subgrupo gerado
por todos os comutadores do grupo, denotado por G'. Dessa forma, segue que G' = {15} se,

e somente se, G é abeliano.

TEOREMA 1.1.2. [9, Pagina 119] Sejam G um grupo e x,y,z € G. Entdo valem as seguintes
propriedades:

L [y, =[x,y

[\9)

- Pz =[x, 2P 2]

3. [xyz] =[x 2 xy)°

4. [x,y L2,z L xflz,x 7, y]F = 1 (Identidade de Hall-Witt)
5. yx = xy[y,x]

Indutivamente, uma vez que [x,y] = x! y*lxy, temos que o comutador de s > 3 elementos

do grupo G € definido como [x,x2,- -+ ,x5] = [[x1,...,X5—1],%s]. Se A e B sdo subconjuntos
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de G, definimos como o subgrupo comutador de A e B, denotado por [A,B], o subgrupo
[A,B] = ([a,b] | a € Ae b € B). Analogamente, se X;,Xa,---,X; sdo subconjuntos de G,
definimos [Xj,---,X;] como o subgrupo de G gerado por todos comutadores da forma
(X1, ,x5], em que x; € X;, 1 <i<s.

LEMA 1.1.3. Sejam G grupo, u,v elementos de G e m € Z um inteiro positivo. A identidade

"] = [y

é vdlida em qualquer grupo em que X% = ¥’x*. Além disso, se [u,v] € Z((u,v)), entdo
(W™ v] = [u,v]™ = [u,V"].

Demonstragcdo. Faremos a demonstracao da igualdade por indugdo sobre m. Se m = 1, entdo
[u',v] = [u,v] e acabou.

Assuma, por hipétese de inducao, que

[um_l V] = [u V]Mm72+um73+"'+bt+1
Y ) *

Logo,
[ ] = [ud™ V] = [u,v]“mil "t v,
Por hipétese de indugdo, obtemos que
[u" v] = [u,v]“mil "1

_ [I/t, v]u’"*l [I/t, v]um72+um73+~~+u+l

_ [u7v]um71+um72+_“+u+l

Y

como querfamos mostrar. Por fim, se [, v] € Z((u,v)), entdo [u",v] = [u,v|" = [u,v"]. O

Tais resultados fornecem identidades extremamente uteis que facilitam o entendimento
de resultados abordados nos proximos capitulos.

Sabemos que se G é um grupo finito e |G| divisivel pelo primo p, entdo existe x € G de
ordem p. Além disso, G € dito um p-grupo finito quando |G| = p" para algum primo p e
algum inteiro positivo n.

Seja 7 um conjunto de nimeros primos. O conjunto P\ 7 é denotado por 7', em que P
representa o conjunto dos nimeros primos. Um nimero natural n € N € dito mw-niimero se
para todo primo p, tal que p | n temos que p € 7.

Naturalmente, se H < G e |H
adicionalmente, |G : H| é um 7'-nimero, entdo H é chamado de m-subgrupo de Hall de G.

¢ um 7m-ndmero, entdo H ¢ um m-subgrupo de G. Se,

Note que, se G ¢€ finito, entdo os termos p-subgrupo de Sylow e p-subgrupo de Hall sao

sindbnimos em funcdo dos Teoremas de Sylow.
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O subgrupo de Frattini de um grupo G , denotado por ®(G), é a interse¢éo dos subgrupos
maximais de G. Note que, como um automorfismo ¢ € Aut(G) induz uma permutagio no
conjunto de subgrupos maximais de G, segue que ®(G) é carateristico e, em particular,

normal em G.

Definicio 1.1. Sejam G um grupo finito e f um homomorfismo f : G — Z(G). Defina o

homomorfismo
or:G—G
g—ggl.
De fato, Vg,h € G,
(8h)® = (gh)(gh)’,

como f é automorfismo, temos que
(gh)® = ghg’h,
uma vez que g/ € Z(G), entio
(gh)* = gg’hh! = g% h,

ou seja, oy € homomorfismo. Além disso, note que

Ker(oy) ={g€ G| g% =15}
={geG|lgg’ =15}
={geGlg/ =g}

Ou seja, o nucleo de o € trivial se, e somente se, 0 elemento neutro € o tnico elemento do

centro invertivel por f.

Definicdo 1.2. Um automorfismo a € Aut(G) € dito automorfismo central quando & =
ldg)z(G), em que

G G

2(G) ' Z(G)
9Z(G) — ¢°Z(G).

Em outras palavras, & € Aut(G) é central quando g~ ' g% € Z(G). Denotamos por Autcen (G)

o subgrupo de Aut(G) formado por todos os automorfismos centrais de G.

Tomando oy como na Defini¢do 1.1, quando o niicleo Ker(oty) é trivial e G ¢é finito, oy é

um automorfismo, mais do que isso, &y € um automorfismo central.
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1.2 Orbitas por automorfismos

Sejam G um grupo finito agindo no conjunto X e x um elemento em X. O conjunto {gx | g €
G} é chamado de G-drbita de x e denotado por Og(x).

Exemplo 1.1. Seja o grupo simétrico Sym(4) de ordem 24:

Sym(4) = {1,(12), (13), (14), (23), (24), (34), (123), (132),
(124),(142),(134), (143), (234), (243), (1234), (1243),
(1324), (1342), (1423), (1432), (12)(34), (13)(24), (14)(23)},

e considere a acao dada por conjugacao:

f:Sym(4) x Sym(4) — Sym(4)
(g,h) — g"=h""gh

Observe que as Orbitas dessa a¢do sdo as classes de conjugagdo dos elementos de Sym(4).
Como a classe de conjugacio de um elemento g € Sym(n) consiste de todos os elementos de

Sym(n) com a mesma estrutura ciclica de g, as drbitas da ac@o por conjugagdo do Sym(4) sdo

{1},
{(12),(13),(14),(23),(24), (34)},
{(123),(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) },
{(1234),(1243), (1324), (1342), (1423), (1432)},

{(12)(34),(13)(24), (14)(23)}-

Portanto, Sym(4) tem 5 6rbitas com até 8 elementos quando a a¢éo é por conjugagio, como

definida anteriormente.

Ao considerarmos o grupo de automorfismos de G, Aut(G), agindo no grupo G, temos
que uma Aut (G)-6rbita, € o conjunto

Opu()(g) = {&°|o € Aut(G)}.

Uma vez que Aut(G) age no grupo G, segue que G é particionado em Aut(G)-6rbitas
disjuntas. Se g% = g, Voo € Aut(G), entdo a orbita de g € unitéria.

Seja G um grupo finito ciclico de ordem n, ou seja, G = (g) para algum g € G. Segue do
Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos que todo grupo finito abeliano G € um
produto direto de grupos ciclicos. Além disso, se G € um grupo ciclico finito, definindo o
endomorfismo o : G — G, tal que ok(g) = g, temos que [4, Pagina 26]:
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1. O endomorfismo o} é um automorfismo de G se, e somente se, mdc(n,k) = 1.
2. A fungdo ¢ : U(Z,) — G definida como ¢(7) = g" é um isomorfismo de grupos.

Assim, podemos contar a quantidade de automorfismos que um grupo ciclico finito possui
através da quantidade de geradores. Note que, nesse caso, Aut(G) é um grupo abeliano, e
tomando n como a ordem do grupo G, |Aut(G)| = ¢(n), onde ¢ denota a funcdo de Euler.

LEMA 1.2.1. Sejam G e H dois grupos finitos. Se as ordens |G| e |H| sdo coprimas, entdo
Aut(G x H) = Aut(G) x Aut(H).

Demonstragdo. Seja o : G x H— G x H um automorfismo de G x H. Vamos mostrar que
existem automorfismos 7 € Aur(G) e B € Aut(H), tais que (g,h)* = (g%, hP), Vg e G e
Vh € H. Defina os homomorfismos

iGIG—)GXH JTG:GXH—>G
g+ (g, 1n), (8:h) — g,
ig:H—GxH ny:GxH—H
hH(lGuh)a (guh)'_)h

Note que a composi¢io ig o & o Ty é um homomorfismo oGy : G — H, e como |G| e |H| sdo
nimeros coprimos, segue que Oy ¢ 0 homomorfismo trivial. Analogamente, concluimos
que oG = ig o & o T € 0 homomorfismo trivial.

Com isso,

(8, 10)% = (¢, 1n); Vg € G,

em que T =igo o ng € Aut(G), e
(16,0 = (1g.h"): Vh € H,
com B =igoaomny € Aut(H). Logo, V(g,h) € Gx H,
(&:1)* = (g,10)*(1g,1)* = (&%, 1u) (16,hP) = (g",P).

Assim, Aut (G x H) imerge em Aut(G) x Aut(H ), pelo monomorfismo

¢ Aut(G x H) — Aut(G) x Aut(H)
o— (1,B).
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Claramente, Aut(G) x Aut(H) imerge em Aut(G x H) e, uma vez que ambos 0s grupos
Aut(G x H) e Aut(G) x Aut(H) sdo grupos finitos, a primeira imersdo é um isomorfismo e o

resultado segue. 0

O lema anterior se estende por inducdo para n grupos finitos G, G», - - - , G, cujas ordens

sdo coprimas, garantindo que
Aut(Gy, -+ ,Gy) =2 Aut(Gy) X -+ X Aut (Gy,).

Ha diversos estudos e resultados sobre grupos com uma quantidade limitada de 6rbitas
por automorfismos, ou seja, grupos que possuem finitas Auf(G)-6rbitas. Neste trabalho,
porém, o interesse € estudar grupos que possuem Orbitas por automorfismos limitadas, ou
seja, nosso foco é o estudo do tamanho dessas Aut (G)-6rbitas, e ndo em sua quantidade.

Retomando a defini¢do jd feita, denotamos por maol(G) como o comprimento maximo
de uma orbita por automorfismos do grupo G. Para simplificagdo da notacao, escreveremos
alguma vezes apenas maol. Mostraremos nos proximos capitulos que existem poucos €
finitos grupos finitos tais que maol(G) < 3 e que existem infinitos grupos finitos com maol
igual a 8.

Segue diretamente da defini¢cdo de automorfismos que todo grupo terd uma orbita apenas
com o elemento neutro. Além disso, claramente uma Orbita por automorfismos de um grupo
finito G ndo pode ter mais do que |G| elementos. Portanto, o tamanho de uma 6rbita por
automorfismos de um grupo finito G é, no maximo, |G| — 1, ou seja, maol(G) < |G| — 1.

Em particular, se G =Z/ pZ°, para algum d € Z" e p primo, entdo maol (G) =p?—1,
pois teremos uma Orbita com apenas o elemento neutro e outra 6rbita com o restante dos
elementos. Como esse grupo tem ordem e, segue que a segunda, e maior, Aut(G)-6rbita
tera comprimento p? — 1, ou seja, maol (G) = p? —1. No exemplo abaixo mostraremos o
casoem que p =3 ed = 1, ou seja, G = Z/3Z e que o maol(G) coincide com o maol dos
grupos Z /47 e 7./ 6Z.

Exemplo 1.2. Vamos mostrar que maol(Z/37Z) = maol(Z/4Z) = maol(Z/67Z) = 2. De
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fato, temos que Aut(Z/37) = {1d, ¢}, Aut(Z/4Z) = {ld,a} e Aut(Z/6Z) = {Id, v}, com

0732 — 737  o:LJAL —TLJAL  y:7/67 —> /6L

0—0 0—0 0—0
1—2 1—3 1—5
2— 1, 2—2 2—4
3—1, 3—3
4+—2
S— 1.
Logo,
Oz 32)(2/32) = {{0H1,2}}.
Opu(z47)(Z/AZ) = {{0},{1,3},{2}}.
Onazssz) (2/6Z) = {{0},{1,5},{2,4},{3}}.
ou seja,

maol(Z/37) = maol(Z/47) = maol(Z/6Z) = 2,

como querfamos mostrar.

1.3 Grupos nilpotentes e soliiveis

Definicao 1.3. Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série de subgrupos

{1} =Gy <G <+ <G, 1 <G, =G,
tal que cada subgrupo G;_; é normal em G e cada quociente G;/G; estd contido no centro
de G/G;,Vie {0,1,--- \n—1}.

Tal série de subgrupos € chamada de série central de G. Podemos definir outras duas

séries de G, série central inferior e série central superior de G como a seguir.

Definicdo 1.4. Seja G um grupo. Tome Zy(G) = {1¢} e Z|(G) = Z(G) e, para todo i > 1,

Zi(G) ( G ) . |
defina =7 . Uma vez que Z;(G) < Z;i1+1(G), podemos construir a cadeia
Zi1(G) Zi_1(G) que Zi(G) < Zi11(G), p

{16} =20(G) < Z1(G) < - < Z,(G) < -+

Assim definido, fica claro que se existe n tal que Z,(G) = G, entdo essa série é uma série

central e o grupo G € nilpotente.
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Definicao 1.5. A séria central inferior de G serd
G=1(G) 2 n(G) ="

e os termos 7; sdo definidos indutivamente como

n(G) =G
%(G) = [n(G),G] =[G,G] =G’

%i+1(G) = [m(G),G]

Naturalmente, G é nilpotente quando %,(G) = lg, para algum natural n. Nesse caso,

dizemos que G ¢€ nilpotente de classe n.

Defini¢ao 1.6. Seja G um grupo finito ndo abeliano. Se o grupo de automorfismos de G é

abeliano, entdo G chamado grupo de Miller.
PROPOSICAO 1.3.1. Seja G um grupo de Miller. Entdo:
1. O grupo G € nilpotente de classe 2.
2. Todo subgrupo de Sylow de G tem grupo de automorfismos abeliano.
3. Se G é um p-grupo para algum primo p e |G| > 2, entdo G’ ndo € ciclico.

Demonstragdo. (1) Considere a série {16} < Z(G) < G. Vamos mostrar que esta é uma
série central. De fato,

Z(G)/{lc} = 2(G) € Z(G).

G/Z(G) = Inn(G) < Aut(G).

Uma vez que G é um grupo de Miller, segue que Aut(G) € abeliano e, assim, Inn(G) também
0 é. Ou seja,
G/Z(G) = Inn(G) C Z(Inn(G)),

e segue que {1} < Z(G) < G é uma série central. Por fim, observe que G é ndo abeliano,

pois é um grupo de Miller e, portanto, G € nilpotente de classe 2.

(2) Uma vez que G € nilpotente, segue que G = H Gp, com p primo € G, 0s p-subgrupos de
p
Sylow de G [9, Pdgina 126]. Além disso, tais subgrupos sdo tnicos e suas respectivas ordens

sd0 coprimas, ou seja,
mdc(|Gp,[Gpl) =1, Vi J.
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Logo,
Aut(G) = Aut (H G,,) = [ [Aut(G,).

Uma vez que Aut(G) é, por hipdtese, abeliano, o resultado segue.

(3) Suponha que G é um p-grupo para algum p primo e |G| > 2. Vamos mostrar que
G’ nio é ciclico. Se G ndo tem nenhum fator abeliano ndo trivial e ]G'| > 2, entdo G’ tem,
pelo menos, 2 fatores ciclicos de ordem maxima na sua decomposicio ciclica. Logo, G’ ndo
¢ ciclico se G for puramente nao-abeliano.
Porém, note que se G nao for puramente nao-abeliano, entdo G = Gy X A, em que Gy é
puramente ndo-abeliano e A é abeliano. Desde que Aut(Gy) imerge em Aut(G), temos que
Gy é também um p-grupo de Miller puramente ndo-abeliano e |G'| = |Gf| > 2. Ou seja, G|,
ndo € ciclico. Uma vez que G’ = Gj, segue o resultado.

]

A nilpoténcia garante diversas outras propriedades aos grupos. De fato, se G € nilpotente
de classe 2, entdo G’ < Z(G) e se G é um grupo finito nilpotente, entdo G pode ser escrito
como o produto direto dos seus subgrupos de Sylow (que sdo p-grupos) [9, Pagina 126].
Além disso, é conhecido o fato de que todo p-grupo finito € nilpotente [9, Pdgina 118]. Com
1sso, observe que se G € um p-grupo finito nilpotente, entdo todos os p-subgrupos de Sylow
de G sdo unicos.

O lema a seguir € um resultado para especificos p-grupos nao abelianos:

LEMA 1.3.2. Seja G um p-grupo nio abeliano tal que:
1. O centro Z(G) é ciclico com |Z(G)| > p;
2. O subgrupo G’ é ndo trivial;
3. O grupo quociente G/G’ ndo é um p-grupo abeliano elementar.

Considere a composi¢ao

62 6/6 5222 1) pPL—2Z(G),

can 0;

em que — € o homomorfismo candnico e — sdo os endomorfismos de Z/ P

Entdo, f € homomorfismo e o tinico elemento do centro invertivel por f € o elemento neutro

Ig.

Demonstragcdo. Observe que f é a composi¢do de homomorfismos e, portanto, também &

homomorfismo. Vamos mostrar que 1¢ € o tinico elemento de Z(G) invertivel por f. De fato,
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can

G é nilpotente, pois é um p-grupo, logo G'NZ(G) # {15} e uma vez que G’ = ker(G —
G/G'), temos que G’ C ker(f).

Seja g € G'NZ(G) tal que o(g) = p e suponha, por contradi¢do, que exista z € Z(G) \ 1¢ tal
que z/ =z ! e tome (z). Temos que (g) C (z), pois 0(z) > p. Porém, observe que

g€ G NZ(G) Cker(f)
e, portanto, g € ker(f), donde f|y € um isomorfismo, pois z/ = z7!. Portanto, terfamos que

f_ -1
8 =8
Dai, segue que 15 € o tnico elemento do centro invertivel por f, como queriamos mostrar. []

um absurdo, pois g é nio trivial e g € ker(f), ou seja, g’ = 1.

Definicao 1.7. Dizemos que um grupo G € soldvel se existe uma série abeliana que comeca

em {15} e termina em G, ou seja, se ele possui subgrupos G; tais que
{lg} =Go<G1<---4G, =G,

e cada quociente G;/G; é abeliano.

Naturalmente, todo grupo nilpotente € solivel. Se H < G e G € um grupo soluvel, entdo
H também € soltivel. Além disso, o grupo G € solivel se, e somente se, para todo subgrupo
normal H de G, G/H e H forem solivesis.

TEOREMA 1.3.3. [9, Pdgina 240] Se p,q sdo ndimeros primos, um grupo de ordem p™¢",

com m, n inteiros positivos, € soluvel.

Esse resultado € conhecido como p-g Teorema de Burnside e serd utilizado nos préximos

capitulos.






Capitulo 2

Grupos com até 3 elementos nas orbitas

por automorfismos

Neste capitulo vamos estudar grupos finitos com maol € {2,3}. Para isso, serd necessdria a

introducdo de algumas defini¢des e resultados.

2.1 Tamanho maximo de uma o6rbita por automorfismos
(maol (G))

LEMA 2.1.1. 1. Sejam G1,Ga,...,G, grupos finitos. Entao

n n
maol <H Gk> > [ [ maol(Gy) = max { maol(Gy) | 1 <k <n}.
k=1 k=1

2. Para todo grupo abeliano finito G, temos maol(G) > ¢ (Exp(G)), com ¢ a fungéo de
Euler.

3. Seja G um grupo finito e nilpotente. Entdo maol(G) = Hmaol(Gp), com p primo e
P

G denotando os p-subgrupos finitos (e tnicos) de Sylow de G.

n
Demonstracdo. (1) Seja oo = (o, 0, ..., 0,) € HAut(Gk). Queremos mostrar que existe
k=1
uma correspondéncia entre o e um elemento de Gy. Seja

ﬁaZHGkHHGk
k=1 k=1



18 Grupos com até 3 elementos nas Orbitas por automorfismos

(gb 7gn) L (gixl ) 7gr?n)

Observe que By ¢ um automorfismo, uma vez que ¢ é automorfismo por hipétese. Agora,

note que

v: [[Aut(Gy) — Aut (H Gk>
k=1 k=1
o — Bq

€ uma imersao e segue o resultado.

(2) Como G ¢ abeliano, por hipdtese, segue do Teorema Fundamental dos Grupos Abe-
lianos Finitos que G pode ser decomposto em fatores ciclicos G;’s. Mas uma vez que G; é
ciclico, entao

Exp(Gi) = |Gil,

ou seja,
¢(Exp(Gi)) = ¢(|Gi),

que € exatamente a quantidade de geradores de G;. Dai,para cada G,
maol(G;) = ¢(Exp(G))).

Como G é o produto direto dos G;’s, temos que maol(G) > ¢ (Exp(G)), como queriamos
mostrar.

(3) Vamos mostrar que maol(G) = Hmaol (Gp), com p primo e G, os p-subgrupos de
P

Sylow de G. Como G ¢ nilpotente, todos os p-subgrupos de Sylow de G sdo unicos e,
portanto,
mde(|Gp, |Gy ) =1, Vi ]

Dai, segue indutivamente do Lema 1.2.1 que

Aut (HGP> = [[Au (G,)

e o resultado segue. [

Agora estamos sob as condi¢des de comegar a demonstragdo do Teorema A.
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2.2 Grupos finitos com maol igual a 1

LEMA 2.2.1. Seja G um grupo finito. Sdo equivalentes:
1. maol(G) = 1.
2. Aut(G) é trivial.
3. G=EZ/mZ,comm € {1,2}.

Demonstracdo. Suponha que maol(G) =1 e seja o € Aut(G). Para cada g € G, uma vez
que maol(G) = 1, temos que

g% e gl = (g}

e, portanto, Vg € G, g% = g. Logo, o ¢ a identidade e segue da arbitrariedade de o € Aut(G)
que Aut(G) é trivial e, portanto, (1) =(2) estd feito.
Vamos mostrar que (2) = (3). Suponha que Aut(G) € trivial. Temos que

G/Z(G) = Inn(G) < Aut(G) = {Idg}.

Concluindo que G € abeliano, pois G = Z(G). Assumindo a notag@o aditiva, temos que —Idg
€ um automorfismo e, portanto, —/dg = Idg, ou seja, G tem expoente 2. Donde segue que
G (Z/ZZ)d, com d € N. Suponha que d > 2. Pelo Lema 2.1.1 (1), temos que

maol(G) > maol((Z./27.)*) =3 > 1,

um absurdo, pois contraria a hipétese que Aut(G) € trivial. Logo, d < 2, ou seja, d € {0, 1},
como querfamos mostrar. Por fim, se G = {1} entdo maol(G) = 1, pois Oy () (G) =
{{1c}}-

Se G = Z/27 = {0,1}, entdo Aut(G) € trivial e Oyy()(G) = {{0},{1}}, ou seja,
maol(G) = 1 e isso conclui nossa demonstragao. O

Portanto, existe apenas um grupo nao trivial com maol igual a 1.

2.3 Grupos finitos com maol igual a 2

Nosso objetivo nessa se¢do € caracterizar um grupo finito com maol igual a 2. Observe
que se maol(G) = 2, entdo o> = idg para qualquer automorfismos o € Aut(G). Portanto,
temos que o grupo de automorfismos de G tem expoente 2, ou seja, € um 2-grupo abeliano

elementar.
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Definicfio 2.1. Seja G um grupo finito tal que G/G’ é um 2-grupo abeliano elementar. A
d-upla (g1,82,..,84) € G? ¢ dita tupla padrao em G quando a tupla se projeta para uma
IF,-base de G/G' sob a projecdo candnica G %G /G'.

E importante destacar que as nomenclaturas tupla padrdo, como acabamos de ver, e tupla
poténcia de comutador, que veremos a seguir, foram dadas por Bors em [2] e traduzidas e
usadas por nés neste trabalho. Essas defini¢des nao sdo usuais em livros e outros trabalhos

sobre Teoria de grupos.

Definicao 2.2. Para cada tupla padrio (g1,42,...,84) em G, associamos a tupla poténcia de

d
comutador definida como (d + ) -uplas com entradas em G':

(g%ag%a "'7g§7 [81782]7 [gl;g3]7 L) [gbgd]a
[g27g3]7 ceey [g27gd]’
ceey [gd—lagd])‘

Exemplo 2.1. Seja G um grupo finito tal que |G’| = 2. Entdo existem

2dﬁ(2d _21') — 2d(2d _20)<2d _2) . (Zd _2d—1)
1=0

tuplas padrdo em G, pois primeiro temos 24 opgdes, ja que as entradas sdo em G’ e a ordem
desse subgrupo € 2, dai para o primeiro vetor, temos (2d — 1) op¢des (todas menos o vetor
nulo), para o segundo sdo (2d —2) (todas as op¢des menos os vetores do subespago gerado

pelo primeiro) e assim em diante.

Definicao 2.3. Dizemos que duas tuplas padrao em G sdo equivalentes se, € somente se, elas

tém a mesma tupla poténcia de comutador.

Considere o conjunto de transformacdes lineares de um espaco vetorial de dimensao 2n
sobre o corpo [ que preserva uma forma bilinear simétrica ndo degenerada. Esse conjunto
€ um grupo com a multiplicagdo de matrizes chamado Grupo Simplético e denotado por
Sp(2n,F). Para a demonstragdo do préximo resultado, precisamos recorrer ao seguinte

teorema de David L. Winter [13, Theorem 1]:

TEOREMA 2.3.1. Seja P um grupo extra-especial de ordem pal

, ou seja, P é um p-grupo,
para algum primo p, Z(P) é ciclico de ordem prima e P/Z(P) é um p-grupo abeliano elemen-
tar ndo trivial. Seja H o subgrupo normal do grupo de automorfismos Aut (P), consistindo de

todos os elementos de Aut(P) que agem trivialmente em Z(P). Entio,

Aut(P) = (0)H
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em que 6 tem ordem p — 1, HN (0) = (1) e H/Inn(P) é isomorfo a um subgrupo do grupo
linear especial Sp(2n, p).
Além disso,

i. Se p é impar e P tem expoente p, entdo = Sp(2n,p), em que Sp(2n,p) é o

grupo simplético de ordem p”2 H( pr—1).

H
nn(P)
n
i=1

1. Se p é impar e P tem expoente pz, entao ¢ o produto semidireto de Sp(2n—2, p)

Inn(P)
e um grupo extra-especial normal de ordem pl

iii. Se p =2, entdo é isomorfo ao grupo ortogonal Q%,(2) de ordem nn=1) (2" —

H
Inn(P)
n—1
€) H(Zz’ —1). Aqui, € = 1 se P é isomorfo ao produto central de n grupos diedrais

i=1
de ordem 8 e € = —1 se P é isomorfo ao produto central de n — 1 grupos diedral de

ordem 8 e um grupo quatérnio.

A demonstracao desse resultado ndo coincide com o objetivo principal desse trabalho, e

pode ser encontrada em [13].

LEMA 2.3.2. Seja G um grupo finito com maol(G) = 2.

1. Se G é abeliano, entdo G = Z/mZ, com m € {3,4,6}.

2. Se G é nao abeliano, entido
(a) O grupo G é um 2-grupo de Miller;
(b) O centro Z(G) de G é ciclico;
© |G']=2;
d) 1Z2(G)| > 2;
(e) O quociente G/G’ é um 2-grupo abeliano elementar.

Demonstragdo. (1) Suponha que G € abeliano. Logo, G € nilpotente e segue do Lema 2.1.1

(3) que
maol(G) = [ [maol(G,),
p

com p primo e G, sendo os p-subgrupos (inicos) de Sylow de G. Além disso, se G, €
nao-trivial, entdao pelo Lema 2.1.1 (2),

maol(Gp) > ¢<EXP(GP>) > ¢(p)=p—1.
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Uma vez que maol(G) =2, G, é trivial a menos que p € {2,3}, ou seja, G ¢ um {2, 3 }-grupo
abeliano finito de ordem, pelo menos, 3. Consideremos 0s seguintes casos:

(Caso 1): Suponha que G € um 2-grupo. Pelo Lema 2.1.1 (2),

2 =maol(G) = ¢(Exp(G)).
Como |G| = 2", para algum m € N, segue que Exp(G) < 4, pois ¢(8) =4 > 2 = maol(G).
Suponha que Exp(G) = 2 e, entdo, que G = (Z/27)¢, para algum d € Z". Se d € {0,1},
entdo maol(G) = 1 (Lema 2.2.1) um absurdo. Logo, d > 2, e

maol(G) > maol((Z)27)%) = 3,

uma contradi¢ao, pois maol(G) = 2. Assim, Exp(G) = 4 e concluimos que G possui um

fator Z/47. Se G tiver mais de um fator Z /47 na sua decomposi¢io ciclica, entdo
maol(G) > maol ((Z/4Z)?) > maol(Z./AZ) -maol(Z/4Z) =2 -2 = 4,

um absurdo. Dai, G = (Z/27)" x Z./4Z, para algum d € N. Vamos mostrar que d = 0. De
fato, se d > 1, entado
maol(G) > maol(Z,)27, x 7.J47) = 4,

outra contradi¢do e segue que G = Z /47.

(Caso 2): Suponha que G é um 3-grupo. Novamente,
2 =maol(G) = ¢(Exp(G)).
Logo, Exp(G) = 3, pois ¢(9) = 6 > 2. Dai, G = (Z/3Z)? comd € N*. Se d > 2, entdo
maol(G) > maol((Z./32,)%) = 4
um absurdo. Logo,d =1¢e G = Z/3Z.

(Caso 3): Suponha que G é um {2,3}-grupo. Temos que G = G, x G3, com G, um p-
grupo abeliano ndo trivial para p € {2,3}. Note que G é abeliano, pois G, e G3 0 sd0. Assim,

segue do Lema 2.1.1 (3) que

2 = maol(G) = maol(G,) - maol (G3).
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Temos os seguintes casos:

maol(G,) =2 e maol(G3) = 1,
ou

maol(Gy) = 1 e maol(G3) = 2.

Se maol(G,) = 2 e maol(G3) = 1, entdo, pelo Lema 2.2.1, Gz = Z/mZ, com m € {1,2}, o
que contradiz o fato de G3 ser um 3-grupo.

Temos que maol(G,) = 1 e maol(G3) = 2, e segue novamente do Lema 2.2.1 que G, = Z /27
e concluimos do Caso 2 que G3 = Z/3Z. Ou seja,

G~7/27x7/37 = 7/6L.
Dessa forma, se G ¢ abeliano, entdo G == Z/mZ, com m € {3,4,6}, como queriamos mostrar.

(2) Suponha que G € ndo-abeliano.

(a) Vamos mostrar que G é um 2-grupo de Miller. Uma vez que maol(G) =2,
a’=1Idg, VoeAut(G),

donde Exp(Aut(G)) = 2, ou seja, todo elemento, salvo a identidade, de Aur(G) tem ordem 2
e, consequentemente, Aut(G) € abeliano. Como, por hipétese, G € ndo abeliano, temos que
G ¢ um grupo de Miller.

Vamos mostrar que G é um 2-grupo. Segue da Proposicao 1.3.1(1) que G € nilpotente e assim
G= HGP, com p primo e¢ G, denotando os (linicos) p-subgrupos de Sylow de G.

P
Pelo Lema 2.1.1 (3),
2 =maol(G) = Hmaol(Gp),
p

ou seja, maol(Gp) = 2 para um tnico primo p e maol(G,) = 1, para todo primo g # p.
Suponha, por absurdo, que G nédo € p-grupo. Entdo, pelo Lema 2.2.1, teriamos que G, =
Z]2Z e, assim, |G| teria exatamente dois divisores primos distintos 7 = {2, p}. Desde que
G é€, por hipétese, ndo abeliano, segue que G, € um p-grupo ndo abeliano.

Dai,

pelo menos, p, e

G,|/|1Z(Gp)| # 1, ou seja, como G, € um p-grupo, existe um automorfismo de ordem,

2 =maol(G) = maol(G,) > p > 2,

um absurdo. Logo G, = {15} e segue que G é um p-grupo.



24 Grupos com até 3 elementos nas Orbitas por automorfismos

Por fim, vamos mostrar que p = 2. De fato, como G é grupo de Miller, G € ndo abeliano e

pelo mesmo argumento utilizado para G, segue que
2 =maol(G) > p
e, dessa forma, p = 2, o que conclui nossa demonstracgao.

(b) Suponha, por absurdo, que Z(G) nao é ciclico. Uma vez que G é um 2-grupo de
Miller, Z(G) é um 2-grupo. Como estamos supondo que Z(G) nio é ciclico, existe a imersio:

y:(Z)22)* = Z(G).

Além disso, segue da Proposi¢do 1.3.1 (1) que G € nilpotente de classe 2 e, com isso, 0

quociente central G/Z(G) é um 2-grupo abeliano. Logo, existe a proje¢io:
n:G/Z(G) —» Z]27.

Note que existem quatro homomorfismos ¢ : Z /27 — (7./27)?, sdo eles:

0 : 2/27. — (Z./27.)* 01 : 2)27 — (7.)27.)*
0+— (0,0) 0+ (0,0)
1+— (1,0), 1+—(0,1),

02 : 2.)27 — (L)27.)? 03 : 227 — (L)27.)?
0+— (0,0) 0+ (0,0)
1— (1,1), 1+— (0,0).

Por composicdo, temos quatro diferentes homomorfismos:

6% 6lz6) Lz 2 mpr)? L z(6).
Para cada homomorfismo f; : G — Z(G), temos que Z(G) C Ker( f;), pois
Z(G) = Ker(G = G/Z(G)).

Dai, o elemento neutro 1 € o tnico elemento de Z(G) invertivel por f;. Seja

or:G—G
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Vamos mostrar que o, € um automorfismo central. Ou seja, precisamos mostrar que
Ker(ay,) = {1}. Note que

Ker(ay) ={g€G|g™ =1g}
={gcGlge/ =16}
|
—{geGlg=¢"}.
Porém, 15 € o tnico elemento do centro invertivel por f; e segue que o7, € um automorfismo
central, como querfamos mostrar. Agora, fixe g € G tal que g ndo pertenga ao nicleo da
composi¢ao
can (]
G — G/Z(G) — Z/27.
As imagens de g pelos quatro automorfismos centrais s, sdo todas duas a duas distintas,
ou seja, existe uma Orbita por automorfismos com, pelo menos, quatro elementos, ou seja,

maol(G) > 4. Essa contradi¢ao conclui a demonstragao.

(c) Queremos mostrar que ]G’ | = 2. Segue do item (1) da Proposic¢do 1.3.1 que G é nil-
potente de classe 2. Dai, G’ < Z(G), e temos que G’ ¢ ciclico, pois Z(G) o é pelo item
anterior (b). Por fim, segue da Proposigdo 1.3.1 (3) que |G| < 2. Note que |G'| = 1 ndo

acontece, pois, por hipétese, G é ndo abeliano. Logo, |G| = 2.

(d) Desde que, pela Proposicdo 1.3.1, G € nilpotente de classe 2, G’ < Z(G). Como |G| =2,
entdo Z(G) > 2. Suponha, por contradi¢do, que |Z(G)| = 2, ou seja, Z(G) é ciclico e
G =Z(G)=17/2Z.

Do item (a), temos que G é um 2-grupo, portanto, G/Z(G) = Inn(G) é um 2-grupo também,
e desde que G é um grupo de Miller, G/Z(G) = Inn(G) < Aut(G) é abeliano. Dessa forma,
concluimos que G € um 2-grupo extra-especial.

Assim, segue do Teorema 2.3.1, que a acdo induzida do grupo de automorfismos Aut(G) em
G/Z(G) = (F,)*" corresponde a um dos grupos ortogonais 0%, (2), para algum € € {—,+},
dependendo do tipo de isomorfismo de G. Em que grupo ortogonal é o conjunto de todas as

transformacodes lineares de um espago vetorial que preserva formas bilineares.

Em qualquer um dos casos, isso implica que 3 | |Aut(G)|, ou seja, Aut(G) tem, pelo Teorema
de Cauchy, pelo menos um elemento de ordem 3 e, portanto, maol(G) > 3, uma contradigdo.

Portanto, |Z(G)| > 2.

(e) Suponha, por contradi¢do, que G/G’ ndo é um 2-grupo abeliano elementar. Logo,
existe a projecao
n:G/G — Z/4L.
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Também existem quatro endomorfismos do grupo Z/47Z, sdo eles: {@o, 1,02, @3}, com

o=1Ide
¢ : L)AL — LJAL 02 : L)AL — 1AL 0y L)AL — LJAZL
0—0 0—0 0—0
1—3 1—2 1—0
2+—2 2+—0 2+—0
3—1, 3—2, 3+—0.

Por composi¢ao, obtemos quatro homomorfismos distintos

can

62616 5 zjan 2 1/472(G).
E cada homomorfismo f; induz o automorfismo

or:G—G

g— ggh.

Vamos mostrar que 0, € um automorfismo central. De fato,

Ker(ay) ={g € G| g™ = 15}

={g€G|gg =15}

={geGlg=¢""}).
E 15 € o unico elemento do centro invertivel por f;, ou seja,0 nucleo € trivial, o é au-
tomorfismo e o resultado segue. Assim, qualquer elemento g € G que é mapeado pela
composi¢cao

¢Y 665 z/az

a um gerador do Z/4Z, assume quatro imagens distintas pelos automorfismos centrais o,.
Em outras palavras, existe uma 6rbita por automorfismos com, pelo menos, quatro elementos,

ou seja, maol(G) > 4, uma contradi¢do. Portanto, G/ G’ é um 2-grupo abeliano elementar.
O

PROPOSICAO 2.3.3. Seja G um grupo finito. Sdo equivalentes:
1. maol(G) =2.
2. G=Z/mZ,comm € {3,4,6}.

Demonstragdo. Observe que a implicacdo (2) = (1) ja foi feita no Capitulo 1. Logo, nossa
demonstragdo se resume a mostrar que os grupos Z /37, 7./47 e 7./ 67 séo os Gnicos cujos
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maol é igual a 2, ou seja, a primeira implicacdo.

Segue do Lema 2.3.2 (1) que é suficiente mostrarmos que G ¢é abeliano. Suponha, por
absurdo, que G € ndo abeliano e assuma a estrutura de G descrita no Lema 2.3.2 (2). Escreva
G/G' = (Z)27)% comd € N*. Se d < 2, ento

61=16 G = 1GI6/G'| <24
Logo, G = {Dg, Qs,Sym(3)} e |Z(G)| < 2, contradizendo o Lema 2.3.2 (d). Dai, d > 3 (*).
Seja G’ = {15, h}. Para cada tupla padrdo (g1,g2,...,84) € Ga (d+1)-upla (g1,82,-..,84,h)
¢ uma sequéncia policiclica geradora de G. Assim, se (s1,52,...,57) € uma tupla padrao em G
equivalente a (g1,g2, -..,&4), entdo as duas sequéncias policiclicas geradoras (g1,£2,-.-,84,1)
e (s1,52,...,84,h) de G induzem a mesma apresentacdo de poténcia de comutador, pois 4 é
central em G:
[gi,h] = [si,h] = 1¢, V1 <i<d,

uma vez que h € G Cz (G). Dai, existe um automorfismo & de G tal que gl‘-x = §;, com
1 <i<d. Isso mostra que as tuplas padrdo equivalentes se encontram na mesma Orbita da
acdo coordenada a coordenada de Aut(G) em G.

Desde que |G'| = 2, o niimero de tuplas de poténcia de comutador das tuplas padrdo em G é,
no maximo, 2‘”(3]) , temos que o numero de classes de equivaléncia das tuplas padrdao em
G é, no maximo, 24" (‘2’) Logo, existe uma classe de equivaléncia da tupla padrdo em G de
tamanho no minimo Jed g Sedond

29TTSy (29 =2 2901y (29— 27)
24+(3) B 2d7(3)

_ H?:—OI (2d _ 21) _ 2021 . 2d—1 sz:_()l (2d—i _ 20)

2071 .. _2d71 2071.. _2d71
d—1 d
=[le" -n=]]@ -1
i=0 j=1

Em particular, a agdo coordenada a coordenada de Aut(G) em G? tem 6rbita de comprimento,
d

pelo menos, H(Zj —1). Desde que maol(G) = 2, por hipétese, segue que a 6rbita da a¢do
j=1
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de Aut(G) em G tem, no maximo, 2¢ elementos, ou seja,

d
24 > TT2-1).
j=1
Mas, se d > 3 (*), entdo
3 .
§=2> H(Zf—l) =2-1)4-1)8—-1)=1-3-7=21,
j=1

um absurdo. Portanto, G é abeliano e o resultado segue do Lema 2.3.3 (1). ]

2.4 Grupos finitos com maol igual a 3

Nosso objetivo nessa secdo € caracterizar um grupo finito cujo maol € 3. Para isso, serdo

necessarios alguns resultados.

2.4.1 Grupos cujos elementos tém ordens limitadas

Esta secdo € focada em caracterizar os grupos finitos que possuem elementos de ordens 1, 2

e 3, resultado feito por B. H. Neumann [8, Theorem 1] em 1937.

G = (]F%)nil X o < (i (1)> > )

11
em que @ : Lo — Aut ((F3)"~1) é 0 homomorfismo que estende a correspondéncia

Considere o grupo

I 1 11
(1 0) — a, e a é o automorfismo de (F3)""! dado por v* = (1 O) v, Y e (F3)" 1,

X1l X12 ot Xi(p—
identificando o IF2-espaco vetorial (F3)"~! com A Ln—=1) | xij € .
X21 X220 X2(n—1)
E considere também o grupo

Gy = (Z/32)" ! x4,2/27,

em que @ : Z/27 — Aut((Z/3Z)""') é o homomorfismo que estende a fungdo 1? — f,
onde B € Aut((Z/3Z)"~") é definido por 2P = z~!, para todo z € (Z/3Z)"".
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O seguinte resultado mostra que G e G, sdo os Unicos grupos finitos com a propriedade

de que o conjunto das ordens de todos os elementos é {1,2,3}.

TEOREMA 2.4.1. Seja G um grupo n-gerado tal que:
* As ordens de todos os elementos de G pertencem a {1,2,3};
* Existem x,y € G tais que o(x) =2 e o(y) = 3.

Entdo G € um dos seguintes:

i. Um produto direto H de ndo mais do que (n — 1) grupos (Z/27)?, chamados grupos
de Klein e denotados por K, estendido por um automorfismo de ordem 3 que induz um

automorfismo externo em cada um dos K.

ii. Um produto direto V de ndo mais do que (n— 1) grupos de ordem 3, estendido por um

automorfismo de ordem 2 que transforma todo elemento no seu inverso.

Para a demonstracdo desse teorema, precisaremos de alguns outros resultados. A partir de
agora, consideraremos a, ay,ay, ... elementos de ordem 2, e b, by, b,, ... elementos de ordem 3,
Denotaremos por K o grupo de Klein (Z/ ZZ)2 e G um grupo com as propriedades descritas
no Teorema 2.4.1.

LEMA 2.4.2. Nenhum elemento de G de ordem 2 comuta com um elemento de ordem 3.

Demonstracdo. De fato, considere o elemento ab € G tal que o(ab) = m e suponha, por

contradicdo, que ab = ba. Dai,
1 = (ab)™ = ababab---ab=a---ab---b=a"b",

ouseja, a” =b"" € (a)N(b) = {lg}. Logo, 0o(a) =2 | me o(b) =3 | m e temos que m > 6,
um absurdo, pois todos os elementos de G tém ordens 1, 2 ou 3, e o resultado segue. O]

LEMA 2.4.3. Sejam a,ay,a,,b € G. Entdo
1. (a1,a2) = K ou (aj,ap) = Sym(3).
2. (a,b) = Sym(3) ou (a,b) = Ay.

Demonstragdo. Tome aja; € G. Entdo o(ajaz) € {2,3}. Se o(ajaz) = 2, entdo

a
ajay = ajapaia) = ax"'ay,
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ara) = (alaz)*l = aglal,

ou seja,
<a17a2> = {1G7a17a27a1a2} =K.

Se o(ajay) =3, entdo ajap =be

( _ _
wma = (aa) " =b71;

(a1ax)™ = b

,1.
(Cl]az)a' =ajajaya; = ara; = b )

| a1a2a1 = bay = a3’ = bay;

ou seja,
(b) d(a1,b) = (a1,a2)

e segue que (aj,ap) = Sym(3). Agora, considere ab € G. Temos que o(ab) € {2,3}.

Se o(ab) =2, entdo ab = a; e segue que b = aay, e estamos sob as condigdes do caso anterior.
Logo, (a,b) = Sym(3).

Se o(ab) = 3, tome aa’. Novamente, se o(aa”) = 3, entio (a,a’) = Sym(3) e se o(aa’) = 2,

entdo (a,a”) =K e

ou seja,

como |(a,a’)| = 4, |(a,b)| = 12. Portanto, (a,b) é um grupo de ordem 12, cujos elementos

tém ordens 1, 2 e 3 e tem o grupo de Klein como um subgrupo normal, ou seja, (a,b) = Ay.

Em outras palavras, temos que se o(ab) = 3, entdo (a,b) = A4, como queriamos mostrar. [
LEMA 2.4.4. Nenhum elemento de G de ordem 2 pertence a ambos K e Sym(3).

Demonstracdo. Suponha que (a,a;) = K e (a,b) = Sym(3). Se (a;,b) = Sym(3), entdo
b =b"" ="

Logo, aba = ayba; e temos que ajab = baja. Porém, note que o(aa;) = 2, pois a,a; € K
por hipétese. Assim, terfamos um elemento de ordem 2, aa;, comutando com um elemento

de ordem 3, b, 0 que contraria o Lema 2.4.2. Portanto, segue do Lema 2.4.3 que (a;,b) = Ay4.
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Tome by = b** = ajba;. O comutador de b e by tem ordem 2, pois b € b; sdo elementos de

ordem 3 em A4. Ou seja,

b*b\*bby # 1, (bbb )? = 1.
Porém, como b; = b*! e a,a; € K, temos que

abia = aay1baya = ajabaa; = a1b2a1 = b12.

Dai,
abbia = abaabja = abab12 = b2b12,

ou seja, (bb))* = b*b,%. Desde que a* = 15, segue que
[b,b1] = b*b1*bb;

= abbiabb,
= (abb;)?.

Porém, a ordem de [b,b;] = (abb1)2 € 2, ou seja, a ordem do elemento abb; € A4 é 4, um
absurdo, pois todos os elementos de A4 tem ordens 1, 2 ou 3. Portanto, nenhum elemento de

ordem 2 pertence a ambos K e Sym(3), como queriamos mostrar. [

LEMA 2.4.5. Nio existem dois subgrupos H; e H, de G, com H| = Sym(3) e H, = K.

Y

Demonstragdo. Segue do Lema 2.4.3 que se (a1,az) = K e (a,b) = Sym(3), entdo (a,a;)
K ou (a,a;) = Sym(3).

Se (a,a;) = K, entdo a € K e a € Sym(3), contrariando o Lema 2.4.4, pois note que o(a) = 2.
Se (a,a;) = Sym(3), entdo a; pertenceria a ambos K e Sym(3), também contrariando o Lema

2.4.4. Portanto, nenhum desses casos acontece e o resultado segue. L]
LEMA 2.4.6. Se G contém K, todos os elementos de ordem 2 em G comutam.

Demonstragdo. De fato, se existissem elementos de ordem 2 em G que ndo comutam entre
si, entdo Sym(3) C G, um absurdo, pois contraria o0 Lema 2.4.5, uma vez que G contém K
por hipdtese. [

LEMA 2.4.7. Nio existem dois subgrupos H; e H, de G, tais que H] = K e Hy = (Z/3Z)2.

Demonstragcdo. Suponha que (by,by) = (Z/ 3Z)2 e que a estd em algum K. Portanto, segue
dos Lemas 2.4.4 € 2.4.5 que

<d,b1> = <Cl,b2> = <b1261b1,l’)2> gA4_
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Logo, sabemos que

ab12 = blabl2 = ablzabh
ab22 = bzabzz = abzzab%
ab1b22 — b2b120b1b22 — blzab1b22b12ablb27

a®1%2 = (b1b2)2a(b1b)? = a(biby) " abiby.

\

Por outro lado,
(b]bz)iza(blbz)z =by- blablz . b22
= byab*abby*
= bza : b22b2 . b12ab1b22
= bzabzz : bzblzablbzz
= bzab22b12ab|b22b12ab1b2
= byaby* - by*ab1by*b1%ab b,
= aby*abybi*abiby*b *abi bs.

Segue disso e da dltima equagdo de (*) que

abr1e2)? — (b1by) 2a(b1by)? = aby*abyby>abyby?by>aby by
a2 = (b1by)2a(b1b2)? = a(biba) ' abibs.

Logo,
aby*absbi*abyby*bi%abyby = a(b1by) " lab, by,

e, portanto,
by?ab,bi?ab; = 1g,

donde segue
bzzabz = b]zabl

e concluimos que
blbzza = ablbzz.

Ou seja, temos um elemento de ordem 2, a, comutando com um elemento de ordem 3, b1b22,
um absurdo, pelo Lema 2.4.2. Dai, G ndo contém ambos os grupos K e (Z/37)?, como

queriamos mostrar. O

Agora estamos sob as condi¢des necessdrias para fazermos a demonstracdo do Teorema 2.4.1

cujo enunciado é Seja G um grupo n-gerado tal que:
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* As ordens de todos os elementos de G pertencem a {1,2,3};
* Existem x,y € G tais que o(x) =2 e o(y) = 3.
Entdo G é um dos seguintes:

i. Um produto direto H de néio mais do que (n— 1) grupos (Z./27)?, chamados grupos
de Klein e denotados por K, estendido por um automorfismo de ordem 3 que induz um

automorfismo externo em cada um dos K.

ii. Um produto direto V de ndo mais do que (n— 1) grupos de ordem 3, estendido por um

automorfismo de ordem 2 que transforma todo elemento no seu inverso.

Demonstragdo. De fato, se G contém elementos de ordem 2 e de ordem 3, entdo K C G e
Sym(3) £ GouK ¢ G e Sym(3) C G.

No primeiro caso, os elementos de ordem 2 comutam entre si e existe um subgrupo normal
H de G, com indice é 3, pois, caso contrério (Z/ 3Z)2 C G, um absurdo, pois K C G (Lema
2.4.7). A transformacdo de H por um elemento fora de H induz um automorfismo de
ordem 3, que fixa apenas o elemento neutro em H, uma vez que elementos de ordem 2 nao
comutam com elementos de ordem 3 (Lema 2.4.2), e dois elementos fora de H ddo origem
a automorfismos iguais ou reciprocos. Portanto, H estd dividido em um nimero finito de
grupos de Klein, K, que é normal em G, ou seja, G € do tipo (i).

No segundo caso, o produto de dois elementos de ordem 3 tem ordem 3, pois, caso contrario,
A4 C G e, portanto, K < A4 C G, o que ndo ocorre. Assim, os elementos de ordem 3 formam
um subgrupo normal V de G, cujo indice é 2, uma vez que K ¢ G. Além disso, um elemento
de ordem 2 transforma todo elemento de V no seu inverso, ou seja, V € abeliano. Logo, V
estd dividido em um nimero finito de Z/37Z e segue que G € do tipo (ii).

Por fim, uma vez que G é, por hipotese, n-gerado, os limites superiores para o numero de
fatores diretos de H e V no teorema sdo evidentes. [

Vamos classificar os grupos com maol igual a 3.

LEMA 2.4.8. Seja G um grupo finito com maol(G) = 3.
1. Se G é abeliano, entdo G = (Z/27,)>.
2. Se G é nao abeliano, entdo:

(a) O conjunto das ordens dos elementos de Aut(G) esta contido em {1,2,3}. Em

particular, Aut(G) é soldvel.

(b) G é um {2,3}-grupo. Em particular, G é soldvel.
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Demonstragdo. (1) Suponha que G € abeliano. Temos que G pode ser escrito como o produto
direto dos p-subgrupos de Sylow de G, G, com p primo, G = HGP. Se G, € nao trivial

p
para algum primo p > 5, entdo segue dos itens (1) e (2) do Lema 2.1.1 que
maol(G) = maol(Gp) > ¢(p)=p—1>4>3,

uma contradi¢@o, ja que maol(G) = 3. Assim, p € {2,3}, ou seja, G = G, x G3 e segue do
Lema 2.1.1 (3) que
3 = maol(G) = maol(G,) - maol(G3).

Logo,
maol(G,) =3 e maol(G3) = 1,
ou
maol(Gy) = 1 e maol(G3) = 3.

Dividiremos em casos.
(Caso 1): Suponha que maol(G,) = 3 e maol(G3) = 1. Pelo Lema 2.2.1 G3 € trivial, e
G = Gy, ou seja, G é um 2-grupo abeliano. Segue do item (2) do Lema 2.1.1 que

3 =maol(G) = ¢(Exp(G)),

e temos que Exp(G) € {2,4}.
(Subcaso (1. a)): Suponha que Exp(G) = 2. Entdo, G = Z /27, para algum d € Z*, e

3 =maol(G) =2¢—1
3+41=29,

donde concluimos que d = 2, ou seja, G = (Z/27,)>.
(Subcaso (1. b)): Suponha que Exp(G) = 4. Logo, G = (Z/2Z)% x (Z/4Z)%, para alguns
dieNed, e N'. Sed, >2, entdo segue do Lema 2.1.1 (1) que

maol(G) > (maol(Z/47,))* > 2° = 4,
um absurdo, uma vez que maol(G) = 3 por hipdtese. Dai, d, = 1. Se d; = 0, entdo

maol(G) = maol(Z/AZ) =2 # 3,
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outro absurdo. Se d; > 1, entdo segue do Lema 2.1.1 (1) que

maol(G) = maol(Z/27. x 7./AZ) = 4 > 3,

uma contradi¢do. Dessa forma, se maol(G5) = 3 e maol(G3) = 1, entdo G = (Z/27).

(Caso 2): Suponha que maol(G;) = 1 e maol(G3z) = 3. Temos do Lema 2.1.1 (2) que
3 = maol(G) = maol(G3) - maol(G3) = maol(G3) = ¢(Exp(G3)),
e, dai, Exp(G3) = 3, ou seja, G = (Z/3Z), com d € N* e, assim,
3 =maol(G3) =39 —1,

e 3% = 4, um absurdo. Portanto, maol(G,) = 3 e maol(G3) = 1 o que implica que G =

(Z/27)?, como queriamos mostrar.

(2) Suponha que G é ndo abeliano.
(a) Vamos mostrar que se o € Aut(G), entdo o() € {1,2,3}. De fato, seja a € Aut(G).

Para cada inteiro positivo k € Z™, considere o conjunto dos pontos fixados por ok

k
Co(oh) ={g€G g% =g}
Afirmacio: Cg(a¥) < G.
De fato, 16% = lg e, assim, 1g € Cg(aX). E Vg, h € Cg(ak),

k

(gh™ )% = g (h 1% = g (n*) ",

pois o é automorfismo, e desde que g, € Cg(ock),
gk _
(gh™ )" =gh™,

e entao,
gh_l € CG(OCk).

Dai, Cg(a*) < G. Como a € Aut(G), observe que a permuta os elementos de G, ou seja,
o pode ser visto como uma permutagdo. Uma vez que maol(G) = 3, todos os ciclos de
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o € Aut(G) em G tém tamanhos 1, 2 ou 3. Equivalentemente,
G = Cs(a?)UCg(a?).

Mas sabemos que Cg(0?) UCs (o) < G se, e somente se, Cg(a?) C Co(a?) ou Co(a®) C
Cg(az), ou seja, como G é um grupo finito, ndo pode ser a unido de dois subgrupos préprios.
Em particular, segue que G = Cg(a?) ou G = Cg(a’) e, assim, a ordem de o, o(r), divide
2 ou 3, ou seja, o(a) € {1,2,3}, como queriamos mostrar.

Uma vez que o(@) € {1,2,3}, Vo € Aut(G),

|Aut(G)| =2"3" | m,n € NT|

e, portanto, segue do p-¢g Teorema de Burnside que Auz(G) é um grupo soldvel, concluindo a

prova.

(b) Vamos mostrar que G é um {2,3}-grupo solivel. De fato, pelo item anterior (a)
Inn(G) < Aut(G) é solivel. Uma vez que a extensdo de grupos soldveis é solivel, Z(G) é
soldvel, pois € abeliano, e G/Z(G) = Inn(G), segue que G é solivel.

Como maol(G) = 3, todas as classes de conjuga¢ido em G tém comprimentos iguais a 1, 2

ou 3 e, assim, todos os centralizadores de elementos em G tém indices 1, 2 ou 3 em G.

Uma vez que G o temos G | G ou seja, Vx; € G
Z(G)  NCsx) Z(G)| | NCo(x)|’ I
xeG xeG
G

’m’ <G : Co(x1)||G : Co(x2)] -+ |G : Ci(xn)|-

Como |G : Cs(x;)| € {1,2,3}, Vx; € G, temos que
ou seja, G/Z(G) é um {2,3}-grupo.
Desde que G é soldvel, G tem um Hall {2,3}'-subgrupo, G233y que deve ser central e

‘ =2"3", para alguns m,n € NT,

G
Z(G)
normal, ou seja, dnico. Além disso, G tem um Hall {2,3}-subgrupo, G{2,3}, que é normal,
pois € centralizado por G5 3). Dessa forma,

G =Gz < Gy

Se Gy 3y € ndo trivial, entdo segue do Lema 2.1.1 (2) que

3 =maol(G) = maol (G, 3y)
> ¢(Exp(Ga3)))
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> ¢(5) =4,

uma contradigio, pois maol(G) = 3. Portanto, G, 3y € trivial e segue que G = G, 3}, cOMoO
queriamos mostrar.
O

LEMA 2.4.9. Seja G um grupo finito ndo abeliano com maol(G) = 3. Entdo, o conjunto das
ordens dos automorfismos internos de G é {1,2,3} e, portanto, o conjunto das ordens de

todos os automorfismos de G é {1,2,3}.

Demonstragcdo. Segue do Lema 2.4.8 (2)(a) que o conjunto das ordens dos automorfismos
internos de G, Inn(G), estd contida em {1,2,3}, pois Inn(G) < Aut(G). Dessa forma, é
suficiente mostrarmos que Exp(Inn(G)) ndo pode ser 2 ou 3.

De fato, suponha por contradi¢do que Exp(Inn(G)) € {2,3}. Dai,

[Inn(G)| = |G/Z(G)| = p™ |meNT,

com p primo. Logo, G/Z(G) é nilpotente e, consequentemente, G € nilpotente. Além disso,
segue do Lema 2.4.8 (2)(b) que G = G; x G3, em que G, denota o p-subgrupo de Sylow de
G, com p € {2,3}. Logo, estamos sob as condi¢des do Lema 2.1.1 (3):

3 = maol(G) = maol(G,) - maol(G3).

Assim,
maol(G,) =3 e maol(G3) =1
ou

maol(Gy) = 1 e maol(G3) = 3.

Dividiremos a demonstra¢do em casos.

(Caso 1): Suponha que maol(G,) =3 e maol(G3) = 1. Segue do Lema 2.2.1 que G3 é trivial,
entdo G € um 2-grupo ndo abeliano com maol(G) = 3.

Dessa forma, todas as classes de conjugacao ndo centrais em G t€m comprimento 2, pois
observe que, se x € G\ Z(G), entdo

9 =1G: Co),

porém,
’xG’ < ‘x4ut(G)| <3.
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Logo,
3> 19| > k9 = |G : Co(x)],

donde segue que ]xG| = 2. Além disso, todas as classes de conjugacdo ndo centrais em G
sdo Aut(G)-6rbitas, pois ndo podemos ter uma Grbita de tamanho 3. De fato, se x1*/(¢) =

{x,x%,x%}, entdo x5 € K4(G) Vamos analisar as possibilidades: se x3% = x, entdo

(04

(%) = (%) aN)(g”) = ()% =2%* =1,

um absurdo, uma vez que x* e x ndo sdo conjugados. Se x5% = x® entdo

(B = (6% (1) (8%) = ()% =2 = ¥,
ou seja, x* e x8 sdo conjugados e, assim, x € x% também sdo, um absurdo. Por fim, se
x3% =x%, como a € Aut(G), x8 = x, contrariando a hipStese de que a Grbita tem 3 elementos.
Dai, para qualquer o € Aut(G), o subgrupo Cg(o?) = {g € G | go‘2 = g} contém o conjunto
G\Z(G).
Vamos mostrar que (G\ Z(G)) = G. De fato, se T = {g1,£2,-..,8,} é um transversal de Z(G)
em Ge g € Z(G), entdo

(8222, -, 8nzn | 2i € Z(G),1 < i< n) = (G\ Z(G)).

Além disso, note que g» ' € (8220, ---,8nzn | 7i € Z(G),1 < i < n) e, portanto, gzZzgz_l =2
também estd, para todo z, € Z(G), ou seja, (G\ Z(G)) = G. Assim, Cg(a?) = G.

Portanto, o> = Idg e segue que Exp(Aut(G)) = 2, pois as ordens dos automorfismos de G
estdo contidos em {1,2,3}. Entretanto, temos por hipétese que maol(G) = 3 e segue do
principio da contagem (Orbit-stabilizer theorem), que 3 | |Aut(G)| e entdo, pelo Teorema de

Cauchy, Aut(G) contém um elemento de ordem 3, uma contradicao.

(Caso 2): Suponha que maol(Gy) = 1 e maol(G3) = 3. Segue do Lema 2.2.1 que G, =
Z/mZ, com m € {1,2}, ou seja, G, é abeliano. Dai, G3 é um 3-grupo nio abeliano com
maol(G3) = 3, note que isso ocorre pois G € ndo abeliano e maol(G) = 3.
Observe que, analogamente ao Caso 1, todas as classes de conjuga¢do ndo centrais em G
t€ém comprimento 3 e sdo Orbitas por automorfismo. Uma vez que o grupo de automorfismos
internos age de maneira trivial em todos os elementos do centro de G3, vamos analisar a acao
nos elementos x ¢ Z(G3).

Considere {x,x* ,xh} uma Orbita por automorfismos e, portanto, uma classe de conjugacio

ndo central. Note que Inn(G3) é um 3-grupo, pois G3 o é e que Inn(G3) age de maneira
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transitiva na érbita {x, x%,x"}. Dessa maneira, Inn(Gs3) age nessa 6rbita assim como o A3 age
em {1,2,3}, ja que este é o tnico 3-subgrupo do Sym(3). Como A3 é um subgrupo abeliano,
o grupo de automorfismos internos também age de maneira abeliana em {x,x® ,xh}. Segue da
arbitrariedade dessa 6rbita, que Inn(G3) comuta com todos os elementos de G3 \ Z(G3) e,
assim, que € um grupo abeliano, implicando que G3 € um grupo nilpotente de classe 2.
Agora, note que

Afirmagdo 1: O centro Z(G3) do grupo Gj é ciclico.

De fato, se Z(G3) nao é ciclico, entdo existe a imersao
Y: (Z/3Z)* — Z(G3),

pois G3 é um 3-grupo, logo Z(G3) C G3 também o é.
Além disso, como G3 € nilpotente de classe 2, temos a proje¢ao:

T G3/Z(G3) — Z/3Z.

Existem nove homomorfismos @ : Z /37 — (Z/3Z)%, {®o, @1, 02, 03, 04, 95, P, 7, Pg }, com
Qo =Ide

Q1 : Z)37 — (ZJ3L)* @r:7)37 — (Z/32)* @3:7/3Z — (Z/37)* ¢4 :2/37 — (Z)37)?

0~ (0,0) 0 (0,0) 0~ (0,0) 0~ (0,0)
1 (2,2) 1 (1,2) 1 (2,1) 1 (1,0)
2+ (1,1), 2+ (2,1), 2+ (1,2), 2+ (2,0),

Qs : 7)37% — (Z/32)* @g:7)3%— (Z)37)* @;:Z/3Z v (Z/32)* @g:7/37 — (Z/37)?

0~ (0,0) 0 (0,0) 0 (0,0) 0~ (0,0)
1 (0,1) 1 (2,0) 1 (0,2) 1 (0,0)
2+ (0,2), 2+ (1,0), 2+ (0,1), 2+ (0,0).

Por composi¢do, temos nove diferentes homomorfismos:
£::6y % G3/2(G3) 5 232 25 (2/32)* L 2(Gs).

Para cada homomorfismo f; : G3 — Z(G3), temos que Z(G3) < Ker(f;), pois Z(G3) =
Ker(Gs = G, /Z(G3)). Dai, o elemento neutro 1, € o tnico elemento de Z(G3) invertivel
por f;. Seja
oy, Gz — G3
g— ggl.
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Analogamente ao que foi feito anteriormente no caso maol(G) = 2, ¢y, é um automorfismo

central de G3. Agora, fixe g € G3 tal que g ndo pertenca ao nicleo da composi¢do
can (P
Gs — G3/Z(G3) - Z/3Z.

As imagens de g pelos nove automorfismos centrais 0y, sdo todas duas a duas distintas,
ou seja, existe uma Orbita por automorfismos com, pelo menos, nove elementos. Em ou-

tras palavras, maol(G3) > 9, uma contradi¢@o, pois maol(G3) = 3. Portanto, Z(G3) € ciclico.

Afirmagdo 2: Temos que |Z(G3)| > 3.

De fato, como G3 € nilpotente de classe 2, G/3 C Z(G3) e, uma vez que G3 é ndo abeliano,
Gg # 1. Logo, Z(G3) > 3. Suponha, por contradi¢do, que Z(G3) = 3 e, entdo, G3 é um
3-grupo extra-especial.

Se |G3| = 32, entdo

G=(a,b,c|a®=b>=c=[a,b]=[a,c] = 1,b° = ab),
ou

G=(a,b|d =b=1,a" =da").

Se G=(a,b,c|a®=b>=c =[a,b| =[a,c] = 1,b° = ab), entdo cada uma das correspondén-
cias a — a, b— b, c — d"1bR2¢, com ky ,kr € {0,1,2}, se estende para um automorfismo

de G, pois observe que

3. 1,3 ki, 3k
(db*2c) =dh7 b =3P =1 =63

ki 1k k
balbzc:bbzczbczab

e, dai, maol(G) > 9 > 3, uma contradic@o.
Se G = (a,b | @ =b = l,ab = a4), entdo cada correspondéncia a — d, b — b, com

ke {1,2,...,9} e 31k se estende para um automorfismo de G, pois

e, assim, maol(G) = ¢(9) = 6 > 3, outra contradicéo.
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Segue do Teorema 2.3.1 que Aut(G3)/Inn(G3) tem um subgrupo isomorfo ao grupo simplé-
tico Sp(2n,3), pois
H/Inn(G3) = Sp(2n,3).

Uma vez que o grupo simplético Sp(2n, p) < GL(2n, p) age transitivamente sobre IF;” \ {0},

temos que Aut(G) tem uma 6rbita em G de tamanho, pelo menos,

322 _1>32272_1=8>3,

uma contradi¢do. Portanto, |Z(G3)| > 3.

Afirmagdo 3: O quociente G3/Z(G3) é um 3-grupo abeliano elementar.
De fato, suponha, por contradi¢do, que G3/Z(G3) ndo é um 3-grupo abeliano elementar e
existe a projecao

T G3/Z(G3) —» Z/9Z.

Também existem nove endomorfismos do Z/9Z, sendo ¢(9) = 6 isomorfismos com a identi-

dade, e 3 homomorfismos. Sao eles:

Q1 : /97 — LJ9Z. @y : 797 — LJ9Z.  @3:Z)9Z —> LJ9T. @4 :Z)9Z —> L/9Z.

0—0 0—0 0—0 0—0
1—2 1—4 1—5 1—7
2—4 2—8 2—1 2—5
3—6 3—3 3—6 3—3
4+—8 47 42 4—1
S—1 S5+—2 S5+—7 5+—38
6—3 6—6 6—3 6—6
7—5 7—1 7+—8 7T—4

88— 7, 8—5, 88— 4, 88— 2,
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¢s5:72/97 — 7.)97.  @o: /97 — 7.)97.  @7:7/97 — L/97.  @g: Z./97 —> 7./97.

0—0 0—0 0—0 0—0
1—8 1—0 1—3 1—6
2+—17 2+—0 2—6 2+—3
3—6 3—0 3—0 3—0
4+—5 4+—0 4+—3 4+—6
5—4 5—0 5——6 5+—3
6+—3 6—0 6—0 6+—0
T—2 7+—0 7—3 7+—6
8+— 1, 8+—0, 8 — 6, 8+— 3.

Dai, por composi¢do, obtemos nove homomorfismos distintos
can b4 o
fl' : Gy —» G3/Z(G3) —» Z/9Z — Z/9Z;)Z(G3).
Analogamente ao que foi feito anteriormente, temos que

OCfiiG3—>G3
g+ ggl

é um automorfismo de G3 e qualquer elemento g € G3 \ G5 mapeado pela composigdo
can (P
Gs — G3/Z(G3) - Z/9Z

a um gerador do Z/9Z assume nove imagens distintas pelos automorfismos centrais ¢s,. Ou
seja, existe uma orbita por automorfismos com, pelo menos, nove elementos, contrariando o
fato que maol(G3) = 3. Donde, G3/Z(G3) é um 3-grupo abeliano elementar, como queria-

mos mostrar.

Afirmagdo 4: G5 = 7. /3.
De fato, desde que G3 € nilpotente de classe 2, G5 < Z(G3). Como Z(G3) é ciclico (Afirma-
¢do 1), G5 é um 3-grupo ciclico. Além disso, uma vez que Gj é nilpotente de classe 2, entdo
Vx,y€ Gizee,f €Zque

5] = byl

e ja que Exp(G3/Z(G3)) = 3, o expoente de G5 deve ser 3 também e o resultado segue.

Afirmagdo 5: O grupo quociente G3 /G5 € um 3-grupo abeliano elementar.
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De fato, suponha, por contradi¢io, que G3 /G5 ndo € um 3-grupo abeliano elementar e temos
a projecao
n:G3/Gy — Z)9Z.

Também que existem os mesmos (Afirmagdo 3) nove endomorfismos de Z/97Z, sdo eles:
{©0, 01,02, 03, 01, s, O, P7, Pg } €, por composi¢do, obtemos nove homomorfismos distintos

can

fi1G3 S Gy /G 5 2,92 25 7./97—2(Gs).
Cada homomorfismo f; induz um automorfismo

Otfl.:G3—>G3

Além disso,

Ker(oy) ={g € G3 | g% = 1g,}
={g€G;| g/ =1¢,}
={gcGs|gi=¢g"}

Porém, note que 1, € o tinico elemento do centro invertivel por f;. Ou seja, Ker(oy;,) = {16, }
e af € um automorfismo e, assim, um automorfismo central. Qualquer elemento g € G3 que
€ mapeado pela composi¢ao
¢ GGy 5 1)9z

a um gerador do Z/97Z assume nove imagens distintas pelos automorfismos centrais ot,.
Em outras palavras, existe uma 6rbita por automorfismos com, pelo menos, nove elementos,
ou seja, maol(G) > 9, uma contradi¢do. Portanto, G3/ G'3 ¢ um 3-grupo abeliano elementar.
Agora, repetindo o argumento das tuplas padrdes utilizado na Proposi¢do ??, substituindo 2

por 3, e juntando isso com o fato de que G3 /G5 = (Z/3Z)?, necessariamente temos que

3">ﬁ(3!’—1).

j=1

Isso implica que d = 1 e, entdo, |G3| = 32, contradizendo que G3 € nao abeliano. Dai,
maol(G,) = 1 e maol(G3) = 3 também ndo ocorre.

Portanto, concluimos que Exp(Inn(G)) ¢ {2,3} e que o conjunto das ordens dos automor-
fismos internos de G é {1,2,3}, como querfamos mostrar. Por fim, segue disso e do Lema

2.4.8 (2)(a) que o conjunto das ordens de todos os automorfismos de G é {1,2,3}. ]
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Para o melhor entendimento da demonstracdao do préximo lema, segue a defini¢do de
grupo de Frobenius:

Definicao 2.4. Um grupo finito G € um grupo de Frobenius quando em sua representacao por
permutacOes G € transitivo, ha um subgrupo ndo-trivial H que fixa um elemento e apenas a

identidade fixa mais de um elemento. Tal subgrupo H é chamado complemento de Frobenius.

Para maiores resultados sobre esse assunto, consultar [4, Padgina 140].

LEMA 2.4.10. Seja G um grupo finito. S@o equivalentes:

1. maol(G) = 3.
2. G727 % Z)2Z ou G = Sym(3).

Demonstragdo. (1) = (2) Suponha que G é um grupo finito com maol(G) = 3. Se G
¢ abeliano, entdo G = 7 /27 x 7 /27 pelo Lema 2.4.8 (1). Vamos assumir que G é ndo
abeliano e mostrar que G = Sym(3).

Segue do Teorema 2.4.9 que o conjunto das ordens dos elementos de Inn(G) é {1,2,3} e,
pelo Teorema 2.4.1, Inn(G) = G/Z(G) é um dos seguintes:

« O grupo de Frobenius (Z/3Z)% x Z/27 para algum d € N*;

« O grupo de Frobenius (Z/27)*! x 7./37 para algum d € N*.

Note que o tamanho maximo da classe de conjugacdo em Inn(G) nio pode exceder o tamanho
maximo da classe de conjugacdo em G, que é 3. Agora, considere o grupo de Frobenius
(Z)27)** x 7./3Z ¢ sejam hy, hy € (Z/272)*? e x € Z,/37 um gerador de Z/3Z. Entdo

e

POl =X,

ou seja,
(hihy ™Y = hihy L.

Mas como nenhum elemento de ordem 2 comuta com um de ordem 3 (Lema 2.4.2), hlhz_l =
1 e, entdo h| = hy. Logo, o comprimento da classe de conjuga¢do de qualquer gerador do
Frobenius complementar Z /37 é

22 >4 >3,

um absurdo. Assim, Inn(G) = (Z/37.)" x Z./2Z.
Observe que (Z/3Z)? x 7,/27 tem uma classe de conjugacio de comprimento 3¢, entio
temos que d = 1, ou seja, Inn(G) = Z/27 x 7./3Z e, portanto,

G/Z(G) = Inn(G) 2 Z/3Z X Z)27 = Sym(3).
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Afirmacdo: Z(G) é um 3-grupo.
De fato, caso contrario, como o Teorema 2.4.8 (2)(b) assegura que G é um {2,3}-grupo,

existe uma imersao
I
7/27 — Z(G),

pois Z(G) < G. Além disso, existe uma sequéncia finita de homomorfismos de grupos:

can.

6% G6/2(G) S sym(3) = z/22. <5 7(G)

e, por composi¢do, obtemos um homomorfismo nao trivial G i> Z(G) com automorfismo
central associado o/y. Agora, seja g € G tal que g ¢ ker(f) 2 Z(G). O tinico homomorfismo
sobrejetor possivel entre os grupos Sym(3) e Z/27 é

w:Sym(3) — Z/27
(I)—0

Uma vez que
ker(m) = Az = {(1),(123),(132)}

e g ¢ ker(f) 2 ker(m), segue que g ¢ ker(7) e, assim, g € {(12),(13),(23)}, que sdo todos
conjugados entre si. Logo, o comprimento da classe de conjugacdo da imagem de g em
G/Z(G) = Sym(3) é 3. Como

G/Z(G) ={21Z2(G),8:Z(G),83Z(G),84Z(G),85Z(G),86Z(G)},

o conjunto g€ intersecta trés classes laterais, g;Z(G) com 1 < i < 6, de Z(G) em G. Além

disso, g% é um elemento da mesma classe lateral que g, mas diferente do préprio g. Entdo,
1829 >2.3=6> 3,

uma contradi¢cdo, donde Z(G) é um 3-grupo. Logo, uma vez que G/Z(G) = Sym(3) e
|Z(G)| = 3™, para algum m € N, G tem um 3-subgrupo de Sylow, G3, normal, pois tem
indice 2. Além disso, G3 é abeliano, pois o centro Z(G) tem indice 3 em G3, ou seja,
G3/Z(G) é ciclico. Dai, como Z(G) C Z(Gj3), segue que G3/Z(G3) também ¢é ciclico e,
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portanto, G3 € abeliano.

Assim, G = G3 X Z /27, em que o gerador h de Z /27 centraliza o subgrupo Z(G) de Gs.
Seja g € G3 \ Z(G). Adotando a notagdo aditiva em G3, (¢Z(G))" = gZ(G) ou (¢Z(G))" =
—gZ(G), como g ¢ Z(G), segue que (gZ(G))" = —gZ(G) e

¢=—g+z 7€ Z(G).

Note que 3g € Z(G) e

3g=(3g)"=3¢"=3(—g+2)=—3g+32
6g—3z=0
3(2g—2) =0.

Assim, substituindo 2g — z por g, podemos assumir, sem perda de generalidade, que o(g) = 3.
Uma vez que g" = —g +z para algum z € Z(G), observe que o(z) | 3 pois, caso contrério, g"
teria ordem maior que 3 = o(g). Logo, o(z) = 3.
Seja g’ := g+ z. Entdo
(¢ =g"+7"

=(—g+z2)+(=h+z+h)

=—g+z+(z—h+h)

=—g+z+z

=—g+2z

=—g-z=-¢.
Dai, novamente substituindo g’ por g, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
¢"=g¢! Isso implica que

G=GyxZ7/2Z
— (2(G) x (8)) % Z,/2Z
=Z(G) x ((¢) © Z/21)
= Z(G) x Sym(3).

Se Z(G) € ndo trivial, entdo segue do Lema 2.1.1 (2) que
maol(Z(G)) = ¢ (Exp(Z(G))) = ¢(3) =2
e, pelo Lema 2.1.1 (1),

3 =maol(G) = maol(Z(G)) - maol(Sym(3)) >2-3 =6,
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uma contradi¢do. Portanto, Z(G) é trivial e G = Sym(3), como queriamos mostrar.

(2) = (1) Vamos mostrar que maol(Z /27 x 7./27) = maol(Sym(3)) = 3. De fato, assu-
mindo Z /27 x 7./27 = K, existe uma 6rbita por automorfismos de tamanho 3: {(1,1),(1,0),(0,1)},
tomando @, @2, 03 € Aut(K), com

¢01:K—K »m:K—K 03 K—K
(0,0) — (0,0) (0,0) — (0,0) (0,0) — (0,0)
(1,1) — (1,1) (1,1) — (0,1) (1,1) — (1,0)
(0,1) — (1,0) (0,1) — (1,0) (0,1) — (1,1)

(1,0) — (0, 1) (1,0) — (1,1), (1,0) — (0,1)

Logo, maol(K) = 3.
Sabendo que Aut(Sym(3)) = Inn(Sym

—
98]

N—

~
—
o
=
Q
7]

)(12)(13) = (23)
(23)(12)(23) = (13)
(123)(12)(132) = (13)
(132)(12)(123) = (23).

Portanto, CI((12)) = CI((13)) = CI((23)) = {(12),(13),(2,3)}.
Além disso,

(12)(123)(12) = (132)
(13)(123)(13) = (132)
(23)(123)(23) = (132)
(132)(123)(123) = (123).

Portanto, CI((123)) = CI((132)) = {(123),(132)}.

Logo, Opur(sym(3)) (Sym(3)) = {{(1)},{(12),(13),(23)},{(123),(132) } }
maol(Sym(3)) = 3






Capitulo 3
Grupos com maol igual a 8

O foco deste capitulo € mostrar que existem infinitos grupos finitos, com maol igual a 8.

Comecaremos introduzindo uma sequéncia infinita de 2-grupos finitos.

3.1 Uma familia infinita de grupos com maol igual a 8

Definicao 3.1. Seja G, com n > 1 um inteiro, o 2-grupo finito definido pela apresentagao:

<X1,X2,-- : ,xan,a,b ‘ [Cl,b] = [xl'va] = [xi7b] = 17

[X2i—1,%2i] = @, [x2i,X2i+1] = b,

=b=xr=1sel<i<2"+1).

Note que G, é um 2-grupo finito com 2" + 3 geradores e 2% 3 elementos, Z(G,) = (a,b) =
{1,a,b,ab} e G' = Z(G), ou seja, G,/ Z(G,) = (Z/2Z)* ! = G/G'. Donde G, ¢ nilpotente
de classe 2.

Para n = 1, temos que

Gl - <X1,X2,X3,a7b | [Cl,b] - [XZaa] - [—x27b] - [x17x3] =1
[-xlaXZ] =da, [x27-x3] = b7x12 :X32 = b7
= =x>=1).

Com o auxilio da ferramenta GAP, vide imagem a seguir, verificamos que
G = (Z/AZ X ZL)27 X L]27) X ] 27

e que, de fato, maol(G;) = 8.
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m
r

»f2:=FreeGroup("a", "b "x 1", "= 2", "x 3%);

[<free group on the generators [ a, b, = 1, = 2, = 3 1>

>a:=f2.1;; b:=£f2.2;; x 1:=f2.3;; x 2:=f2.4;; = 3:=f2.5;;
»Gl:=f2/[a"2, b"2, ¥ 272, Comm(a, b), Comm(x 1, a), Commi(x 1, x 3),
Comm{x 1, b), Comm(x 1, = 2)*a, Comm(x 2, x 3)*b, x 1"2*%b, = 3"2%b];

[<fp group on the generators [ a, b, = 1, = 2, %= 3 1>
¥StructureDescription(last);
["(c4 x c2 x C2) @ can
>
>
>
rmacl:= function (3)
local m, n, g, k;
k:=[1:;
n := AutomorphismGroup (G) ;

for g in G do
m:= Orbit(n, g);
Add(k, Setim)):;

[aTe I
return Maximum(List (Set(k), = -> Size(x))):
end;
[ function({ & } ... end
»macl (G1);

g
Figura 3.1 Grupo G;

Além disso, observe que as correspondéncias a — a, b +— b, x; — x;, para i # 2", € xon
XonXpny 1, se estendem a um automorfismo nao central o, de G,. De fato, temos que

(Xonxan 4 1) = XonXony | XonXon 4|
= XpnXpnXpny | [X2"+1 ,xzn]xan
= (x00)2x2n 16 oy
=b(xp ) =b=1

Logo, o elemento xp»x>n11 tem ordem 2, assim como o elemento xp-. Segue das relagdes

definidas no Lema 1.1.3 que

[xan 1, x0nx0n 1] = [xon 1, x0m 4 1] [xon 1, 200m 2"+

=1- (in_._l)il [in_l,)Qn]xZn_H
= bxpny1axpny
= b(xzn+1)za = bza =a

ou seja, [xpn—1,x1] = [xon_1,%00201 1] = a. E

[xonxon 1, X 1] = [xon, X001 2" [Xon g 1, Xon g1
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= bxpn1bxon 4
=b*(xp1)>=b

ou seja, [XQn,XQn_H] = [inin+1,X2n+1] =b.

Portanto, temos que «, define, de fato, um automorfismo de G,, o qual ndo é central, pois
o ~1

(XZn) n(X2n) ¢Z(Gn)

Nosso objetivo nessa se¢do serd cumprido juntamente com a demonstragdo da seguinte

proposicao.

PROPOSICAO 3.1.1. Paratodo n € NT, temos que |Aut(G,) : Auteen (Gn)| = 2. Em particular,
maol(G,) = 8.

Demostraremos, em etapas divididas por afirmacdes, que cada automorfismo de G,
age na uniao Autc.,(Gp) U Auteen (Gy)Q,, com @, o automorfismo nao central definido
anteriormente e Aut..n;(G,) sendo o grupo dos automorfismos centrais de G,.

Afirmacdo 1: Seja g € G, como(g) =4 ¢ |G, : Cg,(g)| = 2.

1. Se ndo existe h € G, tal que g* = [g,h), entdo g € x1Z(Gp).
2. Se existe h € Gy, tal que g* = [g,h), entdo g € xon11Z(Gy).

Em particular, os dois subgrupos (x1,Z(Gy)) e (xany1,Z(G,)) sdo caracteristicos em Gy,.
De fato, escreva g = x|’ ---xZ"( mod Z(G,)), com u; € Z/27 e u; # 0. Se k = 1, entdo
g = x1(mod Z(G,)). Portanto, a primeira implica¢do é verdade, pois a condi¢do necessaria é

satisfeita, e a segunda implicacdo também, pois
2_ 2
8§ =X1= b7

[van] = [x1>Gn] = {1,a},

ou seja, g2 = [g,h] ndo ocorre. Dai, assuma k > 1. Iremos fazer em dois casos distintos:

(Caso 1): Suponha que k < 2"+ 1. Se y € Cg, (g), entdo podemos escrever y médulo Cg, (g),
como y = x?‘x? . ~x,t’j11, em que v; € Z/27. Note que aqueles elementos que comutam
com g nao aparecem na fatoragio de y, em vista que estamos escrevendo-o médulo Cg, (g).

Lembre que y comuta com g e [x;,x;] =1, se |i — j| > 1. Logo,

Uvt+uavy [

Upv3+uzv
X27X3]23 3V2

[gay] =1= [x17x2]

[xk—l ’xk]ukqvk-%ukvkq [xk,karl]”kaJrl.
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Agora, observe que se i é par, entdo [x;_1,x;] = a e [x;,Xx;+1] = b, e uma vez que a®> = b = 1,
a soma dos expoentes dos comutadores do tipo [x;_p,x;| e do tipo [x;,x;;+1] precisa dar um

nimero par, pois ab # 1. Portanto, escrevendo com notacao de algebra linear, a matriz

X e X Up Up—1 0
M =
k oeee k% * Uy

induz uma transformacio linear T : (F2)**! — F3, definida por

Vi Vi
1%} 0 1%}
* ooeee X% U Uk
T —
¥ .- % % * Uy
Vi Vk
Vi+1 Vik+1

Como, por hipétese, uy; # 0, as duas linhas da matriz M s@o linearmente independentes e
temos que M tem posto 2, donde segue que a imagem de 7 tem dimensdo 2. Como F%
também tem dimensdo 2, concluimos que T é sobrejetiva e, portanto, que |[Im(T)| = 4. Segue

do Teorema do Isomorfismo que

Vv
Im(T) = ——_.
Nuc(T)
em que Im(T) é a imagem de T, V é o espago vetorial (F2)**! e Nuc(T) é o niicleo da
transformagdo linear 7. Como Nuc(T) representa os valores vy, -+ , vy que determinam os

elementos que comutam com g € G, e Im(T) tem dimenséo 2 e ordem 4, segue que
|Gn : CGn(g)l = 47

0 que contraria a hipétese de que |G, : Cg,(g)| = 2, finalizando a demonstra¢do do caso
k<2"+1.
(Caso 2): Suponha que k =2"+1. Se y € Cg, (g), entdo podemos calcular y médulo Cg, (g),

Vv
escrevendo-o como y = x|'xy* -- -xzﬁnjll, com v; € Z/27. Novamente, como [g,y] = 1,

ulvz+u2v1[ Upv3+uzvy

1 = [x1,x2] x2,X3]

[szn ’ X2n+ 1 ]uzn Von g +u2n+1V2n )

Usando as relagdes dos comutadores e sabendo que a e b t€ém ordem 2, podemos reescrever a

expressao acima como o par de equagdes lineares sobre o corpo [F, nas varidveis vy, -+, vonyq:
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UpV] + U V) + U4V3 + U3V4 + -+ -+ UpnVon_| + Upn_1Von = 0
uzvy +upv3y +usvg + ugvs + - - 4 upn 1 von +ugnvon g = 0.

Considere os seguintes subcasos:
(Subcaso (a)): Suponha que pelo menos um dos uy,uy,- - - u € diferente de zero.
Desde que, por hipétese, up1 | # 0, ambas as equagdes sdo nao nulas e como |G, : Cg, (g)| =

2, as equacdes sdo [F»-linearmente dependentes, como ja vimos no caso anterior. Ou seja,

Portanto,
g = x1x3x5 - xpn 1 (mod Z(Gy)).

Porém, isso implica que
=xi’x32xpmpl=b-1---1-b=0b*=1,

contradizendo a hipdtese de que o(g) = 4.

(Subcaso (b)): Suponha que u; =up =--- = up =0.

Temos que g = xpny1( mod Z(Gy)), portanto, similarmente com o caso k = 1, temos que (2)
¢ satisfeita pois a condi¢cdo necessdaria € satisfeita e (1) também € vdlida, pois a condicao
suficiente € falsa:

g2 =xony1? = b= [xon,x 1] = [xo1,g].

Dai, segue o resultado segue. Por fim, vamos mostrar que (x;,Z(G,)) € (xan41,Z(Gp)) sdo
caracteristicos em G,. De fato, seja o € Aut(G,) e suponha, por absurdo, que existe & € G,
tal que [x;%,h) = (x;%)?. Assim,

(xla)Z — (XIZ)OC — b
Por outro lado,
[xla,h] = [xla,hla] = [xl,hl]a € {l,aa}.

Note que b% = 1 ndo ocorre, pois @ € automorfismo, € b* = a* também ndo ocorre, pois
o €, em particular, injetivo. Logo, ndo existe h € G, tal que [x% h] = (x1%)2, donde
x1% € (x1,Z(G,)) e concluimos que (x1,Z(G,)) é caracteristico.

Se o € Aut(G,,), entdo

(x2111%)% = (x2144%)% = b*
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= [xan 41,221
= [xon 1%, 20 %],

ou seja, tomando i = x»%, estamos na condi¢do (2) e temos que xon 1% € (xon11,Z(Gy)).
Uma vez que Z(G,) ja é caracteristico, (xony1,Z(G,)) é caracteristico em G,, como queria-
mos mostrar.
Afirmacao 2: Cada um dos trés subgrupos de ordem 2,{a), (b) e (ab), é caracteristico em
G.

De fato, temos que

(@) = {1,a} = [(x1,Z(Gy)), Gn].

Portanto, segue da Afirmagdo 1 que (a) é caracteristico em G,. Além disso,

(b) = {1,b} = [x2141, Gy

e, portanto, (b) é caracteristico em G,. Por fim,

{ab) = {1,ab} = (Z(Gn) \ ({a) U (b))

e concluimos que (ab) é caracteristico em G,, como queriamos mostrar.
Afirmacdo 3: Para cadam € {0,1,--- ,2""1Y o subgrupo (Z(G,),x1,X3,- -+ ,Xoms1) € carac-
teristico em Gy,

Faremos a demonstra¢do por inducdo sobre m. A base de inducdo, m = 0, nos d4
(Z(Gp),x1) eestaclara pela Afirmacdo 1. Entdo, assumaque m > 1 e que (Z(Gy),X1,X3,* ,Xom—1)

7

¢ caracteristico em G,. Note que se m = 2"~ entdo

<Z(Gn),X1,X3,--' 7x2m+1> = <<Z(Gn),X1,X3,'-' ,X2m71>, <Z(Gn)7x2m+l>>
<<Z(Gn),X1,X3,~~ ,X2m_1>, <Z(Gn)7x2(2”*1)+1>>
({(Z(Gp),x1,x3,  ,Xom—1),{Z(Gp),xon11)).

Logo, o resultado segue da hipétese de indugdo e da Afirmacgao 1. Portanto, vamos assumir
que m < 2" L. Seja

Hy, :=Cg,((Z(Gp),x1,X3,-+ ,X2m—1))
= (Z(Gp),X1,X3, "+, Xom—1,X2m+1,X2m425 ** , X2141))-

Observe que, por hipétese de indugdo, H,, é caracteristico em G, pois o centralizador de um

subgrupo caracteristico € caracteristico, e

Z(Hpn) = (Z(Gpn),x1,X3, - Xom—1)-
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Mostraremos a seguinte afirmacgdo: "se g € Hy, [g,Hn] = (a) e |Hy : Ch, (g)| = 2, entdo
g € xom+1Z(Hy)". Desde que

<Z(Gn),X1,X3, te 7x2m—0—1> = <Z(Hm)7x2m+lz(Hm)>a

segue que a demonstracao dessa afirmacao € suficiente para completar a demonstragao da
Afirmagao 3. Escreva

g=xymtl - x( mod Z(Hy,))

com u; € Z/2Z ¢ uy # 0. Observe que se k =2m+ 1, entdo g = x5/ ( mod Z(H,y)) e
acabou. Entdo vamos assumir k < 2m + 1. Faremos em casos distintos.

(Caso 1): Suponha que k < 2" + 1.

Se y € C#,,(g), entdo, calculando y médulo Cy,, (g), podemos escrever y = x| -- -x,vc’f:f,
com v; € Z/27. A hipétese de que 1 = [g,y] garante que

= u % +u %
1= [X2m+lax2m+2] 21 2mA 2T 2m+ 2 2m 1

Up—1 Vi FUKVi—1 [ UVit1

[xk—l 7xk] xkyxk—i—l]

Temos que essa expressao pode ser escrita como o par de equagdes sobre [F»:

Um4+2V2m+1 + U 1Vomy2 + FUdmtaVomt3 + Udm3Vomsa + -+ Upvip1 = 0
UDm43V2m42 + Udm2Voms3 + Ut 5Vomta + Umy4Vomes + -+ ugVe—1 +ug—1vg =0

e analogamente, a menos de indices, ao que foi feito na Afirmagao 1, como uy # 0, essas duas
equagdes sdo F,-linearmente independentes, implicando que |H,, : Cy, (g)| = 2% =4 > 2,
uma contradi¢do.

(Caso 2): Suponha que k =2" + 1.

Sey € Cy,,(g), entdo, analogamente ao que ja foi feito, analisamos y médulo Cp, (g), obtendo

y =yt -x;ﬁﬁf, com v; € Z/27. A hipétese de que 1 = [g,y] nos garante que

o u v “+u v
1= [x2m+1’x2m+2] 2m-+1V2m+2TU2m+2V2m+1

[.le’l ,x2n+1]u2ann+1+u2n+1V2n )

Usando as relagdes de comutador, podemos reescrever essa expressao como o par de equacdes
sobre [F:

Udm42V2m4-1 + U 1V2m+2 + Ut 4Vomt3 + U2 3Vomtd + - - -+ upnvon_1 +upn_1von =0
Wm+3V2m+2 + UW2m+2V2m+3 + UWm+5Vom+4 + UW2m+4Vomts + -+ Upn2Von_| +Upny1von +
UpnVony 1 = 0.
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Faremos em dois subcasos:
(Subcaso (a)): Suponha que pelo menos um de uy;,;+1,- - ,uxn € diferente de zero. Portanto,
desde que up»y1 # 0, por hipdtese, ambas as equacdes sdo diferentes de zero. Desde que

|Hy, : C,, (g)| = 2, as equagdes precisam ser [Fp-linearmente dependentes. Isso implica que

upn1von +ugn_1von =0 = Uy =up_1 =1
upn—1von_p +ugn_3von_p =0 = upnp =up_] =upn_3 =1
Upn_3von_g4+ugn_5von_4 =10 = Upnp) =Upn—] =upn_3 =upn_5=1
\
e
(
Upnvon 1 +upm_ovon_1 =0 = upn =upn_ =0
upn_von_3+ugn_g4vyn_3 =0 = upn =up_3=um 4 =0
Upn_4von_5+ugn_gvon_5 =0 = Uupn = Uy =upm_4=up =10
\
ou seja,
Wl = Ugmy3 = - = upny) = 1
Umt2 = Upmtq = - = upn = 0.

Dai, temos que

8 = Xom1X2m43 - X2y 1 ( mod Z(Hp)),

€, portanto,

(8, X2m12] = [Xomt1,%2m+2] - [X2mt2, Xom+3]
=a-b=ab.

Um absurdo, pois contraria a hipétese de que [g, H,,| = (a) = {1,a}.
(Subcaso (b)): Suponha que uy,,41 = uzp42 = -+ = upn = 0. Entdo
g = xpry1(mod Z(Hp))
e, portanto,
(8, Hin] = (2, x2011]) = (b),

contrariando a hipétese que [g, H,,] = (a). Logo, para cada m € {0,1,---,2" '}, o subgrupo
(Z(Gp),x1,x3,- - ,Xom+1) € caracteristico em G,, como queriamos provar.
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No que segue, considere o um automorfismo arbitrario de G,. Podemos escrever

X =x Mg -x(;,’,"ffl (mod Z(G,)),

paraie {1,2,---2"+1} ecom a; ; € Z/27.

Afirmacdo 4: Temos que:
1. oyy=1e04;=0paraj> 1.
2. onypimpr=1leapyyj=0para j<2"+1.
3 Paraie {1,2,---,2" ' =1} e je{1,2,---2" '}, segue que:
(a) 0iy12j="0;
(b) se j > i, entdo 01241 =0;
(¢) it11 =0, e it12i+1 =1

Comegaremos demonstrando (1): Temos que x1* € (x1,Z(G,)) pela Afirmagdo 1, ou
seja,
x1% = x1( mod Z(Gy)),

donde segue que o1 = 1,e a; ; =0 para j > 1.
(2) Temos que xpn1% € (xpn11,Z(G,)) pela Afirmagdo 1, ou seja,

xon 1% = x4 ( mod Z(G))

donde segue que 01 2n 1 =1¢€ anyg j =0para j <2"41.

(3) Uma vez que para cada m € {0, 1,--- ,2”_]}, o subgrupo (Z(Gy),X1,X3,"** ,Xom+1) €
caracteristico em Gy, pela Afirmacdo 3, os itens (a) e (b) estdo demonstrados. Vamos mostrar
que 11,1 =0, e i1 241 = 1.

De fato, se 01,1 = 1, temos, pelo menos, que

x2i41% = x1(mod Z(Gp))

e, portanto, o(x2j1%) = 4, uma contradicio, pois o(x;41) = 2. Por fim, se 0;112i+1 =0,
p + ¢ao, p + +1,2i+
entdo
o
x2i11° € (Z(Gp),X1,X3," - ,Xon_1),
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contradizendo o fato de que (Z(G,),x1,x3,--- ,xpn_1) € caracteristico (Afirmagdo 3), e o

resultado segue.

Afirmagdo 5: Para cadaic {1,2,---,2" '+ 1}, temos que:
1. O subgrupo (xy;_1,Z(Gy,)) é caracteristico em G,,.
2. Para j=1,2,---,i—1, segue que:

(a) jrj=1,

(b) X2].aij—1 = x| D21 x3 9253 .o xpj_ P02 30 O2520 L xgn +10‘2;,2n+1( mod Z(G,)).

Procederemos por inducao sobre i. O caso i = 1 esta claro pela Afirmacdo 1. Se i = 2,
entao
x3% = x B0 ®B2x3%3(mod (Z(G)).

Dai, segue da Afirmacdo 4 (3) que o subgrupo (x3,Z(G,)) é caracteristico em G, pois
03,1 = 0 (Afirmagdo 4 item 3 (¢)) e 03 » = 0 (Afirmagdo 4 item 3(a)) e o item (1) esta feito.

Note que, sei =22,entdo j=1¢e
x206 =x; a2,1x2062,2x3062,3 .. ~x2n+1°‘2-2”+1 (mOdZ(Gn))
mas, se 0> = 0, entdo
X2a =x az,1x3az,3 .. .x2n+10fa,2"+1 (modZ(Gn)),

e terfamos que x5 € Cg, ({(x1,Z(G,)), contrariando o fato que Cg, ({x1,Z(G,)), é caracteris-
tico em Gy,.
Logo, vamos assumir que i > 2, e que a afirmacao foi provada para i. Seja j € {1,2,---,i—1}.
Segue da hipétese de indugdo que
xszC = x2jxl062j,1x3062j.3 ce X B2 Xy 02) 20 .X2n+1a2j,2”+1( mod Z(G,)),
e uma vez que (xp;—1,Z(Gy)) € caracteristico em G,, segue que
)Q,;la = le-,l( mod Z(Gn)).

Se j<i—1,entdo 1 = [xp,x2;_1], pois [2j — (2i — 1)| > 1 e, portanto,

1% =1 = [ 1,x05]% = [x2i1%, 22, ).
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Substituindo pelas expressdes acima e sabendo que [x;,x;] = 1 sempre que |i — j| > I, segue
que

1= [xoi1%,x0,;%] = [xi—1,x2,] *.

Note que xp;_» ndo ocorre uma vez que j < i — 1. Portanto,
P P
1= [xoi1,x5]™7% = a®,

donde segue que a2 = 0.
Se j =i—1, entdo aplicando & em

b = [x2i—2,x2i—1][x2},X2i-1],

temos que

b* = [xpi—2,%x2i-1]% = [x2i2%,x2i-1%].

Como (b) é caracteristico (Afirmagdo 2), b* = b e observe que

X2i—2a = Xpj_0X] a2i72,1x3a2i72,3 X a2i72,2i71xZia2i72~2i “eXon 0i—22m 41 ( mod Z<Gn))

)Q,;la = X2i—1 (mod Z(Gn)).

Portanto, sabendo que os tnicos elementos que ndo comutam com Xp;—1 SA0 X2;—2 € X2;,

temos que
Po2i2%, x2i-1%] = [x2i—2, X2i1] = [xai—1,x2:] 2%,
ou seja,
b= [x2i72;X2i71] [Xz,',l,XZi]aZf—zﬁzi =p. 610521'—2,21'7
€ segue, novamente, que 02 = 0. Logo, mostramos que para j = 1,2,---,i— 1 temos

0j2; = 0. Donde segue, juntamente com a hipétese de indugdo e com a Afirmagéo 3, que

XZja = xzjxlazj,1x3a2j,3 .. _x2i_1a2j,2i71x2i+1OCzj,2i+1 .,.x2n+10(/zj,2ﬂ+1 ( mod Z(Gn))

o _— ; Oh; 0; i
Xir1 =3 21+1,3x5 2i+1,5 .. “X2i11 2[+1.21+1( mOd Z(Gn))

Além disso, como 1 = [x2;,x;41] entdo ao aplicarmos o em ambos os lados da igualdade e

procedermos de maneira andloga ao que foi feito anteriormente temos que

O - O ) O i 2t O A
1 = [ij_l’ij] 2i+1,2j—1 [-x2j7-x2j+l] 2i+1,2j+1 [X2i+1,x2i+2] 2j,2i4+2002i+12i+1
= q®2i+1,2j-1022i+202i+12i+1 ) ®2i+1,2j+1
)

o0 que implica que 0p;y12j4+1 = 0.
Portanto, mostramos que, para j = 1,2,3,---i—1, ap;12j+1 = 0. Donde segue, juntamente
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com a Afirmagdo 4, que (xp;11,Z(Gy)) é caracteristico em G,,.

Por fim, por definicao, temos que
le.a = x 062i,1x2062i,2 .. .X2,,+10‘2i,2"+1 (mod Z(Gn))
e por hipotese de indugdo,
x2j41% = x2j41( mod Z(Gy)).

Se j <i—1, entdo segue de 1 = [x2;2j11] que
19 =1 = [x1,x0j41])% = [x2% x2j41%]

= [ Xaj1] P P j1, X j 2] A2
— pMi2j ,®i2j412
= pH2i2j g*2i2j+ ,

ou seja, 0;2; = 0;2j+2 = 0. Isso mostra que, para j = 1,2, ,i—1, 0p;2; = 0. Assim,
para concluirmos a demonstra¢do indutiva, resta apenas mostrar que 0p;»; = 1. De fato,

suponha o contrério por contradicdo. Entdo,
le.a = xla2i,1x3a2i,3 . ,xZi_](XZi,Zi—l (mod Z(Gn)),

donde segue que x;* € Cg, ((Z(Gy),x1,x3,- - ,X2i—1)), contrariando o fato que o subgrupo
Cq,({(Z(Gp),x1,x3,- -+ ,x2i—1)) € caracteristico em G,. Logo, op; 2; = 1 e o resultado segue.
Afirmagao 6: Para todo j € {1,2,--- 2"_1}, temos que

lsei=],

02 =
0 caso contrdrio.

Em outras palavras,

x2;% = x0ix1 1 x3 %203 - xon 1 %224 (mod Z(G)).

Esse resultado segue diretamente da Afirmagdo 5 quando i =2""' 4 1.

Note que pelas Afirmagdes 5 e 6, sabemos que médulo Z(G,,), a fixa todos os elementos
com indices impar, ou seja, x1,X3,- - ,Xon41, € mapeia cada um dos x,x4, - - - , X2 nele mesmo
vezes algum produto de x1,x3,- - ,xon41. A proxima afirmacao fard algumas restrigdes nesses
fatores de indices impar.

Afirmacdo 7: Sejam i, j € {1,2,---,2" '}, Entdo:



3.1 Uma familia infinita de grupos com maol igual a 8 61

1. 0pi2-1=0.

2. i1 =00ipj1€ 00211 = 0021

De fato, para (1), observe que se ;2,1 = 1, entdo
X2;% = Xx2ix1 2i,1 , . X2i—3 2i,2i 3x2i—1x2+1 2i2i4+1 “Xon g 2i,2"+1 (mod Z(Gn))

e, portanto,
2n71
(202i%)? = [aim1,X0] - i Xoig 1] 224 - - [ dpaey 20202041

k=1
= q - b%2i2i+1 . hO2i1+00ion 4 #1,

contradizendo o fato que o(xy;) = 2.

Para a demonstracdo de (2), note que

le.a = le.xlaZi,lx3a2i.3 .. _X2l.73a2i,2573le.+1a2i,2[+1 __,x2n+1002i,2”+1( mod Z(Gn))
0% = gy X3 B0 xg j 3002 BRI xgn 1 #2241 (1 mod Z(Gy)).
Segue de 1 = [x;,x2] que
]OC

1=1= [x21,%2;]% = [XZiaax2ja]

e, portanto, analogamente ao que foi feito anteriormente, segue que

1 = [xoi— 1,204 2 g, X0 1] 2720 o 1, 0] 202 X j, X 1 | 2027
— aaZj,Zifl‘FaZi,ijl _baZj,2i+1+a2i,2j+l'

Donde segue que
0j2i—1 = 02i2j—1
02 2i+1 = 02i2j+1

como queriamos mostrar.
Afirmacdo 8: Temos que:

1. Paracadaic {1,2,---,2""1 —1}, o0 subgrupo (x1;,Z(G,)) é caracteristico em G,

2. A unido das classes laterais x)nZ(G,,) sznxanZ (Gp) é um subconjunto caracteris-
tico de G,,.
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Segue da Afirmacdo 7 (2) que, se Ok~ = 0 para alguns k € {1,2,--- ,2”’1} el e
{1,2,---,2""1 4+ 1}, entdo podemos concluir que ¢, , = 0 para todos os pares (e,0) €
{1,2,--- 2"+ 1}2 em que e € par, o é impar, € e + 0 = 2k + 2/ — 1. Isso ocorre pois, se
2k—2,21+1€{l,---,2" 4+ 1}, entdo, segue diretamente da primeira parte da Afirmacéo 7
(2) que

0 21—1 = 01 2k—1 = Ok—120+1,

ese2l—3,2k+2¢e{1,2,---,2" + 1}, entdo segue da segunda parte que

00k 21—1 = 01—2 2k+1 = O2k+221—3-

Portanto, pela Afirmagdo 7 (1), concluimos que @, , = 0, sempre que e+ o0 = 3(mod 4), uma

vez que
(2i)+(2i—1) =4i—1=3(mod 4).

Provaremos mais geral, para cada k = 2,3,--- ,n+1, o, = 0 sempre que e+0 =1+
2K (mod 2%).
De fato, mostraremos por indugdo sobre k, com a base de indugdo sendo k = 2, feito acima.
Assuma que k < n, e que 0, , = 0, sempre que e+o0 =1+ Zk_l(mod Zk). Entdo, em
particular, otg | = Og 2ny1 =0sempreque € € {1,2,--- ,2"+1}ee= k=1 (mod 2k).
Se Q¢ g1 = 1, entdo uma vez que € € par, segue das Afirmacdes 6 € 7(1) que Qg -1 = O e,
portanto,

(xg)z = [xe,Xer1] =b # 1

uma contradi¢do.

Por isso, Qe 41 = 0 para todo € € {1,2,---,2" + 1} com & = 27! (mod 2), e portanto,
., = 0 para todos os pares (e,0) € {1,2,---,2"+1}?, onde ¢ é par, 0 é impar e e +0 =
1+ 2%(mod 2¥). Isso mostra que (x2;, Z(G,)) é caracteristico em G, como queriamos.

Em particular, segue que (xp»,Z(G,)) é caracteristico em G, e juntamente com Afirmagdo 5,
temos que a unido das classes laterais x;»Z(Gy,) UinX2n+1Z (G,) é um subconjunto caracte-
ristico de G,, e acabou.

Equivalentemente ao que acabamos de fazer por indugdo sobre k, temos que o, , = 0
para todos os pares (e,0) € {1,2,---,2" +1}%, onde e é par e 0 é impar a menos que
e+o0=1+2%mod 2K, isto é, a menos que (e,0) = (2",2"+1). Isso com a Afirmagio 6,

prova a Afirmagdo 8.

Agora, podemos concluir a demonstracao da Proposicao 3.1.1: Pelas Afirmacgdes 5 e 8,
temos que médulo Autcen (Gy), todo automorfismo de G, ou fixa todos os geradores de Gy,
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ou mapeia xon — Xonxpn 1 enquanto fixa todos os outros geradores de G,,.
Em outras palavras, médulo Auten (G, ), todo automorfismo de G, ou fixa os geradores ou é
Q,,, 0 automorfismo ndo central definido anteriormente, ou seja, todo automorfismo de G,

age na unido das classes laterais Autcen (Gy,) UAutcem(Gn)an e dai
|Aut (Gp) : Autoen: (Gy)| = 2,

como queriamos mostrar.
Por fim, observe que Aut..,;(G,) age transitivamente nas classes laterais ndo triviais do
centro Z(G,) e, uma vez que |Z(G,)| = 4, segue que maol(G,) = 8, ¥Yn € N. Em outras

palavras, existem infinitos grupos finitos com maol igual a 8.






Capitulo 4
Consideracoes finais

Este trabalho teve como objetivo principal o estudo de grupos que possuem poucos elementos
em suas Orbitas por automorfismos. Em particular, caracterizamos todos os grupos G tais
que maol(G) € {1,2,3}, e mostramos que existe uma familia infinita de 2-grupos finitos
satisfazendo maol igual a8.

O estudo de grupos que satisfazem outros valores de maol, assim como a resposta da
problemdtica "Qual valor n € Z, tal que Yk < n, hd apenas uma quantidade finita de
grupos G, satisfazendo maol(G) = k?" estdo em aberto e ficam como sugestdo para trabalhos
futuros.

Foi feito um cdédigo na ferramenta GAP, vide figura a seguir.

*macl:= function (3)
local m, n, o, k:
k:=[1:;
n := I—Lutomorg-hismGrou“_& (=)

for g in G do
m:= Orbit(n, g):;
2dd(k, Set(m)):

od;

return Maxzimum(List (Set(k), = -> Size(x)));
end;
[ function( G ) ... end

Figura 4.1 Cédigo GAP

Com o auxilio desse cédigo, verificamos que os seguintes grupos possuem maol igual a

4: os ciclicos de ordens 5, 8, 10 e 12; Z /47 x 7./27Z; o grupo diedral Dg com 8 elementos,

2n71 2 2/172 —1 >

e o grupo quasidiedral QDy» = (r,s;r° =s"=1,srs=r , paran =4, com 16

elementos.
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O cddigo foi rodado percorrendo os grupos tais que |G| < 630, salve os grupos com
ordens 128, 314 e 512, em que o limite de tempo do programa foi excedido (*). Em vista que
16 € a maior ordem dos grupos cujo tamanho méximo de uma 6rbita por automorfismos € 4,
¢ intuitiva a ideia de que esses podem ser, de fato, os tinicos grupos finitos que satisfazem
maol igual a 4.

A seguir temos uma tabela explicitando todos os grupos encontrados com o auxilio da
ferramenta GAP, tais que maol(G) € {4,5,6,7}:

Tabela 4.1 Grupos G tais que maol(G) € {4,5,6,7}

maol(G) | G |G|
ZJmZ, comm € {5,8,10,12} | {5, 8, 10, 12}

4 Z]AZ X 1.]27 8

Dy 8

0D 16

5 Dio 10

7,)57. % 7,47, 20

Z]TL 7

Os 8

7.)97 9

7)37 % T.JAT 12

D> 12

6 | Z/6ZxZL/2Z 12

7147 14

(ZJ4Z % T.)27) 1 7,)27. 16

7/18Z 18

7,/3Z x Sym(3) 18

Z]AZ x Sym(3) 24

(Z/67 % 1./ 27) % 1) 27, 24

Z)2Z %X L)2Z x L] 2T 8

D4 14

7 | 21T XZ)3T 21

(Z)1Z % Z3Z) % Z,)2Z 42

7)2Z(Z)TZ) % Z/3Z) 42

Note que o maior grupo dessa lista tem ordem 42, e o cédigo foi rodado percorrendo
grupos tais que |G| < 630, salvo algumas exceg¢des (*).
Neste trabalho, encontramos uma familia infinita de 2-grupos finitos cujo maol € igual a

8. Ao rodarmos o cddigo restringindo a esse valor, ficou evidente que o grau de liberdade da
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estrutura dos grupos, que satisfazem esse comprimento maximos das 6rbitas por automor-
fismos, € muito alto. De fato, na tabela a seguir explicitamos os 55 grupos G, encontrados
utilizando o algoritmo citado anteriormente, satisfazendo maol(G) = 8 e |G| < 100. Note
que aparecem diversos grupos que nao sdo 2-grupos. Dada a quantidade dos grupos, eles
estdo separados pelas suas ordens na tabela.

Tabela 4.2 Grupos G tais que maol(G) = 8

G |G|
/37 x L]3Z 9
Ay 12
ZJ15Z 15
ZJ16Z; (ZJAZ X Z)27L) X L) 27; Z/AZ X L] AL;
Z/SZXZ/ZZ; Die; Q16 16
LJAZ X 7.)27 X 1|27 7./ 27 x D3
Z]6Z < 1|37 18
Z]20Z 20
ZL]24Z; SL(2,3); Z/12Z x 7./ 2Z; 24
Z]3Z x Dg; Sym(4); Z/27 X A4
Z/30Z 30

(ZJ3Z x ZJ27) x Z)2Z; Q3 » Z]4Z;
(ZJAZ x Z.JAT) x Z,)2Z; QDy; Z./AZ x Ds;
(ZJAZ X L2 X< L]27) X 7] 27Z; (Z )27 % Qg) X Z/2Z; 32
(ZJAZ X727 X 7.)27) x 7./ 27; Z.]27 % QDqs;

(Z/AZ x ZJAT) 1 Z)2T; (Z)27.08) x Z./2Z;
(Z/8Z x Z.)2Z) x Z)2Z; (Z/2ZD3) x Z./2Z.
Z/3Z X QD16 48
(Z]4Z % ZJAT) x ZJAZ; (Z]AZ < ZJAZ x Z./27)Z]2Z;

(Z/8Z x ZJ2Z x 7.)2Z) x Z.)2Z; (Z,)2Z x D1) x Z/2Z;

(Z)2Z x Q16) X Z)2Z; (Z/8Z x Z.)2Z. x 7./ 2Z) x 7./ 2Z;

(Z)2Z % Q16) XN ZL)27; (Z)2Z % (Z/8Z X LJ2ZL)) x Z)2Z;

(ZJAZ x Dg) X Z]27; 7./AZ x QD1¢; (/27 % QD1g) X Z./2Z; 64
(

(

(

(

ZJ8LXLJAL) X Z)27; ((Z)8Z X Z)2Z) X L]27) X 1./ 2Z;

Z)27 x (Z/8Z x ZJATZ)) x Z/2Z; (Z/AZ x ZJAZ x Z.)2Z) x Z./2Z;
(ZJAZ x Dg) x Z)2Z; (Z/AZQ3) x Z/2Z; (ZJAZ x Dg) x Z/2Z;
7]A7 x Q) X127 (Z)27 X ZL]27. X Dg) x 7./ 27

Por fim, o mesmo teste foi feito restringindo os grupos com maol igual a 9 ou 10, afim de
saber se o grau de liberdade dos grupos que satisfazem esses maol também € alto. Entretanto,

observa-se que isso ndo ocorre. Foram encontramos apenas trés grupos tais que maol (G) =9
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e |G| < 630, salvo algumas excegdes (*), e dez grupos com maol(G) = 10 e |G| < 630 (*),

como podemos ver na tabela a seguir:

Tabela 4.3 Grupos G tais que maol(G) € {9,10}

maol(G) | G IGl
Dis B
O | (Z/3ZXZ/IL)NTL/2ZL | 18
(Z)97 X L)3L) % 1)27, | 54

Z/11Z 11
7.)57, % 7.]47 20
Dy 20
7./227. 22
10 | Z/3Zx Dy 30
7.)57. % 7./ 87 40
Z/4Z X Dio 40

(Z/10Z x 7.)27) x .J27 | 40
7.)27 % (Z)5Zx Z.JAZ) | 40
7.)37 % (Z)SZ.x Z.JAZ) | 60

Portanto, algumas perguntas seguem em evidéncia:

Questdo 1. Existe 4 < k <7, tal que hd apenas uma quantidade finita grupos finitos com
maol < k?

Questdo 2. Para todo k maior do que 8, existe uma quantidade infinita de grupos finitos
com maol igual a k?

Essas e todas as outras questdes abordadas nesse capitulo sdo temas para pesquisas

futuras.
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