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RESUMO

Dinâmica de Langevin Aplicada ao Estudo de Magnetohipertermia

em Suspensões Magnéticas

Autor: Andrey Barbosa Guimarães

Orientador: Prof. Rafael Gabler Gontijo

Coorientador: Prof. Francisco Ricardo Cunha

Programa de Pós-graduação em Ciências Mecânicas

Brasília, Abril de 2020

Neste trabalho é realizado um estudo computacional, por meio de simulações diretas de

partículas usando Dinâmica de Langevin, para examinar propriedades macroscópicas relaci-

onadas à microestrutura de �uidos magnéticos, com o próposito de entender como as intera-

ções hidrodinâmicas de longo alcance e dipolares entre partículas magnéticas in�uenciam o

comportamento da susceptibilidade complexa de uma suspensão magnética submetida a um

campo magnético oscilatório. Foi considerado nas simulações um domínio com condições de

contorno periódicas para calcular adequadamente as interações entre as partículas através

da técnica de somas de Ewald, solucionando o problema de divergência devido ao lento

decaimento das interações. A parte real χ′ da susceptibilidade complexa está relacionada

com o armazenamento de energia de campo magnético, enquanto a parte imaginária χ′′

com a dissipação de energia e geração de calor. A parte imaginária da suscetibilidade com-

plexa, prevista pelas simulações, é apresentada em termos de frequência angular, interações

campo-partículas, interações dipolares, fração volumétrica de partículas e do número de

Péclet. Essa propriedade é usada para investigar o processo de magnetohipertermia que é

um campo extremamente promissor de tratamento terapêutico de câncer, através da morte

de células tumorais por elevação local da temperatura, induzida pelas partículas magnéti-

cas submetidas a um campo magnético oscilatório. Dessa forma, foi estudado a in�uência

das interações hidrodinâmicas e dipolares na taxa média de aumento de temperatura. Os

resultados mostram que as interações dipolares induzem as formações não homogêneas de
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cadeias e agregados de partículas aumentando a geração de calor por dissipação de energia

magnética, enquanto as interações hidrodinâmicas atenuam esse efeito. As simulações da

dinâmica de �uidos magnéticos foram realizadas para o modelo de "dipolo �xo", em que o

momento magnético de partículas é �xado em relação à própria partícula. Nossos estudos

também sugerem que a maneira de combinar e controlar parâmetros físicos em frequên-

cia moderada do campo oscilatório aplicado pode melhorar o desempenho de aquecimento

da magnetohipertermia. Os resultados numéricos foram comparados com soluções analí-

ticas assintóticas, nas mesmas condições de parâmetros físicos, para um número pequeno

de Péclet na ausência de interações hidrodinâmicas mostrando uma excelente concordância.

Palavras-chave: Suspensão Magnética, Fluido Magnético, Susceptibilidade Complexa,

Magnetohipertermia, Interação Hidrodinâmica.
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ABSTRACT

Langevin Dynamics Applied to the Study of Magnetic Hyperther-

mia in Magnetic Suspensions

Author: Andrey Barbosa Guimarães

Advisor: Prof. Rafael Gabler Gontijo

Co-advisor: Prof. Francisco Ricardo Cunha

Graduate Program in Mechanical Sciences

Brasília, April 2020

In this work, a computational study is performed through direct particle simulations

using Langevin Dynamics, to examine macroscopic properties related to the microstructure

of magnetic �uids, to understand how long range hydrodynamic interactions and dipolar

interactions between magnetic particles in�uence the complex susceptibility of a magnetic

suspension subjected to an oscillating magnetic �eld. In the simulations a domain with

periodic boundary conditions was considered to calculate the interactions between the par-

ticles using the Ewald sums technique, solving the divergence problem because of the slow

decay of interactions. The real part of complex susceptibility , denoted by χ′ is related to

the storage of magnetic �eld energy, while the imaginary part χ′′ is associated with energy

dissipation and heat generation. The imaginary part of the complex susceptibility predic-

ted by the simulations is presented in terms of angular frequency, �eld-particle interactions,

dipolar interactions, volume fraction of particles and Péclet number. This property is used

to investigate the process of magnetic hyperthermia, being an extremely promising �eld of

therapeutic cancer treatment through tumor cells death by local temperature rise induced

by magnetic particles subjected to an oscillating magnetic �eld. Thus, was studied the in�u-

ence of hydrodynamic and dipolar interactions on the average rate of temperature increase.

The results show that dipolar interactions induce inhomogeneous formations of chains and

particle aggregates increasing heat generation by magnetic energy dissipation, while hy-
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drodynamic interactions attenuate this e�ect. The magnetic �uid dynamics simulations

were performed for the "�xed dipole", in which the magnetic moment of particles is �xed

in relation to the particle. Our studies also suggest that the way to combine and control

the moderate frequency physical parameters of the applied oscillatory �eld may improve

the heating performance of magnetic hyperthermia. Numerical results were compared with

asymptotic analytical solutions under the same physical parameter conditions for a small

number of Péclet in the absence of hydrodynamic interactions showing excellent agreement.

Keywords: Magnetic Suspension, Magnetic Fluid, Complex Susceptibility, Magnetic Hy-

perthermia, Hydrodynamic Interaction.

vi



SUMÁRIO

1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1 Fluidos Magnéticos .......................................................... 1

1.2 Aplicações de Fluidos Magnéticos ..................................... 4

1.3 Revisão Bibliográfica ....................................................... 7

1.3.1 Modelagem de Fluidos Magnéticos..................................... 7

1.3.2 Magnetohipertermia e seu Desenvolvimento Científico ........ 11

1.4 Objetivos ........................................................................ 21

2 Fundamentação Teórica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1 Conexão entre a formulação Macroscópica e a Dinâmica

Microestrutural em Colóides Magnéticos .......................... 23

2.2 Uma breve Discussão sobre as Forças de Interação Fluido-

Partícula para uma Partícula Isolada ................................ 27

2.3 Características do Movimento Browniano .......................... 30

2.4 Equação Diferencial Estocástica de Langevin .................... 31

2.5 Modelagem de Forças e Torques Brownianos ...................... 32

2.6 Forças e Torques Magnéticos............................................ 34

2.7 Iteração Dipolar.............................................................. 36

2.8 Dinâmica de Langevin........................................................ 40

2.9 Relaxação Magnética ....................................................... 42

vii



2.10 Modelos de Magnetização de Equilíbrio ............................. 43

2.11 Adimensionalização e Identificação dos Parâmetros Físicos

do Problema .................................................................... 49

2.12 Interações Magnéticas Periódicas ..................................... 51

3 Interações Hidrodinâmicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.1 Linearidade das Equações de Stokes................................... 57

3.2 A Solução Fundamental .................................................... 60

3.3 Teorema Recíproco de Lorentz.......................................... 64

3.4 Representação Integral do Escoamento de Stokes .............. 66

3.5 Lei de Faxén..................................................................... 67

3.6 Formulação Mobilidade e o Tensor Mobilidade de Rotne-

Prager ............................................................................ 69

3.7 Mobilidades de Beenakker e Interações Hidrodinâmicas Pe-

riódicas ........................................................................... 71

4 Susceptibilidade Complexa do Fluido Magnético . . . . . . . . . . . . . . 76

4.1 Susceptibilidade Complexa: Abordagem Numérica................ 76

4.2 Susceptibilidade Complexa: Abordagem Analítica ............... 79

4.3 Histerese Magnética......................................................... 83

5 Resultados Numéricos - Magnetização de Equilíbrio e Suscep-

tibilidade Complexa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.1 Estudos de Modelos de Magnetização ............................... 89

5.2 O comportamento da Susceptibilidade Complexa do Fluido

Magnético com Interações Dipolares: Resultados e Valida-

ção do Código .................................................................. 93

5.3 A influência das Interações Hidrodinâmicas no comporta-

mento da Susceptibilidade Complexa .................................. 104

5.4 Resultados de Simulações com Interações Hidrodinâmicas e

Dipolares para diferentes números de Péclet ..................... 112

5.5 Curvas de Histerese e Diagramas de Fase ............................ 123

viii



6 Magnetohipertermia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

6.1 Formulação para Taxa Média de Aumento de Temperatura

em Magnetohipertermia .................................................... 137

6.2 Resultados sobre os efeitos Hidrodinâmicos e Dipolares no

Fluido Magnético submetido a Campos Oscilatórios para

aplicações na Magnetohipertermia..................................... 142

6.3 Resultados para Taxa de Aumento de Temperatura na Mag-

netohipertermia considerando um novo campo magnético. .... 159

7 Conclusões e Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

7.1 Conclusões ...................................................................... 164

7.2 Sugestões para Trabalhos Futuros .................................... 168

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

Apêndices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

I Adimensionalização das Equações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

I.1 Adimensionalização das Equações Governantes para uma Sus-

pensão de Partículas Magnéticas sem Interações Hidrodinâ-

micas ............................................................................... 184

II Código Numérico para Abordagem Analítica da Susceptbili-

dade Complexa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

II.1 Código Numérico em Linguagem Fortran para o Cômputo

dos Resultados Analíticos da Susceptibilidade Complexa ..... 187

ix



LISTA DE FIGURAS

1.1 Partícula magnética com uma camada super�cial de surfactantes (Gontijo,

2013). ............................................................................................. 2

1.2 Ilustração esquemática do princípio de magnetohipertermia (Cole et al., 2011). 12

2.1 Representação esquemática de um volume contínuo δV de uma suspensão

magnética, em que x é uma posição �xa no interior do volume material

contínuo, no qual em seu entorno é calculado a propriedade média local e y

percorre o interior do volume in�nitesimal assinalando onde há partículas. .... 25

2.2 Trajetória de uma partícula em movimento browniano. ............................. 30

2.3 Forças magnéticas devido a aplicação de um campo magnético em um pe-

queno elemento de substância magnética polarizada (Gontijo, 2013)............. 35

2.4 Campo magnético em um ponto P devido a presença de um dipolo magnético

(Gontijo, 2013). ................................................................................ 37

2.5 Momento de dipolo �xo, característico de partícula com relaxação magnética

Browniano (Alegretti, 2017)................................................................. 43

2.6 Momento de dipolo desacoplado, característico de partícula com relaxação

magnética de Néel (Alegretti, 2017)....................................................... 43

x



2.7 Fig. (a), cada partícula na suspensão possui momento de dipolo alinhado

em uma direção aleatória, devido a ausência de campo magnético externo.

Fig. (b), tem-se o alinhamento parcial de partículas magnéticas suspensas

na direção do campo magnético aplicado. Resultados obtidos por meio de

simulação computacional de muitos corpos utilizando o código SIMS............ 44

2.8 Esfera com área da superfície hachurada entre θ e θ + dθ. .......................... 45

2.9 Geometria típica de uma suspensão com condições de contorno periódicas,

mostrada em uma perspectiva bidimensional. .......................................... 52

2.10 Esquemática de uma estrutura periódica contendo 9 células e 4 partículas

na célula central, destacando-se as interações dipolares de uma partícula de

referência em preto, com todas as outras partículas. ................................. 53

2.11 Esquemática de uma estrutura periódica contendo 9 células e 11 partículas

na na célula central, destacando-se o método da Mínima Imagem. ............... 55

3.1 Esquemática para a segunda possibilidade. ............................................. 67

4.1 Box com partículas suspensas em um �uido submetidas a um campo mag-

nético oscilatório aplicado. .................................................................. 77

4.2 Desenhos esquemáticos das con�gurações da suspensão magnética conside-

rando três tempos diferentes. Figura (a) para t = 0, cada partícula da

suspensão possui momento de dipolo alinhado em uma direção aleatória. Fi-

gura (b) e Figura (c) para t = t1 e t = t2 respectivamente, representam os

alinhamentos dos momentos dipolares das partículas na direção do campo

magnético oscilatório. ......................................................................... 78

4.3 Figura (a), magnetização de equilíbrio em função do tempo de um �uido

magnético exposto a um campo magnético externo estático, considerando

φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Figura (b), magnetização de equilíbrio

oscilante, após à aplicação de um campo magnético oscilatório, com φ = 0.10,

α = 1, λ = 1, ω = 1 e Pe = 1 . ............................................................. 79

4.4 Magnetização oscilante devido à aplicação de um campo magnético externo

oscilatório, modelo analítico de Berkov et al. (2009). Figura (a), foi conside-

rado os parâmetros físicos com valores φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e ω = 1. Na

�gura (b) considerou-se φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e ω = 4. ............................ 81

xi



4.5 Susceptibilidade complexa do �uido magnético obtida através do modelo ana-

lítico de Berkov et al. (2009). Figura (a) e (b) representam a parte real e

imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência angular

ω, considerado os parâmetros físicos com valores φ = 0.02, α = 1, λ = 1.

Na �gura (c) e (d), parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em

função da frequência angular ω considerando φ = 0.10, α = 1, λ = 1. ........... 82

4.6 Curva de histerese magnética (caminho fechado) representada pela linha con-

tínua. A linha tracejada representa a curva de magnetização inicial. ............ 83

4.7 Comportamento do campo coercitivo com relação ao diâmetro da partícula

(Leite, 2013)..................................................................................... 87

5.1 Magnetização de equilíbrio da suspensão em função do número de partícula

N para φ = 15 %, α = 1 e λ = 1. .......................................................... 90

5.2 Magnetização de equilíbrio em função de α para φ = 15 % e λ = 1. A linha

contínua denota o modelo O(φ) de Langevin, a linha pontilhada representa o

modelo O(φ2) de Ivanov e Kuznetsova (2001) e a linha tracejada representa

o modelo O(φ3) dos mesmos autores. Os círculos preenchidos representam

os valores numéricos........................................................................... 91

5.3 Magnetização de equilíbrio em função de φ com α = 1 e λ = 1. A linha

contínua denota o modelo O(φ) de Langevin, a linha pontilhada representa o

modelo O(φ2) de Ivanov e Kuznetsova (2001) e a linha tracejada representa

o modelo O(φ3) dos mesmos autores. Os círculos preenchidos representam

os valores numéricos........................................................................... 92

5.4 Magnetização de equilíbrio em função de λ com α = 1 e φ = 15 %. A

linha contínua denota o modelo de Langevin, a linha pontilhada representa

o modelo O(φ) de Ivanov e Kuznetsova (2001) e a linha tracejada representa

o modelo O(φ2) dos mesmos autores. Os círculos preenchidos representam

os valores numéricos........................................................................... 93

5.5 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função do número

de partícula N para φ = 0.10, α = λ = Pe = 1 e ω = 4 com interações

dipolares e hidrodinâmicas. ................................................................. 94

xii



5.6 Resultado numérico da magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de

um campo magnético oscilatório em função do tempo, com φ = 0.10, α = 1,

λ = 1 e Pe = 1. Na �gura (a), foi considerado a frequência angular para

ω = 0.5, em (b), ω = 1.0, em (c), ω = 2.5 e (d), ω = 4.0. ........................... 95

5.7 Magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de um campo magnético

oscilatório em função do tempo, com φ = 0.02, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Na �g.

(a) considerou-se ω = 1 e �g. (b) considerou-se ω = 4. As linhas contínuas

representam os resultados analíticos e os quadrados abertos representam os

resultados numéricos obtidos com o método SE. ...................................... 96

5.8 Magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de um campo magnético

oscilatório em função do tempo, com φ = 0.1, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Na �g.

(a) cosiderou-se ω = 1 e �g. (b) considerou-se ω = 4. As linhas contínuas

representam os resultados analíticos e os quadrados abertos representam os

resultados numéricos obtidos com o método SE. ...................................... 97

5.9 Magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de um campo magnético

oscilatório em função do tempo, com φ = 0.01, λ = 1, ω = 1 e Pe = 1. Na �g.

(a) considerou-se α = 5 e �g. (b) considerou-se α = 10. As linhas contínuas

representam os resultados analíticos e os quadrados abertos representam os

resultados numéricos obtidos com o método SE. ...................................... 97

5.10 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular,

com φ = 0.02, α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas.

A linha contínua representa o modelo de Berkov et al. (2009), os círculos

preenchidos representam os valores numéricos obtidos com o método SE e os

círculos vazios representam os valores numéricos obtidos com o método MI. .. 98

5.11 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular,

com φ = 0.06, α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas.

A linha contínua representa o modelo de Berkov et al. (2009), os círculos

preenchidos representam os valores numéricos obtidos com o método SE e os

círculos vazios representam os valores numéricos obtidos com o método MI. .. 100

xiii



5.12 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular,

com φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas.

A linha contínua representa o modelo de Berkov et al. (2009), os círculos

preenchidos representam os valores numéricos obtidos com o método SE e os

círculos vazios representam os valores numéricos obtidos com o método MI. .. 101

5.13 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular com α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas. As linhas

contínuas grossa e �na, representam o modelo de Berkov et al. (2009) res-

pectivamente com, φ = 0.10 e φ = 0.02, os círculos e triângulos preenchidos

representam os valores numéricos obtidos com o método SE para, φ = 0.10

e φ = 0.02 e os círculos e triângulos vazios representam os valores numéricos

obtidos com o método MI para, φ = 0.10 e φ = 0.02. ................................ 102

5.14 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular, com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas. As

linhas contínuas grossa e �na, representam o modelo de Berkov et al. (2009)

com α = 1 e α = 5 respectivamente, os círculos e quadrados preenchidos

representam os valores obtidos com o método SE para α = 1, Pe = 1 e

α = 5 e os círculos e quadrados vazios representam os valores obtidos com o

método MI para α = 1 e α = 5. ............................................................ 103

5.15 Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência an-

gular, com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas.com

linha contínua, traço-ponto e pontilhada representam o modelo de Berkov

et al. (2009) com α = 1, α = 3 e α = 5 respectivamente e os losangos,

triângulos e quadrados abertos representam os valores obtidos com o método

SE para α = 1, α = 3 e α = 5. ............................................................. 104

5.16 Suspensão de partículas magnéticas. Figura (a), com interações dipolares e

�gura (b), com interações dipolares e hidrodinâmicas, ambas considerando

φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1 e Pe = 1. Resultados obtidos por meio de

simulação computacional de muitos corpos.............................................. 105

xiv



5.17 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular,

com φ = 0.02, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. A linha contínua representa o modelo

de Berkov et al. (2009), os losangos vazios e círculos preenchidos representam

os valores numéricos obtidos com o método SE, respectivamente com e sem

interações hidrodinâmicas. .................................................................. 106

5.18 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular,

com φ = 0.06, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. A linha contínua representa o modelo

de Berkov et al. (2009), os losangos vazios e círculos preenchidos representam

os valores numéricos obtidos com o método SE, respectivamente com e sem

interações hidrodinâmicas. .................................................................. 107

5.19 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular,

com φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. A linha contínua representa o modelo

de Berkov et al. (2009), os losangos vazios e círculos preenchidos representam

os valores numéricos obtidos com o método SE, respectivamente com e sem

interações hidrodinâmicas. .................................................................. 108

5.20 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequên-

cia angular com α = 1, λ = 1 e Pe = 1. As linhas contínuas grossa e �na

representam o modelo de Berkov et al. (2009) respectivamente com, φ = 0.10

e φ = 0.02, os círculos e triângulos preenchidos representam os valores nu-

méricos obtidos com o método SE para, φ = 0.10 e φ = 0.02 sem interações

hidrodinâmicas e os losangos e quadrados vazios representam os valores nu-

méricos obtidos utilizando o mesmo método para, φ = 0.10 e φ = 0.02 com

interações hidrodinâmicas. .................................................................. 109

xv



5.21 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequên-

cia angular, com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1. As linhas contínuas grossa, �na

e tracejada, representam o modelo de Berkov et al. (2009) com α = 1, 3 e 5

respectivamente, os círculos, triângulos e quadrados preenchidos represen-

tam os valores obtidos com o método SE para α = 1, 3 e 5 sem interações

hidrodinâmicas e os losangos, triângulos e quadrados vazios representam os

valores numéricos obtidos utilizando o mesmo método para, α = 1, 3 e 5 com

interações hidrodinâmicas. .................................................................. 110

5.22 Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência angu-

lar, ω. A linha contínua representa o resultado numérico com o método (DL)-

Somas de Ewald sem interações hidrodinâmicas e a linha traço-ponto repre-

senta o resultado numérico com o método (DL)-Somas de Ewald com intera-

ções hidrodinâmicas. Os parâmetros utilizados nas simulações são φ = 0.10,

α = 1, λ = 1 e Pe = 1. ....................................................................... 111

5.23 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função de Pe. Os

círculos fechados representam os resultados numéricos com SE na ausência

de IH e os círculos abertos representam os resultados numéricos com SE com

IH ambas com α = 1, λ = 1 φ = 0.10 e ω = 1. As linhas tracejadas e

pontilhadas ligando os pontos tem como objetivo melhorar a visualização. .... 113

5.24 Resultados numéricos da magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação

de um campo magnético oscilatório em função do tempo obtidos com SE,

com φ = 0.01, α = 1, λ = 1 e ω = 1. Na �gura (a), foi considerado nas

simulações Pe = 1, (b) com Pe = 1.5, (c) com Pe = 2 e (d) com Pe = 3. ...... 114

5.25 Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de Pe para ω = 1 e

ω = 2. Os símbolos fechados representam os resultados numéricos com SE e

sem IH e os símbolos abertos representam os resultados numéricos com SE e

considerando IH. Outros parâmetros utilizados nas simulações são φ = 0.10,

α = 1 e λ = 1. As linhas tracejadas e pontilhadas ligando os pontos tem

como objetivo melhorar a visualização. .................................................. 115

xvi



5.26 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular, ω, para vários Pe. Os símbolos fechados representam os resultados

numéricos com SE e sem IH e os símbolos abertos representam os resulta-

dos numéricos com SE considerando IH. Outros parâmetros utilizados nas

simulações são φ = 0.10, α = 1 e λ = 1. As linhas tracejadas e pontilhadas

ligando os pontos tem como objetivo melhorar a visualização. ................... 116

5.27 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular, ω, para vários Pe. Os símbolos fechados representam os resultados

numéricos com SE sem IH e os símbolos abertos representam os resultados

numéricos com SE considerando IH. Outros parâmetros utilizados nas simu-

lações são φ = 0.10, α = 1 e λ = 1. As linhas tracejadas e pontilhadas

ligando os pontos tem como objetivo melhorar a visualização...................... 117

5.28 Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de φ para α = 1,

λ = 1, Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados

numéricos com SE e sem IH e os círculos abertos representam os resultados

numéricos com SE na presença de IH..................................................... 118

5.29 Parte imaginária da susceptibilidade complexa normalizada por χs em função

de φ para α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Os círculos fechados representam os

resultados numéricos com SE sem IH para ω = 2 e os quadrados fechados

representam os resultados numéricos com SE considerando IH e para ω = 6. .. 119

5.30 Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de λ para α = 1,

φ = 0.1, Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados

numéricos com SE na ausência de IH e os círculos abertos representam os

resultados numéricos com SE e IH. ....................................................... 120

5.31 Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de λ para α = 1,

φ = 0.1 e Pe = 1. Os símbolos fechados representam os resultados numéricos

com SE e sem IH............................................................................... 121

5.32 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa normalizada por χs em

função de α para λ = 1, φ = 0.01 e ω = 1. Os símbolos abertos representam

os resultados numéricos com SE e sem IH, sendo os triângulos com Pe = 1,

círculos com Pe = 1.5 e quadrados com Pe = 2. ...................................... 122

xvii



5.33 Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa normalizada por χs em

função de α para λ = 1, φ = 0.01 e ω = 1. Os símbolos abertos representam

os resultados numéricos com SE e sem IH, sendo os triângulos com Pe = 3,

círculos com Pe = 4, quadrados com Pe = 5 e losangos com Pe = 6. O

encarte mostra o detalhe dos resultados numéricos para 4 ≤ α ≤ 10. ............ 123

5.34 Curvas de histerese para φ = 0.1, ω = 1, λ = 1, α = 1 e Pe = 1. A linha

contínua representa o resultado analítico e os quadrados abertos representam

o resultado numérico. ........................................................................ 124

5.35 Curvas de histerese para φ = 0.1, ω = 1, α = 1 e Pe = 1, obtidas por meio

dos resultados numéricos. .................................................................... 125

5.36 Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos

utilizados nas simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1

e Pe = 1 na presença de IH. Os parâmetos utilizados nas simulações em (d),

(e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1 e Pe = 2 na presença de IH. ........ 126

5.37 Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos

utilizados nas simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1

e Pe = 10 na presença de IH. Os parâmetos utilizados nas simulações em

(d), (e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1 e Pe = 15 na presença de IH. 127

5.38 Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos

utilizados nas simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 2

e Pe = 1 na presença de IH. Os parâmetos utilizados nas simulações em (d),

(e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 2 e Pe = 2 na presença de IH. ....... 128

5.39 Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos

utilizados nas simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 2

e Pe = 10 na presença de IH. Os parâmetos utilizados nas simulações em

(d), (e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 2 e Pe = 15 na presença de IH. 129

xviii



5.40 (a): diagramas de fase e (b): curvas de histerese da magnetização de equilí-

brio para vários Pe. Outros parâmetros físicos utilizados nestas simulações

são α = 1, λ = 1, φ = 0.10 e ω = 1 na presença de IH. ............................. 130

5.41 (a): diagramas de fase e (b): curvas de histerese da magnetização de equilí-

brio para vários Pe. Outros parâmetros físicos utilizados nestas simulações

são α = 1, λ = 1, φ = 0.10 e ω = 2 na presença de IH. .............................. 131

5.42 Área de histerese normalizada pelo máximo em função de Pe para φ = 0.10,

α = 1, λ = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados

numéricos com SE e sem IH e os círculos abertos representam os resultados

numéricos com SE na presença de IH. As linhas tracejadas e pontilhadas

ligando os pontos tem como objetivo melhorar a visualização...................... 132

5.43 Curvas de histerese para φ = 0.01, ω = 1, λ = 1 e Pe = 1. Resultado ana-

lítico representado por linha contínua e o resultado numérico, representado

por losangos abertos. Na �g. (a) considerou-se nas simulações α = 1 e na

�g. (b) com α = 5. ............................................................................ 133

5.44 Curvas de histerese para φ = 0.01, ω = 1, λ = 1 e Pe = 1 obtidas por

meio dos resultados numéricos. A linha traço ponto representa o resultado

numérico para α = 1, a linha contínua �na para α = 5 e a linha contínua

grossa para α = 10............................................................................. 134

5.45 Curvas de histerese para φ = 0.01, ω = 1, λ = 1 e α = 1 obtidas por meio

dos resultados numéricos. A linha traçada representa o resultado numérico

para Pe = 1, a linha contínua �na para Pe = 1.5 e a linha contínua grossa

para Pe = 2. .................................................................................... 135

5.46 Curvas de histerese para φ = 0.01, α = 1, λ = 1 e Pe = 1 obtidas por meio

dos resultados numéricos. .................................................................... 136

6.1 Esboço de um modelo prototípico para magnetohipertermia: (a) mostra um

tumor impregnado com partículas magnéticas sob ação de um campo mag-

nético oscilatório, (b) mostra uma ampliação de uma região típica dentro do

tumor com as partículas magnéticas e (c) detalhe de uma partícula magné-

tica típica com uma camada de surfactante, a �m de evitar a formação de

aglomerados (Figura desenvolvida pelo prof. Rafael Gabler). ...................... 138

xix



6.2 Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 1, λ = 1 e

Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, os símbolos

fechados representam os resultados numéricos com SE e sem IH e os símbolos

abertos representam os resultados numéricos com SE e IH. ........................ 143

6.3 Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 1, λ = 1 e

Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, os símbolos

fechados representam os resultados numéricos com SE e sem IH e os símbolos

abertos representam os resultados numéricos com SE e IH. ........................ 143

6.4 Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para φ = 0.01,

λ = 1 e Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, os

símbolos fechados representam os resultados numéricos com SE e sem IH. ..... 145

6.5 Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω → ∞. A linha contínua representa o resultado analítico, os

círculos fechados representam os resultados numéricos com SE e sem IH. ...... 146

6.6 Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados numéricos

com SE e sem IH e os círculos abertos representam os resultados numéricos

com SE na presença de IH................................................................... 147

6.7 Taxa média de aumento de temperatura em função de λ para φ = 0.10,

α = 1, Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados

numéricos com SE e sem IH e os círculos abertos representam os resultados

numéricos com SE e IH....................................................................... 149

6.8 Taxa média de aumento de temperatura em função de α para φ = 0.01, λ = 1

e ω = 1 e Pe = 1. Resultado numérico com SE e sem IH com quadrados

abertos e resultado analítico representado por linha contínua. ..................... 151

6.9 Taxa média de aumento de temperatura em função de α para φ = 0.01, λ = 1

e ω = 1. Os símbolos abertos representam o resultados numéricos com SE e

sem IH para Pe = 1, Pe = 1.5 e Pe = 2. ................................................ 151

6.10 Taxa média de aumento de temperatura em função de α para φ = 0.01, λ = 1

e ω = 1. Os símbolos abertos representam os resultados numéricos com SE

e sem IH para Pe = 3, Pe = 4, Pe = 5 e Pe = 6. ..................................... 152

xx



6.11 Aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1, Pe = 1

e ω = 1. A linha contínua representa o resultado analítico, a linha traço

ponto representa o resultado numérico com SE e sem IH e a linha pontilhada

representa o resultado numérico com SE e IH. ........................................ 153

6.12 Aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1,

Pe = 1.5 e ω = 1. A linha traço ponto representa o resultado numérico com

SE e sem IH e a linha pontilhada representa o resultado numérico com SE e

IH. ................................................................................................. 153

6.13 Aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1,

Pe = 2.0 e ω = 1. A linha traço ponto representa o resultado numérico com

SE e sem IH e a linha pontilhada representa o resultado numérico com SE e

IH. ................................................................................................. 154

6.14 Taxa de aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1,

Pe = 1 e ω = 1. A linha contínua representa o resultado numérico com SE

e sem IH e a linha tracejada representa o resultado numérico com SE e IH. ... 154

6.15 Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.01 e

ω = 1. Os quadrados fechados representam os resultados numéricos com SE

para Pe = 1.5 e os quadrados abertos representam os resultados numéricos

com SE para Pe = 1.0. ....................................................................... 156

6.16 Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.01

e Pe = 1. Os quadrados fechados representam os resultados numéricos com

SE para ω = 3 e os quadrados abertos representam os resultados numéricos

com SE para ω = 1. ........................................................................... 157

6.17 Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, λ = 1, e Pe = 1.

Os círculos fechados representam os resultados numéricos com SE e sem IH

para φ = 0.1 e ω = 1, os círculos abertos representam os resultados numéricos

com SE e IH para φ = 0.1 e ω = 1 e os quadrados abertos representam os

resultados numéricos com SE e sem IH para φ = 0.01 e ω = 3. .................... 157

6.18 Aumento da temperatura média em função de φ para o tempo adimensional

de t = 35×105 com α = 1, λ = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os

resultados numéricos com SE para Pe = 1.5 e os círculos abertos representam

os resultados numéricos com SE para Pe = 1.0. ...................................... 158

xxi



6.19 Campo mag1 em função do tempo, representado por traço-ponto e campo

mag2 representado por linha contínua. ................................................... 159

6.20 Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 1, λ = 1

e Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, símbolos

fechados e abertos representam os numéricos com SE, sem IH..................... 161

6.21 Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 5, λ = 1,

φ = 0.01 e Pe = 1. A linha contínua representa o resultado analítico,

símbolos fechados e abertos representam os resultados numéricos com SE,

sem IH. .......................................................................................... 161

6.22 Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados e abertos representam os resultados

numéricos com SE e sem IH................................................................. 162

6.23 Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω = 1, considerando somente o campo mag2. Símbolos fechados e

abertos representam os resultados numéricos com SE e sem IH. .................. 162

6.24 Taxa média de aumento de temperatura em função de λ para φ = 0.10,

α = 1, Pe = 1 e ω = 1. Círculos fechados e abertos representam os resultados

numéricos com SE e sem IH. ............................................................... 163

6.25 Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, Pe = 1, λ = 1,

φ = 0.01 e ω = 1. Quadrados fechados e abertos representam os resultados

numéricos com SE sem IH. .................................................................. 163

xxii



LISTA DE SÍMBOLOS

Lista de Símbolos

∇ Operador gradiente

∇· Operador divergente

∇× Operador rotacional

∇2 Operador Laplaciano
∂
∂t

Operador derivada temporal
D
Dt

Operador derivada material

δij Operador delta de Kronecker

δ(x) Funcão delta de Dirac

ε0 Permissividade elétrica do vácuo

κm Permeabilidade relativa

µ0 Permeabilidade magnética do vácuo

µ Permeabilidade magnética do meio

η Viscosidade dinâmica do �uido

ν Viscosidade cinemática do �uido

ρ Massa especí�ca

ρs Densidade de polo magnético

σ Tensor de tensões do meio

σh Tensor de tensões hidrodinâmico

χ Suceptibilidade magnética

B Inducão magnética

E Campo Elétrico

xxiii



H Campo magnético

J Densidade de corrente elétrica

M Magnetizacão

u Campo de velocidade

I Tensor identidade

D Tensor taxa de deformacão

W Tensor taxa de rotacão

g Aceleracão da gravidade

x Vetor posicão espacial

p Pressão

p∗ Pressão mecânica

L Momento angular

t Vetor de tensões

Dt Coe�ciente de difusão Browniano translacional

DR Coe�ciente de difusão Browniano rotacional

Ms Magnetizacão de saturacão

M0 Magnetizacão de equilíbrio

Md Magnetizacão do sólido

kB Constante de Boltzmann

T Temperatura

Us Velocidade de Stokes

k Vetor número de onda

Φm Potencial magnético

Λ, Y e Υ Parâmetros de calibracão de forcas repulsivas

` Escala típica de comprimento

r Distância entre os centros das esferas

a Raio de uma esfera

εij Distância entre as superfícies de duas esferas i e j

xxiv



Lista de Abreviaturas

MHD Magnetohidrodinâmica

FHD Ferrohidrodinâmica

DL Dinâmica de Langevin

MH Magnetohipertermia

SE Somas de Ewald

MI Mínima Imagem

NPM Nano partícula magnética

Grupos Adimensionais

Re Número de Reynolds

Pe Número de Péclet

Per Número de Péclet rotacional

St Número de Stokes

Str Número de Stokes rotacional

φ Fracão volumétrica de partículas

α Interação campo-partícula

λ Interação partícula-partícula

xxv



CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 Fluidos Magnéticos

Fluido magnético ou ferro�uido é uma classe particular de suspensão magnética coloidal,

composta pela adição de pequenas partículas de material magnético, possuindo um diâmetro

médio de aproximadamente 10nm em um �uido base, como óleos sintéticos, éster ou água

(Rinaldi et al., 2005; Odenbach, 2009). Um �uido magnético típico é geralmente composto

por um conjunto de partículas de ferrita ou magnetita em escalas nanométricas dispersas em

um �uido transportador. Para que um �uido magnético seja útil para aplicações práticas,

ele deve ser estável com relação a formação de agregados devidos às forças atrativas entre

partículas. A interação entre partículas ocorre diretamente por três mecanismos: repulsão

estérica, forças atrativas de Van der Waals, ambas forças de curto alcance, e força mag-

nética, devido a interação entre os momentos de dipolo das partículas. Para evitar forças

atrativas de curto alcance, geradoras de agregados na suspensão, são aplicados na superfície

das partículas uma �na camada de surfactantes (�gura 1.1), que agem como nano molas

repulsoras evitando a formação de agregados (Jansons, 1983). Outro exemplo de suspen-

sões magnéticas, são as suspensões magnetoreológicas (SMR) sintetizadas com partículas

magnetizáveis de tamanho micrométrico, dispersas num �uido base não magnético. Esta
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segunda classe de suspensões magnéticas, diferencia-se dos �uidos magnéticos devido ao

tamanho micrométrico das partículas. Dessa forma, as suspensões magnetoreológicas não

estão sujeitas ao movimento Browniano, induzido por agitação térmica molecular, resul-

tando em uma maior instabilidade com relação a formação de agregados e maior memória

magnética (Dang et al., 2000).

10 nm

2 nm

Figura 1.1: Partícula magnética com uma camada super�cial de surfactantes (Gontijo,

2013).

De acordo com Rosensweig (1985), uma forma de manter a estabilidade de um �uido

magnético é satisfazendo a seguinte relação:

Energia térmica

Energia magnética
=

kBT

µ0MdHvp
≥ 1 , (1.1)

dessa forma, a estabilidade de um �uido magnético é preservada quando a energia térmica

associada ao movimento Browniano é maior ou igual à energia magnética. Na equação

(1.1), kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura do �uido, µ0 é a permeabilidade

magnética no vácuo, Md a magnetização do material que constitui as partículas, H é a

intensidade do campo magnético e vp é o volume das partículas. O diâmetro máximo de

partícula esférica que satisfaz uma condição de estabilidade é determinado por

d ≤
(

6kBT

πµ0MH

)1/3

, (1.2)
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isso signi�ca que para garantir a estabilidade de uma suspensão magnética, as partículas

devem ser pequenas (≈ 10nm).

As aplicações da dinâmica de �uidos na engenharia, até recentemente, eram restritas

a sistemas em que campos elétricos e magnéticos não desenpenhavam nenhum papel. No

entanto, a combinação de campos magnéticos e �uidos polares, acarretou mais atenção por

conta de diversas aplicações em vários campos, tais como reações termonucleares controla-

das, projeto de reatores químicos, medicamentos e impressão silenciosa de alta velocidade

(Rinaldi et al., 2005).

A ferrohidrodinâmica é uma área da Mecânica dos Fluidos que estuda o movimento de

�uidos in�uenciados por forças de polarização magnética. É razoável desde o início enfatizar

a diferença entre ferrohidrodinâmica (FHD) e magnetohidrodinâmica (MHD). Em MHD a

força que atua sobre o volume de �uido é a força de Lorentz, resultante da passagem de

uma corrente elétrica em um �uido condutor não necessariamente magnético, formando um

ângulo com a direção do campo magnético aplicado. No entanto, em FHD não precisa

haver corrente elétrica atuando no �uido e geralmente não há nenhuma. A força magnética

em FHD é uma força de polarização que ocorre num meio magnetizável na presença de

um campo magnético. Materiais ferromagnéticos são compostos por domínios nos quais os

momentos magnéticos dos átomos individuais são orientados numa direção �xa.

Se a concentração das partículas magnéticas não for elevada, os efeitos das interações

entre as partículas magnéticas podem ser desprezados. Neste caso, as partículas magné-

ticas, cada uma delas com um momento magnético, podem ser tratadas como pequenos

imãs permanentes. Portanto, o comportamento magnético de todo o líquido terá caráter

paramagnético e pode ser descrito usando a equação de Langevin para a magnetização de

sistemas paramagnéticos (Rosensweig, 1985).

Modelos teóricos para �uido magnético diluídos, em que as interações magnéticas en-

tre partículas podem ser desprezadas, levam a resultados muitos consistentes para essas

suspensões extremamente diluídas, mas para suspensões mais densas esses modelos não po-

dem explicar as propriedades e comportamentos dos �uidos magnéticos, pois as interações

entre partículas tornam-se importantes, conduzindo não apenas a correlações entre par-

tículas, mas também, ao surgimento de cadeias e agregados, alterando signi�cativamente

3



as características efetivas dos �uidos magnéticos (Ivanov e Kuznetsova, 2001). Em vários

trabalhos, na literatura, as interações hidrodinâmicas entre as partículas magnéticas são ne-

gligenciadas. Estudos teóricos apontaram a necessidade de estudar o efeito das interações

hidrodinâmicas para uma descrição mais realista do comportamento microestrutural das

suspensões magnéticas (Berkov et al., 2009). Simulações em computador com interações

hidrodinâmicas mostraram que mesmo quando esse mecanismo é uma ordem de magnitude

mais fraca que as forças brownianas, ainda induz efeitos de re�uxo que dominam a redução

da velocidade média de sedimentação com o aumento da fração volumétrica de partículas

(Gontijo e Cunha, 2015 e 2017). Isso signi�ca, que mesmo para suspensões coloidais as

interações hidrodinâmicas podem ser importantes (Padding e Louis, 2004).

O estudo de sistemas monodispersos é extremamente relevante para que o efeito de cada

fator possa ser analisado separadamente nas propriedades macroscópicas de �uidos mag-

néticos densos. Dessa forma, compreender e prever a reologia e dinâmica das suspensões

brownianas ainda é um assunto de interesse fundamental e tecnológico. A presença de inte-

rações hidrodinâmicas no sistema de muitos corpos também di�culta o tratamento teórico

dessa matéria. Assim, o desenvolvimento de técnicas de simulação, considerando efeito das

interações hidrodinâmicas, ainda requer avanços adicionais (Banchio e Brady, 2003).

O foco principal deste trabalho é examinar a in�uência das interações dipolares e in-

terações hidrodinâmicas na resposta dinâmica de magnetização de um �uido magnético

submetido a um campo magnético oscilatório. Dessa forma, estudar o mecanismo de dis-

sipação de energia magnética, na forma de calor, e consequentemente o desempenho na

hipertermia magnética. Alguns dos principais resultados deste trabalho, foram publicados

em Physics of Fluids, para maiores detalhes veja Guimarães, Cunha e Gontijo (2020).

1.2 Aplicações de Fluidos Magnéticos

A maioria das aplicações tecnológicas associadas aos �uidos magnéticos ocorre na pre-

sença de um campo magnético aplicado. Essa interação campo-dipolo de longo alcance

exerce um torque magnético nas partículas que equilibra os torques brownianos resultantes

das �utuações moleculares dos líquidos. Esse equilíbrio de torque rege a dinâmica microes-

trutural do material. A possibilidade de monitorar e controlar as propriedades físicas dos
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�uidos magnéticos através de um campo aplicado, tornou esses materiais altamente atraen-

tes e promissores para uma variedade de possíveis aplicações (Rosensweig, 1985; Odenbach,

2009; Hadavand et al., 2013).

No campo de aplicações biológicas e biomédicas avançadas, �uidos magnéticos têm

atraído bastante interesse, por exemplo: na liberação de fármacos, imagem por ressonância

magnética, engenharia térmica e tratamento de câncer por magnetohipertermia (Rinaldi

et al., 2005; Xuan et al., 2005; Odenbach, 2009). Na técnica de magnetohipertermia, um

�uido magnético é introduzido no tumor e submetido a um campo magnético oscilatório.

A rotação dos momentos de dipolos magnéticos das partículas devido ao campo aplicado,

induz um armazenamento de energia magnética pelas partículas e também uma dissipa-

ção na forma de calor de uma parte desta energia transmitida pelo campo, acarretando

um aumento local na temperatura do tumor. Portanto, as células cancerígenas, sendo mais

sensíveis ao aumento de temperatura que as células saudáveis, são enfraquecidas ou destrui-

das, levando a uma intensi�cação no processo de cura, em conjunto com outros tratamentos

como a quimioterapia (Zubarev, 2019; Branquinho et al., 2013).

Um dos problemas mais importantes na tecnologia moderna é o resfriamento de dis-

positivos eletrônicos e as limitações estabelecidas na temperatura máxima, que não pode

exceder o valor aceitável para garantir o trabalho correto de um dispositivo. A solução para

o problema de resfriamento é muito importante para o bom funcionamento desses dispositi-

vos, que sofrem aquecimentos no tempo com bastante intensidade tornando o resfriamento

desses elementos muito importante. Da grande necessidade do desenvolvimento de tecno-

logias de arrefecimentos e�cientes, Lipnicki e Waloryszek (2005) por meio de estudos sobre

escoamentos de �uidos magnéticos em tubos, desenvolveram um dispositivo de refrigera-

ção para micro sistema eletromecânico, apresentando-se e�ciente para remoção de calor

dos chips. Além disso, Timko et al. (2009) exploraram a in�uência do campo magnético

e elétrico combinado na permissividade do papel transformador utilizado em transforma-

dores de potência. Os experimentos mostraram que a permissividade do sistema isolador

consistindo em papel de transformador puro e papel de transformador impregnado depende

naturalmente do número de papel camadas e que o efeito magnetodielétrico dependia da

concentração de nanopartículas de magnetita em �uidos magnéticos.

Aplicações sobre convecção magnética vem sendo desenvolvidas em ambientes nos quais
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as forças gravitacionais não são capazes de movimentar o �uido, tornando-se bastante uti-

lizada na industria aeorespacial. Gontijo e Cunha (2012) apresentaram resultados de um

trabalho experimental relacionados à convecção magnética dentro de cavidades. Os autores

mostraram que o campo magnético aumenta a instabilidade no �uxo convectivo, levando a

uma mistura mais e�caz, e assim, uma distribuição de temperatura mais estatisticamente

homogênea dentro da célula de teste.

A modi�cação da superfície de nanopartículas por moléculas orgânicas é importante

não apenas para a fabricação de nanocompósitos, mas também para aplicações biológicas.

Nanopartículas magnéticas modi�cadas com moléculas orgânicas têm sido amplamente uti-

lizadas para aplicações biotecnológicas e biomédicas. Elas oferecem um alto potencial para

numerosas aplicações biomédicas, como separação de células, extração automatizada de

DNA e direcionamento de genes (Yoza et al., 2003; Kuhara et al., 2004; Lázaro et al.,

2005). Com o propósito de aplicações biomédicas, Tetsuya et al. (2006) apresentaram

estudos referente à síntese de nanopartículas magnéticas de óxido de ferro para o desenvol-

vimento de um sistema biomolecular modi�cando a superfície da partícula por moléculas

orgânicas.

A primeira evidência experimental de um efeito de viscosidade negativa num �uido mag-

nético foi apresentada por Bacri et al. (1995). Em um escoamento de Poiseuille, a vortici-

dade é equilibrada por um campo magnético constante que impede a rotação de partículas

magnéticas individuais. Mutuamente, um campo magnético alternado auxilia a vortici-

dade e favorece esta rotação. Assim, a energia magnética é parcialmente transformada no

momento angular das partículas, que por sua vez é convertido em um movimento hidrodi-

nâmico do �uido. Rychkov et al. (2006) controlaram a viscosidade de um �uido magnético

em escoamento, através da aplicação de um campo magnético externo. O efeito da mu-

dança na viscosidade da suspensão foi devido ao alinhamento da orientação das partículas

magnéticas na direção de um campo externo aplicado, gerando o aumento da viscosidade

efetiva do �uido.

Zahn (1995) apresentou estudos sobre bombeamento ferrohidrodinâmico em campos

magnéticos oscilatórios uniformes, em que os campos magnéticos aplicados ao longo e trans-

versalmente ao eixo da conduta são espacialmente uniformes e variam com o tempo de forma

senoidal. Além disso, Gwan (1999) projetou uma bomba linear de �uido magnético, em
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que, é ativado por pulsos de deslocamento de campo magnético arrastando a água dentro

da bomba. Lindner et al. (2013) realizaram simulações com o intuito de compreender a in-

�uência das propriedades magnéticas para aplicação nos processos de separação magnética

de alto gradiente, nos quais, as forças magnéticas externas foram simuladas por meio do

método de elementos �nitos e incorporadas numa simulação computacional de dinâmica de

�uidos.

O equilíbrio de uma coluna de �uido magnético dentro de um capilar cilíndrico foi

investigado na presença de um campo magnético externo uniforme por Bashtivoi (2002),

em que constatou-se, que devido à deformação do menisco do �uido, a queda de pressão

super�cial no �uido diminui nos campos longitudinal e transversal ao eixo capilar. Cunha,

Sousa e Morais (2002) analisaram o comportamento dinâmico de uma bolha em um �uido

magnético incompressível, notando uma drástica redução das instabilidades, inibindo o

colapso dessas bolhas, atenuando a cavitação de máquinas hidráulicas. Uma outra aplicação,

em que o processo de extração de petróleo e de controle de desastre ecológicos podem ser

favorecido, é a separação de óleo e água por meio magnéticos (Cunha e Sobral, 2004). Uma

análise de estabilidade linear para avaliar o comportamento das ondas de concentração

em leitos �uidizados polarizados foi realizada por Cunha, Sobral e Gontijo (2013). As

interações das partículas magnetizadas com um campo magnético externo produziram uma

estabilização mais forte das instabilidades lineares em leitos �uidizados.

1.3 Revisão Bibliográ�ca

1.3.1 Modelagem de Fluidos Magnéticos

A magnetização na escala macroscópica, representa o efeito médio das componentes dos

momentos de dipolo na direção do campo magnético aplicado. Também é dependente da

microestrutura do �uido magnético in�uenciando em suas propriedades. Dessa forma, o

entendimento das propriedades relacionadas à microestrutura dos �uidos magnéticos nos

permite quanti�car as propriedades de transporte desses materiais e controlar sua estabi-

lidade contra a formação de agregados de uma forma mais e�caz. Portanto, é importante

entender o comportamento da magnetização com o campo magnético aplicado, e assim,

7



descrever o �uido magnético de maneira mais e�ciente.

Com o propósito de estudar os efeitos das interações dipolares entre nanopartículas na

magnetização, um modelo estatístico, baseado na relação entre a função de correlação de

pares de um sistema espacial homogêneo de partículas dipolares e a magnetização, foi de-

senvolvido para descrever as propriedades magnetostáticas dos �uidos magnéticos densos e

as propriedades dielétricas dos �uidos polares (Ivanov et al., 2001). Esta função de corre-

lação de pares foi calculada com auxílio da teoria de pertubações de primeira ordem sobre

a intensidade da interação dipolar, perante a presença de um campo magnético externo

uniforme. Além disso, um novo tipo de modelo bidimensional foi desenvolvido utilizando

o método da lattice-Boltzmann de modo a estudar as propriedades reológicas dos �uidos

magnéticos (Hirabayashi et al., 2001). Este modelo baseia-se no algoritmo de �uxo contínuo

para partículas que se movem na mesma grade hexagonal padrão. Dessa forma, cada partí-

cula ocupa um estado marcado por dois vetores, o que torna possível expressar a rotação do

momento magnético efetivo, apresentando-se adequado para simular vários comportamentos

de �uidos magnéticos in�uenciados pela rotação do momento magnético. Um outro modelo

numérico abrangente de nanopartículas magnéticas foi desenvolvido com uma abordagem

do modelo de esfera macia, para estudos da in�uência das interações magnéticas na magne-

tização, fornecendo uma base de fundamental compreensão da física real das nanopartículas

e de suas interações dipolares (Li et al., 2017).

Propriedades médias de magnetização dos �uidos magnéticos foram calculadas por meio

de um modelo de formação de agregados combinado com a teoria de campo médio (Ivanov

et al., 2004). Considerando interações dipolares entre partículas, foram obtidas expressões

para a magnetização e susceptibilidade inicial. Ao comparar os resultados alcançados com

as simulações de dinâmica molecular, foi observado que, em grandes acoplamentos dipo-

lares, o modelo de formação de agregados parece apresentar melhores previsões do que

outras abordagens analíticas, apoiando a ideia de que a formação de cadeias e agregados de

partículas magnéticas é um elemento de fundamental importância nos estudos de modelos

com fortes interações dipolares. Ainda, um outro modelo numérico de dinâmica do �uido

magnético foi desenvolvido por Berkov et al. (2007). Considerando que a anisotropia mag-

netocristalina do material magnético das partículas do �uido magnético é �nita, de modo

que o momento magnético da partícula gire em relação à própria partícula. Portanto, após
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o desligamento do campo externo, simularam o comportamento da magnetização de um

�uido magnético para dois tempos distintos de relaxação magnética, isto é, comparando os

resultados com o tempo de relaxação de Néel com o tempo de relaxação Browniano.

A mudança no comportamento reológico é frequentemente de�nida como uma alteração

na viscosidade efetiva do �uido. Assim, Zubieta et al. (2009) apresentaram um modelo de

magnetização que busca capturar a mudança no comportamento reológico devido à aplica-

ção de um campo magnético externo na suspensão magnética. No caso do �uido magnético,

um modelo newtoniano foi usado para modelar a variação na viscosidade que é observada

quando um campo magnético é aplicado. Outros estudos sobre o efeito da viscosidades

de uma suspensão quando submetida a um campo magnético externo, cujas as partículas

sólidas possuem momentos magnéticos �xos, foram apresentados por Shliomis (1972). O

modelo proposto pelo autor, conseguiu uma boa concordância com resultados experimen-

tais. Neste modelo observaram que o campo magnético de orientação impede a rotação das

partículas em um escoamento de um líquido vorticial, tendo como resultado o aumento da

viscosidade efetiva. Entretanto, o movimento browniano e as forças hidrodinâmicas exer-

cem um efeito desorientador nos momentos magnéticos. Além disso, Zubarev et al. (2002)

estudaram teoricamente e experimentalmente as propriedades reológicas dos �uidos magné-

ticos densos. Nos experimentos a dependência da viscosidade efetiva no campo magnético

mostrou-se muito mais signi�cativa do que o previsto por teorias conhecidas. Desenvolve-

ram então um novo modelo teórico para explicar e descrever esses resultados. Este modelo

baseia-se no pressuposto de que a formação de cadeias e agregados no �uido magnético

induz a um forte efeito magnetoviscoso.

Tendo em conta as interações entre as partículas magnéticas, um modelo foi proposto

para obtenção de uma descrição quantitativa dos efeitos magnetoviscosos (Odenbach, 2003).

Uma pequena fração volumétrica de partículas no �uido, acarretam uma formação de ca-

deias e agregados de partículas que dominam as propriedades reológicas dos �uidos na

presença de campos magnéticos. Dessa forma, veri�cou-se através do modelo que a viscosi-

dade de um �uido magnético pode ser fortemente in�uenciada pela presença de um campo

externo. Ilg (2008) estudou também, por meio de simulações computacionais, a in�uên-

cia dessas forças atrativas entre partículas na estrutura e dinâmica dos �uidos magnéticos.

Constatando que na presença de um campo magnético, as forças atrativas su�cientemente
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fortes levam à formações de um conjunto de cadeias e agregados de partículas magnéticas e

consequentemente uma mudança nas propriedades reológicas do �uido. Ainda, Holm e Weis

(2005) revisaram avanços sobre o comportamento dos �uidos magnéticos, se concentrando

em questões de comportamento de fase e formação de microestrutura com e sem um campo

magnético aplicado externamente, e realizaram uma análise da in�uência da polidispersi-

dade que é uma característica quase inevitável de qualquer �uido magnético real. Além do

mais, Rinaldi et al. (2005) apresentaram avanços em reologia e escoamentos de �uidos mag-

néticos, incluindo, propondo modelos para estudos sobre o relaxamento de magnetização e

equações governantes da ferrohidrodinâmica.

Um outro modelo proposto por Liu et al. (2010) foi desenvolvido para estudos da evolu-

ção microestrutural, propriedades reológicas e as energias potenciais de �uidos magnéticos

sob cisalhamento. Suas simulações de dinâmica molecular foram realizadas baseadas em

uma teoria de dipolo magnético. A magnetização nos campos magnéticos fracos e mo-

derados, apresenta-se maior no sistema polidisperso do que no monodisperso, de acordo

com simulações utilizando o método de Monte Carlo realizadas por Kristóf e Szalai (2003).

Analisaram também a in�uência da polidispersidade nas propriedades de equilíbrio dos sis-

temas com fortes interações dipolares e forças repulsivas de curto alcance. Gwan (2002)

apresentou um modelo para obtenção da con�guração do �uido magnético sob força de um

campo externo aplicado. Para a análise da con�guração do �uido magnético, foram resol-

vidos simultaneamentes as equações de Maxwell e Navier-Stokes, para a energia do campo

magnético e energia mecânica do �uido respectivamente.

Para que as equações de continuidade e momento fossem escritas em termos de variá-

veis médias, um modelo foi proposto por Sobral e Cunha (2003), os quais, investigaram a

estabilidade de um leito �uidizado magnético contra distúrbios da onda plana de pequenas

amplitudes. Além disso, Cunha e Sobral (2004) apresentaram as equações contínuas que

regem o movimento de um �uido magnético. Os estudos foram aplicados, para descrever

o movimento de uma gota magnética livremente suspensa em um �uido viscoso submetido

a um campo magnético permanente, determinando soluções assintóticas para escoamen-

tos em tubos. Também, Cunha e Couto (2008) desenvolveram uma nova formulação geral

para a integral de contorno hidrodinâmica-magnética tridimensional para superfícies livres

magnéticas em escoamentos viscosos de baixos números de Reynolds. Utilizando o método
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numérico de Somas de Ewald para o cômputo das interações dipolares de longo alcance,

Wang et al. (2002) desenvolveram um modelo para �uidos magnéticos e estudaram em

detalhes a susceptibilidade inicial, as curvas de magnetização e a microestrutura do �uido

magnético em diferentes concentrações de partículas e momentos dipolares variados, por

meio de simulações de dinâmica molecular.

1.3.2 Magnetohipertermia e seu Desenvolvimento Cientí�co

O câncer é uma das principais causas de mortalidade humana. Os tratamentos atuais,

como cirurgia e quimioterapia, podem ter efeitos colaterais indesejáveis, incluindo danos

ao tecido saudável. A hipertermia magnética, chamada também de magnetohipertermia,

é um campo de tratamento alternativo do câncer, que pode matar as células cancerosas

por elevação signi�cativa da temperatura das células tumorais, mantendo o tecido saudável

envolvente a um nível moderado (Kappiyoor et al., 2010). Esta técnica, consiste em inserir

partículas magnéticas na região tumoral, diretamente no tumor ou por via intravenosa em

uma suspensão coloidal, direcionada magneticamente para o tecido canceroso (Day et al.,

2009). Em seguida aplica-se um campo magnético oscilatório nesta região. A rotação das

partículas em razão do campo magnético oscilatório aplicado, acumuladas no tumor, induz

um aumento local de temperatura devido a energia magnética dissipada pela partícula na

forma de calor. Este aumento local de temperatura produz regiões com temperaturas médias

que variam entre 42o - 48o C (Zubarev et al., 2015a; Zubarev et al., 2015b; Zubarev, 2019).

Devido às células cancerígenas serem mais sensíveis a um aumento de temperatura quando

comparadas com as células saudáveis, este aumento local de temperatura do tumor acaba

sendo mais prejudicial para estas, causando sua morte por termo-apoptose, o que faz com

que a técnica de magnetohipertermia seja extremamente promissora, especialmente para o

tratamento de tumores pequenos ou profundos (Day et al., 2009; Zubarev et al., 2015a).

Para um tratamento ideal com magnetohipertermia, deve-se aumentar su�cientemente a

temperatura das células tumorais, mantendo a temperatura dos tecidos saudáveis abaixo de

42o C. Uma maneira de aumentar o efeito da magnetohipertermia é elevar a concentração

de partículas na região tumoral. No entanto, a partir de determinada concentração de par-

tículas, suas interações dipolares e hidrodinâmicas não podem ser ignoradas (Berkov et al.,
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2009). Dessa forma, entender e controlar a in�uência de interações magnéticas dipolares e

hidrodinâmicas de longo alcance nas taxas de incremento de temperatura, especialmente em

regimes de maior concentração de partículas, torna-se de fundamental importância. A �-

gura (1.2) ilustra de modo esquemático o funcionamento da técnica de magnetohipertermia.

De acordo com a �gura, as nanopartículas magnéticas-(NPMs) biocompatíveis, são introdu-

zidas e acumuladas na região tumoral. Uma força magnética pode ser utilizada para atrair

ativamente as nanopartículas para o espaço do tumor. As NPMs direcionadas ao tumor, são

submetidas a um campo magnético oscilatório, gerando calor e aquecendo-se localmente.

A temperatura tem que ser mantida no intervalo de 42o C − 48o C, preferencialmente por

no mínimo 30 minutos para as células cancerígenas morrerem por termo-apoptose. Acima

deste intervalo, ocorrem as mortes das células canceríginas e células saudáveis próxima ao

tumor por termo-necrose. Nesse processo de termo-necrose as células ao morrerem espa-

lham o material celular, provocando uma resposta in�amatória (Moroz et al., 2002).

Figura 1.2: Ilustração esquemática do princípio de magnetohipertermia (Cole et al., 2011).

12



Do ponto de vista físico, para que seja possível predizer a taxa de aumento da tem-

peratura, deve-se conhecer o comportamento da magnetização da suspensão em função do

tempo. Assim, dado um campo aplicado do tipo Hz = H0 sen(ωt), Hx = Hy = 0, sendo

Hz(t) a função que expressa o comportamento do campo aplicado em função do tempo, H0

a amplitude do campo aplicado, ω a frequência angular e t o tempo. A expressão capaz de

computar a taxa de aumento da temperatura no tempo é dada por (Zubarev e Yushkov,

1998; Berkov et al., 2009; Zubarev et al., 2015b)

dθ

dt
=

µ0

ρece

1

T

∫ T

0

M∗(t)
dHz

dt
dt =

µ0H0ω

ρece

1

T

∫ T

0

M∗(t) cos(ωt)dt , (1.3)

também expressa por

dθ

dt
=
µ0H

2
0ω

ρece
χ′′(ω) , (1.4)

no qual θ representa a temperatura absoluta de uma região com partículas magnéticas, µ0

é a permeabilidade magnética do vácuo, ρe = ρ1φ + (1 − φ)ρ0 é a densidade especí�ca,

ce = c1φ + (1 − φ)c0 é o calor especí�co, os índices 0 e 1 representam respectivamente as

partículas e o meio e M∗(t) representa o comportamento da magnetização dimensional no

tempo. O termo χ′′(ω) é a parte imaginária da susceptibilidade complexa, descrita com

mais detalhe no capítulo 4, denotada por

χ′′(ω) = χs
1

T

∫ T

0

M(t) cos(ωt)dt , (1.5)

em que χs = Ms/H0 é a susceptibilidade de saturação, T é o período de aplicação do campo

oscilatório sendo um múltiplo de 2π/ω, M(t) representa o comportamento da magnetização

adimensional no tempo.

A frequência e amplitude do campo magnético oscilatório aplicado usado para gerar o

aquecimento é limitada por respostas �siológicas destrutivas, como por exemplo, estimula-

ção dos músculos periféricos e esqueléticos, estimulação cardiáca, arritmia e aquecimento

indutivo inespecí�co do tecido. Dessa forma, para aplicações de magnetohipertermia seguras

ao ser humano, o campo magnético oscilatório aplicado é utilizado na faixa de H0 = 0− 15

kA/m e a frequência na faixa de 0, 05− 1, 2 MHz (Pankhurst et al., 2003).

Uma das principais informações sobre a técnica de magnetohipertermia é a taxa na qual

a temperatura do tumor aumenta (equação 1.4). Essa taxa depende da resposta da mag-

netização de comportamento oscilatório do �uido magnético. Modelos teóricos para �uidos
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magnéticos diluídos, onde as interações dipolares entre partículas são negligenciadas, levam

a resultados consistentes dessa taxa apenas para suspensões magnéticas extremamente di-

luídas. Mas para suspensões mais densas, onde essas interações se tornam importantes,

observa-se um desvio signi�cativo entre teoria e experimentos (Ivanov e Kuznetsova, 2001;

Landi et al., 2017). Do ponto de vista das aplicações modernas, as concentrações de par-

tículas variando entre 5 e 10 % são consideradas relativamente altas. Mesmo para baixas

concentrações de partículas, experimentos mostram que forças dipolares entre partículas

magnéticas em campos magnéticos fortes, induzem a formação de cadeias e agregados de

partículas, afetando as propriedades macroscópicas dos �uidos magnéticos (Rinaldi et al.,

2005).

Estudos de �uidos magnéticos submetidos a um campo magnético oscilatório externo

mostram que os efeitos das interações dipolares na suscetibilidade complexa χ(ω) = χ′(ω)+

iχ′′(ω) de um �uido magnético aumentam o valor absoluto de sua parte imaginária com um

mudança de pico para frequências mais baixas (Berkov e Gorn, 2001). A relação, entre a

susceptibilidade complexa e a viscosidade magnética dos �uidos magnéticos, foi apresentada

por Fannin et al. (1995). Os resultados obtidos em experimentos mostraram que, embora

as interações dipolares entre as partículas tenham um efeito substancial nas propriedades

dos ferrocolóides, o efeito da interação hidrodinâmica entre as partículas também pode

ser relevante. Com o auxílio das simulações da dinâmica de Langevin, um importante

artigo de Berkov e Gorn (2001) mostrou como um grau extra de liberdade relacionado à

rotação interna dos dipolos magnéticos pode afetar a suscetibilidade complexa dos �uidos

magnéticos. Portanto, as informações apresentadas acima apontam para a importância de

explorar questões relevantes relacionadas à resposta instável da magnetização de �uidos

magnéticos como a in�uência das das interações hidrodinâmicas e o efeito de uma escala

de tempo de relaxação magnética na suscetibilidade complexa.

A descrição física referente à dinâmica de magnetização de �uidos magnéticos submeti-

dos a um campo oscilatório pode ser fornecida através da determinação das partes reais e

imaginárias da suscetibilidade complexa (Fannin et al., 1988; Batrudinov et al., 2017). A

parte real está relacionada com o armazenamento da energia do campo magnético, enquanto

a parte imaginária está associada com dissipação de energia e geração de calor (Berkov et

al., 2009; Soto-Aquino e Rinaldi, 2015). É importante notar que essas de�nições estão pró-
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ximas aos módulos viscoelásticos G′ (elástico) e G′′ (viscoso) em outro contexto de �uidos

complexos, como líquidos poliméricos (Bird et al., 1987). Na verdade, o componente imagi-

nário da suscetibilidade complexa é a quantidade fundamental para examinar a hipertermia

magnética (Soto-Aquino e Rinaldi, 2015). Em frequências mais baixas, a escala de tempo

do campo magnético é geralmente comparável ao tempo efetivo que as partículas levam

para relaxar. Portanto, a resposta de magnetização está em fase com o campo magnético

oscilatório. À medida que a frequência do campo aumenta, o tempo característico do campo

magnético é, geralmente, mais rápido que o tempo de relaxamento das partículas, e a mag-

netização não está mais em fase com o comportamento oscilatório do campo magnético

(Ludwig et al., 2017).

Para melhora dos efeitos em magnetohipertermia, Kappiyoor et al. (2010) examinaram

seis tipos de materiais candidatos ao uso. Os resultados do aquecimento produzidos pelas

nanopartículas, indicaram que nanopartículas de ferrita de bário e ferrita de cobalto são

incapazes de produzir um aquecimento su�ciente para aplicação em magnetohipertermia.

Porém, para o ferro-cobalto ocorreu um rápido aumento da taxa de temperatura tornando-se

inseguro sua aplicação. As pesquisas mostraram que nanopartículas de magnetita, mague-

mita e ferro-platina foram capazes de produzir aquecimentos estáveis e de maior controle,

mostrando-se adequadas para aplicações, tornando possível o aquecimento de tumores acima

de 42o C, enquanto mantêm a temperatura do tecido saudável circundante abaixo desse va-

lor. Nanopartículas de óxido de ferro superparamagnéticas foram exploradas por Laurent

et al. (2011). Segundo os autores uma distribuição não homogênea de partículas no tecido

pode levar à ocorrência de pontos quentes devido a alta temperatura provocando necrose

do tecido. O controle preciso das propriedades físico-químicas desses sistemas magnéticos é

crucial para aplicações de hipertermia, pois o calor induzido é altamente dependente dessas

propriedades (Yasemian et al., 2019; Das et al., 2019)

Propriedades magnéticas e hipertérmicas de nanopartículas de ferro foram estudadas por

Mehdaoui et al. (2010) e os resultados comparados e discutidos com a teoria da resposta

linear. As medições de hipertermia foram realizadas em um campo magnético alternado em

frequências entre 5 e 300 kHz. As nanopartículas de ferro não apresentaram propriedades

maximizadora de hipertermia magnética. Apostolov et al. (2011) utilizaram-se de um

modelo Hamiltoniano com uma técnica de função de Green, para estudos de diferentes
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nanopartículas em nível microscópico, para uma melhor aplicação na magnetohipertermia,

utilizando diferentes ferritas. As diferentes amostras dependentes da composição e tamanho

de partículas foram investigadas através de análises de suas temperaturas de transição de

fase e campo coercitivo, com variação da temperatura para obtenção de um valor ideal

necessário na hipertermia magnética.

Com intuito de compreender o mecanismo de aquecimento, e assim, produzir partícu-

las com um tamanho ótimo para aplicação em hipertermia magnética, Roca et al. (2012)

realizaram estudos sobre a taxa de aquecimento em três conjuntos de nanopartículas de

magnetita e maghemita com diâmetros de 5, 28 e 45 nm. O aumento signi�cativo no aque-

cimento para as partículas de 45 nm sugere, segundo os autores, que possa estar associado

com à rotação das partículas. As nanopartículas de 5 nm não resultaram em aquecimento

signi�cativo, quando o tempo de relaxação de Néel é o mecanismo dominante para o aque-

cimento. Para partículas de 28 nm, o aquecimento é dominado pelo tempo de relaxação

browniano. Verde et al. (2012) exploraram o papel da anisotropia magnética de nanopar-

tículas de ferrita de cobalto com diâmetros variando entre 3 a 14 nm. As investigações de

hipertermia magnética foram realizadas a 500 kHz com uma amplitude de campo magnético

senoidal de até 5.4 k Am−1. Os parâmetros magnéticos foram extraídos de dados da magne-

tização estática, que mostraram que tanto a magnetização de saturação como a coercividade

aumentam com a expansão do tamanho de partícula. Nemala et al. (2014) investigaram a

magnetohipertermia dependente da temperatura em �uidos magnéticos, constituída por na-

nopartículas de Fe3O4 superparamagnéticas revestidas com dextrano, submetidas a campos

magnéticos oscilatórios externos de várias frequências e amplitudes. O valor da potência

especí�ca dissipada (SLP - Speci�c Loss Power), reduziu com o aumento da temperatura.

O SLP é de�nido como a potência térmica dissipada por unidade de massa de material

ativo na presença de um campo magnético oscilatório e também quanti�ca a e�ciência de

aquecimento de �uidos e materiais magnéticos (Branquinho et al., 2013)

Outros estudos realizados com partículas de óxido de ferro, por meio de experimentações

e simulações, para aplicação em magnetohipertermia, foram apresentados por Murase et al.

(2011). As nanopartículas magnéticas foram injetadas diretamente no tecido tumoral. Atra-

vés de uma função de densidade de probabilidade da distribuição do tamanho das partículas

com base na distribuição log-normal, os autores computaram, mediante as simulações, a
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taxa de dissipação de energia e a taxa de aumento de temperatura ∆θ/∆t, mostrando uma

dependência da frequência e tamanho das partículas. Os valores ótimos atingidos se apre-

sentaram para partículas com diâmetros de aproximadamente 24 nm. Dessa forma, existe

um tamanho ótimo de nanopartículas para dissipação de calor (Gangwar et al., 2019; Ku-

sigerski et al., 2019). Deatsch e Evans (2014) estudaram a in�uência dos comportamentos

coletivos das nanopartículas em suspensão, avaliando o efeito da concentração de nanopar-

tículas na e�ciência de aquecimento. A partir de estudos experimentais, surgiram uma forte

tendência de indicação que o aumento da concentração de partículas leve uniformemente a

uma diminuição do tempo de relaxação magnética.

Wu e Wang (2017) investigaram a força e a frequência ótimas do campo magnético

oscilatório para uma suspensão de nanopartículas de magnetita, com a �nalidade de aplica-

ção em procedimentos de tratamentos por meio da magnetohipertemia. As nanopartículas

magnéticas monodispersas formaram agregados em regiões alvo em que é previsto um am-

biente magneticamente e interativamente forte. Yoshida et al. (2017) exploraram o efeito

do alinhamento do eixo fácil na magnetização dinâmica de nanopartículas imobilizadas e

expostas a um campo magnético oscilatório. As simulações numéricas foram realizadas ba-

seadas em uma equação de Fokker-Planck, na qual as distribuições de probabilidade para as

direções de eixo fácil são levados em consideração na simulação das amostras de nanopartí-

culas preparadas, obtendo um bom resultado quantitativo entre experimentos e simulações.

Já Miaskowski e Sawicki (2013) apresentaram uma nova investigação complementar de tra-

tamento com hipertermia magnética baseada tanto nas experiências quanto na metodologia

numérica para análise do fenômeno do aquecimento de partículas magnéticas. Os resultados

obtidos à partir da calibração dos parâmetros foram aplicados em simulações numéricas,

computadas com base no método de elementos �nitos, levando em conta os efeitos físicos,

como calor metabólico e resfriamento da pele por convecção. Outros resultados de expe-

rimento por meio, da susceptibilidade complexa do �uido magnético foram apresentados

por Shokuhfar e Afghahi (2013). Com uma boa estabilidade das nanopartículas FeCo para

uma fração volumétrica muito baixa. Porém após aumentar o tamanho e a concentração das

nanopartículas, a estabilidade do �uido magnético diminui devido à interação magnética e

à consequente agregação de nanopartículas.

Simulações de partículas magnéticas injetadas em um tecido maligno e posteriomente
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submetidas a um campo magnético oscilatório foram realizadas por Astefanoaei et al.

(2014). A evolução da temperatura em tecidos saudáveis e tumorais foram obtidas por

meio de simulações, utilizando o método de elementos �nitos em um modelo termo-�uido.

Sadat et al. (2014) estudaram o efeito de nanopartículas de óxido de ferro (Fe3O4) sobre

a relaxação magnética, medindo o comportamento de aquecimento em campos magnéticos

alternados de alta frequência. Conde-Leborán et al. (2015) estudaram sistematicamente as

propriedades de aquecimento de um sistema de nanopartículas magnéticas com comporta-

mento do tipo ferromagnético, distribuídas aleatoriamente no espaço. Em seus resultados

mostraram que a colinearidade dos eixos fáceis marcam um limite para a dissipação de calor

em baixas condições de interações dipolares. Marin et al. (2015) apresentaram um modelo

teórico para a determinação do calor especí�co efetivo de um �uido magnético. Com este

modelo, avaliaram diferentes aproximações do calor especí�co efetivo de um �uido magné-

tico, à base de água com partículas de magnetita, sugerindo uma equação prática para o

cálculo da taxa efetiva de aquecimento de �uidos magnéticos.

Astefanoaei et al. (2016) analizaram os efeitos hipertérmicos gerados pelas partículas

magnéticas com baixa temperatura de Curie, dentro de uma con�guração tumoral e subme-

tidas a um campo magnético oscilatório. A distribuição espacial das partículas e o campo

de temperatura foi determinado pela resolução da equação de convecção-difusão em teci-

dos porosos. Os resultados mostraram que a distribuição espacial das partículas in�uencia

signi�cativamente o campo de temperatura do tumor. Coisson et al. (2016) estudaram

a hipertermia magnética, em condições não-adiabáticas, por meio do desenvolvimento de

um modelo termodinâmico que leva em consideração o calor trocado pela amostra com o

ambiente circundante. Portanto, a taxa de absorção especí�ca pode então ser determinada

com precisão apenas a partir da medição da temperatura da amostra no estado estacio-

nário de equilíbrio. Egolf et al. (2016) apresentaram estudos sobre magnetohipertermia,

empregando nano�os rotativos magneticamente. A geração de calor é induzida por fricção

�uida na camada limite dos nano�os em movimento. Um modelo cinemático de rotação

de nano�os foi apresentado baseando-se em uma abordagem teórica contínua válida para

números de Knudsen baixos. Kafrouni e Savadogo (2016) revisaram o progresso recente no

desenvolvimento de nanopartículas magnéticas para hipertermia magnética analisando as

limitações e os avanços na síntese dessas partículas abordando novas perspectivas sobre o
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desenvolvimento de novos nanomateriais biocompatíveis e biofuncionais para hipertermia

magnética.

Os materiais ferro-ferrimagnéticos possuem uma característica importante de apresen-

tarem histerese. A histerese ocorre em decorrência da energia dissipada para inverter os

dipolos magnéticos durante uma mudança de direção do campo magnético. A área da curva

de histerese nos dá a energia dissipada em forma de calor por unidade de volume quando o

material está sob ação de campo magnético (Branquinho et al., 2013). Três tipos de teorias

para o cálculo das áreas de ciclos de histerese de nanopartículas magnéticas foram explo-

radas por Carrey et al. (2011). Um resultado importante deste estudo é que a anisotropia

das nanopartículas magnéticas sistentizadas é um parâmetro importante para entender as

propriedades da hipetermia magnética. Vallejo-Fernandez e O'Grady (2013) calcularam o

efeito da distribuição da anisotropia no aquecimento por histerese em nanopartículas mag-

néticas para aplicações de hipertermia. A distribuição de constantes de anisotropia foi

considerada Gaussiana e seus efeitos quanti�cados em termos do calor gerado por perdas

de histerese.

Kita et al. (2010) realizaram simulações numéricas para nanopartículas ferromagné-

ticas de domínio único com simetrias magnéticas cúbicas e uniaxiais obtendo curvas de

M(H) juntamente com pequenos loops formando ciclos de histerese. Para geração de

calor utilizaram-se nanopartículas ferromagnéticas. Connord et al. (2014) descreveram

uma con�guração para medir os ciclos de histerese gerados em alta frequência de amostras

magnéticas, por meio de um campo magnético alternado. Os ciclos de histerese de alta

frequência foram medidos usando integração numérica de sinais. Sasayama et al. (2015)

examinaram a perda de energia magnética pelas partículas por histerese. Essas perdas fo-

ram calculadas por meio de medição dos ciclos de histerese, com propósito de aplicação em

magnetohipertermia. Uma simulação numérica baseada na função Langevin foi realizada

para validação dos resultados experimentais. Raikher e Stepanov (2014) estudaram partí-

culas superparamagnéticas anisotrópicas uniaxialmente suspensas em um �uido viscoso e

sujeitas a um campo oscilatório. Tendo em conta as relaxações magnéticas internas (Néel) e

externas (Browniana), os autores obtiveram uma expressão simples para a susceptibilidade

complexa do �uido magnético.

Lahiri et al. (2016) estudaram a hipertermia induzida por campo magnético em nano-
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�uidos com partículas de Fe3O4 revestidos com fosfato à base de água, sintetizados por

um método de co-precipitação utilizando soluções de sais ferrosos e férricas, amônia e ácido

ortofosfórico. Observou-se que a taxa de absorção especí�ca inicialmente aumenta com a

concentração da amostra, atinge um máximo em uma concentração ótima, e diminui com

uma concentração além do ideal. Essa diminuição é atribuída ao aumento das interações

dipolares e agregação de partículas, agindo para redução da susceptibilidade inicial e a

área de ciclo de histerese. Coisson et al. (2017) estudaram áreas de ciclos de histerese

magnética e hipertermia em nanopartículas magnéticas com o objetivo de fornecer métodos

con�áveis e reproduzíveis de medição da taxa de absorção especí�ca. Foram mensuradas as

áreas de ciclos de histerese estática, áreas de ciclos de histerese dinâmicos e hipertermia de

uma solução aquosa. Munoz-Menendez et al. (2017) pesquisaram o papel da polidispersi-

dade de anisotropia das partículas em relação à amplitude do campo magnético oscilatório,

usando uma técnica de Monte Carlo. Em seus resultados apontaram para um melhora-

mento no aquecimento global com o uso de partículas com grande anisotropia, ao passo

que para conseguir um aquecimento local homogêneo mostrou-se melhor o uso de partículas

de anisotropia inferior, garantindo que a maioria do sistema obtenha condições de ciclo de

histerese.

O número total de pontos de injeção de �uido magnético, bem como a sua localização

dentro de um tecido tumoral, desempenham um papel signi�cativo no método de magne-

tohipertermia (Boroon et al., 2018). Dessa forma, a distribuição uniforme de concentração

de partículas magnéticas é importante para uma distribuição homogênea de temperatura.

A dependência da susceptibilidade magnética complexa de um �uido magnético à base de

água com partículas de magnetita, na frequência e amplitude de campo, foram exploradas

por Malaescu et al. (2018). Os resultados mostraram que o pré-aquecimento da amostra

de �uido magnético permite que a temperatura da amostra seja levada a níveis de interesse

para aplicações médicas, como o tratamento do câncer por hipertermia magnética de teci-

dos tumorais, em um tempo muito menor para pequenas amplitudes do campo magnético

alternado, do que seria o caso se a amostra não fosse pré-aquecida. Abu-Bakr e Zuba-

rev (2019) apresentou estudos teóricos teórico sobre o aumento de temperatura produzida

por um sistema de partículas ferromagnéticas com interações magnéticas, submetida a um

campo magético rotativo. Mostrou-se que as interação magnética entre as partículas au-
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menta signi�cativamente a intensidade da produção de calor. Assim, o efeito térmico no

campo rotativo é pronunciadamente maior que o efeito no polarizado linear.

1.4 Objetivos

GERAL

O presente trabalho tem como principal objetivo o desenvolvimento de um estudo com-

putacional sobre a in�uência dos efeitos das interações dipolares e interações hidrodinâmicas

na susceptibilidade complexa do �uido magnético submetido a um campo magnético oscila-

tório. Predizer as taxas de aumento de temperatura obtidas em técnicas de magnetohiper-

termia, considerando interações magnéticas e hidrodinâmicas de longo alcance entre todas as

partículas que constituem o �uido magnético. Esse estudo é particularmente importante,

pois os atuais modelos teóricos são válidos apenas para �uidos magnéticos diluídos, nas

quais existem teorias assintóticas capazes de prever o comportamento da magnetização de

equilíbrio de um �uido magnético. Entretanto, conforme aumenta-se a fração volumétrica

de partículas, as atuais teorias assintóticas não são mais capazes de prever o comporta-

mento das propriedades de �uidos magnéticos. Portanto se faz necessário o uso de recursos

computacionais para que a física em questão possa ser compreendida e controlada de modo

satisfatório. Além disso, até o momento, o efeito das interações hidrodinâmicas de longo

alcance tem sido negligenciado devido à sua di�culdade de implementação computacional.

Nesse trabalho esses efeitos serão também considerados.

ESPECÍFICOS

1. Realizar simulações diretas de partículas magnéticas usando o método Dinâmica de

Lagevin para obter a evolução temporal de uma suspensão magnética, com condições

de contorno periódicas, submetida a um campo magnético oscilatório do tipo senoi-

dal. Determinar numéricamente a magnetização oscilante no tempo e analisar o seu

comportamento considerando vários parâmetros físicos do problema.

2. Desenvolvimento de um código numérico, que a partir de um arquivo de saída, com

dados de simulações realizadas no contexto de campos magnéticos oscilatórios, seja
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capaz de calcular, via integração numérica, o comportamento da susceptibilidade com-

plexa do �uido magnético, e posteriormente a taxa de aumento da temperatura da

suspensão em função do tempo. Comparar os resultados obtidos numericamente com

teorias assintóticas.

3. Desenvolver um estudo computacional de como as interações hidrodinâmicas e di-

polares, entre partículas magnéticas, in�uenciam o comportamento dos módulos da

susceptibilidade complexa do �uido magnético submetido a um campo magnético os-

cilatório aplicado.

4. Estudar as áreas formadas pelas curvas de histereses obtidas por meio da magneti-

zação, e veri�car qual a in�uência das interações dipolares na dissipação da energia

magnética na forma de calor, representada por essa área.

5. Analisar a in�uência do número de Peclet no comportamento das partes real e ima-

ginária da susceptibilidade complexa, e também na taxa média de aumento de tem-

peratura do �uido magnético.

6. Com base em simulações computacionais, predizer a taxa média de aumento de tem-

peratura e temperatura média, obtidas em técnicas de magnetohipertermia. Estudar

o efeito da fração volumétrica de partículas. Examinar as interações dipolares e hidro-

dinâmicas no comportamento da susceptibilidade complexa e nas taxas de aumento

de temperatura em função dos parâmetros físicos do problema.
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CAPÍTULO 2

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo, são apresentados os fundamentos teóricos importantes para o estudo de

�uidos magnéticos com foco na escala da partícula. Na primeira parte, é apresentada uma

relação entre a formulação macroscópica e a dinâmica microestrutural em �uidos magné-

ticos de�nindo-se o conceito de magnetização a partir da microestrutura do material. São

abordados tópicos fundamentais para o desenvolvimento desta tese como, as equações de

Langevin aplicada à simulação microestrutural de �uidos magnéticos e sistemas periódicos,

com abordagem do método das somas de Ewald, para o cômputo de interações magnéticas

periódicas.

2.1 Conexão entre a formulação Macroscópica e a Dinâ-

mica Microestrutural em Colóides Magnéticos

A hidrodinâmica de �uidos magnéticos é uma área de pesquisa que possui grande inter-

face entre a formulação macroscópica contínua das equações de balanço que descrevem o

movimento de um �uido magnético e a dinâmica microestrutural de um �uido magnético.

A magnetização de um �uido na ação de um campo externo leva ao surgimento de novos
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termos na equação do movimento segundo uma abordagem Euleriana contínua. Esses no-

vos termos dependem fortemente da modelagem do campo de magnetização do material.

Entretanto, alguns termos que surgem na equação evolutiva de magnetização dependem da

física que acontece na microescala. Essa seção pretende de�nir o conceito de magnetização

à partir da microestrutura do material.

A magnetização na escala macroscópica mede o estado de polarização de um meio con-

tínuo magnetizado. Nesta seção, será de�nido o conceito de momento de dipolo magnético

ou momento magnético, como uma propriedade advinda de mecanismos em escalas na-

noscópicas, de uma partícula em uma suspensão coloidal magnética e sua relação com a

magnetização de um meio, como uma propriedade macroscópica. A caracterização do mo-

mento de dipolo e magnetização, será obtida de acordo com o desenvolvimento apresentado

por Cunha (2012).

A de�nição do momento de dipolo magnético m medido em joules por tesla ( JT−1) ou

em ampère metro quadrado (Am2), pode ser feita, considerando um circuito fechado de

pequena área transversal ∆A, com um �uxo de corrente elétrica I constante. Por de�nição,

o momento de dipolo magnético associado a este circuito, é dado por

m = I∆An , (2.1)

no qual n é o vetor unitário normal a ∆A, de�nido pelo sentido da corrente elétrica. Sejam

os momentos de dipolos distribuídos de forma estatisticamente homogêneo e independen-

tes no volume material δV , formado por um número su�cientemente grande de partículas

magnéticas, dessa forma o cálculo da média dos momentos de dipolos contidos em δV pos-

sui variações muito pequenas na escala local ∆V . Assim, pela hipótese de ergodicidade, a

média volumétrica dos momentos de dipolos é equivalente a média de distribuição de pro-

babilidade associada aos momentos de dipolo magnéticos das partículas contidas em δV .

Deste modo, de�ne-se a média volumétrica dos momentos magnéticos distribuídos em δV ,

como

<m > (x, t) = lim
δV ′→δV

1

δV ′

∫
δV ′
m(y, t)dV , (2.2)

em que x é uma posição �xa no interior do volume material δV , no qual em seu entorno é

calculado a propriedade média local e y percorre o interior do volume in�nitesimal, podendo

estar no domínio do �uido base contínuo ou no domínio das partículas (�gura 2.1). Como
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se trata de uma média volumétrica, para um tempo t �xo ou em regime permanente, a

dependência do tempo nos termos não será explicitada.

Fluido Base

x

  y

Figura 2.1: Representação esquemática de um volume contínuo δV de uma suspensão mag-

nética, em que x é uma posição �xa no interior do volume material contínuo, no qual em seu

entorno é calculado a propriedade média local e y percorre o interior do volume in�nitesimal

assinalando onde há partículas.

Decompondo o volume δV como a soma do volume do �uido base e volume das partículas

magnéticas, tem-se que

δV = δVm +
N∑
k

vkp , (2.3)

com δVm sendo o volume do �uido, N é o número total de partículas magnéticas contidas

em δV e vp é o volume de uma partícula. Dessa forma, a equação (2.2) pode ser escrita,

como

<m > (x, t) = lim
δV ′→δV

1

δV ′

[∫
δVm

m(y)dV +

∫
∑N
k vkp

m(y)dV

]
. (2.4)

Agora observe que m(y) = 0 se y ∈ δVm, pois o �uido base não se polariza, assim a

integral de volume em δVm é nula. Tem-se então que

<m > (x, t) = lim
δV ′→δV

1

δV ′

∫
∑N
k vkp

m(y)dV . (2.5)
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A equação (2.5) representa uma média volumétrica de todos os momentos de dipolo

magnéticos orientados na direção do campo magnético aplicado. A magnetização na escala

do contínuo, representa o efeito médio das componentes dos momentos de dipolo magné-

ticos na direção do campo magnético aplicado, dessa forma, para �uidos magnéticos, o

vetor magnetização M , pode ser visto como uma medida global do grau de alinhamento

de momentos magnéticos com o campo externo aplicado. Considerando uma suspensão

monodispersa com N partículas de volume vp e aproximando a equação (2.5) por sua re-

presentação discreta, obtém-se que

<m >=

(
1

δV

) N∑
k=1

mkvkp = vp

(
N

δV

)(
1

N

N∑
k=1

mk

)
, (2.6)

em que a média dos momentos de dipolo magnéticos é de�nida por

m =
1

N

N∑
k=1

mk , (2.7)

e o número de densidade de partículas, como

n =
N

δV
. (2.8)

Substituindo a equação (2.7) e (2.8) em (2.6), obtém-se que

<m >= vpnm = φm , (2.9)

em que φ = nvp é a fração volumétrica de partículas em δV . Assim, a magnetização M ,

sendo uma média volumétrica de momentos magnéticos na direção do campo aplicado por

unidade de volume da partícula, é dada por

M =
<m >

vp
= nm . (2.10)

Portanto, a magnetização M é uma média volumétrica de momentos magnéticos na

direção do campo aplicado H por unidade de volume da partícula. Quando os momentos

de dipolo magnético da suspensão estão completamente orientados na direção do campo

magnético aplicado, a magnetização do meio atinge seu valor máximo, denominado magne-

tização de saturação denotada por M s.
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Um outro exemplo, da conexão entre a formulação macroscópica e a dinâmica micro-

estrutural em �uidos particulados, foi apresentado por Batchelor (1967) e Landau (1959)

através de um modelo que visa buscar uma equação constitutiva para o tensor de tensões

de um �uido com partículas. Partindo de uma média estatística na escala das partículas,

veri�cou-se que existe uma contribuição destas no tensor de tensões do material como um

todo, mostrando-se dessa forma, que existe um acoplamento entre fenômenos na microes-

trutura (escala das partículas) e respostas macroscópicas contínuas do �uido particulado.

2.2 Uma breve Discussão sobre as Forças de Interação

Fluido-Partícula para uma Partícula Isolada

Fundamentado no trabalho de Sobral et al. (2007) será feito uma breve discussão sobre

as forças �uido-partícula, para uma partícula isolada. Através da investigação temporal

do movimento da partícula em relação ao estado estacionário, os autores determinaram as

forças relevantes que atuam sobre a partícula e as fases importante de seu movimento, sendo

algumas dessas forças encontradas por meio da análise de escala da equação de Navier-Stokes

para �uidos incompressíveis.

A equação de Navier-Stokes, que descreve o movimento de um �uido incompressível é

dada por

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇p+ η∇2u+ ρg , (2.11)

em que η é a viscosidade do fuido e ρ sua massa especí�ca. Adimensionalizando a equação

(2.11) através da escala típica de tempo l0/u0 , em que l0 representa um comprimento

característico do escoamento e u0 velocidade típica da partícula, dessa forma, segue-se que

∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇p+

1

Re
∇2u+

1

Fr
g , (2.12)

em que Re = ρu0l0/η é o número de Reynolds, que expressa a magnitude das forças de

inércia em relação às forças viscosas e Fr = u2
0/gl0 é o número de Froude. Para um

escoamento em baixo número de Reynolds, balanceando a pressão e os termos viscosos,

observa-se por meio de análise de escala, que existe uma força de arrasto fs atuante na

partícula devido ao escoamento induzido, que escala como fs ∼ ηl0u0. Deste modo para o
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escoamento em baixo número de Reynolds, isto é Re << 1, induzido pelo movimento de

uma única partícula, a força de arrasto pode ser obtida a partir da solução analítica da

equação (2.11), quando o termo de inércia do escoamento é completamente desprezado e

somente a difusão viscosa governa o movimento do �uido. Essa expressão conhecida como,

solução de Stokes para a força de arrasto viscoso do escoamento passando por uma esfera,

é dado por

f s = 6πηav . (2.13)

Balanceando o termo inercial não linear u · ∇u com o termo da pressão, obtemos uma

força f o que escala como fo ∼ ρl20u
2
0, sendo uma escala típica para a força atuante em uma

partícula �uida devido a inércia do �uido, considerada não linear em termos da velocidade

da partícula e mais fortemente dependente da geometria do corpo, já que escala com l20.

Realizando um balanço entre o termo inercial transiente e o gradiente de pressão, veri�ca-se

que uma força que escala como fmv ∼ ρl30u0/τp dependente de uma escala de tempo τp típica

do movimento da partícula. A expressão para força f o foi determinada analiticamente por

Oseen (1910), para condições de número de Reynolds O(1), dada por

f o =
9

4
πa2ρ |v|v . (2.14)

A solução do escoamento potencial em torno de uma esfera (Batchelor, 1967) leva à

determinação da força transiente de massa virtual fmv, também chamada de arrasto de

massa virtual, dada por

fmv =
2

3
πa3dv

dt
. (2.15)

Basset (1888) determinou uma solução analítica da equação (2.11), para o caso em que

o termo de inércia não linear ρu · ∇u é desprezado. Essa força de arrasto transiente surge

devido à interação �uido partícula e pode ser calculada por meio da transformada de Fourier

ou harmônicos esféricos. Sua expressão é dada pela seguinte integral de convolução

f b = 6a2√πρη
∫ t

0

(
dv

dt

)
t=ζ

1√
t− ζ dζ. (2.16)

Além dessas forças hidrodinâmicas discutidas anteriormente, a partícula ainda esta su-

jeita a uma força correspodente ao seu peso líquido, conhecida por força de empuxo líquido
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gravitacional, responsável por conduzir o movimento da partícula levando ao processo de

sedimentação, dada por

f g =
4πa3

3
∆ρg . (2.17)

Por meio da segunda lei de Newton, a equação do movimento de uma partícula isolada

e imersa em um �uido viscoso é dada por

∑
F = m

dv

dt
, (2.18)

em que F indica as forças que estão agindo sobre a partícula, m é a massa da partícula

e dv/dt sua aceleração. Portanto, substituindo essas forças na equação (2.18), a equação

de movimento de uma partícula esférica, isolada e imersa em um �uido viscoso, pode ser

escrita como

m
dv

dt
= 6πηav +

9

4
πa2ρ |v|v +

2

3
πa3dv

dt
+

4πa3

3
∆ρg

+ 6a2√πρη
∫ t

0

(
dv

dt

)
t=ζ

1√
t− ζ dζ. (2.19)

Sobral et al. (2007) analisaram as forças hidrodinâmicas da equação (2.19), que atuam

sobre a partícula imersa em um �uido. Foi veri�cado que conforme a razão de massa

especí�ca ρp/ρf aumenta, em que ρf representa a massa especí�ca do �uido e ρp denota a

massa especí�ca da partícula, o arrasto de Stokes passa a dominar proporcionalmente as

forças transientes de Oseen (1910), arrasto virtual e Basset(1888).

Considerando que partículas magnéticas se movimentam em regimes de baixos números

de Reynolds, qualquer efeito de inércia do �uido será desprezado neste trabalho, tomando-se

somente o arrasto de Stokes, e desprezando os termos associados ao arrasto de Basset, Oseen

e massa virtual. Uma observação importante é que esses resultados são válidos para uma

partícula isolada. Já para um sistema com muitos corpos, a interação hidrodinâmica entre

partículas é um mecanismo muito importante, devido a pertubação da partícula no �uido,

resultando em uma redistribuição de tensões viscosas nas superfícies de outras partículas

que estejam suspensas, in�uenciando os seus movimentos. Esse mecanismo é ainda mais

signi�cativo em regimes de baixos Reynolds.
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2.3 Características do Movimento Browniano

O movimento browniano, observado primeiramente pelo botânico Robert Brow em 1827,

se trata do movimento caótico de micropartículas suspensas em um �uido, cujo tamanho

pode variar entre 1 nm a 10µm. Um estudo formal meticuloso do movimento browniano

foi realizado por Einsten (1905), mostrando em seu trabalho que o movimento browniano

é causado por diversas colisões de moléculas do �uido, devido ao movimento incessante

aleatório (movimento térmico) sobre partículas imersas de tamanho sub-micrométrico. O

movimento browniano de uma partícula imersa em um �uido, ocorre sob a ação de duas

forças, sendo uma força aleatória causada por colisões moleculares e uma força sistemática

causada por atrito viscoso. Devido a enorme quantidade de colisões moleculares, mesmo

que as partículas sejam maiores que estas moléculas, elas estão sujeitas ao movimento

browniano.

x

y

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
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Figura 2.2: Trajetória de uma partícula em movimento browniano.

Em 1905, Einstein obteve uma expressão para o deslocamento quadrático médio de uma

partícula sujeita ao movimento browniano dada por

〈
x2
〉

= 2Dt, (2.20)

em que x2 representa o deslocamento de uma partícula em certa direção elevado ao qua-

drado, D é o coe�ciente de difusão browniano , também conhecido por coe�ciente de difusão
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Stokes-Einstein e t denota o tempo de experimento. A idéia baseia-se em supor que as par-

tículas executam movimentos independentes e que os movimentos da mesma partícula em

diferentes intervalos de tempos também sejam processos mutualmente independentes ou

temporalmente descorrelacionados. Portanto, uma forma e�ciente de se estudar o movi-

mento browniano consiste na análise da variância do deslocamento da partícula.

2.4 Equação Diferencial Estocástica de Langevin

O movimento browniano de uma partícula nanométrica suspensa em um líquido, pode

ser descrito pela equação estocástica de Langevin. No modelo estocástico de Langevin,

a partícula browniana evolui de acordo com a segunda lei de Newton, e sua velocidade

u(t) =
dx

dt
é governada por

dx2

dt
+ ζ

dx

dt
=
fb(t)

m
, (2.21)

representando respectivamente, as contribuições devido a inércia, o arrasto viscoso e a

força browniana, x denota a posição do centro da partícula esférica de massa m = 4πa3ρ/3,

ζ = 6πηa/m é o inverso do tempo de relaxação da partícula avaliada e fb(t) é o termo

de força randômica com escalas de tempo características do movimento molecular. A so-

lução para equação (2.21), pode ser obtida aplicando o método do fator integrante. Deste

modo, multiplicando esta equação pelo fator integrante eζt, chamando a variável t de α, e

observando que u(t) = dx/dt , tem-se que

d

dα
(eζαu) =

eζα

m
fb(α). (2.22)

Integrando em α, com variação de 0 até t na equação (2.22), considerando que u(0) = 0, a

expressão da solução é dada por

u(t) =
e−ζt

m

∫ t

0

eζαfb(α)dα . (2.23)

Na solução (2.23) fornecida para saber a velocidade de uma partícula browniana no tempo

t, é preciso conhecer todo o histórico das forças brownianas que atuaram em cima desta.

Esta solução, considera a existência de duas escalas de tempo distintas, uma associada

ao movimento da partícula no instante t e outra associada à velocidade das �utuações

correspondente ao movimento molecular.
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2.5 Modelagem de Forças e Torques Brownianos

Duas hipóteses caracterizam a força randômica fb(t). Primeiro, as forças brownianas

são consideradas aleatórias em direção e magnitude, assim fb(t) é um vetor randômico com

característica isotrópica, e a segunda, a não correlação na escala temporal do movimento da

partícula. Desta forma, conforme estas hipóteses, o movimento browniano é caracterizado

por um sinal aleatório no tempo conhecido como ruído branco. Estas condições podem ser

expressas matematicamente por

〈fb(t)〉 = 0, 〈fb(t)fb(t′)〉 = F δ(t− t′), (2.24)

em que δ(t − t′) é a função delta de Dirac, F é um tensor de segunda ordem associado

à intensidade das forças Brownianas. Para determinação da autocorrelação de velocidade

de uma partícula sujeita ao movimento browniano, aplica-se previamente uma média de

realizações na equação (2.23). Dessa maneira obtém-se que

〈u(t)〉 =
e−ζt

m

∫ t

0

eζα 〈fb(α)〉 dα , (2.25)

em sequência, tomando a média de realizações no tensor u(t)u(t′) e aplicando a condição

de ruído branco, equação (2.24), tem-se que

〈u(t)u(t′)〉 =
e−ζ(t+t

′)

m2

∫ t′

0

∫ t

0

eζ(α+α′) 〈fb(α)fb(α
′)〉 dαdα′

=
e−ζ(t+t

′)

m2

∫ t′

0

∫ t

0

eζ(α+α′)F δ(α− α′)dαdα′ . (2.26)

Considere agora o seguinte resultado devido a propriedade da função de Dirac∫ t

0

eζ(α+α′)F δ(α− α′)dα = F e2α′ζ , (2.27)

utilizando a equação (2.27) em (2.26) e após o cálculo da integral, obtém-se a seguinte

expressão para função de autocorrelação das velocidades

R(t− t′) = 〈u(t)u(t′)〉 = e−ζ(t−t
′) F

12mπηa
, (2.28)
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em que t− t′ é um intervalo no qual fb(t) sofre muitas �utuações, mas é curto o su�ciente

para que u(t) não varie de forma signi�cativa, o que representa a condição de regime de

Stokes quase-permanente. Observe que a autocorrelação apresenta uma característica de

processo estacionário por depender apenas de t− t′.

De acordo com Batchelor (1976), a energia cinética de partículas é dividida igualmente

entre os três modos de translação, assim a partir do teorema da equipartição de energia, a

expressão em termos matemático é dada por

m

2
〈u(t)u(t′)〉 =

kBT

2
I , (2.29)

em que kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta do �uido. Comparando

as equações 2.28 e 2.29 para t− t′ = 0, obtém-se

F = 12πηakBTI. (2.30)

A equação (2.30) relaciona a intensidade da força browniana com as forças de fricção que

dissipa a energia das �utuações. Ambas se originam da interação entre a partícula e o �uido

ambiente, mas diferem substancialmente nas escalas de tempo (Russel et al. 1989). Pode-

se concluir que a força browniana escala com o raio da partícula, enquanto a força peso

escala com o raio elevado ao cubo, explicando porque agregados com mais partículas são

dominados pelo processo de sedimentação diferencial, enquanto agregados menores estão

sujeitos ao movimento browniano (Gontijo, 2013). Como a observação de processos na

escala de tempo de nanosegundo é difícil, a principal consequência observável no movimento

browniano é o deslocamento em vez de velocidade. Substituindo a equação (2.30) em (2.24)

e posteriormente tomando o traço, obtém-se o teorema da Flutuação-Dissipação, dado em

termos matemáticos por

〈fb(t) · fb(t′)〉 = 12πηakBT3δ(t− t′) = (6πηa)(6kBT )δ(t− t′) , (2.31)

em que o termo 6πηa é responsável pela dissipação de energia do sistema, ao passo que o

termo 6kBT está associado à agitação térmica do �uido, induzindo �utuações de velocidade

na partícula avaliada. Por meio da equação (2.31), pode-se inferir uma magnitude típica

(módulo) para o vetor força randômica fb(t) na sua forma dimensional. Note que

|fb| =
√
〈fb(t) · fb(t′)〉 =

√
(6kBT )(6πηa)

δτ
= 6πηa

(
6Dt
δτ

)1/2

, (2.32)
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em que o termo δτ = 1/δ(t− t′) é um tempo associado ao impulso do movimento browniano

e

Dt =
kBT

6πηa
, (2.33)

é o coe�ciente de difusão browniano de Stokes-Einstein para movimento translacional. Dessa

forma, a força browniana é dada por

fb(t) = 6πηa

(
6Dt
δτ

)1/2

ξ , (2.34)

em que ξ é o vetor randômico que apresenta uma distribuição uniforme [−1, 1]. O torque

browniano também é representado por uma distribuição gaussiana de média zero e variância

�nita, obtida de forma análoga a força browniana, a partir do teorema da equipartição de

energia. Portanto, tem-se que

〈Tb(t)〉 = 0, 〈Tb(t)Tb(t
′)〉 = 2πη8a3kBTIδ(t− t′) . (2.35)

Aplicando o traço na segunda equação de (2.35), obtém-se que

〈Tb(t) · Tb(t
′)〉 = (8πηa3)(6kBT )δ(t− t′) . (2.36)

Dessa forma, segue-se que

|Tb| =
√
〈Tb(t) · Tb(t′)〉 =

√
(6kBT )(8πηa3)

δτ
= 8πηa3

(
6Dr
δτ

)1/2

. (2.37)

Segue-se que o torque browniano é dado por

Tb = 8πηa3

(
6Dr
δτ

)1/2

ξ , (2.38)

em que Dr é o coe�ciente de difusão browniano de Stokes-Einstein para o movimento rota-

cional, expresso como

Dr =
kBT

8πηa3
. (2.39)

2.6 Forças e Torques Magnéticos

Forças e torques magnéticos atuam em uma partícula, ou dipolo magnético, devido a

interação entre partícula-campo ou partícula-partícula. Para calcular a força magnética,
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Figura 2.3: Forças magnéticas devido a aplicação de um campo magnético em um pequeno

elemento de substância magnética polarizada (Gontijo, 2013).

considere um pequeno corpo magnetizado devido a aplicação de um campo magnético ex-

terno conforme a �gura (2.3).

Essa �gura representa um pequeno elemento cilíndrico de uma substância polarizada

magneticamente, no qual o vetor magnetização M encontra-se alinhado com o eixo geo-

métrico na direção d. Sobre esse material, atua um campo magnético externo H0, e polos

de densidades ρs = µ0M surgem em mesmas quantidades e com polaridades invertidas nas

áreas laterais ad. Observa-se também que o volume da partícula é dado por δV = add. O

campo magnético externo aplicado pode ser interpretado como uma força magnética por

polo magnético, dessa forma, a força que atua sobre o elemento devido ao campo magnético

externo é dada por

fhm = −H0ρsad + (H + δH0)ρsad = δH0ρsad , (2.40)

em que δH0 é a variação de H0 ao longo da direção d. Aplicando a série de Taylor, para

uma aproximação de primeira ordem em δH0, obtém-se que

δH0 = H0(x+ d)−H0(x) = (d · ∇)H0 . (2.41)

Como d e M são paralelos, pode-se escrever d = d
M

M
, em que d é a magnitude de d.

Assim o termo δH0 pode ser expresso como
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δH0 = (d · ∇)H0 =
d

M
(M · ∇)H0 , (2.42)

substituindo a equação (2.42) em (2.40), tem-se que

fhm = δH0ρsad =
d

M
(M · ∇)H0(ρsad) . (2.43)

Dividindo a equação (2.43) por δV = add e observando que
ρs
M

= µ0, tem-se que a força

por unidade de volume que atua sobre o elemento é dada por

fhm
δV

= µ0(M · ∇)H0 . (2.44)

A partir da �gura (2.3), podemos também deduzir o torque magnético que age sobre o

elemento magnetizado. Considere d pequeno, de tal forma que o campo magnético aplicado

seja uniforme espacialmente, de modo que δH0 = 0. Segue-se que o torque é dado por

T h
m = ρsad(−r1 ×H0 + r2 ×H0) = ρsad(r2 − r1)×H0 , (2.45)

observe que da �gura (2.3), tem-se que r2 = r1 + d, assim d = r1 − r2. Substituindo esse

resultado em (2.45), tem-se que

T h
m = ρsadd×H0 , (2.46)

como ρsadd = µ0MδV , segue-se que

T h
m

δV
= µ0M ×H0 , (2.47)

ou também

T h
m = µ0m×H0 , (2.48)

e portanto, devido ao desalinhamento entre o vetor magnetização e o campo magnético, o

elemento encontra-se na presença de torques magnéticos.

2.7 Iteração Dipolar

Para calcular o potencial de interação entre momentos de dipolos magnéticos, considere

a �gura (2.4), em que d representa a orientação do momento de dipolo.
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Figura 2.4: Campo magnético em um ponto P devido a presença de um dipolo magnético

(Gontijo, 2013).

Aplicando a lei de Coulomb, o campo magnético no ponto P próximo a um dipolo é

dado por

H(r) =
ρsad
4πµ0

(
−r1

r3
1

+
r2

r3
2

)
. (2.49)

Analisando a �gura (2.4), tem-se que r1 = d/2 + r e r2 = −d/2 + r. No limite em que

d << r, tem-se uma aproximação para r1 e r2, dada por

r1 ≈ r +
d

2
cos θ (2.50)

e

r2 ≈ r − d

2
cos θ , (2.51)

aplicando o teorema binomial, tem-se que

1

r3
1

≈ 1

r3

(
1− 3d

2r
cos θ

)
(2.52)

e

1

r3
2

≈ 1

r3

(
1 +

3d

2r
cos θ

)
, (2.53)

dessa forma, substituindo os resultados (2.52) e (2.53) em (2.49), tem-se
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H(r) ≈ ρsadd

4πr3µ0

(
−d̂+ 3 cos θr̂

)
. (2.54)

Note que cos θ = d̂ · r̂, ρs = µ0M e V = add, assim segue-se que

H(r) ≈ MV

4πr3

(
−d̂+ 3(d̂ · r̂)r̂

)
. (2.55)

A equação (2.55) será usada para determinação da energia de interação entre dois dipolos

magnéticos. A força magnética por unidade de volume, resultado (2.44), pode ser reescrita

utilizando a de�nição de momento de dipolo magnético, em que m = δVM = δV M d̂.

Portanto, segue-se que

f dm = µ0(m · ∇)H . (2.56)

Seja a seguinte identidade vetorial:

(m · ∇)H = ∇(m ·H)−H · ∇m−m× (∇×H)−H × (∇×m) . (2.57)

Para m constante, tem-se que

(m · ∇)H = ∇(m ·H)−m× (∇×H) . (2.58)

Note que ∇ ×H = 0 no limite magnetostático de Maxwell (Rosensweig, 1985). Assim, a

equação (2.56) pode ser escrita como um gradiente de uma energia potencial, dado por

f dm = µ0∇(m ·H) = −∇Φm , (2.59)

em que

Φm = −µ0(m ·H) . (2.60)

Seja H o campo magnético originado pela presença de um dipolo magnético m1 em um

outro dipolo m2. Então, aplicando a equação (2.55), tem-se que

H(r) =
M1V1

4πr3

[
−d̂1 + 3(d̂1 · r̂)r̂

]
. (2.61)

Aplicando a equação (2.61) na equação (2.60), juntamente com a relação m2 = M 2V2 =

M2V2d̂2, obtém-se que

Φm = −µ0m2d̂2 ·
m1

4πr3

[
−d̂1 + 3(d̂1 · r̂)r̂

]
, (2.62)
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dessa forma, a energia de interação entre os dois dipolos, é dada por

Φm =
µ0m1m2

4πr3

[
d̂1 · d̂2 − 3(d̂1 · r̂)(d̂2 · r̂)

]
, (2.63)

em que r é o vetor que sai do dipolo 1 e vai até o 2, e d̂i e o vetor unitário na direção do

momento de dipolo da partícula i. Aplicando a equação (2.59) e (2.48) combinado com o

campo magnético gerado por um dipolo, obtém-se a força e o torque magnético causados

por interação dipolar, dado por

f dm =
3µ0m1m2

4πr4

[
d̂1 · d̂2)r̂ + d̂1(d̂2 · r̂) + d̂2(d̂1 · r̂)− 5(d̂1 · r̂)(d̂2 · r̂)r̂

]
(2.64)

e

T d
m = −µ0m1m2

4πr3

[
(d̂1 × d̂2)− 3(d̂1 × r̂)(d̂2 · r̂)

]
, (2.65)

em que T d
m = −d̂1×∇d̂1

Φ. A força magnética total que atua sobre uma partícula, é a soma

da força devido ao campo externo aplicado e a força de interação dipolar, analogamente para

o torque magnético total. Para determinar essa força e torque magnético total, considere

o seguinte potencial magnético, composto pela soma de um potencial de interação entre

momentos de dipolo e um potencial de interação entre um campo externo H e o momento

de dipolo da partícula. Assim, tem-se que

Φ∗ =
µ0m1m2

4πr3

[
d̂1 · d̂2 − 3(d̂1 · r̂)(d̂2 · r̂)

]
− µ0m1 ·H . (2.66)

A força magnética total sobre a partícula é dada por

fm = −∇Φ∗ , (2.67)

portanto, após a determinação dos gradientes com relação a r̂, a expressão �nal para a

força magnética é dada por

fm =
3µ0m1m2

4πr4

[
(d̂1 · d̂2)r̂ + d̂1(d̂2 · r̂) + d̂2(d̂1 · r̂)− 5(d̂1 · r̂)(d̂2 · r̂)r̂

]
+ µ0m1 · ∇H . (2.68)

O torque magnético total sobre uma partícula magnética é devido à interação dipolar e

interação entre o campo externo e o momento de dipolo da partícula, sendo dado por

Tm = −d̂1 ×∇d̂1
Φ∗ , (2.69)
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em que o operador ∇, neste caso, denota a derivada com relação a direção do vetor orien-

tação d̂1 do momento de dipolo da partícula 1. Dessa forma, o torque magnético total é

dado por

Tm = −µ0m1m2

4πr3

[
(d̂1 × d̂2)− 3(d̂1 × r̂)(d̂2 · r̂)

]
+ µ0m1H(d̂1 × ĥ) , (2.70)

em que ĥ é o vetor unitário na direção do campo externo aplicado.

2.8 Dinâmica de Langevin

No método da Dinâmica de Langevin aplicada à simulação microestrutural de colóides

magnéticos, as equações do movimento das partículas magnéticas são integradas, e assim,

uma evolução temporal da suspensão é realizada. Neste método, um sistema de equações

diferenciais estocásticas acopladas para translação e rotação de cada partícula são integra-

das numericamente. Então, a suspensão, partindo de uma con�guração inicial de partículas,

evolui dinamicamente no tempo para uma estrutura determinada por meio desta integração

numérica. As equações dimensionais, que regem o movimento de cada partícula da suspen-

são magnética monodispersa desconsiderando as interações hidrodinâmicas, são dadas por

m
dui
dt

= −6πηaui + ∆ρg
4

3
πa3 + 6πηa

(
6D
δτ

)1/2

ξ + f im + f ir + f ic (2.71)

J
dωi
dt

= −8πηa3ωi + 8πηa3

(
6Dr
δτ

)1/2

ξ + T i
m , (2.72)

em que m é a massa da partícula, J é o momento de inércia, η é a viscosidade do �uido base

em que estão suspensas as partículas, g é o vetor aceleração da gravidade local e ∆ρ = ρp−ρf
é a diferença entre a massa especí�ca da partícula e do �uido. A modelagem das interações

hidrodinâmicas entre as partículas será objeto de estudo do próximo capítulo. f im representa

a força magnética que age sobre cada partícula devido às interações magnéticas entre os

momentos de dipolos das partículas e devido a um campo magnético externo aplicado sobre

as mesmas. Essa força de interações magnéticas que atua sobre as partículas em uma

suspensão magnética é representada por uma expressão mais geral para um sistema de N
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corpos por:

f im =
∑
i 6=j

3µ0mimj

4πr4
ij

[
(d̂i · d̂j)r̂ij + d̂i(d̂j · r̂ij) + d̂j(d̂i · r̂ij)− 5(d̂i · r̂ij)(d̂j · r̂ij)r̂ij

]
+ µ0mid̂i · ∇H , (2.73)

em que µ0 é a permeabilidade magnética no vácuo, mi representa o módulo do vetor mo-

mento de dipolo da partícula i, r̂ij representa o vetor unitário na direção da linha de centro

que une partículas i e j e H é o vetor campo magnético externo aplicado à suspensão. O

torque magnético de�nido por T i
m que age sobre cada partícula devido as interações entre

momentos de dipolos das partículas e um campo externo aplicado, é dado por

T i
m = −

∑
i 6=j

µ0mimj

4πr3
ij

[
(d̂i × d̂j)− 3(d̂i × r̂ij)(d̂j · r̂ij)

]
+ µ0miH(d̂i × ĥ) , (2.74)

em que H representa o módulo do campo magnético externo aplicado no local no qual a

partícula se encontra e ĥ é o vetor unitário que indica a direção do campo externo. Na

equação (2.71), a força f ir representa uma força de repulsão �ctícia que age na partícula

i próxima do contato com outra partícula ou parede, e f ic representa a força de contato

que atua na partícula i devido ao choque com outra partícula. Essas forças são dadas por

(Cunha, 1995 e Gontijo, 2013)

f ir =
∑

2<εij<2.2,
i 6=j

Λ(6πηa)uie

(−εij
Y

)
êr , (2.75)

e

f ic =
∑
εij<2,
i 6=j

ΥEb1/2ε
3/2
ij êr , (2.76)

no qual, para equação (2.75) Λ e Y são constantes de calibração destas forças �ctícias, εij

é a distância entre as superfícies das partículas que se aproximam, dada por εij = rij − 2a,

a é o raio da partícula, rij é a distância entre os centros das esferas, ui é a magnitude

da velocidade da partícula i e êr é o vetor unitário que conecta a linha do centro das

duas partículas. Na equação (2.76), o parâmetro b é dado por b = aiaj/(ai + aj), Υ é uma

constante de calibração do modelo, E é uma propriedade do material que compõe as esferas,

dada por (Gontijo, 2013)

1

E
=

(1− νi)
Ei

+
(1− νj)
Ej

, (2.77)
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em que Ei e Ej representam o módulo de Young, e νi e νj o módulo de Poisson das esferas

i e j respectivamente. A força repulsiva, para uma suspensão monodispersa de esferas, é

de�nida por

f ic = CEia
1/2ε

3/2
ij êr , (2.78)

em que C = Υ/[23/2(1− νi)] .

2.9 Relaxação Magnética

Existem dois mecanismos para a relaxação magnética, dados respectivamente por tempo

de relaxação magnética de Néel, τN e o tempo de relaxação Browniano, τB. No primeiro,

o vetor momento de dipolo magnético gira livremente dentro da partícula, sendo de�nido

por

τN = τ0 exp

(
Ksvp
kBT

)
, τN ∼ exp(a3) , (2.79)

em que τ0 é um tempo de relaxação característico cujo o valor típico é da ordem de 10−9 s,

Ks é a constante de anisotropia da partícula, kB é a constante de Boltzmann, T denota

a temperatura absoluta, a é o raio da partícula e vp = (4/3)πa3 é o volume da partícula

magnética.

No segundo mecanismo, esse vetor está preso à partícula, fazendo com que a partícula

gire, juntamente com o vetor, sendo de�nido por

τB =
a2

Dt
, τB ∼ a3 , (2.80)

em que Dt = kBT/6πηa é o coe�ciente de difusão browniano translacional de Stokes-

Einstein. Observe que de acordo com a equação (2.79), o tempo de relaxação de Néel

possui uma forte dependência com relação ao volume da partícula em comparação com o

tempo de relaxação Browniano. Portanto, a partir do diâmetro da partícula se veri�ca o

mecanismo de relaxação magnética dominante. A �gura (2.5) apresenta, devido τB � τN ,

o momento de dipolo �xo na partícula magnética e a �gura (2.6), τB � τN , dessa forma

apresenta o momento de dipolo desacoplado na partícula magnética.

Supondo que as partículas magnéticas sejam su�cientemente grandes, para que o tempo

de relaxação de Néel seja muito maior que o tempo de relaxamento Browniano, isto é
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τN >> τB. Dessa forma, as simulações da dinâmica de �uido magnético foram realizadas

para o modelo de "dipolo �xo". Assim, o efeito da rotação do momento da partícula devido

aplicação de um campo magnético externo como consequência de uma quantidade �nita de

anisotropia de partículas é negligenciado neste trabalho.
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Figura 2.5: Momento de dipolo �xo, característico de partícula com relaxação magnética

Browniano (Alegretti, 2017).
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Figura 2.6: Momento de dipolo desacoplado, característico de partícula com relaxação

magnética de Néel (Alegretti, 2017).

2.10 Modelos de Magnetização de Equilíbrio

Quando não há campo magnético aplicado, cada partícula do �uido magnético possui

um momento de dipolo alinhado a uma direção aleatória, de modo que a média das direções

dos momentos de dipolos de todas as partículas com relação a uma direção de�nida é nula,

assim a magnetização de equilíbrio resultante denotada por M 0 também é nula.
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Quando um campo magnético externo é aplicado, a força de interação magnética entre

as partículas e o campo tende a orientar os momentos de dipolos na direção deste campo

aplicado, à medida em que a força magnética torna-se maior que as forças brownianas, inici-

ando o processo de magnetização (�gura 2.7). A palavra equilíbrio, no termo magnetização

de equilíbrio, se refere ao fato do �uido base encontrar-se em repouso.

X Y

Z

(a)

X Y

Z

(b)

Figura 2.7: Fig. (a), cada partícula na suspensão possui momento de dipolo alinhado em

uma direção aleatória, devido a ausência de campo magnético externo. Fig. (b), tem-se

o alinhamento parcial de partículas magnéticas suspensas na direção do campo magné-

tico aplicado. Resultados obtidos por meio de simulação computacional de muitos corpos

utilizando o código SIMS.

Dizemos que a magnetização de equilíbrio da suspensão atinge seu valor de saturação

M s, quando todos os momentos de dipolos estão alinhados na direção do campo magnético

externo aplicado. Essa condição acontece quando o parâmetro magnético α = µ0mH/kBT ,

de�nido como a razão entre forças magnéticas e brownianas, é su�cientemente grande,

juntamente com o tempo de aplicação do campo magnético externo. Consequentemente, a

magnetização de equilíbrio é limitada pela magnetização de saturação.

Um modelo de magnetização de equilíbrio de ordem φ que despreza interações magné-

ticas entre partículas, válido para suspensões diluídas, pode ser deduzido a partir da teoria
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clássica formulada por Langevin. Assim, dado um campo de magnetizaçãoM e um campo

magnético aplicado H , a intensidade do torque magnético por unidade de volume atuante

em M , possuindo um ângulo θ com relação a direção de H , é dada por

τ = µ0MH sen(θ). (2.81)

Se a partícula possui volume vp, e a intensidade de seu momento magnético é m = Mvp,

então a intensidade do torque magnético atuando na partícula é dado por

T hm = µ0mH sen(θ). (2.82)

A energia empregada pelo campo H para alinhar uma única partícula em sua direção, é

expressa por

W =

∫ θ

0

T hmdθ = µ0mH

∫ θ

0

sen(θ)dθ = µ0mH[1− cos(θ)]. (2.83)

Note que se θ = 0, obtém-se que W = 0, e para θ = π, a energia gasta será máxima com

W = 2µ0mH. Considera-se agora a orientação dos dipolos magnéticos, e para isso de�ne-se

uma função de distribuição angular para um conjunto de N partículas. Na ausência de um

campo magnético aplicado o número de partículas que possui dipolos alinhados entre θ e

θ + dθ (�gura 2.8) é dado por

n(θ)dθ = N
2π sen(θ)dθ

4π(1)2
=
N

2
sen(θ)dθ. (2.84)

H

1 sin θ

θ

Figura 2.8: Esfera com área da superfície hachurada entre θ e θ + dθ.
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Aplicando a teoria da mecânica estatística, que diz que na presença de um campo

magnético, e uma temperatura absoluta T, a probabilidade de se obter dipolos magnéticos

em uma orientação �xa é proporcional ao fator de Boltzmann γ, em que

γ = exp(−W/kBT ). (2.85)

Portanto o número de partícula cujos dipolos estão entre θ e θ + dθ é proporcional a

n(θ)dθ ∝ N

2
exp(−W/kBT ) sen(θ)dθ. (2.86)

A constante de proporcionalidade pode ser calculada impondo a seguinte condição∫ π

0

n(θ)dθ = N. (2.87)

O momento de dipolo efetivo da partícula é a componente ao longo da direção de campo,

isto é, m cos(θ). Em termos da função de distribuição n(θ), o valor médio de m cos(θ)

conforme (2.87), é dado por

m =< m cos(θ) >=

∫ π
0
m cos(θ)n(θ)d(θ)∫ π

0
n(θ)dθ

. (2.88)

Substituindo o resultado (2.83) em (2.86) e posteriormente (2.86) em (2.88), tem-se que

m =

∫ π
0
m cos(θ)e

(
µ0mH cos(θ)

kBT

)
sen(θ)dθ∫ π

0
e

(
µ0mH cos(θ)

kBT

)
sen(θ)dθ

. (2.89)

Inserindo o parâmetro α representando a razão entre a energia magnética e energia térmica,

chega-se na seguinte expressão para equação (2.89)

m =

∫ π
0
m cos(θ)eα cos(θ)d(cos(θ))∫ π

0
eα cos(θ)d(cos(θ))

=
m

α

∫ α
−α xe

xdx∫ α
−α e

xdx
, (2.90)

em que foi usado a substituição de variáveis para x = α cos(θ). Integrando a equação (2.90),

tem-se

m

m
= coth(α)− 1

α
= L(α), (2.91)

no qual a função L(α) é chamada de função de Langevin. A magnetização M do �uido

magnético tem a direção do campo aplicado, e sua magnitude é o total dos momentos

dipolares das partículas na suspensão na direção do campo aplicado. Segue-se de acordo
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com o resultado (2.10), que dado n, o número de densidade das partículas e m a magnitude

da média dos momentos de dipolos magnéticos na direção do campo aplicado, obtém-se que

M = nm, (2.92)

em que m é a componente do momento magnético médio por partículas ao longo da direção

do campo. A intensidade da magnetização de saturação Ms do �uido é dada em termos da

magnitute do momento magnético médio da partícula quando todas as partículas possuírem

momento de dipolo alinhado com o campo aplicado, denotado por ms, sendo expressa por

Ms = nms . (2.93)

A intensidade da magnetização de saturação Ms do �uido magnético também está relacio-

nada com o produto entre a fração volumétrica φ de partículas magnéticas e a magnetização

média das partículas sólidas Md, dada por

Ms = φMd , (2.94)

combinando as equações (2.92), (2.93) e (2.94), obtém-se

M

Ms

=
M

φMd

= coth(α)− 1

α
= L(α) , (2.95)

escrevendo a magnetização de equilíbrio por M0 = M , a equação (2.95) pode ser escrita

por

M0 = MsL(α) . (2.96)

Para o limite assintótico em que α → 0, a expansão de L(α) em série de Taylor se

aproxima de

L(α) ≈ α

3
. (2.97)

Uma forma de expressar o campo de magnetização de equilíbrio é por meio da suscep-

tibilidade χ, sendo expressa por

M0 = χH, (2.98)

em que a susceptibilidade é função do campo magnético e da temperatura, de�nida como
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χ =
M0

H
. (2.99)

Um modelo de magnetização de equilíbrio, que leva em consideração as interações di-

polares entre trios de partículas, foi proposto por Ivanov e Kuznetsova (2001). O modelo é

dado por

M(H) = ML(H)

[
1 +

4π

3

dML(H)

dH
+

1

2

(
4π

3

)2

ML(H)
d2ML(H)

dH2

+
(4π)2

144

(
dML(H)

dH

)2

+ · · ·
]
, (2.100)

em que ML(H) = φMdL
(
µ0mH

kBT

)
, L(α) = coth(α)− 1/(α) e α =

(
µ0mH

kBT

)
.

Desenvolvendo os termos da equação (2.100), tem-se que

dL(α)

dH
(α) = −µ0m

kBT
cossech2(α) +

(
1

α

)
1

H
. (2.101)

Aplicando novamente a derivada em (2.101), com relação a H, obtém-se que,

d2L(α)

dH2
= 2

(
µ0m

kBT

)2

cossech2(α) coth(α)− 2

αH2
. (2.102)

Então substituindo (2.101) e (2.102) em (2.100), obtém-se que

M0 = MdL(α)φ+
4π

3
Md

(
Md

H

)
L(α)

[
−α cossech2(α) +

1

α

]
φ2 +

+

{
1

2

(
4π

3

)2(
Md

H

)2

L(α)2

[
2α2 cossech2(α) coth(α)− 2

α

]}
Mdφ

3 +

+

{
(4π)2

144

(
Md

H

)2

L(α)

[
−α cossech2(α) +

1

α

]2
}
Mdφ

3. (2.103)
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Considere agora o seguinte parâmetro adimensional de interação dipolar, de�nido por

λ = µ0m
2/πkBTd

3 em que m = Mdπd
3/6. Assim podemos escrever λ, como

λ =
µ0M

2
dπd

3

36κT
, (2.104)

utilizando (2.104), na relação Md/H, obtém-se que

Md

H
= λ

(
6

α

)
, (2.105)

substituindo o termo (2.105) em (2.103), e posteriormente dividindo toda a equação resul-

tante por Md, tem-se que

M0

Md

= L(α)φ+ E(α)λφ2 + [F (α) +G(α)]λ2φ3 , (2.106)

em que as funções E(α), F (α) e G(α) são dadas por:

E(α) =
π

3

(
24

α

)
L(α)

[
−α cossech2(α) +

1

α

]
, (2.107)

F (α) =
1

2

(π
3

)2
(

24

α

)2

L(α)2

[
2α2 cossech2(α) coth(α)− 2

α

]
, (2.108)

G(α) =
(π)2

144

(
24

α

)2

L(α)

[
−α cossech2(α) +

1

α

]2

. (2.109)

2.11 Adimensionalização e Identi�cação dos Parâmetros

Físicos do Problema

Foram utilizadas as seguintes escalas características, para a adimensionalização das

equações governantes (2.71) e (2.72).

ũ =
u

Us
, t̃ =

tUs
a
, ω̃ =

ωa

Us
, (2.110)
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em que Us = (2/9η)∆ρga2 é a velocidade de Stokes da partícula. Assim, substituindo

(2.110), obtém-se as seguintes equações governantes adimensionais que regem o movimento

translacional e rotacional de cada partícula da suspensão magnética sem interações hidro-

dinâmicas, dadas por (Gontijo e Cunha, 2015 e 2017)

St
dũi
dt

= ũi + ĝ +

(
6

Peδτ

)1/2

ξ + f̃
i

m + f̃
i

r + f̃
i

c (2.111)

e

Str
dω̃

dt
= −ω̃ +

(
6

Perδτ

)1/2

ξ + T̃
i

m , (2.112)

em que

f̃
i

m =
∑
i 6=j

24λ

Pe

1

r4
ij

[
(d̂i · d̂j)r̂ij + d̂i(d̂j · r̂ij) + d̂j(d̂i · r̂ij)− 5(d̂i · r̂ij)(d̂j · r̂ij)r̂ij

]
+

α

Pe
d̂i · ∇ĥ , (2.113)

f̃
i

r =
∑

2<εij<2.2,
i 6=j

Λ|ũi|e(−
εij
Y )êr , (2.114)

f̃
i

c =
∑
εij<2,
i 6=j

Pc(εij)
3/2êr (2.115)

e

T̃
i

m =
∑
i 6=j

24λ

Per

1

r3
ij

[
1

3
(d̂i × d̂j)− (d̂i × r̂ij)(d̂j · r̂ij)

]
+

α

Per
(d̂i × ĥ) . (2.116)

Segue-se também que Pe, é o número de Péclet, de�nido como a razão entre o tempo

característico de difusão browniana τB = a2/Dt e o tempo característico de sedimentação

τs = a/Us, expresso por

Pe =
Usa

Dt
, (2.117)

e St é o número de Stokes, de�nido como a razão entre o tempo de relaxação inercial ou de

resposta da partícula τr = m/6πηa2 e o tempo característico de sedimentação τs, dado por

St =

(
mUs

6πηa2

)
, (2.118)

Str, Per, representam o número de Stokes e número de Péclet rotacionais, de�nidos por
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Str =
JUs

8πηa4
, P er =

Us
Dra

, (2.119)

λ = µ0m
2
d/4πkBTd

3 é a razão entre a força de interação partícula-partícula e força brow-

niana, o parâmetro α = µ0mdH0/kBT é de�nido como a razão entre a força de interação

partícula-campo e força browniana, e

ĝ =
∆ρg(4/3)πa3

6πηaUs
, Pc =

CEia
1/2

6πηaUs
. (2.120)

Para maiores detalhes do desenvolvimento da adimensionalização das equações governantes

(2.71) e (2.72), veja Apêndice I.

2.12 Interações Magnéticas Periódicas

As somas de Ewald, é um método e�caz para computar interações de longo alcance

em sistemas periódicos. Esse método foi desenvolvido inicialmente para calcular energias

eletrostáticas de cristais iônicos. Para acelerar a convergência das somas das interações de

partículas, as interações de longo alcance são divididas em duas partes: uma contribuição

de curto alcance calculada no espaço real e uma contribuição de longo alcance calculada

no espaço de Fourier, também chamado espaço recíproco ou número de onda. A vantagem

deste método é a rápida convergência em comparação com a soma direta. Isso signi�ca que

o método tem alta precisão e velocidade razoável ao computar interações de longo alcance,

portanto, é o método padrão de fato para calcular interações de longo alcance em sistemas

periódicos.

Na técnica de soma de Ewald, considera-se uma suspensão com condições de contorno

periódicas, como mostrado na �gura (2.9), bidimensional para uma melhor visualização. A

célula central de partículas de�nida por Ω = [0, l1) × [0, l2) × [0, l3), é replicada periodi-

camente em todas as direções, e suas réplicas são chamadas de células imagem, contendo

também N partículas. A con�guração instantânea da suspensão em cada célula imagem

é idêntica à con�guração da célula central, em cada instante de tempo. As condições de

contorno das partículas na célula central são periódicas, assim, se uma partícula atravessa

a parte inferior da célula, ela reaparece na parte superior por meio da condição de periodi-

cidade, expressa matematicamente por (Abade, 2005)
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P = I + ϕ1ê1ê1 + ϕ2ê2ê2 + ϕ3ê3ê3 , (2.121)

em que P (l1, l2, l3) é um operador periodicidade aplicado a cada vetor posição xα, com

α = 1, . . . , N e ϕi para i = 1, 2, 3 é dada por

ϕi =


−li, se xi > li

0, se 0 ≤ xi ≤ li

li, se xi < 0

(2.122)
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Figura 2.9: Geometria típica de uma suspensão com condições de contorno periódicas,

mostrada em uma perspectiva bidimensional.

Para o cálculo das interações entre partículas dentro de uma célula de referência, é

necessário o cálculo não apenas das interações devidas a outras partículas dentro da célula

de referência, mas também, das interações com todas as imagens de partículas através

de uma estrutura (lattice) espacialmente periódica. Uma característica interessante desta

técnica é que não é necessário calcular as interações entre as imagens.

No exemplo , apresentado na �gura (2.10), no qual se destaca a interação dipolar de

uma partícula teste da célula central com todas as outras partículas, cada partícula da

célula central realiza interações dipolares com as N − 1 partículas na mesma célula e com

as N × (Nc−1) partículas imagens, que se encontram nas outras células. Deste modo, cada

partícula da célula central realizará um total de interações dipolares, dadas por

52



Niter = N × (Nc − 1) + (N − 1) , (2.123)

em que Niter é o número de interações dipolares realizada por uma partícula da célula

central, Nc é o número total de células. Assim, por exemplo, para a derterminação do

número de interações dipolares de cada partícula em uma simulação contendo 300 partículas

na célula central, e um total de Nc = 125, obtém-se que, Niter = (300×124 + 299) = 37.499

interações dipolares. Esse valor se refere apenas ao número de interações de uma única

partícula na célula central. Para computar as interações dipolares de todas as partículas

para um único instante de tempo, tem-se um total de 37.499× 300 = 11.249.700 interações

dipolares.
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Figura 2.10: Esquemática de uma estrutura periódica contendo 9 células e 4 partículas

na célula central, destacando-se as interações dipolares de uma partícula de referência em

preto, com todas as outras partículas.

Na estrutura periódica ou lattice periódica, o conjunto de vetores CN = (x1,x2, . . . ,xN),

representa a posição de N partículas esféricas dentro de uma célula unitária central ou de

referência. O conjunto CN pode ser expresso por uma lattice L, como (Gontijo e Cunha,

2017)

L = (xγ1, . . . ,xγN) = (x1 + xγ, . . . ,xN + xγ) (2.124)

em que xγ = (γ1l1, γ2l2, γ3l3), (γ1, γ2, γ3 = 0,±1,±2, . . .) denota os pontos da lattices,

obtidos por meios de uma combinação linear de vetores ortogonais básicos l1ê1, l2ê2, l3ê3,
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em que l1, l2 e l3 são os comprimentos das arestas da célula central, os elementos do conjunto

γ = {γ1, γ2, γ3} são chamados índices das células, no caso em que γ = {0, 0, 0} a célula em

questão é a célula central, e o conjunto de vetores {ê1, ê2, ê3} denota a base canônica. No

espaço recíproco o conjunto de vetores L̂ é dado por

L̂ = (kζ1, . . . ,kζN) = (k1 + kζ , . . . ,kN + kζ) (2.125)

em que os vetores kζ do lattice recíproco (ou número de onda) L̂, são de�nidos como

kζ = 2π(ζ1/l1, ζ2/l2, ζ3/l3), sendo (ζ1, ζ2, ζ3 = 0,±1,±2, . . .), em que ζ = {ζ1, ζ2, ζ3} é o

índice da célula do lattice recíproco.

Um outro método numérico aplicado neste trabalho, para o cômputo de interações

magnéticas relacionadas com as forças magnéticas, com decaimento da ordem de 1/r4,

é chamado método da Mínima Imagem. Assim, novamente a célula central de partículas é

replicada em todas as direções, como mostrado na �gura (2.11). Neste método numérico, é

criada uma célula com as mesmas dimensões da célula central, em torno da partícula. Dessa

forma, a partícula interage somente com as partículas ou imagens de partículas que estão

no interior deste domínio físico. Assim cada partícula interage com as N − 1 partículas ou

suas imagens mais próximas (Rosa, 2014). De acordo com a �gura (2.11), a partícula 1

interage com todas as partículas dentro da célula em torno da mesma. Assim, a partícula

1 por exemplo, interage com a imagem da partícula 2 e não com a partícula 2, que está na

célula central, mas fora da célula em torno da partícula 1.

Aplicando a técnica de soma de Ewald (Ewald, 1921), para consideração de interações

magnéticas periódicas em uma suspensão magnética, obtemos uma nova expressão para

a força e torque magnéticos periódicos em uma partícula i. Portanto, a força magnética

periódica é dada por (Gontijo e Cunha, 2017)

f im = µ0mimj

∑
x∈L

[J1(r) + J2(r)] +
2π

L4

∑
k∈L̂,k 6=0

J3(k)

 , (2.126)

em que L são as lattices no espaço físico e L̂ são as lattices no espaço recíproco (ou número

de onda), r denota a distância entre o centro de duas partículas que interagem, k denota a

intensidade do vetor do espaço recíproco e L = V 1/3 no qual V é o volume da célula central.

Os termos J1, J2 e J3, são dados por
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Figura 2.11: Esquemática de uma estrutura periódica contendo 9 células e 11 partículas na

na célula central, destacando-se o método da Mínima Imagem.

J1(r) = [(d̂i · d̂j)r̂ij + (d̂i · r̂ij)d̂j + (d̂j · r̂ij)d̂i]C(r), (2.127)

J2(r) = −[(d̂i · r̂ij)(d̂j · r̂ij)r̂ij]D(r), (2.128)

J3(k) = 4πk̂(d̂i · k̂)(d̂j · k̂) exp

[
−
(
πk

ξ

)2
]

sen(2πk̂ · r̂ij), (2.129)

em que ξ = π1/2V −1/3 denota o parâmetro ótimo de controle para convergência das somas

de lattices (Beenakker, 1986) e k̂ = k/k. As funções escalares C(r) e D(r) são dadas por

C(r) = [3 erfc(ξr) +

(
2ξr√
π

)
(3 + 2ξ2r2) exp(−ξ2r2)]r−4, (2.130)

e

D(r) = [15 erfc(ξr) +

(
2ξr√
π

)
(15 + 10ξ2r2 + 4ξ4r4)

× exp(−ξ2r2)]r−4 (2.131)

O torque magnético periódico em uma partícula i devido as interações magnéticas é

dado por

T i
m = µ0mimj

−∑
x∈L

T1(r) +
1

L3

∑
k∈L̂,k 6=0

T2(k)


+ µ0miH(d̂i × ĥ), (2.132)
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com

T1(r) = (d̂i × d̂j)B(r)− (d̂i × r̂ij)(d̂j · r̂ij)C(r), (2.133)

T2(k) = 4π(d̂i × k̂)(d̂j · k̂)e

[
−(πkLξ)

2
]
cos(k̂ · r̂ij) (2.134)

em que

B(r) =

[
erfc(ξr) +

(
2ξr√
π

)
exp(−ξ2r2)

]
r−3, (2.135)

e L denota o comprimento da célula.

Para adimensionalização das forças e torques periódicos, foram utilizados as grandezas

adimensionais referente o resultado (2.110). Dessa forma, tem-se que a forças e torques

periódicos adimensionais são dados por

F̃
i

m =
24πλ

Pe

∑
x∈L

[J1(r) + J2(r)] +
2π

L̃4

∑
k∈L̂,k 6=0

J3(k)

 (2.136)

e

T̃
i

m =
24πλ

Per

−∑
x∈L

T1(r) +
1

L̃3

∑
k∈L̂,k 6=0

T2(k)


+

α

Per
(d̂i × ĥ) , (2.137)

em que L̃ = L/a.
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CAPÍTULO 3

INTERAÇÕES HIDRODINÂMICAS

Neste capítulo são apresentados fundamentos da Microhidrodinâmica utilizados na mo-

delagem do movimento de partículas sujeitas às interações hidrodinâmicas. Foram aborda-

das as equações governantes do escoamento de fuido newtoniano incompressível para baixos

números de Reynolds (Re << 1), conhecidas por equações de Stokes. A solução fundamen-

tal das equações de Stokes foi obtida por meio de uma metodologia comumente empregada

na solução de equações diferenciais parciais lineares que governam sistemas físicos modela-

dos, conforme a teoria do potencial hidrodinâmico. As interações hidrodinâmicas, nas quais

possuem decaimento lento (1/r), foram implementadas através de simulações em sistemas

de contornos periódicos (método das somas de Ewald).

3.1 Linearidade das Equações de Stokes

No limite assintótico, em que o número de Reynolds da partícula, Re = ρsaUs/η � 1, as

equações governantes do escoamento de �uido newtoniano incompressível são as equações

de Stokes, determinadas respectivamente por

∇ · u = 0 , (3.1)
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∇ · σ + ρg = 0 , (3.2)

em que ∇ é o operador do vetor gradiente, u denota o campo de velocidade euleriano de

�uxo. A equação constitutiva para o tensor de tensões é de�nida por

σ = −pI + 2ηD , (3.3)

em que p é a pressão mecânica no �uido, η viscosidade dinâmica e D é o tensor taxa de

deformação, de�nido como sendo a parte simétrica do tensor gradiente de velocidade dado

por

D =
1

2

[
∇u+ (∇u)T

]
. (3.4)

Considerando o caso em que g é um campo conservativo tem-se a seguinte expressão

para a pressão modi�cada, dada por p = p∗−ρg ·x em que g = (0, 0,−g) é a magnitude da

aceleração da gravidade e p∗ é a pressão hidrodinâmica ou pressão mecânica em um ponto

qualquer do espaço. Dessa forma, a equação do movimento do �uido é dada por

−∇p+ η∇2u = 0 . (3.5)

Uma consequência importante da linearidade das equações de Stokes, resulta do fato que

as forças hidrodinâmicas induzidas no �uido pelo movimento das partículas são diretamentes

proporcionais às velocidades induzidas pelas partículas. Dessa relação linear, surgem as

chamadas formulações de mobilidade e resistência, usadas respectivamentes para calcular as

velocidades ou forças induzidas por interações hidrodinâmicas entre partículas. No presente

trabalho consideraremos que as partículas estão livres de inércia para que uma formulação

de mobilidade possa ser usada.

Nota-se que mesmo que a con�guração geométrica dos contornos sólidos de uma par-

tícula imersa em um �uido esteja em constante mudança, assume-se aqui a hipótese de

escoamento quase-estacionário, em consequência de Re � 1, visto que, o tempo requerido

para a evolução do campo de velocidade de um estado permanente para outro é muito

menor do que o tempo típico de uma mudança perceptível na con�guração do contorno.

Fisicamente, a aproximação quase-estacionária signi�ca que o �uido se ajusta instantane-

amente à mudança da distribuição das partículas devido à rápida difusão da vorticidade
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por ação da viscosidade do �uido. Neste caso, os campos de pressão e velocidade se ajus-

tam em intervalos muitos menores em relação a taxa, na qual, a con�guração do contorno

muda, consequentemente, do ponto de vista de uma partícula material, o escoamento apa-

rece como sendo sempre permanente com respeito a con�guração presente (Cunha, 2016).

É importante falar que a inexistência da derivada temporal espacial na equação de Stokes

não implica, necessariamente, que o escoamento é permanente, mas re�ete o fato de que

as forças hidrodinâmicas encontram-se em estado de equilíbrio dinâmico. Dessa forma, o

tempo no escoamento de Stokes aparece apenas porque o campo de velocidade em qualquer

instante depende da geometria do contorno e esta pode depender do tempo.

Uma grande diferença das equações de Stokes, em comparação com as equações de

Navier-Stokes, é sua propriedade de linearidade, podendo ser resolvidas por métodos ana-

líticos convencionais de solução para este tipo de problema. Uma segunda consequência

importante desta linearidade, é o fato do arrasto ou magnitude da força hidrodinâmica

sobre uma partícula movendo-se com velocidade uniforme ser diretamente proporcional a

velocidade da partícula. Essa propriedade pode ser constatada através de uma análise de

escala da equação (3.5), uma vez que |η∇2u| ∼ ηU/l2 é uma escala de tensões viscosas e

|∇p| ∼ F /l3 é uma escala de pressão em que l é uma escala de comprimento característico

da partícula e U é uma escala de velocidade do movimento, assim tem-se que F /l3 ∼ ηU/l2,

e portanto segue-se que

F ∼ ηlU . (3.6)

Conforme a propriedade de linearidade das equações de Stokes, destaca-se também a

aplicação do princípio da superposição para resolução de problemas de movimento de vários

corpos em regime de baixo número de Reynolds, desse modo a soma de diferentes soluções

das equações de Stokes é também uma solução destas equações. Em vista disso, surgem

conceitos de mobilidade e resistência, de modo que, para o problema de mobilidade as

velocidades de n partículas que interagem hidrodinamicamente podem ser calculadas por

meio das forças que agem sobre as partículas, dada por

ui = ui0 +
∑
i 6=j

M ij · F j(xj) , (3.7)

em queM ij é chamada de matriz mobilidade, ao passo que para um problema de resistência,

as forças hidrodinâmicas sobre as partículas podem ser determinadas em função de suas
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velocidades, expressa por

F i
0 = F i +

∑
i 6=j

Rij · uj(xj) , (3.8)

em que Rij é a matriz resistência.

Outra propriedade importante do escoamento de Stokes, é sua reversibilidade, assim

como o movimento u(x, t) é uma função linear da força hidrodinâmica aplicada, então se o

sentido da força é revertido, reverte-se também o movimento.

3.2 A Solução Fundamental

Para obtenção da solução fundamental das equações de Stokes, é utilizado um procedi-

mento de acordo com os fundamentos para solução de equações diferencias parciais lineares

que governam sistemas físicos modelados, conforme a teoria do potencial hidrodinâmico.

Esta solução fundamental (Ladyzhenskaya, 1969), corresponde ao escoamento gerado pela

presença de um ponto de força ou singularidade em um domínio tridimensional in�nito de

�uido e fornece o campo de pressão, velocidade e tensão deste escoamento. Dessa forma,

buscamos a solução para o seguinte sistema de equações

−η∇2u+∇p = F δ(x− x0) , (3.9)

∇ · u = 0 , (3.10)

em que F é uma força concentrada ou monopolo, que um ponto de singularidade realiza

sobre o �uido ao se transladar, localizado em x = x0 e δ(x) é a distribuição de delta de

Dirac tridimensional, satisfazendo as seguintes propriedades

∫ ∞
−∞

δ(x− x0)dV = 1 e

∫ ∞
−∞

δ(x− x0)f(x)dV = f(x0) , (3.11)

em que o símbolo de integral simples é utilizado para representar uma soma sobre todo

o espaço tridimensional, físico ou recíproco e f(x0) é uma função regular qualquer. Pela

de�nição do operador delta, a força F possui somente um valor diferente de zero quando

x = x0, signi�cando que toda força que uma partícula realiza no �uido se concentra em um

ponto de singularidade. A solução fundamental das equações de Stokes permanentes para
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o espaço livre, pode ser determinada por meio do seguinte par de transformadas de Fourier

tridimensionais, dadas por

F {f(x)} = f̂(k) =
1

(2π)3/2

∫
R3

f(x)e−ik·xdx , (3.12)

F−1
{
f̂(k)

}
= f(x) =

1

(2π)3/2

∫
R3

f̂(k)eik·xdk . (3.13)

A equação (3.12) pode ser interpretada como a projeção da função f(x) em um espaço

de ondas planas com f(k) a amplitude de cada onda eik·x. O operador ∇ do espaço físico

assume a forma simples −ik no espaço de Fourier e o laplaciano ∇2 no espaço recíproco

de Fourier é dado por −k2. Dessa forma, tem-se os seguintes resultados decorrentes das

propriedades da transformada de Fourier

F {∇ · u(x)} = ik · û(k) , (3.14)

F
{
∇2u(x)

}
= −k2û(k) , (3.15)

∇F−1 {û(k)} = F {ikû(k)} , (3.16)

em que û(k) representa o vetor campo de velocidades do escoamentos no espaço de número

de onda e u(x) representa o campo vetorial de velocidades no espaço físico tridimensional.

Aplicando a transformada de Fourier na equação da continuidade, tem-se

F {∇ · u} = 0, k · û(k) = 0. (3.17)

Agora aplicando novamente a transformada de Fourier à equação da quantidade de movi-

mento e considerando, sem perda de generalidade, que x0 = 0, isto é, a singularidade esteja

na origem, segue-se que

ηk2û(k)− ikp̂(k) = F
1

(2π)3/2

∫
R3

δ(x)e−ik·xdx, (3.18)

usando a equação (3.11), tem-se

∫
R3

δ(x)e−ik·xdx = e−ik·0 = 1, (3.19)

substituindo a equação (3.19) em (3.18), obtém-se a seguinte expressão para a equação da

quantidade de movimento do espaço recíproco
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ηk2û(k)− ikp̂(k) =
1

(2π)3/2
F , (3.20)

fazendo o produto escalar de k na equação (3.20), usando a equação (3.17) e �nalmente

isolando a pressão no espaço recíproco, obtém-se

p̂(k) =
1

(2π)

i(k · F )

k2
. (3.21)

Aplicando a transformada de Fourier inversa na equação (3.21) para determinar a pressão

p(x) e observando que ∇ = −ik, tem-se que

p(x) = F−1

{
1

(2π)

i(k · F )

k2

}
=

1

8π3
F ·
∫
R3

ikeik·x

k2
dk =

−F
8π3
· ∇
∫
R3

eik·x

k2
dk. (3.22)

A integral da equação (3.22) é determinada utilizando-se coordenadas esféricas no espaço

recíproco, sendo assim segue-se que

∫
R3

eik·x

k2
dk = 2π

∫ ∞
0

∫ π

0

eikr cos θ

k2
senθdθk2dk =

2π2

r
, (3.23)

em que r = |x|. Desta forma, substituindo a equação (3.23) em (3.22), temos que o campo

de pressão do escoamento no espaço físico é dado por

p(x) = − F
8π
· 2x

r3
. (3.24)

Para um ponto de força localizado em x = x0 genérico do �uido, o campo de pressão

�ca modi�cado apenas por uma translação, assim temos que o campo de pressão pode ser

representado de forma mais geral por

p(x,x0) = −F ·P(x,x0), (3.25)

em que

P(x,x0) =
1

8π
· 2(x− x0)

|x− x0|3
, (3.26)

é a função de Green associada ao campo de distúrbio de pressão, de�nido como vetor

propagador dos distúrbios de pressão. O campo de velocidade no espaço recíproco de

Fourier (ou espaço de número de onda) pode ser obtido substituindo a equação (3.21) em

(3.20) e após algumas manipulações algébricas, obtém-se

û(k) = − 1

(2π)3/2ηk2
F ·
(
I − kk

k2

)
. (3.27)

62



Aplicando a transformada de Fourier inversa na equação (3.27), segue-se que

u(x) = F−1{û(k)} = − 1

8π3η
F ·
[
I

∫
R3

eik·x

k2
dk −∇∇

∫
R3

eik·x

k4
dk

]
. (3.28)

Novamente utilizando coordenadas esféricas, tem-se que

∫
R3

eik·x

k4
dk = −π2|x|, (3.29)

substituindo as equações (3.29) e (3.23) em (3.28), obtém-se o seguinte campo de velocidade

no espaço físico tridimensional, dado por

u(x) = − F

8πη
·
(
I

r
+
xx

r3

)
. (3.30)

Considerando o caso mais geral em que x = x0 genérico, o campo de velocidade no espaço

físico �ca modi�cado por apenas uma translação, assumindo a seguinte forma

u(x,x0) = − F

8πη
·
[

I

|x− x0|
+

(x− x0)(x− x0)

|x− x0|3
]
. (3.31)

O campo de velocidade u pode ser expresso da seguinte maneira

u(x,x0) =
−F
8πη
· G(x,x0) , (3.32)

em que

G(x,x0) =

[
I

|x− x0|
+

(x− x0)(x− x0)

|x− x0|3
]
, (3.33)

é um tensor de segunda ordem simétrico e positivo de�nido, chamado de função de Green

para o campo de velocidades ou propagador do distúrbio hidrodinâmico, ou ainda, tensor

de Oseen-Burgers, de natureza puramente geométrica e portanto independente das propri-

edades do �uido. Além disso, os distúrbio se propagam com decaimento lento da ordem

de O(1/r), sendo que r é a distância com relação ao pólo x0. Dessa forma, este lento

decaimento caracteriza o longo alcance das interações hidrodinâmicas e mesmo partículas

relativamente afastadas umas das outras interagem de forma signi�cativa levando a proble-

mas de divergência das somas ou superposição de campos de distúrbio induzidos por um

grande número de singularidades.
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O tensor de tensões associado a uma função de Green, pode ser obtido a partir da

equação constitutiva para o tensor de tensões σ de um �uido Newtoniano incompressível.

Para isso basta aplicar as equações (3.25) e (3.32) no tensor de taxa de deformação σ =

−pI + η[∇u+ (∇u)T ]. Após alguns cálculos, segue-se que

σ(x,x0) =
F

8π
· T (x,x0), (3.34)

em que o tensor de terceira ordem, dado por

T (x,x0) =
6(x− x0)(x− x0)(x− x0)

|x− x0|5
, (3.35)

é uma função de Green tensorial associada à propagação do distúrbio de tensão gerado por

um dipolo hidrodinâmico em um escoamento de Stokes.

3.3 Teorema Recíproco de Lorentz

O teorema Recíproco de Lorentz estabelece uma relação entre dois escoamentos de Stokes

na mesma região, de forma que através da obtenção da solução dos campos (u′,σ′) de

um escoamento conhecido é possível obter informação sobre uma outro escoamento sem a

necessidade de se resolver as equações do movimento explicitamente. Dessa forma, considere

(u′,σ′) e (u,σ) dois campos de escoamentos diferentes que satisfazem as equações de Stokes

em uma região V , delimitada pela superfície S. Então, o teorema recíproco a�rma que (Kim

e Karrila, 1991)

∇ · (u′ · σ)− u′ · (∇ · σ) = ∇ · (u · σ′)− u · (∇ · σ′) . (3.36)

Para a demonstração do teorema, considere um �uido Newtoniano incompressível de vis-

cosidade η, dessa forma os tensores de tensão σ e σ′ são expressos em notação indicial,

respectivamente por

σij = −pδij + 2ηDij , (3.37)

σ′ij = −p′δij + 2ηD′ij , (3.38)

multiplicando a equação (3.38), pela componente Dij do tensor taxa de deformação do esco-

amento (u,σ) e utilizando a equação da continuidade para um escoamento incompressível,

obtém-se que
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σ′ijDij = −p∂ui
∂xi

+ 2ηD′ijDij = 2ηD′ijDij , (3.39)

analogamente, tem-se que

σijD
′
ij = 2ηDijD

′
ij , (3.40)

da simetria do tensor D e das equações (3.39) e (3.40), segue-se em notação de Gibbs que

σ : D′ = σ′ : D , (3.41)

outro resultado importante da simetria do tensor taxa de deformação, é que

σ : D′ = σ : ∇u′ e σ′ : D = σ′ : ∇u . (3.42)

Considere agora as seguintes identidades vetoriais

∇ · (σ · u′) = σ : ∇u′ + u′ · ∇ · σ , (3.43)

∇ · (σ′ · u) = σ′ : ∇u+ u · ∇ · σ′ , (3.44)

assim, substituindo a equação (3.43) e (3.44) em (3.42) e aplicando o resultado na equação

(3.41), obtém-se a forma diferencial do teorema da reciprocidade de Lorentz dado na equação

(3.36).

Observa-se que na ausência de força de campo ∇ · σ = ∇ · σ′ = 0, o teorema da

reciprocidade de Lorentz reduz-se a

∇ · (u′ · σ) = ∇ · (u · σ′) . (3.45)

Integrando a equação (3.36) em uma região regular V de um �uido Newtoniano incompres-

sível, obtém-se a representação integral do teorema da reciprocidade de Lorentz, dado por

∫
V

∇ · (u′ · σ)dV −
∫
V

u′ · (∇ · σ)dV =

∫
V

∇ · (u · σ′)dV −
∫
V

u · (∇ · σ′)dV . (3.46)

Novamente na ausência de força de campo e aplicando o teorema da divergência no primeiro

termo do lado esquerdo e no primeiro termo do lado direito da equação (3.46), segue-se que

∫
S

u′ · σ · ndS =

∫
S

u · σ′ · ndS . (3.47)
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O teorema da reciprocidade de Lorentz ou simplesmente identidade Recíproca, pode

ser utilizado para demonstrar propriedades de simetria do escoamento de Stokes, como a

simetria da matriz resistência R (Kim e Karrila, 1991). Além disso, em conjunto com

a solução fundamental das equações de Stokes constituem a base para determinação das

forças que agem sobre as partículas que interagem hidrodinamicamente quando se deslocam

em um �uido viscoso.

3.4 Representação Integral do Escoamento de Stokes

De acordo com a versão diferencial do teorema recíproco, no caso da não existência de

força de campo, tem-se que

∇ · (σ′ · u)−∇ · (u′ · σ) = 0 , (3.48)

em que, (u,σ) é a solução do campo de velocidade e tensões de um escoamento de Stokes

arbitrário e (u′,σ′), representam a solução do campo de velocidade e tensões de um escoa-

mento, sendo neste caso a solução fundamental das equações de Stokes. Aplicando a versão

diferencial do teorema recíproco, equação (3.48), em conjunto com a solução fundamental,

obtém-se que

∇ ·
(

1

8π
F · T · u+ σ · 1

8πη
F · G

)
= 0 . (3.49)

Considere agora duas possibilidades para a integração da (3.49 ) em todo volume V do �uido.

Primeiramente, suponha que a singularidade geradora de distúrbio no campo de velocidade

do �uido, não se encontra no interior de V . Dessa forma, a função da equação (3.49) é

regular em V . Consequentemente, todo o volume V , por ser uma região simplesmente

conexa, pode ser reduzido a um ponto, preservando os contornos físicos. Portanto, tem-se

que ∫
V

∇ · (ηT · u+ σ · G)dV = 0 . (3.50)

Aplicando o teorema da divergência em (3.50), obtém-se que∫
S

ηT · u · ndS +

∫
S

σ · G · ndS = 0 . (3.51)

Considere agora a segunda possibilidade. Neste caso, o ponto de singularidade encontra-se

no interior de V . Como mostrado na �gura (3.1)
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Figura 3.1: Esquemática para a segunda possibilidade.

Observe que a equação (3.49) é regular no volume V −Ve, em qe Ve é o volume da esfera

de raio R. Assim, segue-se que

∫
V−Ve

∇ · (ηT · u+ σ · G)dV = 0 . (3.52)

Novamente, aplicando o teorema da divergência na equação (3.52), tem-se que

∫
S−Se

ηT · u · ndS +

∫
S−Se

σ · G · ndS = 0 , (3.53)

em que, Se é a superfície da esfera. Avalindo as integrais (3.53), chega-se na seguinte

expressão para o vetor velocidade de uma singularidade em x0, dado por

u(x0) = − 1

8πη

∫
S

G(r) · σ(x) · ndS − 1

8π

∫
S

u(x) · T (r) · ndS . (3.54)

3.5 Lei de Faxén

Para o desenvolvimento da matriz mobilidade global, que descreve as interações hidrodi-

nâmica entre todas as partículas numa suspensão, utiliza-se da Lei de Faxén, que determina

a força hidrodinâmica sobre uma partícula esférica no domínio de um �uido. Suponha-se

inicialmente, que antes da introdução de uma partícula esférica rígida, a distribuição de

velocidade em um domínio de �uido seja u∞(x). Aplicando-se ao �uido uma distribuição
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super�cial de força de densidade t = σ · n em uma superfície esférica Sα de raio aα, cen-

trada em x0, sua distribuição inicial de velocidade mudará. Desse modo, pela representação

integral do escoamento de Stokes para uma partícula rígida, a velocidade adicional u′(x)

no ponto x devida á distribuição de força de densidade super�cial t, é dada por

u′(x) = − 1

8πη

∫
Sα

G(x− x′) · t(x′)dS(x′). (3.55)

Pelo princípio da superposição, o campo total u(x), é dado por

u(x) = u∞(x)− 1

8πη

∫
Sα

G(x− x′) · t(x′)dS(x′). (3.56)

Consideremos o caso mais geral de uma esfera rígida que translada com velocidade U e

gira em torno de seu centro com velocidade angular ω. Assim, na superfície da esfera Sα o

escoamento satisfaz a seguinte condição de contorno

U + ω × (x− x0) = u∞(x)− 1

8πη

∫
Sα

G(x− x′) · t(x′)dS(x′). (3.57)

Integrando a equação (3.57) na superfície da esfera, tem-se que

∫
Sα

UdS(x′) +

∫
Sα

ω × (x− x0)dS(x′) =

∫
Sα

u∞(x′)dS(x′)

− 1

8πη

∫
Sα

[∫
Sα

(
I

r
+
rr

r3

)
· t(x′)dS(x′)

]
dS(x′) (3.58)

em que r = x− x′ e r = |x|. Resolvendo a equação (3.58) para F , observando que

F =

∫
Sα

t(x′)dS(x′), (3.59)

segue-se que a força total na superfície da esfera é dado por

F =
3η

2a

∫
Sα

[u∞(x′)−U ] dS(x′). (3.60)

Para resolver a integral (3.60), será considerado o efeito do tamanho �nito da partícula,

dessa forma aplicando-se a expansão multipolo de u∞(x′) em torno do centro x0 da esfera,

chega-se a seguinte expressão
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u∞(x′) = u∞(x0) + (x′ − x0) · ∇u∞(x0) +

+
1

2
(x′ − x0)(x′ − x0) : ∇∇u∞(x0) + · · · (3.61)

Integrando a equação (3.61) na superfície da esfera Sα, obtém-se∫
Sα

u∞(x′)dS = u∞(x0)4πa2 +

[∫
Sα

(x′ − x0)dS

]
· ∇u∞(x0) +

+
1

2

[∫
Sα

(x′ − x0)(x′ − x0)dS

]
: ∇∇u∞(x0) + · · · . (3.62)

Observando que para escoamentos de Stokes o termo ∇2n+2u∞ = 0 para n = 1, 2, . . ., e que

as integrais abaixo apresentam os seguintes resultados∫
Sα

(x′ − x0)dS = 0 e

∫
Sα

(x′ − x0)(x′ − x0)dS =
4

3
πa4I , (3.63)

segue-se, por meio da substituição destes resultados em (3.60), obtém-se a seguinte expressão

da primeira lei de Faxén para a translação de uma esfera rígida, dada por

F = 6πηa

[(
1 +

a2

6
∇2

)
u∞(x0)−U

]
. (3.64)

3.6 Formulação Mobilidade e o Tensor Mobilidade de

Rotne-Prager

Nesta seção, será utilizada a Lei de Faxén para desenvolvimento da matriz mobilidade

global. Este resultado determina a força exercida por uma esfera α de raio aα sobre o �uido.

Dessa forma, podemos escrever a equação (3.64) como

F α = 6πηaα

[
Uα −

(
1 +

a2
α

6
∇2

)
u′(xα)

]
, (3.65)

em que u′ é o campo de velocidade resultante do escoamento induzido pelo movimento das

outras partículas da suspensão, no qual a partícula α está imersa com uma velocidade Uα.
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Para sistemas diluídos o campo u′ é determinado aplicando o princípio da superposição,

devido à linearidade das equações de Stokes, nos distúbios de primeira ordem induzidos por

cada partícula β 6= α na suspensão, obtendo-se

u′(x) =
N∑
β=1

1

8πη

(
1 +

a2
β

6
∇2

)
G(x− xβ) · F β, (3.66)

em que G(r) é o tensor de Oseen-Burgers com r = x− xβ. Substituindo a equação (3.66)

na equação (3.65), obtém-se a expressão para a força induzida na esfera α devido ao campo

de velocidades provocado por outras esferas β se movendo na mesma suspensão. Dessa

forma, segue-se que

F α = 6πηaαI ·
[
Uα −

1

8πη

N∑
β=1

(
1 +

a2
α

6
∇2

)(
1 +

a2
β

6
∇2

)
G(r) · F β

]
, (3.67)

com α = 1, . . . , N e r = xβ − xα. Por meio da equação (3.67), pode-se de�nir o seguinte

tensor mobilidade de pares, dado por

Gαβ =
1

8πη

(
1 +

a2
α

6
∇2

)(
1 +

a2
β

6
∇2

)
G(r) . (3.68)

Utilizando a propriedade ∇2∇2G = 0 e a relação

∇2G(r) =
2

r3
I − 6

r5
rr , (3.69)

o tensor Gαβ se apresenta como

Gαβ =
1

8πη

{
1

r
[I + r̂r̂] +

1

3r3
(a2
α + a2

β)[I − 3r̂r̂]

}
. (3.70)

Este tensor é denominado tensor mobilidade de Rotne-Prager (1969) e descreve as interações

hidrodinâmicas de longo alcance entre as partículas α e β. Este tensor depende apenas

da con�guração do sistema particulado em dado instante de tempo e possui decaimento

lento, ou de longo alcance, da ordem de 1/r. Para uma suspensão monodispersa, ou seja,

aα = aβ = a o tensor mobilidade de Rotne-Prager pode ser escrito como

Gαβ =
1

8πη

{
1

r
[I + r̂r̂] +

2

3r3
a2[I − 3r̂r̂]

}
. (3.71)

Para o desenvolvimento do tensor mobilidade global, primeiramente será de�nido dois

tensores M s e M p, denominados, respectivamente, por tensores automobilidade e mobili-

dade entre pares, cujas as componentes são dadas por
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M s
αα,ij =

δij
6πηa

, α = 1, . . . , N (3.72)

e

Mp
αβ,ij = Gαβ

ij , α, β = 1, . . . , N α 6= β. (3.73)

Assim, a equação (3.67) após o isolamento do termo Uα, pode ser escrita como

Uα = M s · F α +
N∑

α 6=β, β=1

M p · F β . (3.74)

Dessa forma, de�ne-seM , a matriz mobilidade global, como a soma das matrizes ou tensores

automobilidade e mobilidade entre pares, de modo que

M = M s +M p , (3.75)

e portanto, a equação (3.74) pode ser expressa de forma resumida, como

U = M · F . (3.76)

A equação (3.76) é escrita em forma matricial como


U 1

U 2

...

UN

 =


M 11 M 12 · · · M 1N

M 21 M 22 · · · M 2N

...
...

. . .
...

MN1 MN2 · · · MNN

 ·

F 1

F 2

...

FN

 , (3.77)

em que U 1, U 2, . . . ,UN denota as velocidades das partículas 1, 2, . . . , N . Os tensoresM ij

para i = 1, . . . , N e j = 1, . . . , N , dependem da con�guração da suspensão. Os elementos

M ii da diagonal da matriz, são responsáveis por acoplar o efeito das forças atuantes em

cada partícula α da suspensão em sua própria velocidade. Os elementos M ij para i 6= j,

representam as pertubações nas velocidades das partículas α 6= β devido a uma força F β

atuante em cada partícula β.

3.7 Mobilidades de Beenakker e Interações Hidrodinâ-

micas Periódicas

A primeira formulação do tensor de mobilidadde M ij para o cálculo de interações hi-

drodinâmicas de longo alcance em um sistema particulado de partículas esféricas sólidas foi
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proposta por Rotne-Prager (1969). Devido ao problema clássico, nos sistemas particulados,

relacionado ao decaimento lento das interações hidrodinâmicas de longo alcance na ordem

de 1/r, com o aumento da distância de separação entre as partículas, o cálculo direto dessas

somas usando o tensor de Rotne-Prager leva a divergências numéricas associadas ao pequeno

tamanho da suspensão. Para realizar o cômputo das interações hidrodinâmicas o mais pre-

ciso possível e contornar esse problema de convergência, foi usada a técnica de somas de

Ewald aplicada ao tensor de Rotne-Prager, considerando a suspensão com condições de

contornos periódicos e replicando-a em todas as direções do espaço. Beenakker (1986) foi o

primeiro a aplicar essa técnica das somas de Ewald para problemas de interações hidrodinâ-

micas empregando o tensor de Rotne-Prager. Essa soma periódica pode ser e�cientemente

computada com uma técnica de soma bem conhecida proposta por Ewald-Beenakker.

Seja representar o tensor mobilidade de Rotne-Prager em termos de uma soma sobre a

lattice L

Gαβ(r′) =
∑
x∈L

Gαβ(r′ + x) , (3.78)

em que r′ = xβ − xα é a separação entre as partículas α e β no interior da célula unitária

ou central.

Devido ao problema de convergência associado ao lento decaimento das funções de

Green, a soma representada na equação (3.78) deverá ser transformada em uma forma

convergente. Dessa forma, é necessário aplicar as mobilidades hidrodinâmicas de Beenak-

ker (1986). Assim, considere a seguinte representação alternativa do tensor de Rotne-Prager

dado na equação (3.71) aplicado ao problema de interações hidrodinâmicas em suspensões

monodispersas

Gαβ(r) =
1

8πη

[
1 +

2

3
a2∇2

]
(∇2I −∇∇)r . (3.79)

O tensor Gαβ pode ser expresso, como

Gαβ(r) = G1(r) +G2(r) , (3.80)

sendo

G1(r) =
1

8πη

[
1 +

2

3
a2∇2

]
(∇2I −∇∇){r[1− erf(ξr)]} (3.81)

e
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G2(r) =
1

8πη

[
1 +

2

3
a2∇2

]
(∇2I −∇∇){r[ erf(ξr)]} , (3.82)

em que ξ é um parâmetro positivo de controle de convergência do método denotado por

ξ = π1/2V −1/3, V é o volume da célula central e erf(x) é a função erro, de�nida por

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt . (3.83)

Assim, a mobilidade periódica Gαβ pode ser escrita da seguinte forma

Gαβ(r′) =
∑
x∈L

G1(r′ + x) +
∑
x∈L

G2(r′ + x) . (3.84)

Em termos de convergência, conforme Beenakker (1986), a série G1 converge mais rapida-

mente no espaço físico, enquanto a série G2 converge mais rápido no espaço recíproco (ou

de Fourier). Dessa forma, a soma de G2 será representada em uma soma sobre a lattice

denotada por L̂ no espaço recíproco, através da transformação de Ewald, de�nida por (Born

e Huang, 1954) ∑
x∈L

ϕ(x) = V −1
∑
k∈L̂

ϕ̂(k) exp(−ik · r′) , (3.85)

no qual, a transformada de Fourier da função ϕ é dada por

ϕ̂(k) =

∫
Ω

ϕ(x)eik·xdx . (3.86)

Assim, a equação (3.84) pode ser representada em termos de uma soma no espaço físico e

outra soma no espaço recíproco, por

Gαβ(r′) =
∑
x∈L

G1(r′ + x) +
1

V

∑
k∈L̂,k 6=0

G2(k) cos(k · r′) , (3.87)

em que os tensores mobilidades G1 e G2 são dados por

G1(r) =
1

8πη

{(
16

3
ξ7a2r4 + 4ξ3r2 − 80

3
ξ5a2r2 − 6ξ +

56

3
ξ3a2 +

4

3
ξ
a2

r2

)
× 1√

π
exp(−ξ2r2) +

(
1

r
+

2a2

3r3

)
erfc(ξr)

}
I

+
1

8πη

{(
−16

3
ξ7a2r4 − 4ξ3r2 +

64

3
ξ5a2r2 + 2ξ − 8

3
ξ3a2 − 4ξa2 − 4ξ

a2

r2

)
× 1√

π
exp(−ξ2r2) +

(
1

r
− 2a2

r3

)
erfc(ξ2r2)

}
r̂r̂ , (3.88)
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e

G2(k) =
(
I − k̂k̂

)(
1− 1

3
a2k2

)(
1 +

1

4
ξ2k2 +

1

8ξ4
k4

)
1

ηk2
exp

(−k2

4ξ2

)
, (3.89)

em que k̂ = k/k e erfc(x) = 1 − erf(x), é a função complementar de erf(x). Assim,

as matrizes mobilidades periódicas, entre pares e automobilidade, podem ser expressas

respectivamente, por

M p
αβ = Gαβ (3.90)

e

M s
αα =

(
1

6πηa
− 1

η
ξπ−3/2 +

20

9η
ξ3π−3/2a2

)
I. (3.91)

Portanto, a formulação completa para a solução da evolução dinâmica de uma suspensão

magnéticas com interações magnéticas e interações hidrodinâmicas periódicas, é dada por

(Gontijo, 2013)

Uα = M s · F α +
N∑

α 6=β, β=1

M p · F β , (3.92)

em que

F α = fαg + fαb + fαm + fαr + fαc , (3.93)

sendo, fαg uma força gravitacional que atua na partícula α, fαb representa uma força browni-

ana atuante na partícula α, fαm representa a força magnética atuante na partícula α, sendo

a soma de uma força de interação campo-partícula e uma força de interação partícula-

partícula, fαr e fαc representam respectivamente a força de repulsão e contato detalhado

anteriormente. A posição de cada partícula é determinada por

dxα
dt

= Uα , (3.94)

após o cômputo da velocidade. No passo de tempo posterior, para a evolução no tempo dos

momentos de dipolo, é essencial a resolução da equação evolutiva do momento angular de

cada partícula, dada por

ωα =
1

8πηa3
(T b + Tm) , (3.95)

em que T b é o torque browniano dado no resultado (2.38) e Tm é o torque magnético que

age sobre cada partícula α devido as interações entre momentos de dipolo das partículas e
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interações entre partícula e o campo externo aplicado. Com a determinação da velocidade

angular de cada partícula, o momento de dipolo para cada partícula α é determinado por

d

dt
(d̂

α
) = ωα × d̂

α
, (3.96)

no qual, d̂
α
é o vetor unitário na direção do momento da partícula α.

As forças apresentadas em (3.93) foram detalhadas no capítulo (3) juntamente com suas

formas adimensionais, denotadas nas equações (2.111)-(2.116). As matrizes mobilidades

entre pares e automobilidades são expressas adimensionalmente por

M̃
s

=
1

6πηa
M s, M̃

p
=

1

6πηa
M p . (3.97)
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CAPÍTULO 4

SUSCEPTIBILIDADE COMPLEXA DO

FLUIDO MAGNÉTICO

As informações sobre a dinâmica da magnetização de um �uido magnético submetido

a um campo magnético oscilatório são fornecidas por meio das medidas de suas partes

real e imaginária da susceptibilidade complexa χ(ω) = χ′(ω) + iχ′′(ω). A parte real χ′

da susceptibilidade complexa está relacionada com o armazenamento de energia de campo

magnético, enquanto a parte imaginária χ′′ está relacionada com a dissipação de energia e

geração de calor.

4.1 Susceptibilidade Complexa: Abordagem Numérica

A suscetibilidade complexa de um �uido magnético χ(ω) = χ′(ω) + iχ′′(ω) pode ser

calculada através da série temporal da componente de magnetização na direção do campo.

A transformada de Fourier seno e cosseno do sinal de magnetização Mz(t) fornece os coe�-

cientes de Fourier χ′(ω) da componente em fase e χ′′(ω) da componente fora de fase com o

campo magnético oscilatório aplicado, dado por
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H = H0êz sen(ωt) , (4.1)

em que, H0 e ω são a amplitude do campo e frequência angular, respectivamente, z é a

direção do campo aplicado.

Figura 4.1: Box com partículas suspensas em um �uido submetidas a um campo magnético

oscilatório aplicado.

Foi aplicado nas simulações o método dinâmica de Langevin para determinar, a cada

tempo de simulação (tk), a média do conjunto da componente do momento dipolar na

direção z das partículas i, ou seja, mi
z. A média do conjunto denotada por 〈mi

z(tk)〉 é
baseada em estatísticas sobre um número su�cientemente grande de realizações de simulação

até que os resultados tenham atingido um nível de precisão que se considera aceitável. Uma

vez calculada a evolução temporal da magnetização Mz(t) = 〈mi
z(tk)〉, pode ser realizado o

cálculo numérico das componentes da susceptibilidade complexa usando o seguinte par de

transformada de Fourier (Berkov et al., 2009):

χ′(ω) = χs
1

T

∫ T

0

Mz(t) sen(ωt)dt e χ′′(ω) = χs
1

T

∫ T

0

Mz(t) cos(ωt)dt, (4.2)

em que T é um múltiplo de 2π/ω e χs é a susceptibilidade de saturação, de�nida por

χs =
Ms

H0

. (4.3)
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Para aplicação de χs nos cálculos da susceptibilidade complexa, considerou-se valores

típicos obtidos de �uidos magnéticos. Dessa forma, estimou-se Md ∼ 105 Am−1 e H0 ∼
103 Am−1 para α = 1. Assim, por exemplo, para φ = 0.1 e α = 1 tem-se que χs =

Ms/H0 = φMd/H0 = 10. Para φ = 0.1 e α = 5, obtém-se χs = 10/5. Também para

φ = 0.02 e α = 1, chega-se em χs = 2. Portanto, partindo desses valores típicos, a equação

(4.3) pode ser expressa em função de φ e α, como

χs = 100× φ

α
, (4.4)

em que α = µ0mdH0/kBθ0. As integrais (4.2) também podem ser avaliadas numericamente

por uma forma discreta, dadas por

χ′(ω) =
χs
NT

NT∑
k=1

Mz(tk) sen(ωtk) e χ′′(ω) =
χs
NT

NT∑
k=1

Mz(tk) cos(ωtk) , (4.5)

em que NT é um número su�cientemente grande de passo de tempo nas simulações numé-

ricas.
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Figura 4.2: Desenhos esquemáticos das con�gurações da suspensão magnética considerando

três tempos diferentes. Figura (a) para t = 0, cada partícula da suspensão possui momento

de dipolo alinhado em uma direção aleatória. Figura (b) e Figura (c) para t = t1 e t = t2

respectivamente, representam os alinhamentos dos momentos dipolares das partículas na

direção do campo magnético oscilatório.

Sem perda de generalidade, os resultados obtidos referente a parte imaginária da suscep-

tibilidade complexa foram expressos somente em valores absolutos. A �gura (4.3), mostra
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o resultado da magnetização de equilíbrio em função do tempo, devido à aplicação de um

campo magnético estático, e uma magnetização oscilante após a implementação do campo

magnético oscilatório descrito em (4.1). As simulações foram realizadas considerando 300

partículas e 50 realizações, ambas sem interações hidrodinâmicas.

t
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­0.3
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­0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

(b)

Figura 4.3: Figura (a), magnetização de equilíbrio em função do tempo de um �uido mag-

nético exposto a um campo magnético externo estático, considerando φ = 0.10, α = 1,

λ = 1 e Pe = 1. Figura (b), magnetização de equilíbrio oscilante, após à aplicação de um

campo magnético oscilatório, com φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1 e Pe = 1 .

.

4.2 Susceptibilidade Complexa: Abordagem Analítica

O cálculo da parte real e imaginária da susceptibilidade complexa, caso analítico, de um

�uido magnético linearmente polarizado por um campo magnético oscilatório, foi obtido

para o limite assintótico de �uido magnético diluídos e semi-diluídos ou seja para 0 < φ ≤
0.10. Esses cálculos assintóticos de χ′ e χ′′ foram apresentados por Berkov et al. (2009).

Basicamente, esses autores calculam as componentes da suscetibilidade complexa expressas

nas integrais em (4.2) usando uma função de magnetização adimensional dependente do

tempo, dada assintoticamente por

Mz(αe(t)) = L(αe(t)) + 8φλL(αe(t))L′(αe(t)) , (4.6)
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no qual L(αe(t)) é a equação clássica de Langevin L(x) = coth(x) − 1/x com L′(x) =

dL(x)/dx1 e αe = µ0mdHe/kBθ0. O campo magnético efetivo adimensional αe sendo parte

da solução, é determinado pela resolução da seguinte equação diferencial ordinária não

linear:

dαe
dt

= −Dr
[
A(αe)−B(αe)

J(αe)
(αe − α sen(ωt))

]
, (4.7)

em que as funções A(αe), B(αe) e J(αe), são de�nidas como

A(αe) = 1− L(αe)

αe
+ 8φλ[L2(αe)− C(αe)]

L(αe)

αe
, (4.8)

B(αe) = C(αe) + 8φλ[L2(αe)− C(αe)]
L(αe)

αe
, (4.9)

J(αe) = L′(αe) + 8φλ
[
(L′′(αe))2 + L(αe)L′′(αe)

]
, (4.10)

no qual,

C(αe) = 1− 3L(αe)

αe
, e α =

µ0mdH0

kBθ0

. (4.11)

Para a adimensionalização da equação (4.7), foram utilizadas as seguintes escalas carac-

terísticas, dadas por

t̃ =
tDt
a

e ω̃ =
ωa

Us
. (4.12)

Substituindo os termos de (4.12) em (4.7), obtém-se que

Us
a

dαe

dt̃
= −Dr

[
A(αe)−B(αe)

J(αe)
(αe − α sen(ω̃t̃))

]
. (4.13)

Dividindo a equação (4.13) por a/Us e suprimindo sem perda de generalidade a notação

adimensional ∼, tem-se que

dαe
dt

= − 3

4Pe

[
A(αe)−B(αe)

J(αe)
(αe − α sen(ωt))

]
. (4.14)

Dessa forma, resolvendo numericamente a equação (4.14) e substituindo em Mz(αe(t)) e

posteriormente nas integrais dada em (4.2), obtém-se assintoticamente χ′(ω) e χ′′(ω).

A �gura (4.4), mostra a magnetização em função do tempo, para duas frequências

angulares diferentes, o primeiro grá�co para ω = 1 e o segundo para ω = 4, ambas com

fração volumétrica de partículas de φ = 0.10. É importante destacar que os resultados
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referentes as �guras (4.4) e (4.5) foram obtidos analiticamente, sendo válidos em limites

assintóticos de baixos valores de φ sem a presença das interações hidrodinâmicas.
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­0.2

­0.1

0

0.1

0.2

0.3

(a)

Figura 4.4: Magnetização oscilante devido à aplicação de um campo magnético externo

oscilatório, modelo analítico de Berkov et al. (2009). Figura (a), foi considerado os parâ-

metros físicos com valores φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e ω = 1. Na �gura (b) considerou-se

φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e ω = 4.

.

A �gura (4.5), apresenta a susceptibilidade complexa, destacando-se sua parte real e

imaginária. Os resultados (a) e (b), foram encontrados com φ = 0.02 e os resultados (c)

e (d), para φ = 0.10, todos com α = λ = 1. Para o cômputo dos resultados analíticos

para a parte real e imaginária da susceptibilidade complexa, foi desenvolvido um código

numérico em linguagem Fortran, de acordo com o desenvolvimento apresentado por Berkov

et al. (2009). Para maiores detalhes veja Apêndice II.
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Figura 4.5: Susceptibilidade complexa do �uido magnético obtida através do modelo ana-

lítico de Berkov et al. (2009). Figura (a) e (b) representam a parte real e imaginária da

susceptibilidade complexa em função da frequência angular ω, considerado os parâmetros

físicos com valores φ = 0.02, α = 1, λ = 1. Na �gura (c) e (d), parte real e imaginária

da susceptibilidade complexa em função da frequência angular ω considerando φ = 0.10,

α = 1, λ = 1.

.
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4.3 Histerese Magnética

Dada uma curva M em função de H , a integral de�nida por

A = −µ0

∫ Tp

0

M · dH , (4.15)

corresponde no valor da área sob a curva em que Tp é o período do ciclo. Sendo esse valor

diferente de zero, dizemos que o material magnético apresenta histerese. Assim, a histerese

(�gura 4.6) ocorre em decorrência da energia dissipada para inverter os dipolos magnéticos

durante uma mudança de direção do campo magnético (Silva, 2015).

M

­M

s

s

M

H

M

­M

r

r

­H Hc c

Figura 4.6: Curva de histerese magnética (caminho fechado) representada pela linha contí-

nua. A linha tracejada representa a curva de magnetização inicial.

Segue-se de acordo com a �gura (4.6) a magnetização é nula para o campo magné-

tico nulo. Assim que a intensidade do campo oscilatório aplicado inicia-se e aumenta, a

magnetização vai descrevendo o caminho representado pela linha pontilhada até atingir a

magnetização de saturação Ms. Agora, ao diminuir o campo aplicado a partir de Ms, a

magnetização vai descrevendo o caminho apresentado pela seta até atingir o ponto no eixo,

denominado de magnetização remanente dado por Mr. Neste ponto, o campo magnético

oscilatório aplicado é novamente igual a zero (H = 0), mas o material magnético possui
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uma magnétização maior que zero (M = Mr > 0). Percorrendo agora o caminho no sentido

oposto seguindo a seta, isto é, H < 0, chega-se ao ponto em que a magnetização novamente

é nula ao se aplicar no sentido oposto um valor de campo magnético denominado, campo

coercivo, dado por −Hc. Partindo deste ponto, ao aumentar-se novamente a intensidade

do campo magnético no sentido oposto, seguindo a seta, a magnetização do material nova-

mente atingirá a saturação do sentido oposto dada por −Ms. De forma análoga, aplicando

novamente no sentido oposto, de acordo com a seta, a curva de histerese se fecha, delimi-

tando uma área, no qual será mostrado que esta área sob a curva de histerese representa a

dissipassão de energia magnética na forma de calor. Portanto, a curva de histerese descreve

o quanto de campo magnético (Hc) é necessário para desmagnetizar o material e o quanto

de magnetização (Mr) permanece no sistema na ausência de campo externo aplicado (Ro-

sensweig, 1985). Dessa forma, motivado por esse atraso da magnetização em relação ao

campo externo oscilatório aplicado que o fenômeno recebeu o nome de histerese, que em

grego signi�ca atraso.

Considerando as partículas su�cientementes grandes para aplicação das equações da

termodinâmica, segue-se então da primeira lei que (Kappiyoor et al., 2010)

dU = dQ− dW , (4.16)

em que dU é a variação da energia interna, dQ é o calor gerado na nanopartícula e dW é o

trabalho realizado sobre a nanopartícula pelo campo magnético, sendo todos por unidade

de volume e relativos a suspensão magnética. A variação da energia em um ciclo histerético,

o estado �nal é igual ao inicial em um período Tp. Dessa forma, o sistema termodinâmico

novamente se encontra em seu estado inicial. Em consequência disso, a variação de energia

interna dU é nula, e todo o trabalho realizado nesse ciclo sobre o sistema é dissipado em

forma de calor ∆Q. Portanto segue-se que

∆Q =

∫ Tp

0

dQ =

∫ Tp

0

dW . (4.17)

De acordo com Rosensweing (2002), o trabalho realizado sobre o material magnético, quando

colocado na presença de campos magnéticos oscilantes no tempo, é dado em sua forma

diferencial por

dW = H · dB , (4.18)
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em queB = µ0(H +M ) é o campo de indução magnética. Substituindo o resultado (4.18)

em (4.17), obtém-se que

∆Q =

∫ Tp

0

H · dB . (4.19)

Considere agora a seguinte identidade vetorial com relação as diferenciais totais;

d(H ·B) = H · dB +B · dH . (4.20)

Portanto o segundo termo de (4.18) pode ser expresso como

H · dB = d(H ·B)−B · dH . (4.21)

Substituindo B = µ0(H +M ) em (4.21), tem-se que

H · dB = d(H ·B)− µ0H · dH − µ0M · dH . (4.22)

Assim, aplicando o resultado (4.22) em (4.19), obtém-se que

∆Q =

∫ Tp

0

d(H ·B)− µ0

∫ Tp

0

H · dH − µ0

∫ Tp

0

M · dH . (4.23)

No ciclo, as duas primeiras integrais de (4.23) serão nulas. Dessa forma tem-se que

∆Q = −µ0

∫ Tp

0

M · dH . (4.24)

Essa integral sendo a área sob a curva de histerese, representa a dissipação de calor por

histerese. Isso ocorre devido ao movimento da magnetização em relação ao campo magnético

oscilatório aplicado em um intervalo de tempo igual ao período de oscilação Tp. Portanto

a equação (4.24) diz que quando o �uido magnético está sob ação de um campo magnético

oscilatório, a área sob a curva de histerese nos dá a quantidade de energia dissipada na

forma de calor por unidade de volume (Silva, 2015). Na literatura muitos artigos fazem

uma separação entre perdas por histerese e perdas por relaxação magnética. Porém, de

acordo com Carrey et al. (2011), todas as perdas térmicas de partículas magnéticas são

perdas por histerese.

A equação (4.24) pode ser expressa em termos da parte imaginária da susceptibilidade

complexa χ′′. Assim, considere um campo magnético aplicado variando no tempo dado por
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H(t) = (0, 0, H0 sen(ωt)) , (4.25)

derivando (4.25) com relação ao tempo t, tem-se que

dH

dt
= (0, 0, ωH0 cos(ωt)) , (4.26)

susbstituindo (4.26) em (4.24), obtém-se

∆Q = −µ0ωH0

∫ Tp

0

M(t) cos(ωt)dt

= −µ0ωH
2
0

2π

ω

1

H0

1

Tp

∫ Tp

0

M(t) cos(ωt)dt

= −2πµ0H
2
0χ
′′(ω) . (4.27)

Portanto, o calor dissipado por unidade de volume sendo a área da curva de histerese, é

dado por

A = ∆Q = −2πµ0H
2
0χ
′′(ω) . (4.28)

O resultado (4.28) nos diz que o calor dissipado num ciclo depende do quadrado da am-

plitude do campo magnético oscilatório aplicado e da parte imaginária da susceptibilidade

complexa.

As partículas magnéticas, em uma dada temperatura, são ditas superparamagnéticas,

se o tempo de relaxação dos momentos magnéticos (τ sendo τB ou τN) for menor que o

tempo necessário para realizar uma medida (tm) de análise do sistema, isto é, τ << tm. Em

contraste, a partícula magnética é dita bloqueada, se tm < τ , dessa forma, os momentos de

dipolo magnéticos não têm tempo de relaxar e o sistema apresenta histerese magnética.

A �gura (4.7) mostra a variação do campo coercivo com o diâmetro da partícula mag-

nética. Observa-se que existe de acordo com a �gura (4.7), um diâmetro máximo dado

por Dmax no qual con�gura a mudança entre as partículas de monodomínio e multidomínio

magnético. Para partículas magnéticas com diâmetros menores que o diâmetro crítico, isto

é, D < Dc, possuem comportamento superparamagnético com o campo coercitivo nulo e

ausência de histerese (Pankhurst et al., 2003; Cullity e Graham, 2009).
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Figura 4.7: Comportamento do campo coercitivo com relação ao diâmetro da partícula

(Leite, 2013).
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CAPÍTULO 5

RESULTADOS NUMÉRICOS -

MAGNETIZAÇÃO DE EQUILÍBRIO E

SUSCEPTIBILIDADE COMPLEXA

Neste capítulo, serão apresentados os resultados numéricos preliminares. Na primeira

seção é apresentado um estudo de modelos de magnetização de equilíbrio, baseado em

simulações de muitos corpos com interações dipolares, validando o código para o caso de

um campo magnético estático aplicado. Através dos resultados numéricos em conformidades

com os resultados dos modelos assintóticos O(φ) de Langevin, O(φ2) e O(φ3) de Ivanov e

Kuznetsova (2001). Na segunda seção, são apresentandos os resultados numéricos sobre

a in�uência das interações dipolares no comportamento da susceptibilidade complexa de

um �uido magnético submetido a um campo magnético oscilatório externo. Na terceira

seção do capítulo, são consideradas interações dipolares e hidrodinâmicas simultaneamente,

e suas in�uências no comportamento da susceptibilidade complexa de um �uido magnético.

Na quarta seção, são apresentados os resultados numéricos para vários números de Péclet

diferentes. Por �m, na quinta seção, foram realizadas análises de cuvas de histerese e a

relação da área formada pela curva com a dissipação térmica.
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Foi considerada em todas as simulações uma suspensão monodispersa de N partículas

magnéticas esféricas rígidas de raio a, com momento de dipolo magnético permanente de

m = mddi , em que md é a intensidade do dipolo e di é um vetor unitário de orientação

dipolar. Essas partículas possuem densidade ρs e diâmetro d, imersas em um �uido newto-

niano com viscosidade η e densidade ρf . Tomando as partículas magnéticas su�cientemente

grandes, para que o tempo de relaxação de Néel seja muito maior que o tempo de relaxação

browniano, isto é τN >> τB, dessa forma, as simulações da dinâmica de �uido magnético

foram realizadas para o modelo de "dipolo �xo". O número de Stokes é o parâmetro de

controle de inércia da partícula denotado por St = mUs/6πηa
2, sendo de�nido como a

razão entre o tempo de relaxação inercial ou de resposta da partícula τi = m/(6πηa), em

que m é a massa da partícula e o tempo característico de sedimentação τS. Para �uidos

magnéticos típicos o número de Stokes, St << 1. Portanto, os efeitos inérciais da partícula

foram desprezados.

5.1 Estudos de Modelos de Magnetização

Para a simulação do sistema de partículas magnéticas utilizou-se o método numérico,

conhecido por Dinâmica de Langevin. Neste método, é realizada a evolução temporal da

suspensão magnética por meio da integração de suas equações, referentes ao movimento

translacional e rotacional de cada partícula da suspensão, computando diretamente as inte-

rações magnéticas dipolares. A suspensão magnética é composta por N partículas esféricas,

rígidas e de raio a, distribuídas randomicamente em uma célula central cúbica (box ), com

aresta de comprimento L.

Para realização das simulações, primeiramente foi feito um teste de convergência da

magnetização com o tamanho do sistema. Para o cômputo das propriedades estatísticas do

problema, o ideal seria um grande número de partículas (N ∼ 105), mas o tempo de simu-

lação tornaria inviável. Assim, um teste de convergência é necessário, para que se possa

de�nir um número mínimo de partículas no sistema. E dessa forma, proporcionar uma

representatividade de suas propriedades macroscópicas do �uido, com uma estatística sig-

ni�cativa, a um custo computacional pertinente. Para veri�car como o número de partícula

in�uencia o valor de saturação numérico de magnetização, foi feita basicamente uma curva
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da magnetização da suspensão magnética em função do número N de partículas conforme

a �gura (5.1). Foram realizadas diversas simulações para diferentes números de partículas,

mantendo uma fração volumétrica igual a 15 % com α = 1 e λ = 1. Com esses parâmetros

foram simuladas até 500 partículas com 50 realizações em cada simulação. Nota-se que

a magnetização de equilíbrio satura e assume um valor aproximadamente constante para

valores de N ≥ 300. Dessa forma, N = 300 apresenta um erro percentual de aproxima-

damente 0, 63 % com relação a N = 500, além disso, respectivamente com um tempo de

simulação em cerca de 30, 16 hs e 79, 19 hs. Nestas condições todas as simulações foram

realizadas para um número de partículas de N = 300 e 50 realizações em cada simulação,

no qual, mostrou-se boa convergência da magnetização e um custo computacional muito

menor comparado com N = 500.
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Figura 5.1: Magnetização de equilíbrio da suspensão em função do número de partícula N

para φ = 15 %, α = 1 e λ = 1.

Os resultados numéricos da magnetização de equilíbrio, com interações dipolares em

uma suspensão magnética utilizando o método Dinâmica de Langevin com Somas de Ewald

denotado simplesmente por (SE), foram comparados com o modelo clássico de Langevin

O(φ) e os modelos de Ivanov e Kuznetsova (2001), que possuem respectivamente correção

de ordem O(φ2) e O(φ3). A �gura (5.2), mostra o comportamento da magnetização em
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função do parâmetro α, para uma fração volumétrica φ = 15 %, λ = 1 e Pe = 1. Observa-

se uma boa concordância entre os valores numéricos e os valores de Langevin e Ivanov-

Kuznetsova (2001). Conforme o parâmetro α cresce, o campo magnético tende a dominar

completamente o movimento das partículas, dessa forma, para α > 10, todos os modelos

convergem para os mesmos valores. Quando α ∼ 1 os modelos teóricos O(φ2), O(φ3), e o

numérico, apresentaram uma maior magnetização com relação ao modelo de LangevinO(φ),

que não considera interações dipolares de partículas. Dessa forma, interações dipolares

acarretam um aumento na magnetização, devido as formações de cadeias de partículas na

direção do campo.
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Figura 5.2: Magnetização de equilíbrio em função de α para φ = 15 % e λ = 1. A linha

contínua denota o modelo O(φ) de Langevin, a linha pontilhada representa o modelo O(φ2)

de Ivanov e Kuznetsova (2001) e a linha tracejada representa o modelo O(φ3) dos mesmos

autores. Os círculos preenchidos representam os valores numéricos.

A �gura (5.3) mostra o comportamento observado para a magnetização da suspensão

em função da fração volumétrica de partículas denotada por φ, para uma suspensão coloidal

com α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Nota-se uma boa concordância entre os valores numéricos

obtidos com o método Dinâmica de Langevin com Somas de Ewald, (SE), o modelo de

Langevin O(φ) e os modelos de ordem O(φ2) e O(φ3) de Ivanov e Kuznetsova (2001). Para
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valores de φ da ordem de 5 %, observa uma pequena diferença nas soluções assintóticas

O(φ) e O(φ3), e para valores maiores de φ, essa diferença tende a aumentar. Para sistemas

mais densos, nos quais as interações dipolares se tornam muito importante para a dinâmica

microestrutural, a probabilidade de encontrarmos 4 ou mais partículas em torno de uma

partícula teste qualquer aumenta. Dessa forma, se justi�ca a diferença, entre os valores

numéricos para valores maiores de φ em comparação com o modelo de Langevin que não

possui interações entre partículas e os modelos de Ivanov-Kuznetsova (2001), no quais

interações entre pares e trios de partículas dominam.
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Figura 5.3: Magnetização de equilíbrio em função de φ com α = 1 e λ = 1. A linha

contínua denota o modelo O(φ) de Langevin, a linha pontilhada representa o modelo O(φ2)

de Ivanov e Kuznetsova (2001) e a linha tracejada representa o modelo O(φ3) dos mesmos

autores. Os círculos preenchidos representam os valores numéricos.

O grá�co da �gura (5.4) mostra o compotamento para a magnetização da supensão em

função de λ, com α = 1 e φ = 15 %. Nota-se que os valores numéricos se aproximam

razoavelmente dos modelos de Ivanov-Kuznetsova (2001).

92



λ

M
0
/
M

s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 5.4: Magnetização de equilíbrio em função de λ com α = 1 e φ = 15 %. A linha

contínua denota o modelo de Langevin, a linha pontilhada representa o modelo O(φ) de

Ivanov e Kuznetsova (2001) e a linha tracejada representa o modelo O(φ2) dos mesmos

autores. Os círculos preenchidos representam os valores numéricos.

5.2 O comportamento da Susceptibilidade Complexa do

Fluido Magnético com Interações Dipolares: Resul-

tados e Validação do Código

Novamente foi aplicado um teste de convergência com o tamanho do sistema, para re-

alização das simulações. Assim, para veri�car como o número de partículas in�uencia os

valores da parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético, foi ge-

rada basicamente uma curva destes valores em função do número N de partículas conforme

a �gura (5.5). Foram realizadas diversas simulações para diferentes números de partículas,

mantendo uma fração volumétrica igual a 10 % com α = λ = Pe = 1 e ω = 4, e simulações

com até 500 partículas e 50 realizações para cada simulação, considerando interações di-

polares e hidrodinâmicas. Observa-se que os valores da susceptibilidade complexa saturam

e assumem um valor aproximadamente constante para valores de N ≥ 300. Dessa forma,
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N = 300 apresenta um erro percentual de aproximadamente 1, 0 % para a parte real e 0, 2 %

para a parte imaginária com relação a N = 500, e com um tempo de simulação de 72, 03 hs

com 300 partículas e 163, 47 hs para 500 partículas. Nestas condições todas as simulações,

com ou sem interações hidrodinâmicas-(IH), foram realizadas para um número de partículas

de N = 300 e 50 realizações para cada simulação. Os valores numéricos foram obtidos uti-

lizando o método Dinâmica de Langevin com Somas de Ewald denotado simplesmente por

(SE) e Dinâmica de Langevin com Mínima Imagem denotado por (MI) e comparados com

o modelo analítico apresentado por Berkov et al. (2009). Destaca-se também que em todos

os casos nos quais consideraram as somas de Ewald foram usadas 125 células na Lattice.
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Figura 5.5: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função do número

de partícula N para φ = 0.10, α = λ = Pe = 1 e ω = 4 com interações dipolares e

hidrodinâmicas.

A �gura (5.6) mostra o comportamento da magnetização de equilíbrio oscilante em

função do tempo para cinco ciclos, no qual foi considerado em (a) − ω = 0.5, (b) − ω =

1.0, (c) − ω = 2.5 e (d) − ω = 4.0, e todos os grá�cos com uma fração volumétrica de

partículas de φ = 0.10 para α = λ = 1. Observa-se uma diminuição na amplitude, isto é,

na magnetização, com o aumento da frequência angular ω. Em baixa frequência, o campo

magnético tem um tempo característico maior do que o tempo efetivo das partículas, e

portanto, a magnetização é capaz de seguir o comportamento oscilante em fase com o

campo magnético. À medida que a frequência aumenta, o tempo característico do campo
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magnético reduz com relação ao tempo de relaxação magnética das partículas. Assim, a

magnetização não está mais em fase com o comportamento oscilante do campo magnético,

resultando em uma diminuição da magnetização com o aumento da frequência angular ω.
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Figura 5.6: Resultado numérico da magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de um

campo magnético oscilatório em função do tempo, com φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e Pe = 1.

Na �gura (a), foi considerado a frequência angular para ω = 0.5, em (b), ω = 1.0, em (c),

ω = 2.5 e (d), ω = 4.0.

As �guras (5.7), (5.8) e (5.9) mostram o comportamento da magnetização oscilatória

em função do tempo adimensional, t com λ = 1 e Pe = 1. As linhas contínuas em todos

os grá�cos representam os resultados analíticos dados na equação (4.6) e os quadrados

abertos representam os resultados numéricos obtidos com o método SE. Nota-se uma boa

concordância em todos os grá�cos entre os resultados numéricos e analíticos. Na �gura (5.7)

foi também considerado nas simulações φ = 0.02, α = 1. Observa-se em (a) com ω = 1, uma
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maior amplitude da magnetização que em (b) com ω = 4. Esse comportamento foi discutido

anteriormente na �gura (5.6). A mesma análise também é feita para a �gura (5.8). Agora,

para a �gura (5.9) com α = 5 em (a) e α = 10 em (b), nota-se um comportamento não linear

da magnetização. Observa-se na �gura que a magnetização oscilatória tende a uma curva

não senoidal. Veri�ca-se também um crescimento da magnetização com o aumento de α.

De fato, o parâmetro α está relacionado com a amplitude do campo magnético oscilatório.

Portanto, a intensi�cação do campo magnético aplicado com a elevação de α, acarreta

um domínio do movimento da partícula por meio do campo aplicado e consequentemente

redução dos efeitos brownianos.
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Figura 5.7: Magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de um campo magnético

oscilatório em função do tempo, com φ = 0.02, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Na �g. (a)

considerou-se ω = 1 e �g. (b) considerou-se ω = 4. As linhas contínuas representam os

resultados analíticos e os quadrados abertos representam os resultados numéricos obtidos

com o método SE.
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Figura 5.8: Magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de um campo magnético

oscilatório em função do tempo, com φ = 0.1, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Na �g. (a)

cosiderou-se ω = 1 e �g. (b) considerou-se ω = 4. As linhas contínuas representam os

resultados analíticos e os quadrados abertos representam os resultados numéricos obtidos

com o método SE.
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Figura 5.9: Magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação de um campo magnético

oscilatório em função do tempo, com φ = 0.01, λ = 1, ω = 1 e Pe = 1. Na �g. (a)

considerou-se α = 5 e �g. (b) considerou-se α = 10. As linhas contínuas representam os

resultados analíticos e os quadrados abertos representam os resultados numéricos obtidos

com o método SE.
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A �gura (5.10), apresenta o comportamento da susceptibilidade complexa, destacando-

se sua parte real e imaginária em função de ω, comparando os resultados numéricos dos

métodos apresentados neste trabalho com o modelo analítico de Berkov et al. (2009).

Observa-se uma boa concordância entre os resultados numéricos e analíticos. Foi conside-

rada nesta simulação uma suspensão diluída com φ = 0.02, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Nota-se

que tanto para a parte real, quanto a parte imaginária, os resultados numéricos utilizando

o método SE com círculos preenchidos e MI, com círculos vazios, estão bem próximos. Isso

se deve ao fato que, para sistemas diluídos as interações dipolares podem ser desprezadas,

considerando uma suspensão magnética de partículas nanométricas isoladas. Dessa forma,
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Figura 5.10: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular, com φ = 0.02,

α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas. A linha contínua representa o

modelo de Berkov et al. (2009), os círculos preenchidos representam os valores numéricos

obtidos com o método SE e os círculos vazios representam os valores numéricos obtidos com

o método MI.

as forças de campo-partículas são dominantes com relação as forças de interação partícula-

partícula. Portanto, o método de Dinâmica de Langevin com Mínima Imagem - MI, produz

resultados numéricos com uma boa precisão para �uido magnético diluídos (Rosa et al.
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2017). Também percebe-se uma boa aproximação com os resultados obtidos com o método

Dinâmica de Langevim com Somas de Ewald - SE. O método SE é muito e�ciente para

cômputo de interações de longo alcance, mas com um custo computacional bem maior. A

parte real da susceptibilidade complexa está relacionada com o armazenamento de energia

magnética. Observa-se que para menores ω os valores de χ′ são maiores e vão decrescendo

com o aumento de ω. Como explicado anteriormente, existe uma diferença de fase entre a

magnetização e o campo magnético oscilatório aplicado. Em baixa frequência as partículas

conseguem uma "melhor" orientação na direção do campo oscilatório, devido ao tempo

característico do campo aplicado ser maior que o tempo efetivo das partículas. À medida

que se aumenta o valor de ω, o tempo característico do campo aplicado passa a ser menor.

Dessa forma, as partículas passam a perceber esse campo externo com atraso, e assim, a

magnetização, que é uma média dos momentos de dipolos na direção do campo, passa a ser

bem menor no tempo para ω maiores, e consequentemente, há uma redução de sua energia

magnética armazenada. Portanto, a magnitude da parte imaginária, que está relacionada

com a dissipação de energia, aumenta em toda a região de frequência simulada, mas esse

aumento é muito maior para frequências mais baixas do campo oscilatório e decresce para ω

grande. Tanto os valores numéricos apresentados pelos dois métodos numéricos, quanto os

resultados obtidos pelo modelo analítico, seguem os mesmos comportamentos apresentados

em sua parte real e imaginária da susceptibilidade complexa.

As �guras (5.11) e (5.12) mostram o comportamento da susceptibilidade complexa, em

termos de sua parte real e imaginária em função de ω, respectivamente para φ = 0.06 e

φ = 0.10, ambas com α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas, apresentando-

se uma boa concordância com o modelo analítico de Berkov et al. (2009). Percebe-se, que

o aumento da fração volumétrica de partículas, φ, provoca um crescimento no armazena-

mento de energia magnética, como mostra as �guras citadas. Além disso, esse aumento de

φ, elevam os valores de suas partes imaginárias deslocando suavemente o "pico" de χ′′(ω)

para frequências mais baixas, indicando uma mudança no tempo de relaxação magnética da

partícula devido o aumento das interações dipolares. Assim, para suspensões magnéticas

mais densas, a diferença cresce, entre os métodos SE com círculos preenchidos e MI com

círculos vazios. Isso mostra que as interações dipolares de longo alcance entre as partículas,

não são bem representadas pelo método de MI em sistemas mais densos, acarretando para
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φ = 0.06 e φ = 0.10 aproximadamente os mesmos resultados apresentados em φ = 0.02

com MI. Agora, tanto o método numérico SE, quanto o modelo analítico, computaram essa

elevação na magnetização, como mostra a parte real da susceptibilidade complexa. De fato,

além do aumento da fração volumétrica de partículas, há uma intensi�cação das intera-

ções dipolares entre as partículas, que ocasiona uma elevação no armazenamento de energia

magnética, induzida por uma maior formação de cadeias e agregados na direção do campo

magnético aplicado.
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Figura 5.11: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular, com φ = 0.06,

α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas. A linha contínua representa o

modelo de Berkov et al. (2009), os círculos preenchidos representam os valores numéricos

obtidos com o método SE e os círculos vazios representam os valores numéricos obtidos com

o método MI.
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Figura 5.12: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular, com φ = 0.10,

α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas. A linha contínua representa o

modelo de Berkov et al. (2009), os círculos preenchidos representam os valores numéricos

obtidos com o método SE e os círculos vazios representam os valores numéricos obtidos com

o método MI.

A �gura (5.13), mostra a comparação entre φ = 0.02 e φ = 0.10, da parte real e

imaginária da susceptibilidade complexa, considerando α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Nota-se o

aumento nos valores da parte real e imaginária com o crescimento da fração volumétrica de

partículas. Observa-se uma boa concordância entre os resultados numéricos e o analítico

de Berkov et al. (2009), principalmente com o método SE, apresentados com círculos e

triângulos preenchidos. Com relação ao resultado numérico utilizando MI apresentados

com círculos e triângulos vazios, mesmo com a elevação de φ, o método não foi capaz

de computar as interações dipolares entre as partículas, não apresentando um aumento

efetivo na magnetização para frequências angulares relativamente pequenas. Já para ω

grande, todos os resultados para φ = 0.10 se aproximam, e as interações dipolares podem

ser desprezadas. Assim, o método MI produz bons resultados somente para as suspensões

magnéticas diluídas. O crescimento nas formações de cadeias e agregados, devido a elevação

das interações dipolares acarreta uma diminuição no tempo de relaxação magnética das
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partículas, justi�cando a mudança do "pico" de χ′′(ω) para frequências mais baixas com o

aumento da concentração de partículas magnéticas, como mostrado na �gura (5.13).
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Figura 5.13: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular com α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas. As linhas contínuas

grossa e �na, representam o modelo de Berkov et al. (2009) respectivamente com, φ = 0.10

e φ = 0.02, os círculos e triângulos preenchidos representam os valores numéricos obtidos

com o método SE para, φ = 0.10 e φ = 0.02 e os círculos e triângulos vazios representam

os valores numéricos obtidos com o método MI para, φ = 0.10 e φ = 0.02.

A �gura (5.14) apresenta em escala logarítmica, para uma melhor visualização, a parte

real e imaginária da susceptibilidade complexa em função de ω para α = 1 e α = 5, sendo

considerado em todos os resultados φ = 0.10 e λ = 1. Os resultados numéricos obtidos por

meio do método SE, com círculos preenchidos para α = 1 e quadrados preenchidos para

α = 5, mostram uma boa concordância com o modelo analítico de Berkov, apresentado

com a linha grossa para α = 5 e linha �na para α = 1. Como descrito anteriormente,

o método MI com α = 1 e φ = 0.10 não apresenta uma boa e�cácia para sistema mais

denso, mas ao considerar α = 5, a aproximação com o método SE foi satisfatório. Nestas

condições, ao considerar α >> 1, as interações campo-partículas tornam-se dominante com

relação as interações partícula-partícula e forças brownianas que passam a não in�uenciar

no comportamento do sistema, e dessa forma, os resultados numéricos com os dois métodos
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tendem a se aproximar. É possível notar um pequeno deslocamento do "pico" de χ′′(ω)

para frequências mais altas com o aumento do parâmetro α = 1 para α = 5, indicando uma

mudança no tempo efetivo de resposta das partículas em consequência da intensi�cação

do campo aplicado. Dessa forma, à medida que o campo magnético oscilatório aumenta

em decorrência da elevação de α, observa-se tempos de relaxação efetivos mais rápidos das

partículas magnéticas.
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Figura 5.14: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular, com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas. As linhas contínuas

grossa e �na, representam o modelo de Berkov et al. (2009) com α = 1 e α = 5 respectiva-

mente, os círculos e quadrados preenchidos representam os valores obtidos com o método

SE para α = 1, Pe = 1 e α = 5 e os círculos e quadrados vazios representam os valores

obtidos com o método MI para α = 1 e α = 5.

O grá�co da �gura (5.15) compara a parte imaginária normalizada, com três valores de

α diferentes. Assim, foi considerado α = 1, 2, e 3 com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1 em todos

os resultados. Observa-se uma boa concordância entre os resultados numéricos e analíticos.

Nestes grá�cos, são apresentados somente os resultados com SE, com losangos, triângulos e

quadrados abertos, respectivamente com α = 1, 3, e 5 e o modelo analítico apresentado por

Berkov, com linha contínua, traço-ponto e pontilhada respectivamente para α = 1, 3 e 5.
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Como descrito anteriormente, conforme aumenta o valor de α, o "pico" de χ′′(ω) se desloca

para valores maiores de ω, indicando uma mudança no tempo de relaxação magnética da

partícula.

ω

χ
/

χ

1 2 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0.1 0.3 0.5

"
" m
a
x

Figura 5.15: Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência an-

gular, com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1 sem interações hidrodinâmicas.com linha contínua,

traço-ponto e pontilhada representam o modelo de Berkov et al. (2009) com α = 1, α = 3 e

α = 5 respectivamente e os losangos, triângulos e quadrados abertos representam os valores

obtidos com o método SE para α = 1, α = 3 e α = 5.

5.3 A in�uência das Interações Hidrodinâmicas no com-

portamento da Susceptibilidade Complexa

Nesta seção, foram consideradas nas simulações interações hidrodinâmicas e dipolares

simultaneamente e os resultados comparados com os obtidos por meio de simulações com

apenas interações dipolares. Todas as simulações foram realizadas para um número �xo de

partículas de N = 300 e 50 realizações conforme o teste de convergência apresentado na
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�gura (5.5).

A �gura (5.16) mostra uma suspensão de partículas magnéticas considerando em (a)

somente interações dipolares e (b) com interações dipolares e hidrodinâmicas. Nota-se em

(a) o efeito agregativo das interações dipolares atuando nas formações de cadeias e agrega-

dos, em contrapartida, em (b) o efeito dispersivo das interações hidrodinâmicas quebrando

essas cadeias e agregados.

(a) (b)

Figura 5.16: Suspensão de partículas magnéticas. Figura (a), com interações dipolares e

�gura (b), com interações dipolares e hidrodinâmicas, ambas considerando φ = 0.10, α = 1,

λ = 1, ω = 1 e Pe = 1. Resultados obtidos por meio de simulação computacional de muitos

corpos.

A �gura (5.17) mostra o comportamento da susceptibilidade complexa em função da

frequência angular ω considerando φ = 0.02, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Observa-se uma boa

concordância entre os resultados do modelo analítico de Berkov et al. (2009) com linha

contínua e os numéricos com SE apresentados com círculos preenchidos e losangos abertos,

respectivamente sem interações hidrodinâmicas e com interações hidrodinâmicas. Os resul-

tados numéricos apresentaram aproximadamente os mesmos valores. Essa característica é

devido a baixa fração volumétrica de partículas. Assim, para sistemas diluídos as partículas

são consideradas relativamentes isoladas podendo desprezar as interações de longo alcance.

Portanto, o comportamento da susceptibilidade complexa permaneceu o mesmo nos resul-
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tados numéricos. Destaca-se que os mecanismos responsáveis pelo comportamento da parte

real e imaginária para φ = 0.02, foram descritos na seção anterior nos resultados (5.10).
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Figura 5.17: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular, com φ = 0.02,

α = 1, λ = 1 e Pe = 1. A linha contínua representa o modelo de Berkov et al. (2009),

os losangos vazios e círculos preenchidos representam os valores numéricos obtidos com o

método SE, respectivamente com e sem interações hidrodinâmicas.

As �guras (5.18) e (5.19) apresentam o comportamento da susceptibilidade complexa do

�uido magnético considerando interações dipolares e sem IH com círculos preenchidos e in-

terações dipolares e IH com losangos vazios em função de ω, respectivamente com φ = 0.06

e φ = 0.10 ambas com α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Ressalta-se agora a comparação do com-

portamento da susceptibilidade complexa considerando interações dipolares entre partículas

magnéticas e interações dipolares e hidrodinâmicas simultaneamente. O resultado numérico

sem IH mostrou uma boa concordância com o resultado analítico de Berkov et al. (2009).

Os resultados com SE, considerando interações hidrodinâmicas, apresentaram os valores um

pouco abaixo dos resultados obtidos com somente interações dipolares, principalmente para

ω menores. Essa diferença acentua-se com a elevação da fração volumétrica de partículas

como é observado para φ = 0.10. Esse comportamento nos resultados numéricos, se deve
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principalmente porque interações dipolares possuem características agregativas, enquanto

interações hidrodinâmicas apresentam uma característica dispersiva resultando em quebra

de cadeias e agregados de partículas, levando a uma diminuição no armazenamento de

energia representado por χ′ e consequentemente uma redução na sua dissipação de energia

térmica na forma de calor representada por χ′′. Essa difereça entre os resultados numéricos

e percebida pricipalmente para valores maiores de φ.
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Figura 5.18: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular, com φ = 0.06,

α = 1, λ = 1 e Pe = 1. A linha contínua representa o modelo de Berkov et al. (2009),

os losangos vazios e círculos preenchidos representam os valores numéricos obtidos com o

método SE, respectivamente com e sem interações hidrodinâmicas.
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Figura 5.19: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa do �uido magnético sob

ação de um campo magnético oscilatório em função da frequência angular, com φ = 0.10,

α = 1, λ = 1 e Pe = 1. A linha contínua representa o modelo de Berkov et al. (2009),

os losangos vazios e círculos preenchidos representam os valores numéricos obtidos com o

método SE, respectivamente com e sem interações hidrodinâmicas.

A �gura (5.20) mostra a comparação da susceptibilidade complexa em função de ω, para

φ = 0.10, φ = 0.02 e α = 1, λ = 1 e Pe = 1 em todos os resultados. As linhas contínuas,

grossa e �na representam o modelo analítico de Berkov et al. (2009), os círculos e triângulos

preenchidos representam os resultados numéricos com SE na presença de interações dipola-

res e os losangos e quadrados vazios são os valores numéricos utilizando o método SE com

interações dipolares e hidrodinâmicas. Novamente nota-se a elevação tanto na parte real

quanto na parte imaginária em consequência a um maior valor de φ. Os mecanismos res-

ponsáveis pelo comportamento da susceptibilidade complexa foram descritos nos resultados

de (5.13), (5.17) e (5.19).
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Figura 5.20: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular com α = 1, λ = 1 e Pe = 1. As linhas contínuas grossa e �na representam o modelo

de Berkov et al. (2009) respectivamente com, φ = 0.10 e φ = 0.02, os círculos e triângulos

preenchidos representam os valores numéricos obtidos com o método SE para, φ = 0.10

e φ = 0.02 sem interações hidrodinâmicas e os losangos e quadrados vazios representam

os valores numéricos obtidos utilizando o mesmo método para, φ = 0.10 e φ = 0.02 com

interações hidrodinâmicas.

A �gura (5.21) apresenta a parte real e imaginária da susceptibilidade complexa de um

�uido magnético com interações dipolares e hidrodinâmicas em função de ω considerando

α = 1, 3, e 5 e todas as simulações com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1. Os comportamen-

tos apresentados nos grá�cos foram detalhados anteriormente na análise dos resultados de

(5.14). Portanto, destaca-se nesta análise a comparação entre os resultados numéricos com

interações dipolares e sem interações hidrodinâmicas apresentados por círculos, triângulos

e quadrados preenchidos com os resultados numéricos com interações dipolares e hidrodi-

nâmicas apresentados por lonsangos, triângulos e quadrados vazios. Nota-se que para α's

maiores os resultados numéricos com e sem interações hidrodinâmicas vão se aproximando.

De fato, para valores de α > 1 a força de campo aplicado passa a dominar os movimentos

das partículas, inibindo os efeitos das interações dipolares e hidrodinâmicas.
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Figura 5.21: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular, com φ = 0.10, λ = 1 e Pe = 1. As linhas contínuas grossa, �na e tracejada,

representam o modelo de Berkov et al. (2009) com α = 1, 3 e 5 respectivamente, os círculos,

triângulos e quadrados preenchidos representam os valores obtidos com o método SE para

α = 1, 3 e 5 sem interações hidrodinâmicas e os losangos, triângulos e quadrados vazios

representam os valores numéricos obtidos utilizando o mesmo método para, α = 1, 3 e 5

com interações hidrodinâmicas.

A �gura (5.22) mostra o efeito das interações hidrodinâmicas na parte imaginária da

susceptibilidade complexa, considerando φ = 0.1, α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Observe que

para todos os valores testados de ω a capacidade do �uido magnético em dissipar a energia

do campo é menor quando considerada a in�uência das interações hidrodinâmicas. Esse

comportamento está associado à natureza dispersiva das IH. No encarte superior da �gura

(5.22), observa-se que as interações dipolares tendem a induzir agregados e cadeias locais.

Em contraste, a presença de IH é responsável por quebrar essas cadeias e agregados, e

consequentemente resulta em uma magnetização mais baixa, como mostra o encarte inferior.

Também é interessante notar que as diferenças na resposta do χ′′ induzidas pelo mecanismo

isolado de interações hidrodinâmicas de longo alcance parecem ser uma função de ω. Assim,

de�na ∆IH = χ′′−IH−χ′′IH , sendo χ′′−IH e χ′′IH como as partes imaginárias da susceptibilidade

complexa sem e com IH, tem-se que ∆IH = f(ω). As simulações numéricas indicam que,
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para ambos os limites assintóticos (ω � 1 e ω � 1) ∆IH → 0, enquanto para uma faixa

intermediária de ω ≈ 1, ∆IH se aproxima de um máximo local. Esse comportamento indica

que o mecanismo físico responsável pela sensibilidade da resposta do �uido magnético ao

efeito das IH deve depender de um acoplamento entre diferentes escalas de tempo. Como

ω é basicamente o inverso da escala de tempo característico do campo (tcampo = ω−1) as

perturbações hidrodinâmicas viscosas produzidas por uma partícula e propagadas através

do �uido por difusão de vorticidade, exige um forte acoplamento entre uma escala de tempo

hidrodinâmica th e magnéticas. Dessa forma, th é a escala de tempo típica de difusão de

momento pela ação da viscosidade cinemática do líquido transportador ν. Portanto, pode-

se de�nir th por th = a2/ν. Ao comparar essas duas escalas de tempo, leva a um parâmetro

físico th/tcampo = ωa2/ν que poderia ser usado como uma medida do grau de acoplamento

entre a ação do campo magnético oscilatório externo e a sensibilidade das partículas ao

efeito de IH.
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Figura 5.22: Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência an-

gular, ω. A linha contínua representa o resultado numérico com o método (DL)-Somas de

Ewald sem interações hidrodinâmicas e a linha traço-ponto representa o resultado numé-

rico com o método (DL)-Somas de Ewald com interações hidrodinâmicas. Os parâmetros

utilizados nas simulações são φ = 0.10, α = 1, λ = 1 e Pe = 1.
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5.4 Resultados de Simulações com Interações Hidrodi-

nâmicas e Dipolares para diferentes números de Pé-

clet

O efeito de Pe na parte real e imaginária da susceptibilidade complexa de um �uido

magnético, submetido a um campo magnético oscilatório é mostrado na �gura (5.23). As

simulações foram realizadas com e sem IH para efeito de comparação. Também considerou-

se a fração volumétrica de partículas, φ = 0.1 com α = 1, λ = 1 e ω = 1. No encarte

apresentado na parte imaginária, o resultado numérico calculado com SE sem IH é com-

parado com a teoria assintótica de Berkov et al. (2009). Ainda analisando o resultado do

encarte, observa-se que para Pe ≤ 1 uma boa concordância entre o resultado numérico e

o resultado assintótico. Agora, para Pe > 1 os resultados apresentam um desvio, devido

ao fato, que o resultado assintótico ser limitado aos regimes brownianos. Dessa forma,

para valores com Pe > 1, os resultados numéricos foram apresentados sem a comparação

com a teoria assintótica. Com relação a parte real e imaginária da susceptibilidade com-

plexa, a diferença entre os resultados com IH e sem IH é notável para valores menores de

Pe. Para maiores valores de Péclet, o efeito browniano é reduzido e as forças magnéticas

passam a dominar as IH, não mostrando diferença nos resultados. Nota-se que para cada

ω apresentado χ′′ atinge um valor máximo para um determinado Pe. Assim, a variação

de Pe provoca uma mudança no tempo de relaxação magnética das partículas in�uenci-

ando a dissipação térmica. Através das simulações numéricas, pode-se medir a in�uência

da hidrodinâmica ativando e desativando as IH de longo alcance e também alterando o

valor do número de Péclet. Outra característica interessante aqui, é a maneira de como a

hidrodinâmica in�uencia o movimento rotacional das partículas, podendo ser sentida por

dois mecanismos diferentes. Enquanto o primeiro mecanismo está relacionado às interações

partícula-partícula, o segundo está associado à interações direta �uido-partícula. Note que,

o comportamento apresentado na �gura (5.23), �ca claro que o número de Péclet tem uma

grande in�uência no movimento rotacional das partículas. Um aumento em Pe representa

uma escala de tempo Browniana mais alta, assim, as partículas se comportam menos sen-

síveis ao movimento browniano e mais sensíveis ao arrasto viscoso. Portanto, essa menor

sensibilidade a efeitos �utuantes decorrentes do movimento browniano também permite
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que as partículas percebam de maneira mais proeminente forças e torques magnéticos. A

dominância de efeitos magnéticos para números mais elevados de Pe também di�culta a

percepção de IH. Dessa forma, as maiores diferenças na parte imaginária da susceptibilidade

complexa, devido às IH, são observáveis apenas para valores menores de Pe.
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Figura 5.23: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função de Pe. Os

círculos fechados representam os resultados numéricos com SE na ausência de IH e os

círculos abertos representam os resultados numéricos com SE com IH ambas com α = 1,

λ = 1 φ = 0.10 e ω = 1. As linhas tracejadas e pontilhadas ligando os pontos tem como

objetivo melhorar a visualização.

A �gura (5.24) mostra a magnetização em função do tempo para φ = 0.01, α = 1, λ = 1

e ω = 1 sem IH considerando quatro valores de número de Péclet. Observa-se nos resultados

do grá�co que o aumento do numéro de Péclet acarreta um crescimento da magnetização.

O número de Péclet é de�nido como a razão entre um tempo característico de difusão

browniana e um tempo caracaterístico de sedimentação. Assim, para Pe > 1 os efeitos

brownianos são reduzidos e o campo magnético aplicado passa a dominar o movimento das

partículas aumentando a sua magnetização com o crescimento de Pe como é mostrado em

todos os grá�cos da �gura (5.24).

113



t

M
0
/
M

s

0 5 10 15 20 25 30

­0.8

­0.6

­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(a)
t

M
0
/
M

s

0 5 10 15 20 25 30

­0.8

­0.6

­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(b)

t

M
0
/
M

s

0 5 10 15 20 25 30

­0.8

­0.6

­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(c)
t

M
0
/
M

s

0 5 10 15 20 25 30

­0.8

­0.6

­0.4

­0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(d)

Figura 5.24: Resultados numéricos da magnetização de equilíbrio da suspensão sob ação

de um campo magnético oscilatório em função do tempo obtidos com SE, com φ = 0.01,

α = 1, λ = 1 e ω = 1. Na �gura (a), foi considerado nas simulações Pe = 1, (b) com

Pe = 1.5, (c) com Pe = 2 e (d) com Pe = 3.

A �gura (5.25) mostra a parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de

Péclet. Foram realizadas comparações entre os resultados numéricos considerando IH e sem

IH. Nas simulações considerou-se os parâmetros λ = 1, α = 1 e φ = 0.1. A diferença entre

os resultados com IH e sem IH é notável principalmente para valores menores de Pe. Para

maiores valores de Péclet, as forças magnéticas dominam as IH, não mostrando diferença

nos resultados. Nota-se que para cada ω apresentado χ′′ atinge um valor máximo para um

certo número de Péclet. A parte imaginária da susceptibilidade complexa χ′′ está associada

à dissipação de energia magnética na forma de calor. Portanto, a variação do número de
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Péclet devido a uma mudança no tempo de relaxação das partículas, deve in�uenciar a

dissipação de calor.

Pe

χ

1 3 5 7 9 11 13 15

1

2

3

4

5

ω=1.0

ω=2.0

ω=1.0 − ( )

ω=2.0 − ( )

"

IH

IH

Figura 5.25: Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de Pe para ω = 1

e ω = 2. Os símbolos fechados representam os resultados numéricos com SE e sem IH e os

símbolos abertos representam os resultados numéricos com SE e considerando IH. Outros

parâmetros utilizados nas simulações são φ = 0.10, α = 1 e λ = 1. As linhas tracejadas e

pontilhadas ligando os pontos tem como objetivo melhorar a visualização.

A �gura (5.26) e (5.27) apresenta a parte real e imaginária da susceptibilidade complexa

do �uido magnético para vários números de Péclet com λ = 1, α = 1 e φ = 0.1. À me-

dida que o valor de Pe aumenta, a parte real da susceptibilidade complexa também cresce.

Quando aumenta o número de Péclet, a uma redução dos efeitos brownianos acarretando um

aumento sistemático na parte real e imaginária da susceptibilidade complexa. Nota-se aqui

o mesmo padrão de como as partículas são mais sensíveis às interações hidrodinâmicas em

regimes mais baixos. Como mencionado anteriormente, para um Pe maior as forças mag-

néticas dominam os efeitos das interações hidrodinâmicas. Observe também uma mudança

do pico de χ′′ para a direita com o aumento do número de Péclet, indicando uma mudança

no tempo de relaxação magnética das partículas. Um efeito semelhante foi observado por
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Berkov et al. (2009), mas por um mecanismo físico diferente. No trabalho mencionado,

os autores observaram uma mudança no pico de χ′′ para frequências mais baixas devido a

um aumento de φ na ausência de IH. Eles relacionaram esse efeito como consequência das

crescentes interações dipolares que alteram o tempo de relaxamento das partículas. Outro

comportamento interessante mostrado nos resultados é que para valores grandes de ω, a

parte real, χ′, tende para zero, o que seria um limite de um campo �xo que não produz

qualquer efeito sobre a susceptibilidade complexa de um �uido magnético. Isso se deve

ao fato de que a magnetização não é capaz de seguir o comportamento oscilatório em fase

com o campo magnético aplicado. Assim, para frequências angulares mais altas, o campo

magnético tem um tempo característico muito menor que o tempo efetivo de resposta das

partículas, resultando em uma magnetização menor. Porém, para ω bem pequenos o re-

sultado é um armazenamento de energia maior e uma dissipação menor, como mostra as

�guras.
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Figura 5.26: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular, ω, para vários Pe. Os símbolos fechados representam os resultados numéricos com

SE e sem IH e os símbolos abertos representam os resultados numéricos com SE considerando

IH. Outros parâmetros utilizados nas simulações são φ = 0.10, α = 1 e λ = 1. As linhas

tracejadas e pontilhadas ligando os pontos tem como objetivo melhorar a visualização.
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Figura 5.27: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa em função da frequência

angular, ω, para vários Pe. Os símbolos fechados representam os resultados numéricos com

SE sem IH e os símbolos abertos representam os resultados numéricos com SE considerando

IH. Outros parâmetros utilizados nas simulações são φ = 0.10, α = 1 e λ = 1. As linhas

tracejadas e pontilhadas ligando os pontos tem como objetivo melhorar a visualização.

O comportamento da parte imaginária da susceptibilidade complexa em função da fração

volumétrica de partículas magnéticas, φ, é apresentado na �gura (5.28). Considerou-se nas

simulações α = 1, λ = 1, Pe = 1 e ω = 1. Para destacar o desvio entre os resultados

numéricos considerando IH e sem IH, é mostrado na �gura os valores de φ a partir de 5%.

Nota-se uma redução de χ′′ na presença de IH em comparação com os valores sem IH. Essa

diferença nos resultados aumenta para valores maiores de φ. Esse resultado menor para

IH é consequência do efeito dispersivo das interações hidrodinâmicas, agindo na quebra

de cadeia e agregados de partículas magnéticas, reduzindo o armazenamento de energia

magnética e consequentemente diminuindo a dissipação de energia térmica representada

pela parte imaginária da susceptibilidade complexa, χ′′. Dessa forma, a diferença entre

os resultados vão crescendo à medida que φ aumenta, pois para grandes valores de φ,

surge também uma elevação na formação de aglomerados de partículas, resultantes da

intensi�cação das interações dipolares. Assim, além de um aumento do armazenamento da

energia magnética pelas partículas, surge um acréscimo na dissipação de energia magnética,
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como é observado em sua parte imaginária. A �gura (5.29) mostra a in�uência de φ na

parte imaginária da susceptibilidade complexa normalizada por χs para ω = 2 e ω = 6 sem

considerar IH. Devido a normalização da parte imaginária por χs, os resultados mostram

especi�camente os efeitos das interações dipolares em função da fração volumétrica de

partículas, φ. Desta forma , para ω = 2 nota-se um crescimento dos valores à medida que

φ aumenta. De fato, à medida que φ cresce, as interações dipolares �cam mais intensas,

tendendo para maiores formações de agregados e cadeias de partículas magnéticas. Porém,

para ω = 6 os valores dos resultados são aproximadamentes constantes, sem efeito das

interações dipolares com o aumento de φ. Como discutido anteriormente, para valores

grandes de ω o tempo característico do campo magnético aplicado reduz, com isto, as

partículas magnéticas passam a responder bem menos ao campo magnético oscilatório,

reduzindo drasticamente o armazenamento de energia magnética e também sua dissipação

térmica. Nota-se também um efeito nulo das interações dipolares.
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Figura 5.28: Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de φ para α = 1,

λ = 1, Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados numéricos com SE

e sem IH e os círculos abertos representam os resultados numéricos com SE na presença de

IH.
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Figura 5.29: Parte imaginária da susceptibilidade complexa normalizada por χs em função

de φ para α = 1, λ = 1 e Pe = 1. Os círculos fechados representam os resultados numéricos

com SE sem IH para ω = 2 e os quadrados fechados representam os resultados numéricos

com SE considerando IH e para ω = 6.

A �gura (5.30) mostra a parte imaginária da susceptibilidade complexa em função das

interações dipolares entre partículas, λ com φ = 0.1, α = 1, Pe = 1 e ω = 1. Nota-se

que à medida que o valor de λ aumenta, cresce a diferença entre os resultados com IH e

sem IH dos valores de χ′′. É bem conhecido que as interações dipolares tendem a induzir

formações de agregados e cadeias locais. Em contraste, a presença de interações hidrodinâ-

micas parece ser responsável por quebrar essas cadeias e agregados diminuindo a capacidade

do �uido magnético em armazenar a energia do campo, resultando em uma magnetização

mais baixa e consequentemente uma dissipação menor como mostra os resultados numéricos

sem IH representados por cículos vazios. A �gura (5.31) apresenta a parte imaginária da

susceptibilidade complexa em função de λ para φ = 0.1, considerando ω = 1 e ω = 6, na

ausência de interações hidrodinâmicas. Outros parâmetros usados nas simulações foram:

α = 1 e Pe = 1. Ao analisar o grá�co pode ser observado para ω = 1 um aumento de χ′′

com o crescimento de λ. Como detalhado no grá�co anterior (�g. 5.30), ao intensi�car as

interações dipolares entre as partículas, como resultado, ocorre um aumento de cadeias e

119



agregados de partículas magnéticas. Essa característica ocorre principalmente para frequên-

cias angulares relativamentes baixas, pois o tempo caracteristíco das partículas magnéticas

se equilibram com o tempo caracaterístico do campo oscilatório aplicado. Agora, já para

ω = 6, os resultados numéricos não variaram, e se mantiveram praticamente constantes

com o aumento das interações dipolares. Isso ocorre, pois com o aumento da frequência

angular, ω, o tempo característico do campo passa a ser menor com relação ao tempo de

relaxação magnética das partículas. Assim, as partículas passam a responder menos ao

campo aplicado com anulação dos efeitos das interações dipolares, sendo essas responsáveis

pelo aumento de χ′ e χ′′.
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Figura 5.30: Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de λ para α = 1,

φ = 0.1, Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados numéricos com

SE na ausência de IH e os círculos abertos representam os resultados numéricos com SE e

IH.
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Figura 5.31: Parte imaginária da susceptibilidade complexa em função de λ para α = 1,

φ = 0.1 e Pe = 1. Os símbolos fechados representam os resultados numéricos com SE e

sem IH.

A �gura (5.32) mostra a parte real e imaginária da susceptibilidade complexa norma-

lizada pela susceptibilidade de saturação em função de α com φ = 0.01 e três diferentes

valores de Péclet, sem considerar interações hidrodinâmicas. Outros parâmetros usados na

simulações foram λ = 1 e ω = 1. Observa-se um crescimento na parte real normalizada

da susceptibilidade complexa com o aumento de α até saturar-se. Esse comportamento

se apresenta para os três valores de Péclet usados nas simulações, sendo Pe = 1, 1.5 e 2.

Ainda ao analisar a parte real, os valores são maiores para Pe maiores. Para Pe = 1.5 e

Pe = 2 os valores da parte real, que estão relacionados com o armazenamento de energia

magnética, vão se aproximando com o aumento de α. Além disso, esse efeito pode ser obser-

vado na parte imaginária normalizada da susceptibilidade complexa. Nota-se um aumento

de χ′′/χs, até atingir um valor máximo, e em sequência decresce para valores maiores de

α. Esse comportamento foi apresentado para os três valores de Péclet. A �gura (5.33)

apresenta o mesmo comportamento descrito anteriormente. Considerou-se nas simulações

Pe = 3, Pe = 4, Pe = 5 e Pe = 6 e para os outros parâmetros os mesmos do resultado

anterior. Nota-se tanto em χ′/χs quanto em χ′′/χs uma aproximação dos valores à medida
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que α aumenta. Esse comportamento foi apresentado anteriormente na �gura (5.32). Além

disso, com o aumento de α o campo magnético oscilatório passa a dominar outros mecanis-

mos físicos que in�uenciam o movimento da partícula. Assim, mesmo com o crescimento

de Pe, os resultados para grandes α (α > 4) praticamente não variam em χ′/χs. Porém,

como mostra o encarte, para 4 ≤ α ≤ 10 em χ′′/χs, os resultados numéricos se invertem

e tornam-se menores para Pe maiores. Dessa forma, com a elevação de Pe, tem-se tam-

bém implicitamente um crescimento pequeno no tamanho das partículas, aumentando o

seu tempo de relaxação magnética.
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Figura 5.32: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa normalizada por χs em

função de α para λ = 1, φ = 0.01 e ω = 1. Os símbolos abertos representam os resultados

numéricos com SE e sem IH, sendo os triângulos com Pe = 1, círculos com Pe = 1.5 e

quadrados com Pe = 2.
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Figura 5.33: Parte real e imaginária da susceptibilidade complexa normalizada por χs em

função de α para λ = 1, φ = 0.01 e ω = 1. Os símbolos abertos representam os resultados

numéricos com SE e sem IH, sendo os triângulos com Pe = 3, círculos com Pe = 4,

quadrados com Pe = 5 e losangos com Pe = 6. O encarte mostra o detalhe dos resultados

numéricos para 4 ≤ α ≤ 10.

5.5 Curvas de Histerese e Diagramas de Fase

A �gura (5.34) mostra curvas de histerese comparando o resultado analítico, com linha

contínua e o resultado numérico, com quadrados abertos. Considerou-se nos resultados

φ = 0.10, λ = 1, ω = 1, α = 1 e Pe = 1. Nota-se uma boa concordância entre os

resultados numéricos obtidos com o método SE e o resultado analítico. Essa comparação
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serve também como uma validação dos resultados numéricos. A área formada pela curva de

histerese representa a dissipação de energia magnética na forma de calor e de acordo com

Carrey et al. (2011), todas as perdas térmicas de partículas magnéticas submetidas a um

campo magnético oscilatório, são perdas por histerese.
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Figura 5.34: Curvas de histerese para φ = 0.1, ω = 1, λ = 1, α = 1 e Pe = 1. A linha

contínua representa o resultado analítico e os quadrados abertos representam o resultado

numérico.

A curva de histerese da �gura (5.35) mostra a comparação entre o resultado numérico

obtido sem interações dipolares (λ = 0) e o resultado numérico obtido considerando inte-

rações dipolares (λ = 1). Nota-se a in�uência das interações dipolares entre as partículas

na dissipação térmica. Destaca-se que este resultado é para baixos valores de ω como neste

caso apresentado. Porém, para valores grandes de ω, as partículas não respondem ao campo

magnético aplicado, provocando uma inibição dos efeitos das interações dipolares como foi

mostrado anteriormente na �gura (5.28). Como observado na �gura (5.35), uma forma de

aumentar a dissipação térmica pela suspensão, é aumentando a área formada pela curva

de histerese, por meio de interações dipolares entre partículas magnéticas. Observa-se no

grá�co, com a mudança de λ = 0 para λ = 1 a magnetização remanente cresce de Mr1

para Mr2 e o campo coercivo de Hc1 para Hc2 aumentando a área formada pela curva de
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histerese. Dessa forma, as interações dipolares entre partículas intensi�cam a dissipação de

energia magnética na forma de calor. De fato, com o aumento de λ eleva-se também as

formações de cadeias e agregados de partículas acarretando um crescimento no armazena-

mento de energia magnética. Isso explica o aumento da magnetização remanente de Mr1

para Mr2 . Em consequência disso, o campo magnético precisa de um campo coercivo maior

para que a magnetização se anule, provocando uma dissipação térmica maior.
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Figura 5.35: Curvas de histerese para φ = 0.1, ω = 1, α = 1 e Pe = 1, obtidas por meio

dos resultados numéricos.

A �gura (5.36) mostra o diagrama de fase, a curva de histerese e a magnetização de

equilíbrio em função do tempo. As simulações foram realizadas com λ = 1, α = 1, ω = 1

e φ = 0.1, considerando interações hidrodinâmicas. Nas �guras 5.36(a) e 5.36(b) com pa-

râmetro Pe = 1, apresentaram comportamentos lineares, como pode ser observado pelo

diagrama de fase circular e uma curva de histerese elíptica. Esse comportamento elíptico

da curva de histerese é descrito pela teoria da resposta linear da magnetização (Rosensweig,

2002). Além disso a �g. 5.36(c) apresenta uma magnetização de equilíbrio com resposta se-

noidal para um campo magnético igualmente senoidal, mas com um atraso de fase. A �gura

5.36(d) e 5.36(e) ambas com Pe = 2, apresentam efeitos não lineares, com uma pequena de-

formação no diagrama de fase e também uma curva de histerese não elíptica. Dessa forma,
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para valores maiores de Péclet a magnetização de equilíbrio se desvia da resposta senoidal

do campo magnético aplicado, apresentando assim mesmo um comportamento periódico

temporal como mostrado na �gura 5.36(f).
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Figura 5.36: Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos utilizados nas

simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1 e Pe = 1 na presença de IH.

Os parâmetos utilizados nas simulações em (d), (e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1

e Pe = 2 na presença de IH.

A �gura (5.37), mostra o resultado de simulações realizadas para λ = 1, α = 1, ω = 1

e φ = 0.1, com Pe = 10 e Pe = 15. Note que o diagrama de fase dado na �gura 5.37(a)

e 5.37(d) e a curva de histerese mostrada na �gura 5.37(b) e 5.37(e), apresentam-se ainda

mais evidente uma não linearidade na resposta com o campo magnético aplicado. Essa não

linearidade é mostrada também na �gura 5.37(c) e 5.37(f). Portanto, observa-se o seguinte

sinal temporal: o sistema é estimulado com um sinal harmônico periódico, respondendo de
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forma não linear para maiores números de Péclet e convergindo-se para uma onda quadrá-

tica. Basicamente para maiores Péclet as partículas atinge ao longo do processo temporal,

um estado de saturação da magnetização levando a um achatamento da onda.
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Figura 5.37: Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos utilizados nas

simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 1 e Pe = 10 na presença de

IH. Os parâmetos utilizados nas simulações em (d), (e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1,

ω = 1 e Pe = 15 na presença de IH.

A �gura (5.38), mostra o resultado de simulações realizadas para λ = 1, α = 1, ω = 2

e φ = 0.1, com Pe = 10 e Pe = 15. Na sequência a �gura (5.39), apresenta o resultado de

simulações realizadas para λ = 1, α = 1, ω = 2 e φ = 0.1, com Pe = 10 e Pe = 15. Os

comportamentos apresentados nos grá�cos foram detalhados anteriormente na análise dos

resultados da �gura (5.36) e (5.37).
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Figura 5.38: Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos utilizados nas

simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 2 e Pe = 1 na presença de IH.

Os parâmetos utilizados nas simulações em (d), (e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 2

e Pe = 2 na presença de IH.
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Figura 5.39: Na sequência, diagrama de fase da magnetização de equilíbrio, curva de his-

terese e a magnetização de equilíbrio em função do tempo. Os parâmetos utilizados nas

simulações em (a), (b) e (c) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1, ω = 2 e Pe = 10 na presença de

IH. Os parâmetos utilizados nas simulações em (d), (e) e (f) são φ = 0.10, α = 1, λ = 1,

ω = 2 e Pe = 15 na presença de IH.

As �guras (5.40) e (5.41) mostram respectivamente para ω = 1 e ω = 2 os diagramas

de fases e curvas de histerese da magnetização de equilíbrio para vários números de Péclet.

As simulações foram realizadas para λ = 1, α = 1 e φ = 0.1, considerando as interações

hidrodinâmicas. Note que, conforme o aumento do número de Péclet, surge uma mudança

tanto nos diagramas de fases quanto nas curvas de histerese indicando uma não linearidade

na resposta da magnetização com o campo magnético oscilatório aplicado. Ao comparar

as áreas entre as curvas de histerese, é observado um aumento para números maiores de

Péclet até que um máximo seja atingido. Após esse valor máximo, as áreas entre as curvas

de histerese decrescem. Essa diferença entre as áreas indica uma mudança no tempo de

relaxação magnética das partículas, representado no problema pelo número de Péclet. Em
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termos práticos, o número de Péclet pode ser controlado variando o diâmetro da partícula,

mas também está relacionado à sensibilidade das partículas em sentir efeitos hidrodinâmi-

cos. Para que uma partícula perceba a in�uência do líquido circundante em sua própria

mobilidade, ela deve ser pequena o su�ciente para que o limite do escoamento de Stokes

(onde as interações hidrodinâmicas são mais fortes) seja alcançado, mas grande o su�ciente

para efeitos brownianos relacionados às �utuações térmicas das moléculas do líquido não

impeça a percepção dos fenômenos hidrodinâmicos.
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Figura 5.40: (a): diagramas de fase e (b): curvas de histerese da magnetização de equilíbrio

para vários Pe. Outros parâmetros físicos utilizados nestas simulações são α = 1, λ = 1,

φ = 0.10 e ω = 1 na presença de IH.
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Figura 5.41: (a): diagramas de fase e (b): curvas de histerese da magnetização de equilíbrio

para vários Pe. Outros parâmetros físicos utilizados nestas simulações são α = 1, λ = 1,

φ = 0.10 e ω = 2 na presença de IH.

A �gura (5.42) mostra o valor da área da curva de histerese normalizada pela área

máxima em função do número de Péclet. Considerou-se nas simulações λ = 1, α = 1 e

φ = 0.1. Nota-se nas comparações dos resultados com interações hidrodinâmicas e sem

interações hidrodinâmicas, uma diferença principalmente para Pe = 1. Para valores mai-

ores de Péclet os resultados se aproximam, não apresentando diferenças expressivas. A

área normalizada pela área máxima pode ser escrita em termos da parte imaginária da

susceptibilidade complexa, como A/Amax = χ′′/χ′′max. Dessa forma, a área entre a curva

de histerese signi�ca a quantidade de energia magnética dissipada na forma de calor em

um ciclo. De acordo com a �gura (5.42) para cada frequência angular ω, existe um valor

máximo de dissipação de energia magnética, associado a um determinado número de Péclet.
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Figura 5.42: Área de histerese normalizada pelo máximo em função de Pe para φ = 0.10,

α = 1, λ = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados numéricos com SE

e sem IH e os círculos abertos representam os resultados numéricos com SE na presença

de IH. As linhas tracejadas e pontilhadas ligando os pontos tem como objetivo melhorar a

visualização.

A �gura (5.43) mostra a comparação entre o resultado analítico, com linha contínua,

e resultado numérico, com losangos abertos, de curvas de histeres para φ = 0.01, λ = 1,

ω = 1 e Pe = 1, obtidas sem IH. Nota-se uma boa concordância entre os resultados

numéricos obtidos com o método SE e o resultado analítico. Foi considerado ω = 1 em

5.43(a), apresentando-se uma curva de histerese do tipo elipsoidal descrita pela teoria da

resposta linear (Rosensweig, 2002). A área formada pela curva de histerese representa,

como descrita em (4.3), uma dissipação de energia magnética na forma de calor, pois as

partículas magnéticas ainda com energia magnética armazenadas mesmo com o campo

magnético aplicado igualmente nulo, é forçada a dissipar essa energia pelo campo aplicado

quando a sua direção é invertida. Dessa forma, as partículas magnéticas da suspensão

dissipa essa energia na forma de calor até torna-se a magnetização nula novamente através

de campo aplicado de�nido por campo coercivo (�gura 4.6). Uma forma de aumentar essa

energia dissipada na forma de calor é aumentando o tamanho da área da curva de histerese,

através por exemplo, da amplitude do campo aplicado por meio do parâmetro α. Dessa
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forma, como mostra a �gura 5.43(b), para α = 5 é apresentada uma área formada pela

curva de histerese, bem maior e consequentemente uma dissipação térmica mais elevada que

na �gura 5.43(a). Mas esse aumento da área decorrente do crescimento da amplitude do

campo aplicado, para aplicações biomédicas como a magnetohipertermia em seres humanos

não seria tão simples, pois o organismo tem um limite de tolerância da intensidade do

campo magnético aplicado. Assim, um campo magnético muito intenso, isto é, com uma

grande amplitude, por exemplo, poderia causar danos indesejáveis ao organismo exposto a

aplicação (Pankhurst et al., 2003).
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Figura 5.43: Curvas de histerese para φ = 0.01, ω = 1, λ = 1 e Pe = 1. Resultado analítico

representado por linha contínua e o resultado numérico, representado por losangos abertos.

Na �g. (a) considerou-se nas simulações α = 1 e na �g. (b) com α = 5.

A �gura (5.44) mostra curvas de histerese obtidas por meio dos resultados numéricos com

SE considerando interações dipolares entre partículas magnéticas e sem IH para φ = 0.01.

Nota-se para α = 1 apresentado por linha traço-ponto uma curva de histerese elipsoidal.

Essa curva elipsoidal já foi analisada anteriomente, juntamente com a curva de histerese

para α = 5. Também é mostrado uma curva de histerese para α = 10 apresentando-se

uma área bem maior em consequência de sua amplitude. Nota-se para grandes amplitudes

um comportamento bem diferente do elipsoidal. Dessa forma, com aumento da amplitude
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a magnetização passa do regime linear para o regime não linear, apresentando-se esse as-

pecto mais clássico de curva de histerese com o aumento do campo magnético coercivo e

magnetização remanente.
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Figura 5.44: Curvas de histerese para φ = 0.01, ω = 1, λ = 1 e Pe = 1 obtidas por meio

dos resultados numéricos. A linha traço ponto representa o resultado numérico para α = 1,

a linha contínua �na para α = 5 e a linha contínua grossa para α = 10.

Uma outra forma de aumentar a área da curva de histerese é através do número de Péclet.

Observe na �gura (5.45) as curvas de histerese para φ = 0.01 obtida por meio dos resultados

numéricos, considerando três valores diferentes de números de Péclet. Nas simulações foram

considerados α = 1 e ω = 1, resultando numas curvas de histerese tipo elipsoidal, ou

seja, pertencentes a um regime linear mesmo aumentando o número de Péclet. Nota-

se também um crescimento tanto no campo coercivo quanto na magnetização remanente

provocando um aumento da área sob a curva, como pode ser observado na �gura. Esse

resultado é interessante, pois mesmo mantendo uma frequência angular e amplitude de

campo constantes, é possível obter um aumento na dissipação de energia magnética na

forma de calor variando o número de Péclet. Observe que o o número de Péclet tem uma

grande in�uência no movimento rotacional das partículas. Um aumento em Pe representa

uma escala de tempo browniana mais alta quando comparada com a escala de tempo de
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relaxação das partículas, de modo que as partículas são menos sensíveis ao movimento

browniano. Isso sugere uma melhora na dissipação de calor com um pequeno aumento do

diâmetro da partícula, e assim, reduzir os efeitos da difusão browniana sobre as partículas,

produzindo um aumento no armazenamento de energia magnética e também uma maior

dissipação térmica.
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Figura 5.45: Curvas de histerese para φ = 0.01, ω = 1, λ = 1 e α = 1 obtidas por meio

dos resultados numéricos. A linha traçada representa o resultado numérico para Pe = 1, a

linha contínua �na para Pe = 1.5 e a linha contínua grossa para Pe = 2.

A �gura (5.46) mostra curvas de histerese para diferentes valores de ω. As curvas foram

obtidas através dos resultados numéricos para φ = 0.01, α = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem IH. Na

�gura 5.46(a), nota-se para ω = 0.1 uma curva de histerese muito estreita. De fato, para

valores de ω pequenos o tempo característico do campo oscilatório é muito maior que o

tempo de relaxação das partículas. Assim, as partículas passam a responder bem melhor ao

campo magnético oscilatório estando mais em fase com o campo. Isso leva a um aumento

no armazenamento de energia magnética com pouca perda na forma de calor como indica

o estreitamento da curva de histerese. Observando a �gura percebe-se um campo coercivo

e magnetização remanente bem pequenos, isso signi�ca que as partículas não precisam de

um esforço a mais pelo campo aplicado para anular a magnetização que está quase total-
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mente em fase com o campo magnético aplicado. À medida que se aumenta o valor de ω

as áreas das curvas de histerese se tornam maiores até atingir um máximo como mostra

a �gura. Observa-se que o máximo é atingido para ω = 1 e posteriormente as áreas for-

madas pelas curvas de histerese vão reduzindo para ω maiores como é mostrado na �gura

(5.46)(b). Nota-se para ω grande uma diminuição principalmente no campo remanente da

curva de histerese e também no seu valor máximo da curva, isso indica, que as partículas

estão armazenando e dissipando bem menos energia magnética num ciclo. De fato, para

ω grande o tempo característico do campo magnético aplicado é bem menor que o tempo

de resposta da partícula, que passa a ter di�culdades em seguir o movimento oscilatório do

campo infuenciando na redução da magnetização da suspensão.
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Figura 5.46: Curvas de histerese para φ = 0.01, α = 1, λ = 1 e Pe = 1 obtidas por meio

dos resultados numéricos.

136



CAPÍTULO 6

MAGNETOHIPERTERMIA

Neste capítulo é apresentado um modelo para obtenção da taxa média de aumento de

temperatura em magnetohipertermia. Para isso, foi proposto primeiramente um cálculo

híbrido baseado em simulações discretas de dinâmica de Langevin para determinar a mag-

netização combinando com uma descrição contínua da região tumoral (isto é, um modelo

concentrado), com o propósito de avaliar o aumento da temperatura dentro da região. Em

seguida, são apresentados os resultados numéricos para magnetohipertermia e comparados

com a teoria assintótica para alguns parâmetros como forma de validação.

6.1 Formulação para Taxa Média de Aumento de Tem-

peratura em Magnetohipertermia

Considera-se primeiramente uma região esférica de raio Rε composta de partículas mag-

néticas de raio a, densidade ρs, calor especí�co cs e de um líquido ambiente de densidade

ρ0 e calor especí�co c0. O raio Rε é grande o su�ciente para conter um grande número de

partículas magnéticas, mas pequeno o su�ciente para que as variações espaciais de tempera-

tura dentro da região de raio Rε possam ser desprezadas. Dessa forma, sob essas condições,
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é proposto um modelo para predizer a taxa média de aumento de temperatura dentro de

um pequeno tumor de meio equivalente esférico, submetido à magnetohipertermia induzida

pela presença de nanopartículas magnéticas suspensas, expostas a um campo magnético

oscilatório de amplitude uniforme. A �gura (6.1) mostra um modelo tumoral concentrado

e com partículas magnéticas submetidas a um campo magnético senoidal.

(a)

(b)

(c)

Figura 6.1: Esboço de um modelo prototípico para magnetohipertermia: (a) mostra um

tumor impregnado com partículas magnéticas sob ação de um campo magnético oscilatório,

(b) mostra uma ampliação de uma região típica dentro do tumor com as partículas mag-

néticas e (c) detalhe de uma partícula magnética típica com uma camada de surfactante, a

�m de evitar a formação de aglomerados (Figura desenvolvida pelo prof. Rafael Gabler).

Portanto, neste trabalho é mostrado como a taxa média de aumento de temperatura no

tempo, <dθ/dt>, depende da frequência angular adimensional, do parâmetro de interação

campo - partícula, denotado por α, interação dipolar entre partículas, λ, do número de
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Peclét, Pe e da fração volumétrica de partículas, φ, dentro do tumor. A parte imaginárida

da susceptibilidade complexa do �uido magnético, χ′′, está relacionada com a dissipação

de energia magnética na forma de calor, consequentemente, é a quantidade principal para

predizer a taxa média de aumento de temperatura no tempo (Rosensweig, 2002; Kappiyoor

et al., 2010; Zubarev et al., 2017). Na presente abordagem, χ′′ é calculado em termos da

magnetização adimensional, Mz(t), na região tumoral (modelo concentrado), por meio de

simulações discretas com o método Dinâmica de Langevin.

Na literatura atual sobre magnetohipertermia indica que quando a temperatura está

entre 42o C−48o C, a taxa de morte de células canceríginas aumenta ligeiramente enquanto

as células saudáveis sobrevivem devido a sua maior capacidade térmica (Maenosono e Saita,

2006). Assim, é importante examinar a in�uência dos parâmetros físicos descritos acima no

método terapêutico de magnetohipertermia.

O equilíbrio térmico total da taxa de energia por unidade de volume em uma região

contínua Rε de condutividade térmica efetiva ke, densidade ρe e calor especí�co ce é dado

por (Batchelor, 1967)

ρece

(
∂θ

∂t
+ v · ∇θ

)
= ∇ · (ke∇θ) + Φ̇η + Σ̇ , (6.1)

em que v é o campo de velocidade Euleriano dentro da região, Φ̇η é a taxa de dissipação

viscosa por unidade de volume que para um �uido equivalente incompressível é dada por,

Φ̇η = 2ηeD : D, onde ηe é a viscosidade dinâmica efetiva eD = (1/2)(∇v+∇Tv), é o tensor

taxa de deformação. O primeiro termo do lado direito na equação (6.1) representa a taxa

de condução de calor dentro da região. Além disso, o termo Σ̇ denota a taxa de produção

de energia que é a principal contribuição na descrição da hipertermia magnética. O tumor

esférico de raio Rε é su�cientemente pequeno para que o gradiente de temperatura dentro

desta região possa ser desprezado. Também, o �uxo dentro da região do tumor é muito

fraco, resultando em uma descrição local ou concentrada do balanço de energia. Portanto,

a condução de calor, a convecção e a dissipação viscosa apresentam um pequeno efeito em

comparação com a taxa de produção de energia pelas nanopartículas. Para maiores detalhes,

veja Guimarães, Cunha e Gontijo (2020). Sob essas condições, o balanço de energia térmica

dado pela equação (6.1) reduz para:

ρece
dθ

dt
= Σ̇, (6.2)
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no qual o termo do lado direito da equação (6.2) é dado por

Σ̇ = Ṗm + Ṗsangue + Ṗcel , (6.3)

em que Ṗm é a geração de calor produzida dentro do tumor pelas nanopartículas magnéticas

submetidas ao campo alternado, Ṗsangue é o calor sensível a perfusão sanguínea e Ṗcel
é uma geração de calor associada à atividade metabólica das células. Estas duas últimas

contribuições já foram consideradas de maneira ad hoc, a �m de descrever o desenvolvimento

temporal da temperatura no centro de um tumor (Maenosono e Saita, 2006).

Será considerado neste trabalho um modelo simples, onde a taxa de geração de energia

magnética pelas nanopartículas domina a taxa de perfusão sanguínea e as gerações de calor

metabólico celular. Portanto, a taxa de energia interna dentro de nossa pequena região

tumoral é balanceada apenas pela geração de calor de nanopartículas magnéticas. Assim,

o elemento de geração de energia magnética por unidade de volume é dado por

dPm = µ0M
∗
z (t)dH , (6.4)

então a taxa de geração de energia magnética é expressa por

dPm/dt = µ0M
∗
z (t)dH/dt , (6.5)

em que M∗
z é a componente z de magnetização dimensional. Especi�camente, para este

problema, a equação de energia local apenas indica o equilíbrio entre a taxa de energia

interna por unidade de volume Vε e a taxa de geração de energia magnética por unidade de

volume, e pode ser expressa como:

ρe ce
dθ

dt
=
dPm
dt

= µ0M
∗
z (t)

dH

dt
= µ0M

∗
z (t)ωH0 cos (ωt), (6.6)

em que ρe = ρ0(1 + φ∆ρ/ρ0) e ce = c0(1 + φ∆c/c0) são a densidade efetiva e o calor

especí�co do meio homogêneo, respectivamente. Agora, ao tomar uma média no tempo

sobre a equação (6.6) resulta em:

ρe ce < dθ/dt >= µ0H0ω lim
T ′→T

1

T ′

∫ T ′

0

M∗
z (t) cos (ωt)dt , (6.7)

em que t, varia para um múltiplo do período de oscilação considerando T � 2π/ω. Por

conveniência, o limite da integral na equação (6.7) será suprimido. A taxa de temperatura

escrita em termos de uma integral adimensional de Mz(t) cos (ωt) é dada por:
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< dθ/dt >=
1

ρece
µ0H

2
0ωχs

1

T

∫ T

0

Mz(t) cos (ωt)dt. (6.8)

Observe que a integral adimensional na equação (6.8) é exatamente a componente imaginá-

ria da susceptibilidade complexa dada na equação (4.2). Portanto, a taxa de temperatura

dentro de Rε pode ser escrita no seguinte formato compacto:

< dθ/dt >=
1

ρe ce
µ0H

2
0ωχ

′′. (6.9)

Deve ser importante notar que a função χ′′ depende da frequência angular e também dos

parâmetros físicos χ′′ = χ′′(ω;α, λ, Pe, φ). Consideremos o limite diluído, ou seja, φ � 1

para que:

ρece ∼ ρ0c0 (1 + φβe) . (6.10)

Aqui βe é de�nido como o parâmetro da propriedade relativa (∆ρ/ρ0 + ∆c/c0), onde ∆ρ =

ρs − ρ0 e ∆c = cs − c0. Quando φβe � 1 podemos fazer a seguinte aproximação

1

ρ0c0(1 + φβe)
∼ 1

ρ0c0

(1− φβe). (6.11)

Agora, considerando que µ0H
2
0 = αφkBθ0/(χsvp), a equação (6.9) pode ser totalmente

escrita em termos de apenas quantidades adimensionais,

< dθ/dt >= Kbs
αω

χs
φ(1− φβe) χ′′(ω;α, λ, Pe, φ). (6.12)

onde Kbs = kB/(ρ0c0vp), pode ser interpretado como sendo um parâmetro físico que mede a

importância relativa entre a energia térmica browniana e a energia de calor sensível. Além

disso, a equação (6.6) em uma forma adimensionalizada poderia ser integrada numerica-

mente para obter o histórico de temperatura antes de tomar a média de tempo. A equação

diferencial de primeira ordem adimensional a ser resolvida por θ(t) seria:

dθ

dt
= Kbs

α0ω

χs
φ(1− φβe)Mz(t) cos (ωt). (6.13)

Para o cômputo de Kbs e βe na equação (6.12), considerou-se vp = 5.23× 10−25 m3 para

uma partícula com d = 10 nm, ρ0 ∼ 103 kg/m3, c0 ∼ 103 J/( kg.K). Portanto, segue-se

que Kbs ∼ 10−5 e βe ∼ 1. Para a susceptibilidade de saturação aplicou-se o resultado da

equação (4.4), expressando-a em função de φ e α. Dessa forma, todos os resultados foram

obtidos com as seguintes quantidades adimensionais: ω, α, λ, φ e Pe.
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6.2 Resultados sobre os efeitos Hidrodinâmicos e Dipo-

lares no Fluido Magnético submetido a Campos Os-

cilatórios para aplicações na Magnetohipertermia

As �guras (6.2) e (6.3) mostram a taxa média de aumento de temperatura no tempo

em função da frequência angular, ω, para várias frações volumétricas de partículas. Os

resultados numéricos foram obtidos na presença e na ausência de IH, e comparados com o

modelo assintótico descrito anteriormente. Nota-se uma boa concordância entre o resultado

numérico sem IH, apresentado por símbolos preenchidos, e o modelo assintótico, apresen-

tado por linha contínua. Essa comparação serve também como validação dos resultados

numéricos. Como esperado, nota-se um aumento na taxa média para valores maiores de

φ. Considerou-se nas simulações os parâmetros físicos adimensionais para λ = 1, Pe = 1

e α = 1. Observa-se em todos os resultados que < dθ/dt > cresce até saturar-se com o

aumento de ω. De acordo com os resultados apresentados nos grá�cos, para baixos valores

de φ, os resultados numéricos com IH e sem IH são indistinguíveis. Dessa forma, para

baixos valores de φ as interações hidrodinâmicas podem ser desprezadas. As principais

diferenças entre os resultados numéricos com IH e sem IH, se apresentaram para φ = 0.1 e

para frequências angulares no intervalo 1 < ω < 4. Neste intervalo temos que o tempo de

resposta das partículas é da mesma ordem que o tempo característico do campo magnético

aplicado (2π/ω ∼ τB), favorecendo as formações de cadeias e agregados devido as interações

dipolares. Em contrapartida, as interações hidrodinâmicas com característica dispersiva,

reduz as formações desses aglomerados de partículas acarretando em diminuição no armaze-

namento de energia magnética pelas partículas com dissipação térmica menor. Para valores

grandes de ω as partículas não respondem ao campo magnético aplicado (2π/ω << τB)

resultando além de uma redução para valores próximos de zero de sua energia magnética

armazenada, também acarreta uma anulação dos efeitos das interações dipolares reduzindo

as formações de cadeias e agregados de partículas. Assim, para valores grandes de ω os

resultados numéricos com IH e sem IH são indistinguíveis.
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Figura 6.2: Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 1, λ = 1

e Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, os símbolos fechados

representam os resultados numéricos com SE e sem IH e os símbolos abertos representam

os resultados numéricos com SE e IH.
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Figura 6.3: Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 1, λ = 1

e Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, os símbolos fechados

representam os resultados numéricos com SE e sem IH e os símbolos abertos representam

os resultados numéricos com SE e IH.
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A �gura (6.4) mostra a taxa média de aumento de temperatura em função de ω para

φ = 0.01, λ = 1 e Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos e

os símbolos fechados representam os resultados numéricos sem considerar IH. Nota-se uma

boa concordância entre os resultados numéricos e analíticos. Observa-se no grá�co que

o aumento da amplitude do campo magnético oscilatório representada pelo parâmetro α,

produz um aumento em < dθ/dt >. Assim, uma forma de obter uma melhora na mag-

netohipertermia é aumentar a amplitude do campo magnético oscilatório, isto é, elevar os

valores de α. Mas esse aumento, de amplitude, tem que ser de forma controlado, pois existe

um limite para frequência e amplitude de campo magnético tolerável para segurança bioló-

gica que não pode ser ultrapassado (Pankhurst et al., 2003). Com a elevação de α e valores

para ω < 4, o campo magnético oscilatório passa a dominar o movimento das partículas

magnéticas, reduzindo o efeito da difusão browniana responsável por ocasionar desorienta-

ção nos momentos de dipolos das partículas. Dessa forma, com menos efeito browniano as

partículas passam a se orientar melhor na direção do campo magnético oscilatório em cada

instante de tempo, provocando um aumento de energia magnética pelas partículas e conse-

quentemente uma perda maior dessa energia armazenada devido a inversão do sentido do

campo magnético (oscilação). Para valores grandes de ω, prevalece a mesma análise feitas

nas �guras (6.2) e (6.3). Como analisado nas curvas de histerese da �gura (5.44), o aumento

da amplitude produz um crescimento no valor do campo remanente, isto é, o ponto em que

o �uido magnético apresenta uma magnetização não nula mesmo que o campo magnético

aplicado seja nulo, e também um aumento do campo coercivo, campo esse de�nido como a

quantidade necessária do campo magnético aplicado para tornar a magnetização do �uido

magnético igualmente nula. Nesse processo as partículas magnéticas, ainda com energia

magnética armazenadas, são forçadas pelo campo aplicado a liberar essa energia que se

dissipa na forma de calor.
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Figura 6.4: Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para φ = 0.01, λ = 1

e Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, os símbolos fechados

representam os resultados numéricos com SE e sem IH.

A �gura (6.5) mostra a taxa média de aumento de temperatura no tempo em função de

φ para ω → ∞. O resultado numérico apresentou uma boa concordância com o resultado

assintótico. Foram considerados nas simulações λ = 1, Pe = 1 e α = 1 e sem interações

hidrodinâmicas, pois para valores grandes de ω os resultados numéricos com e sem IH con-

vergem para os mesmos pontos. Nota-se no grá�co um crescimento linear de < dθ/dt >

à medida que φ aumenta. Essa linearidade indica que os resultados da taxa média para

valores grandes de ω, não sofreram efeitos de interações dipolares, caso contrário, apresen-

tariam um comportamento de O(φ2).
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Figura 6.5: Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω → ∞. A linha contínua representa o resultado analítico, os círculos fechados

representam os resultados numéricos com SE e sem IH.

O comportamento da taxa média de aumento de temperatura no tempo em função de

φ é apresentado na �gura (6.6) para α = 1, λ = 1, Pe = 1 e ω = 1. Com o aumento

da fração volumétrica de partículas, φ, observa-se também um crescimento na taxa média

< dθ/dt >, tanto no resultado numérico considerando IH quanto sem IH. Isso ocorre pois

as partículas magnéticas são as responsáveis pela dissipação de energia magnética na forma

de calor, assim, com o aumento de φ, consequentemente está aumentando a quantidade de

partículas magnéticas no �uido. Além disso, os efeitos das interações dipolares se intensi-

�cam, por ter mais partículas próximas umas das outras, favorecendo o aparecimento de

cadeias e agregados, acentuando a sua capacidade de armazenamento de energia magnética

e como consequência disso, uma maior dissipação de energia na forma de calor por histerese

magnética. O grá�co apresenta os resultados numéricos para 5 ≤ φ ≤ 15, e mostra uma

diferença entre os resultados obtidos com IH e sem IH. Observa-se também um compor-

tamento linear O(φ) apenas para valores mais baixos de φ. Para φ > 0.1, a in�uência de

termos de ordem superior como O(φ2) é notável no grá�co. Esse comportamento não linear

está intimamente relacionado ao efeito mais forte das interações dipolares magnéticas entre

as partículas à medida que φ é aumentado. Deve-se notar que à medida que a concentração
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de partículas aumenta, espera-se que o agrupamento em pequena escala cresça produzindo

uma falta de homogeneidade macroscópica na suspensão magnética. Portanto, enquanto

as interações dipolares tendem a acelerar esse processo, as interações hidrodinâmicas com

sua característica dispersiva, inibem o mesmo e podem diminuir levemente a taxa média de

temperatura gerada pelo aquecimento magnético em frações voluméticas de partículas mais

altas. No entanto, o efeito das interações hidrodinâmicas das partículas não é importante

em concentrações mais baixas (por exemplo φ ≤ 0, 05) e ambas as curvas se tornam indis-

tinguíveis. Nestes regimes de baixos φ, as partículas se apresentam mais isoladas umas das

outras, inibindo as formações de aglomerados de partículas.
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Figura 6.6: Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados numéricos com SE e sem

IH e os círculos abertos representam os resultados numéricos com SE na presença de IH.

A in�uência das interações dipolares na taxa média de aumento de temperatura é apre-

sentada na �gura (6.7). Foi realizada uma comparação nos resultados numéricos com IH e

sem IH. As simulações foram realizadas para φ = 0.1, α = 1, Pe = 1 e ω = 1. Esse resultado

deixa mais evidente, como o aumento das interações dipolares melhoram a dissipação de

energia magnética na forma de calor. Com o aumento de λ as partículas se aproximam umas
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das outras resultando em mais formações de cadeias e agregados. É importante destacar

que esse comportamento apresentado veri�cou-se para ω = 1. Já para valores maiores de ω,

o tempo característico do campo aplicado torna-se muito pequeno com relação ao tempo de

resposta das partículas, reduzindo drasticamente a sua capacidade de armazenamento de

energia magnética e consequentemente anulando o efeito das interações dipolares como foi

mostrado por meio da parte imaginária da susceptibilidade complexa da �gura (5.31). Na

�gura (6.7) nota-se que o resultado sem IH, se desvia dos resultados com IH tornando-se

maiores, à medida que as interações dipolares aumentam. De fato, as simulações para λ

maiores sempre apresenta uma estrutura não homogênea e o aparecimento de estruturas

anisotrópicas na suspensão aumenta χ′′ como mostra a �gura (5.30) e, consequentemente,

melhora a produção de aquecimento por dissipação de energia magnética. Nota-se que o

efeito das interações hidrodinâmicas viscosas é mais evidente na presença de heterogenei-

dade da suspensão, pois as partículas formam estruturas heterogêneas, como cadeias longas,

com valores maiores de λ. Assim, as �utuações de velocidade produzidas por interações

hidrodinâmicas tendem a espalhar os agregados de partículas, evitando a formação de es-

truturas. Os resultados numéricos das simulações indicam que as interações hidrodinâmicas

enfraquecem o efeito favorável das interações dipolares na produção de aquecimento por his-

terese magnética em suspensões heterogêneas. Para valores pequenos de λ, a distribuição

de partículas é quase homogênea e isotrópica levando a resultados indistinguíveis, mesmo

quando se contabiliza o efeito das interações hidrodinâmicas.
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Figura 6.7: Taxa média de aumento de temperatura em função de λ para φ = 0.10, α = 1,

Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados numéricos com SE e sem

IH e os círculos abertos representam os resultados numéricos com SE e IH.

A comparação como forma de validação entre o resultado analítico e o resultado nu-

mérico da taxa média de aumento de temperatura no tempo em função do parâmetro α é

apresentada na �gura (6.8) mostrando-se uma boa concordância. O resultado analítico está

representado por linha contínua e o resultado numérico por quadrados vazios. Os resultados

foram obtidos para φ = 0.01, ω = 1, λ = 1 e Pe = 1 sem considerar IH. Esse comportamento

quadrático já é esperado pela própria de�nição da taxa média de aumento de temperatura

dimensional apresentada na equação (6.8) em que aparece a amplitude H0 ao quadrado.

Fisicamente como analisado na �gura (6.4) a intensi�cação do campo magnético aplicado

por meio de α acarreta a redução dos efeitos brownianos sobre as partículas magnéticas

ocasionando uma melhora em sua orientação com o campo aplicado. Assim, como a mag-

netização é uma média da projeção dos momentos de dipolos na direção do campo aplicado,

a norma da resultante vai crescendo, pois o campo magnético passa a dominar o movimento

das partículas. Como resultado do armazenamento elevado de energia magnética, obtém-se

uma maior dissipação térmica. Nas próximas �guras sobre < dθ/dt > em função de α não

houve uma comparação com a teoria assintótica, visto que, o modelo analítico é restrito
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para Pe ≤ 1. A �gura (6.9) mostra a taxa média de aumento de temperatura em função

de α para φ = 0.01 e três valores de números de Péclet. Os resultados numéricos foram

obtidos sem considerar interações hidrodinâmicas, pois em regimes de baixa fração volumé-

trica de partículas, como este caso, as partículas estão praticamente isoladas. Dessa forma,

as pertubações causadas pelas interações hidrodinâmicas podem ser desprezadas. Outros

parâmetros utilizados nas simulações, foram λ = 1 e ω = 1. Observa-se um comporta-

mento quadrático < dθ/dt > com o crescimento de α. Nota-se que esse comportamento

se apresenta para os três valores de Pe simulados. Os resultados numéricos considerando

Pe = 1.5 e Pe = 2, vão se aproximando, à medida que α aumenta. Como já observado no

resultado (5.32) do capítulo 5 sobre χ′′, o tempo característico do campo magnético reduz

com relação ao tempo de resposta das partículas. Assim, mesmo aumentado o valor de Pe,

devido ao crescimento de α os resultados se aproximam, pois o campo magnético aplicado

torna-se dominantante com relação aos outros mecanismos físicos representado por outros

parâmetros. À medida que Pe se torna maior, os valores de < dθ/dt > se aproximam

no intervalo 0 ≤ α < 4 e se afastam com valores invertidos para α > 4, como indica o

grá�co da �gura (6.10). Portanto, para altos valores de α e Pe os resultados se invertem,

apresentando uma < dθ/dt > mais elevada para Pe menores. Esse resultado mostra, que

a partir de um diâmetro as partículas dissipam menos energia térmica à medidade que a

amplitude do campo oscilatório cresce. De fato, para partículas muito grande, mesmo com

os momentos dipolares maiores, o seu tempo de resposta ao campo magnético reduz, devido

ao crescimento do tempo de relaxação magnética, observando que τB ∼ d3.
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Figura 6.8: Taxa média de aumento de temperatura em função de α para φ = 0.01, λ = 1 e

ω = 1 e Pe = 1. Resultado numérico com SE e sem IH com quadrados abertos e resultado

analítico representado por linha contínua.
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Figura 6.9: Taxa média de aumento de temperatura em função de α para φ = 0.01, λ = 1

e ω = 1. Os símbolos abertos representam o resultados numéricos com SE e sem IH para

Pe = 1, Pe = 1.5 e Pe = 2.
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Figura 6.10: Taxa média de aumento de temperatura em função de α para φ = 0.01, λ = 1

e ω = 1. Os símbolos abertos representam os resultados numéricos com SE e sem IH para

Pe = 3, Pe = 4, Pe = 5 e Pe = 6.

O aumento de temperatura em função de t é apresentado nas �guras (6.11), (6.12) e

(6.13), para φ = 0.1, λ = 1, α = 1 e ω = 1. Esses resultados foram obtidos por meio da

integração direta de dθ/dt exposta na equação (6.13). Na �gura (6.11), observa-se uma boa

concordância entre o resultado numérico sem IH, representado com linha traço-ponto, e o

resultado analítico representado por uma linha contínua. À medida que o tempo aumenta a

temperatura cresce. Nota-se também em todos os grá�cos uma diferença entre os resultados

numéricos com IH, representados por linha pontilhada, em comparação com os resultados

numéricos sem IH. Essa diferença é maior para Pe = 1 e vai reduzindo com o aumento de Pe.

Como já analisado em outros grá�cos, para Pemaiores, o campo magnético passa a dominar

o movimento das partículas reduzindo os efeitos das interações hidrodinâmicas, assim, a

diferença entre os resultados numéricos apresentados nestes grá�cos vão decrescendo com o

aumento de Pe, como é mostrado na �gura (6.12) e (6.13).
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Figura 6.11: Aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1, Pe = 1

e ω = 1. A linha contínua representa o resultado analítico, a linha traço ponto representa o

resultado numérico com SE e sem IH e a linha pontilhada representa o resultado numérico

com SE e IH.
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Figura 6.12: Aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1, Pe = 1.5

e ω = 1. A linha traço ponto representa o resultado numérico com SE e sem IH e a linha

pontilhada representa o resultado numérico com SE e IH.
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Figura 6.13: Aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1, Pe = 2.0

e ω = 1. A linha traço ponto representa o resultado numérico com SE e sem IH e a linha

pontilhada representa o resultado numérico com SE e IH.

A �gura (6.14) mostra a taxa de aumento de temperatura em função de t para φ = 0.1,

λ = 1, α = 1, Pe = 1 e ω = 1. O resultado numérico sem IH é representado pela linha

contínua e o resultado numérico com IH é representado pela linha tracejada. Esse resultado

foi obtido após a derivação de θ com relação ao tempo referente a �gura (6.11).
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Figura 6.14: Taxa de aumento de temperatura em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.1,

Pe = 1 e ω = 1. A linha contínua representa o resultado numérico com SE e sem IH e a

linha tracejada representa o resultado numérico com SE e IH.
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O aumento da temperatura média em função do tempo é apresentado nas �guras (6.15),

(6.16) e (6.17). Na �gura (6.15) os resultados foram obtidos para φ = 0.01, λ = 1, α = 1,

ω = 1 e dois valores de Pe. Nota-se neste grá�co para Pe = 1, a temperatura média para

aplicação da hipertermia magnética leva-se aproximadamente 2.5 vezes mais tempo para

atingir o intervalo [42oC, 48oC] em comparação que Pe = 1.5. Esse comportamento foi ex-

plicado anteriomente nos resultados para < dθ/dt >, em que ao aumentarmos o valor de Pe,

obtém-se uma redução dos efeitos brownianos, intensi�cando o efeito do campo magnético

oscilatório aplicado, resultando na elevação de < dθ/dt >. Para essa fração volumétrica de

partículas os efeitos das interaçãos hidrodinâmicas são desprezados. Dessa forma, com um

pequeno aumento do número de Péclet (Pe = 1.5), a temperatura inicial para magnetohi-

pertermia é atingida bem mais rapidamente. Isso é importante visto que os seres humanos

tem um limite para aplicação do procedimento terapêutico devido a efeitos indesejáveis no

sistema biológico, com aplicações de altas frequências e amplitudes de campos magnéticos

(Pankhurst et al., 2003). No encarte da �gura (6.15) é apresentado o resultado para valores

dimensionais de temperatura e tempo. Para o cômputo foi considerado os mesmos parâme-

tros da �gura, com Pe = 1. Considerou-se também uma partícula magnética com diâmetro

d ≈ 10 nm e volume vp ≈ 5.23×10−25 m3. Para o cômputo da densidade e calor especí�co do

meio e do material, foi considerado os valores da água e magnetita. Portanto, tem-se para

água, ρ0 = 993.37 kg/m3, c0 = 4.18 × 103 J/ kg.K e ρs = 5.180 kg/m3, cs = 670 J/ kg.K

para magnetita. Tem-se também θ0 = 310.15 K, ω = 100 kHz e H0 = 14.61 k Am−1. A

temperatura foi examinada no intervalo 36o C < 〈θ〉 < 48o C. O tempo para o início te-

rapêutico da magnetohipertermia de 42o C é alcançado em cerca de 45 s. Para aplicação

de magnetohipertermia, a temperatura no intervalo de 42o C− 48o C tem que ser mantida

preferencialmente por no mínimo 30 minutos para as células cancerígenas morrerem por

termo-apoptose (Moroz et al., 2002). Acima deste intervalo, ocorrem as mortes das cé-

lulas canceríginas por termo-necrose, que além, de causar efeitos indesejáveis, como por

exemplo, a lise celular, espalhando seu conteúdo nas células vizinhas, acarretando uma res-

posta in�amatória. Também, as células saudáveis são afetadas pelo mesmo processo de

termo-necrose.
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Figura 6.15: Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.01 e

ω = 1. Os quadrados fechados representam os resultados numéricos com SE para Pe = 1.5

e os quadrados abertos representam os resultados numéricos com SE para Pe = 1.0.

A �gura (6.16) mostra os resultados para ω = 1 e ω = 3. Nota-se um aumento da tempe-

ratura para ω = 3 bem mais rápido do que para ω = 1. De fato, foi visto anteriomente que

o aumento de ω provoca um crescimento em < dθ/dt >. Porém, o valor de ω não pode ser

muito grande, pois entraria no cômputo de < dθ/dt > outros fatores indesejáveis, diferentes

da dissipação térmica por histerese magnética (Kappiyoor et al., 2010). A �gura (6.17)

mostra a aproximação linear do aumento médio de temperatura para φ = 0.01 e φ = 0.1,

ambos os casos com ω = 1. Para φ = 0.1 o resultado numérico sem IH foi comparado com

o resultado considerando IH. Nota-se que no intervalo de aplicação da magnetohipertermia

não apresentou-se diferença signi�cativa nos resultados com e sem IH. A diferença foi maior

para valores de tempos fora do intervalo de segurança para células saudáveis, não sendo

possível a aplicação da terapia. Agora, ao comparar os resultados para os dois valores de φ,

observa-se que a temperatura segura para aplicação da magnetohipertermia é obtida mais

rapidamente para φ maiores. Porém, devida a injeção de corpos estranho e com uma certa

toxidade no corpo humano, como as partículas magnéticas, o ideal é que a temperatura no

intervalo de segurança seja obtida com uma menor fração volumétrica de partículas.
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Figura 6.16: Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, λ = 1, φ = 0.01

e Pe = 1. Os quadrados fechados representam os resultados numéricos com SE para ω = 3

e os quadrados abertos representam os resultados numéricos com SE para ω = 1.
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Figura 6.17: Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, λ = 1, e Pe = 1.

Os círculos fechados representam os resultados numéricos com SE e sem IH para φ = 0.1 e

ω = 1, os círculos abertos representam os resultados numéricos com SE e IH para φ = 0.1 e

ω = 1 e os quadrados abertos representam os resultados numéricos com SE e sem IH para

φ = 0.01 e ω = 3.
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O aumento da temperatura média em função de φ é apresentado na �gura (6.18) para

α = 1, λ = 1 e ω = 1. Os resultados numéricos foram comparados, considerando Pe = 1

e Pe = 1.5. Devido a relativamente baixa fração volumétrica de partículas φ, as simu-

lações foram realizadas sem interações hidrodinâmicas. Além disso, foi �xado para todos

os resultados o tempo adimensional de t = 35 × 105. O intervalo [42o C, 48o C], indica a

temperatura ideal para a hipertermia magnética. Neste intervalo é provocada a destruição
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Figura 6.18: Aumento da temperatura média em função de φ para o tempo adimensional

de t = 35× 105 com α = 1, λ = 1 e ω = 1. Os círculos fechados representam os resultados

numéricos com SE para Pe = 1.5 e os círculos abertos representam os resultados numéricos

com SE para Pe = 1.0.

das células cancerígenas, sendo mais sensíveis à temperatura que as células saudáveis. Acima

de 48o C, as células saudáveis também começam a ser afetadas pela temperatura provocando

a sua destruição. Portando, para aplicação em magnetohipertermia é importante manter-

se neste intervalo de temperatura. E para isso, é crucial o conhecimento e controle dos

parâmetros físicos que afetam a temperatura. Nota-se para Pe = 1, representado por

círculos vazios, um aumento da temperatura média à medida que φ cresce. A temperatura

de 42o C é atingida para 0.008 ≤ φ ≤ 0.01 para o tempo adimensional de t = 35 × 105.

Observa-se que para φ mais baixos também atingirão o intervalo para magnetohipertermia,

ao considerar um tempo maior de aplicação. Já para Pe = 1.5, ao considerar esse tempo
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adimensional, a temperatura inicial para aplicação de magnetohipertermia é alcançada para

valores de φ menores. Essa otimização para Pe maior, parece estar associada com a redução

dos efeitos brownianos sobre a partícula.

6.3 Resultados para Taxa de Aumento de Temperatura

na Magnetohipertermia considerando um novo campo

magnético.

Nesta seção são apresentados os resultados numéricos para taxa média de aumento de

temperatura em função do tempo, tendo em vista o seguinte campo magnético, dado por

H = H0êz(1.061)( sen(ωt) + (1/3) sen(3ωt)) . (6.14)

Esse campo não senoidal será denotado nos resultados simplesmente por campo mag2, e o

campo magnético oscilatórioH = H0êz sen(ωt) por campo mag1. A �gura (6.19) apresenta

o comportamento do campo mag2 em comparação com o campo mag1, sendo este aplicado

em todas as simulações referentes aos resultados das seções anteriores.
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Figura 6.19: Campo mag1 em função do tempo, representado por traço-ponto e campo

mag2 representado por linha contínua.
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A taxa média de aumento de temperatura denotada por, < dθ/dt >, obtida por meio dos

resultados considerando o campo mag2, foi adimensionalizada de forma análoga de�nida na

equação (6.8) e (6.12), resultando na seguinte forma, dada por

< dθ/dt >= Kbsαωφ(1− φβe) (1.061)
1

T

∫ T

0

Mz(t)[cos (ωt) + cos (3ωt)]dt. (6.15)

As comparações dos resultados para < dθ/dt > em função de ω considerando os campos,

mag1 e mag2, são apresentados nas �guras (6.20), (6.21), (6.22), (6.23), (6.24) e (6.25). Os

valores numéricos foram obtidos por meio de simulações com os mesmos parâmetros físicos.

Observa-se em todos os resultados um aumento em < dθ/dt > para o campo mag2. Dessa

forma, esse resultado mostra que o efeito de hipertermia magnética pode ser melhorado

de acordo com o campo magnético aplicado, mantendo-se os mesmos parâmetros físicos.

Todos os resultados assintóticos e numéricos apresentados para o campo mag1 foram ana-

lisados e discutidos nas seções anteriores. Nota-se que os resultados para o campo mag2

apresentam o mesmo comportamento em comparação com o campo mag1, diferenciando-se

apenas com o crescimento de < dθ/dt > apresentando maiores valores. Assim, a análise

física do comportamento é análoga aos resultados apresentados e discutidos para o campo

mag1. Esses resultados mostram que é possível obter um melhoramento no efeito de magne-

tohipertermia por meio de um outro campo mag2. Dessa forma, o movimento não senoidal

induzido pelo campo magnético aplicado, implicará numa maior di�culdade pela partícula

em seguir o comportamento em fase com campo magnético. Em consequência disso, terá

uma componente fora de fase maior implicando num crescimento da dissipação de energia

magnética na forma de calor, em comparação com um campo mag1.
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Figura 6.20: Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 1, λ = 1

e Pe = 1. As linhas contínuas representam os resultados analíticos, símbolos fechados e

abertos representam os numéricos com SE, sem IH.
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Figura 6.21: Taxa média de aumento de temperatura em função de ω para α = 5, λ = 1,

φ = 0.01 e Pe = 1. A linha contínua representa o resultado analítico, símbolos fechados e

abertos representam os resultados numéricos com SE, sem IH.
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Figura 6.22: Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω = 1. Os círculos fechados e abertos representam os resultados numéricos com

SE e sem IH.
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Figura 6.23: Taxa média de aumento de temperatura em função de φ para α = 1, λ = 1,

Pe = 1 e ω = 1, considerando somente o campo mag2. Símbolos fechados e abertos

representam os resultados numéricos com SE e sem IH.
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Figura 6.24: Taxa média de aumento de temperatura em função de λ para φ = 0.10, α = 1,

Pe = 1 e ω = 1. Círculos fechados e abertos representam os resultados numéricos com SE

e sem IH.
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Figura 6.25: Aumento da temperatura média em função de t para α = 1, Pe = 1, λ = 1,

φ = 0.01 e ω = 1. Quadrados fechados e abertos representam os resultados numéricos com

SE sem IH.
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CAPÍTULO 7

CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

7.1 Conclusões

Neste trabalho investigou-se, através de simulações computacionais diretas de partículas

utilizando o método de Dinâmica de Langevin, a in�uência das interações hidrodinâmicas

de longo alcance e interações dipolares entre partículas magnéticas, no comportamento

dos módulos real (χ′) e imaginário (χ′′) da susceptibilidade complexa do �uido magnético

submetido a um campo magnético oscilatório. A parte imaginária χ′′, relacionada com a

dissipação de energia magnética na forma de calor, é usada para invertigar o processo de

magnetohipertermia. Em todas as simulações realizadas para o modelo de "dipolo �xo",

em que o momento magnético gira com a própria partícula, considerou-se um domínio

com condições de contorno periódicas evitando problemas de paredes devido a �nitude do

sistema.

O método das somas de Ewald foi aplicado para o cômputo de interações dipolares

entre partículas magnéticas, especí�camente para torque magnético com decaimento de

1/r3, e também para o cômputo das interações hidrodinâmicas com decaimento de 1/r,

solucionando o problema de divergência gerado pelo lento decaimento das interações. A
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vantagem deste método é de uma convergência mais rápida em comparação com a soma

direta, apresentando-se uma alta precisão e velocidade razoável ao computar interações de

longo alcance em sistemas periódicos. Porém para o cálculo das forças magnéticas com

decaimento de 1/r4 não houve necessidade de aplicação do método das somas de Ewald,

utilizando-se o método de Mínima Imagem, calculando as interações magnéticas sem a

contribuição da periodicidade das imagens das partículas, produzindo resultados com uma

boa precisão.

Uma análise, do comportamento da susceptibilidade complexa do �uido magnético, foi

realizada considerando somente interações dipolares para três diferentes frações volumétri-

cas de partículas. Observou-se um deslocamento no "pico" para frequências angulares mais

baixas com o crescimento da fração volumétrica de partículas, indicando uma mudança

em seu tempo de relaxação magnética, provocada pelo aumento das interações dipolares e

consequentemente pelo aumento de aglomerados de partículas como cadeias e agregados.

Em todos os resultados para a susceptibilidade complexa observou-se para valores maiores

de ω uma redução nos valores, tanto na parte real quanto na parte imaginária. De fato, à

medida que ω cresce, ocasiona uma redução no tempo característico do campo magnético

oscilatório com relação as partículas. Isso leva as partículas a não responderem, efetiva-

mente ao campo magnético aplicado, provocando uma redução na magnetização e como

resultado uma anulação dos efeitos das interações dipolares entre as partículas. Os resul-

tados numéricos apresentaram uma boa concordância em comparação com os resultados

analíticos considerando Pe = 1.

Os resultados com Mínima Imagem mostraram uma boa precisão para sistema díluidos.

Assim, para baixa fração volumétrica os dois métodos apresentaram valores aproximados.

Porém, com o aumento de φ, elevaram-se as diferenças entre os valores numéricos para

0 < ω < 3. Como previsto, o método MI produz bons resultados somente para as sus-

pensões magnéticas diluídas, nos quais, os efeitos das interações dipolares podem ser des-

prezados. Esse resultado serve também para mostrar os efeitos das interações dipolares no

comportamento da susceptibilidade complexa. O aumento de φ provoca uma intesi�cação

nas formações de cadeias e agregados de partículas ocasionando um aumento tanto na parte

real quanto na parte imaginária da susceptibilidade complexa. Essa diferença entre os va-

lores numéricos volta a diminuir com o aumento de ω. Como descrito anteriormente para ω
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grandes as interações dipolares entre as partículas podem ser desprezadas, não apresentando

diferença entre os dois métodos.

Posteriomente foi analizado o comportamento da susceptibilidade complexa conside-

rando interações dipolares e hidrodinâmicas. Para valores mais altos de φ notou-se uma

diferença considerável entre os valores numéricos simulados com IH e sem IH. A medida

que a concentração de partículas aumenta, o efeito agregativo das interações dipolares leva

a uma maior formação anisotrópica de cadeias e agregados de partículas, provocando um

aumento nos módulos da susceptibilidade complexa. Em contra partida, o efeito disper-

sivo, das interações hidrodinâmicas viscosas, tendem a manter a suspensão mais isotrópica

e homogênia devido a quebra dessas cadeias e agregados de partículas. Isso leva a uma

redução tanto da parte real quanto da parte imaginária para frequências angulares na faixa

0 < ω < 3. Para ω maiores, como discutido anteriormente, as particulas não respondem

efetivamente ao campo magnético oscilatório, que além de provocar uma anulação das inte-

rações dipolares também provoca uma anulação dos efeitos das interações hidrodinâmicas, e

assim, os resultados numéricos convergem para os mesmos valores. Para baixos valores de φ,

as simulações levaram a resultados numéricos praticamente indistinguíveis. Nestes regimes

diluídos tando os efeitos das interações dipolares quanto os efeitos das interação hidrodinâ-

micas viscosas podem ser desprezados, pois as partículas se apresentam aproximadamente

isoladas.

Destaca-se também, a indenti�cação do número de Péclet como um parâmetro físico

relevante correspondente ao tempo de relaxação adimensional da partícula. Constatamos

que o efeito das interações hidrodinâmicas pode ser percebido, principalmente, para valo-

res menores do número de Péclet, apresentando-se mais sensível para capturar esse efeito.

Porém, para valores mais altos de Péclet, a in�uência do campo magnético domina as in-

terações hidrodinâmicas de longo alcance e di�culta a observação direta desse mecanismo.

Observou-se também, que o número de Péclet parece ter uma grande in�uência nas partes

reais e imaginárias da susceptibilidade complexa. Como a parte imaginária da susceptibili-

dade complexa está associada à dissipação de calor, notamos que a relaxação do tempo das

partículas apresenta ser um importante parâmetro controlável para otimizar a e�ciência das

técnicas de magnetohipertermia.

Para estudos em magnetohipertermia, foi observado que à medida que a concentração de
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partículas aumenta, dois mecanismos concorrentes in�uenciam a produção de aquecimento

por dissipação de energia magnética por histerese. As interações dipolares, com caracte-

rística agregativa, leva em sistemas mais densos à formação de estruturas anisotrópicas em

cadeias e agregados de partículas, enquanto as interações hidrodinâmicas viscosas com ca-

racterística dispersivas, reduz as formações desses aglomerados de partículas, tendendo a

manter a suspensão magnética mais homogênea e isotrópica, provocando uma diminuição

no armazenamento de energia magnética pelas partículas e também uma menor dissipação

térmica. A presença de estruturas em cadeia na suspensão aumenta χ′′ e, consequente-

mente, melhora a produção de calor por dissipação de energia magnética. Destaca-se que

a in�uência das interações hidrodinâmicas viscosas é mais evidente na presença de hete-

rogeneidade da suspensão, pois as partículas formam estruturas heterogêneas como longas

cadeias para valores mais altos de λ.

Os resultados das simulações mostraram que as interações hidrodinâmicas enfraquecem

o efeito favorável das interações dipolares na produção de aquecimento magnético em sus-

pensões heterogêneas. Visto que, as �utuações de velocidade produzidas pelas interações

hidrodinâmicas na suspensão tendem a espalhar os aglomerados de partículas, evitando

a formação dessas estruturas. Para valores pequenos de λ, a distribuição de partículas

apresenta-se homogênea e isotrópica e os resultatos numéricos considerando interações hi-

drodinâmicas se mostraram indistinguíveis em comparação com os resultados numéricos

sem interações hidrodinâmicas.

Outro resultado importante observado, o número de Péclet, in�uencia fortemente a

magnetohipertermia em frequências angulares moderadas do campo oscilatório aplicado,

mesmo em regimes diluídos. Com uma pequena elevação do número de Péclet, observou-se

uma melhora na geração de calor, em que a temperatura média de 42o C foi atingida para

Pe = 1.5 em aproximadamente 2.5 vezes menor que para Pe = 1. Esse resultado sugere,

do ponto de vista prático, que ao controlar esse parâmetro, pode esperar reduzir a fração

volumétrica e consequentemente as doses de nanopartículas magnéticas injetadas em um

tumor. Portanto, a geração de calor por dissipação de energia magnética pode ser melhorada

por meio da combinação e controle dos parâmetros físicos, como α, λ, φ e Pe em frequências

angulares moderadas, otimizando o desempenho de aquecimento em magnetohipertermia.
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7.2 Sugestões para Trabalhos Futuros

Com base no que foi desenvolvido nesta tese, segue algumas sugestões para trabalhos

futuros:

� Investigar outros modos de excitação de campo magnético aplicado (campos não se-

noidais e campo rotacional) e veri�car se é possível melhorar o efeito de aquecimento

para aplicação em magnetohipertermia com menores frações volumétricas de partícu-

las.

� Veri�car o efeito do número de Stokes rotacional (variações no atraso da resposta

rotacional das partículas à ação de torques externos) na taxa média de aumento de

temperatura.

� Testar a implementação de um campo magnético estático durante um intervalo de

tempo, antes de aplicar o campo magnético oscilatório para checar se as cadeias

formadas durante o campo estático afetam o desempenho da técnica de magnetohi-

pertermia.

� Estudar uma possibilidade de implementar no código o efeito da camada de surfactan-

tes para analisar a in�uência na resposta da susceptibilidade complexa da suspensão

magnética e seus efeitos na taxa média de aumento de temperatura para aplicação de

magnetohipertermia.

� Gerar um volume esférico excludente no qual as partículas não pudessem penetrar e

fossem obrigadas a orbitar em torno deste volume. Dessa maneira, simular um tumor

esférico em torno do qual as partículas estivessem livres para se movimentar. Assim,

estudar como isso afetaria o desempenho da taxa média de aumento de temperatura e

consequentemente da técnica de magnetohipertermia em função dos parâmetros físicos

do problema e do raio do tumor.

� Realizar no código uma implementação de um gradiente radial de temperatura e

atualizar o cálculo do número de Péclet local em função da temperatura local no box.

Fazer isso considerando 1/4 de esfera não preenchida por partículas magnéticas num

dos cantos do box para simular um pedaço do tumor.
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� Implementação de uma função de distribuição radial no código para checar eventuais

correlações entre microestrutura e resposta dos módulos da susceptibilidade complexa

da suspensão magnética em função dos parâmetros físicos do problema.

� Veri�car como implementar os efeitos de interação hidrodinâmica no movimento ro-

tacional das partículas.
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I. ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES

I.1 Adimensionalização das Equações Governantes para

uma Suspensão de Partículas Magnéticas sem Inte-

rações Hidrodinâmicas

Aplicando as seguintes escalas características, para a adimensionalização das equações

governantes (2.71) e (2.72).

ũ =
u

Us
, t̃ =

tUs
a
, ω̃ =

ωa

Us
, (I.1)

segue-se que

mU2
s

a

dũi
dt

= −6πηaUsũi + ∆ρg
4

3
πa3 + 6πηa

(
6DUs
aδτ

)1/2

ξ

+
∑
i 6=j

3µ0mimj

4πa4r4
ij

[
(d̂i · d̂j)r̂ij + d̂i(d̂j · r̂ij) + d̂j(d̂i · r̂ij)− 5(d̂i · r̂ij)(d̂j · r̂ij)r̂ij

]
+

(
µ0H0mi

a
d̂i · ∇ĥ

)
+

∑
2<εij<2.2,

i 6=j

Λ6πηaUs|ũi|e(−
aεij
Y )êr

+
∑
εij<2,
i 6=j

ΥEb1/2(aεij)
3/2êr, (I.2)

em que ĥ = H/H0 e Us = (2/9η)∆ρga2 é a velocidade de Stokes da partícula. Dividindo

toda a equação (I.2) por 6πηaUs, obtém-se que

(
mUs

6πηa2

)
dũi
dt

= −ũi +
∆ρg 4

3
πa3

6πηaUs
+

(
6D
Usaδτ

)1/2

ξ

+
∑
i 6=j

3µ0mimj

4πa4

1

6πηaUs

1

r4
ij

[(d̂i · d̂j)r̂ij + d̂i(d̂j · r̂ij) + d̂j(d̂i · r̂ij)

− 5(d̂i · r̂ij)(d̂j · r̂ij)r̂ij ] +

(
µ0H0mi

6πηa2Us

)
d̂i · ∇ĥ

+
∑

2<εij<2.2,
i 6=j

Λ6πηaUs|ũi|e(−
aεij
Y )êr +

∑
εij<2,
i 6=j

ΥEb1/2(aεij)
3/2

6πηaUs
êr. (I.3)
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O número de Stokes e Péclet, são dados respectivamente, por

St =

(
mUs

6πηa2

)
, P e =

Usa

D , (I.4)

fazendo mi = mj = md, segue-se que

3µ0mimj

4πa4

1

6πηaUs
=

3µ0mimj

4πa4

1

6πηaUs

kBT

kBT

=

(
3µ0m

2
d

4πa3kBT

)(
kBT

6πηaUsa

)
=

24λ

Pe
, (I.5)

em que λ = µ0m
2
d/4πkBTd

3 é a razão entre essa força de interação partícula-partícula e a

força browniana, e o parâmetro α = µ0mdH0/kBT é de�nido como a razão entre a força de

interação partícula-campo e força browniana. No contexto de suspensões coloidais, o termo

µ0mdH0/6πηa
2Us na equação (I.3), pode ser expresso como

µ0mdH0

6πηa2Us
=
µ0mdH0

6πηa2Us

kBT

kBT
=
µ0mdH0

kBT

D
Usa

=
α

Pe
. (I.6)

Portanto, substituindo os termos (I.4), (I.5) e (I.6) em (I.3), obtém-se

St
dũi
dt

= ũi + ĝ +

(
6

Peδτ

)1/2

ξ

+
∑
i 6=j

24λ

Pe

1

r4
ij

[
(d̂i · d̂j)r̂ij + d̂i(d̂j · r̂ij) + d̂j(d̂i · r̂ij)− 5(d̂i · r̂ij)(d̂j · r̂ij)r̂ij

]
+

α

Pe
d̂i · ∇ĥ+

∑
2<εij<2.2,

i 6=j

Λ|ũi|e(−
εij
Y )êr +

∑
εij<2,
i 6=j

Pc(εij)
3/2êr, (I.7)

no qual o raio a da partícula foi agregado nas constantes de calibração e

ĝ =
∆ρg(4/3)πa3

6πηaUs
, Pc =

CEia
1/2

6πηaUs
. (I.8)

Usando novamente as escalas características (I.1) para a adimensionalização da equação

do momento angular da partícula i, (eq. 2.72), obtém-se

Str
dω̃

dt
= −ω̃ +

(
6

Perδτ

)1/2

ξ −
∑
i 6=j

24λ

Per

1

r3
ij

[
1

3
(d̂i × d̂j)− (d̂i × r̂ij)(d̂j · r̂ij)

]
+

α

Per
(d̂i × ĥ) , (I.9)
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no qual, Str, Per, representam o número de Stokes e número de Péclet rotacionais respec-

tivamente, de�nidos por

Str =
JUs

8πηa4
, P er =

Us
Dra

. (I.10)

Desta forma, as equações governantes adimensionais que rege o movimento translacional

e rotacional de cada partícula da suspensão são dadas por (Gontijo e Cunha, 2015 e 2017)

St
dũi
dt

= ũi + ĝ +

(
6

Peδτ

)1/2

ξ + f̃
i

m + f̃
i

r + f̃
i

c (I.11)

e

Str
dω̃

dt
= −ω̃ +

(
6

Perδτ

)1/2

ξ + T̃
i

m (I.12)

em que

f̃
i

m =
∑
i 6=j

24λ

Pe

1

r4
ij

[
(d̂i · d̂j)r̂ij + d̂i(d̂j · r̂ij) + d̂j(d̂i · r̂ij)− 5(d̂i · r̂ij)(d̂j · r̂ij)r̂ij

]
+

α

Pe
d̂i · ∇ĥ , (I.13)
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i
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i 6=j

Λ|ũi|e(−
εij
Y )êr , (I.14)

f̃
i
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∑
εij<2,
i 6=j

Pc(εij)
3/2êr (I.15)

e

T̃
i

m =
∑
i 6=j

24λ

Per

1

r3
ij
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1

3
(d̂i × d̂j)− (d̂i × r̂ij)(d̂j · r̂ij)
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+

α

Per
(d̂i × ĥ) . (I.16)
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II. CÓDIGO NUMÉRICO PARA ABORDAGEM ANALÍTICA

DA SUSCEPTBILIDADE COMPLEXA

II.1 Código Numérico em Linguagem Fortran para o

Cômputo dos Resultados Analíticos da Susceptibi-

lidade Complexa

Para o cômputo dos resultados analíticos para a parte real e imaginária da susceptibili-

dade complexa, foi desenvolvido um código numérico em linguagem Fortran, considerando

o desenvolvimento apresentado por Berkov et al. (2009) descrito na subseção (4.2). Dessa

forma, segue-se os seguintes códigos.

program alphamag
implicit none

!Declaração de variáveis
double precision :: a, b, h, pi
integer :: M, i, n, j, k
double precision, allocatable :: y(:), t(:)
double precision :: k1, k2, k3, k4
double precision :: Dr, omega, phi, lambda, alpha

!Dados de entrada1-Parâmetros físicos
Pe = 1.0d0
omega = 1.0d0
phi = 0.10d0
alpha = 1.0d0
lambda = 1.0d0

!Dados de entrada2
pi = dacos(-1.d0)
a = 0.0d0
b = (2.0d0*pi/omega)*1000
M = 100000.d0
!Passo de tempo
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h = (b-a)/(1.0d0*M)

!Aloca variáveis na memória
allocate (y(0:M), t(0:M))
!Condições de contorno
y(0) = 0.0001d0
t(0) = a
do i = 1, M
t(i) = a+i*h
end do

!**** RUNGE-KUTTA 4 ORDEM****
do i = 0, M-1
k1 = h*f(t(i), y(i))
k2 = h*f(t(i)+0.5d0*h, y(i)+0.5d0*k1)
k3 = h*f(t(i)+0.5d0*h, y(i)+0.5d0*k2)
k4 = h*f(t(i)+h, y(i)+k3)
y(i+1) = y(i)+(1.0d0/6.0d0)*(k1+2.0d0*k2+2.0d0*k3+k4)
end do

!Arquivo de saída
open(unit = 10, �le = 'arquivo1.plt', status = 'unknown')
do j = 0, M
write (10,*) t(j), y(j)
end do
close(unit = 10)

contains
function f(var1,var2) ! Aqui f = dy/dt com f(x,y)
implicit none
double precision :: f, var1,var2
f = ((-2.0d0)*((0.75d0)/(Pe*var2))*(var2-alpha*dsin(omega*var1))*(1.0d0/dtanh(var2) &
-1.0d0/var2))/(1.0d0/var2*-0.65cm*2-1.0d0/dsinh(var2)**2 &
+8.0d0*phi*lambda*((1.0d0/var2**2-1.0d0/dsinh(var2)**2)**2+(1.0d0/dsinh(var2)&
-1.0d0/var2)*(-2.0d0/var2**3+2.0d0*(1.0d0/dtanh(var2))*(1.0d0/dsinh(var2))**2)))

end function f

end program alphamag

program suscept
implicit none

integer it
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double precision :: t(100000), alpha(100000)
double precision :: somatorio, h, h0, somatorio1
double precision :: omega, pi, phi, lambda
pi=dacos(-1.0d0)

!LER ARQUIVO DE DADOS
open(unit = 101, �le = 'arquivo1.plt')
read(101,*)
do it = 1,100000
read(101,*) t(it), alpha(it)
end do
!FECHA ARQUIVO DE DADOS
close(unit = 101)

!Dados de entrada1-Parâmetros físicos
phi = 0.10d0
lambda = 1.0d0
omega = 4.0d0
h0 = 0.1
somatorio = 0.0
do it = 1, 99999
h = t(it+1)-t(it)
somatorio = somatorio + (h/2.0d0)*((omega/(2.0d0*pi*1000.0d0*h0))* &
((1.0d0/dtanh(alpha(it+1))-1.0d0/alpha(it+1)+8.0d0*phi*lambda* &
(1.0d0/(dtanh(alpha(it+1)))-1.0d0/(alpha(it+1)))* &
((1.0d0/alpha(it+1))**2-(1.0d0/dsinh(alpha(it+1)))**2)))*dcos(omega*t(it+1)) &
+(omega/(2.0d0*pi*1000.0d0*h0))*((1.0d0/dtanh(alpha(it))-1.0d0/alpha(it) &
+8.0d0*phi*lambda*(1.0d0/(dtanh(alpha(it)))-1.0d0/(alpha(it)))* &
((1.0d0/alpha(it))** 2-(1.0d0/dsinh(alpha(it)))**2)))*dcos(omega*t(it)))
end do

somatorio1 = 0.0
do it = 1, 99999
h = t(it+1)-t(it)
somatorio1 = somatorio1 + (h/2.0d0)*((omega/(2.0d0*pi*1000.0d0*h0))* &
((1.0d0/dtanh(alpha(it+1))-1.0d0/alpha(it+1)+8.0d0*phi*lambda* &
(1.0d0/(dtanh(alpha(it+1)))-1.0d0/(alpha(it+1)))* &
((1.0d0/alpha(it+1))**2-(1.0d0/dsinh(alpha(it+1)))**2)))*dsin(omega*t(it+1)) &
+(omega/(2.0d0*pi*1000.0d0*h0))*((1.0d0/dtanh(alpha(it))-1.0d0/alpha(it) &
+8.0d0*phi*lambda*(1.0d0/(dtanh(alpha(it)))-1.0d0/(alpha(it)))* &
((1.0d0/alpha(it))** 2-(1.0d0/dsinh(alpha(it)))**2)))*dsin(omega*t(it)))
end do
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!Imprime na tela o resultado da integral
write(*,*) 'O resultado da Im(x) e:'
write(*,*) somatorio
write(*,*) 'O resultado da Re(x) e:'
write(*,*) somatorio1

end program suscept

Portanto, após a compilação destes dois programas, é obtido o valor da parte real e

imaginária da susceptibilidade complexa para um �uido magnético submetido a um campo

magnético oscilatório aplicado, de acordo com o desenvolvimento de Berkov et al. (2009).

Destaca-se que os resultados dos grá�cos referente a parte imaginária, foram considerados

sem perda de generalidade, o valor absoluto.
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