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Resumo

Nesta dissertação estudamos, inicialmente, a geometria de Laguerre no espaço Euclidiano.
Considerando Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperfície orientável com r ≥ 3 curvaturas principais
distintas e não nulas, apresentamos uma caracterização, em termos dos invariantes de La-
guerre, das hipersuperfícies de Dupin com curvatura de Laguerre constante. Mostramos que
uma hipersuperfície de Dupin com curvatura de Laguerre constante é Laguerre equivalente a
uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre plana. Posteriormente, considerando uma
hipersuperfície de Dupin própria em Rn+1, que admite um sistema de coordenadas principais
com n curvaturas principais distintas e não nulas, apresentamos explicitamente todas essas
hipersuperfícies que possuem curvatura de Laguerre constante.

Palavras-chaves: Geometria de Laguerre, hipersuperfície de Dupin, curvatura de La-
guerre, hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.





Abstract

In this work, initially, we study Laguerre geometry in the Euclidean space. Considering
Mn ⊂ Rn+1 an oriented hypersurface with r ≥ 3 distinct nonvanishing principal curvatures,
we present a characterization, in terms of Laguerre invariants, of Dupin hypersurfaces with
constant Laguerre curvatures. We show that a Dupin hypersurface with constant Laguerre
curvatures is Laguerre equivalent to a flat Laguerre isoparametric hypersurface. Subsequently,
we consider a proper Dupin hypersurfaces of the Euclidean space Rn+1, that admit principal
coordinate systems and have n distinct nonvanishing principal curvatures and we present
explicitly all such hypersurfaces that have constant Laguerre curvatures.

Key words: Laguerre geometry, Dupin hypersurfaces, Laguerre curvatures, Laguerre
isoparametric hypersurfaces.
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Introdução

Uma hipersuperfície Mn em uma forma espacial Rn+1, Sn+1 ou Hn+1 é de Dupin se
cada curvatura principal é constante ao longo da correspondente linha de curvatura. Uma
hipersuperfície de Dupin Mn é dita própria se o número r de curvaturas principais é constante
em Mn. Os primeiros exemplos dessas superfícies, obtidos por Dupin em 1822, foram as
cíclides de Dupin. Desde então, as hipersuperfícies de Dupin passaram a ser objeto de estudo
para muitos pesquisadores, sobretudo acerca de problemas envolvendo a classificação dessas
hipersuperfícies (Ferro, Rodrigues e Tenenblat [9], Li e Wang [12], Li, Li e Wang [13], Li e
Sun [14], Riveros, Rodrigues e Tenenblat [19], dentre outros).

Uma importante classe de exemplos de hipersuperfícies de Dupin, são as hipersuperfícies
isoparamétricas em Rn+1, Sn+1 ou Hn+1. Uma hipersuperfície é dita isoparamétrica se ela
possui curvaturas principais constantes. Num trabalho publicado em 1999, Corro, Fereira e
Tenenblat [8] aplicaram transformações de Ribaucour ao hiperplano, para obter uma família
de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1, n≥ 3, parametrizada por linhas de curvatura com n
curvaturas principais distintas, dada, a menos de movimentos rígidos por,

x(u1,u2, . . . ,un) = (u1,u2, . . . ,un,0)−
∑

n
j=1 b ju2

j + γ

∑
n
j=1 b2

ju
2
j +1

(b1u1,b2u2, . . . ,bnun,−1), (1)

em que b j são números reais distintos e não nulos e γ ∈ R. Essa família de hipersuperfícies
de Dupin tem curvatura de Lie constante, curvatura de Laguerre constante e curvatura de
Möbius não constante.

Para as hipersuperfícies de Dupin com curvatura de Möbius constante, Riveros, Rodrigues
e Tenenblat [19] provaram que uma hipersuperfície de Dupin Mn ⊂ Rn+1, n ≥ 4, com n
curvaturas principais distintas e curvatura de Möbius constante não pode ser parametrizada
por linhas de curvatura. Além disso, mostraram que a menos de transformação de Möbius,
existe uma única hipersuperfície de Dupin M3 ⊂ R4 com três curvaturas principais distintas
que é parametrizada por linhas de curvatura e possui curvatura de Möbius constante. Recen-
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temente, em [9], Ferro, Rodrigues e Tenenblat apresentaram a classificação completa das
hipersuperfícies de Dupin em R5, com quatro curvaturas principais distintas, parametrizadas
por linhas de curvatura.

Outros autores como Pinkall [18], Chern e Cecil [3] e [4] se dedicaram ao estudo das
hipersuperfícies de Dupin no contexto das esferas de Lie. O primeiro deles provou, dentre
outros resultados, que a propriedade de uma hipersuperfície ser de Dupin própria é invariante
pela ação do grupo de transformações de Lie. Assim, a classificação das hipersuperfícies de
Dupin é realizada a menos dessas transformações. O grupo das transformações de Lie pode
ser visto como a união de dois importantes subgrupos, o subgrupo das transformações de
Möbius e o subgrupo das transformações de Laguerre.

Na geometria diferencial de Laguerre, são estudadas as propriedades de hipersuperfícies
de Laguerre invariantes pelo grupo das transformações de Laguerre em URn+1. Em 2007,
Li e Wang [11] estudaram a geometria de Laguerre para hipersuperfícies em Rn+1 usando
o método do referencial móvel de Cartan. Para x : Mn→ Rn+1 sem pontos umbílicos com
curvaturas principais distintas não nulas, definiram os invariantes básicos de Laguerre, a
saber, uma métrica invariante de Laguerre g, segunda forma fundamental de Laguerre B,
forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre L.

Além de estudar a geometria de Laguerre, utilizando o espaço Euclidiano Rn+1, o espaço
semi-Euclidiano Rn+1

1 e o espaço degenerado Rn+1
0 correspondendo ao hiperplano tipo-

espaço, hiperplano semi-Euclidiano e hiperplano degenerado em Rn+2
1 respectivamente,

Li e Wang [11] definiram as formas espaciais de Laguerre URn+1, URn+1
1 e URn+1

0 e as
imersões de Laguerre σ : URn+1

1 →URn+1 e τ : URn+1
0 →URn+1. Usando estas imersões

de Laguerre, cada hipersuperfície x : Mn → Rn+1
1 ou x : Mn → Rn+1

0 corresponde a uma
hipersuperfície x′ : Mn→ Rn+1.

Em 2010, Li, Li e Wang [13] introduziram o conceito de hipersuperfície com segunda
forma fundamental de Laguerre B paralela como sendo as hipersuperfícies tais que ∇B= 0,
onde ∇ é a derivada covariante em relação à métrica g. Além disso, obtiveram a classificação
completa dessas hipersuperfícies. Isto é, mostraram que a menos de transformação de
Laguerre, as únicas hipersuperfícies com segunda forma fundamental B paralela em Rn+1

são as cíclides de Dupin ou a imagem pela imersão de Laguerre τ da hipersuperfície x :
Mn→Rn+1

0 que corresponde, a menos de uma translação em Rn+1, a hipersuperfície descrita
em (1) quando γ = 0.

Posteriormente, Li e Sun em [14] definiram hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre
como sendo as hipersuperfícies tais que os autovalores da segunda forma fundamental de
Laguerre B são constantes e a forma de Laguerre C é nula e apresentaram uma classificação
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dessas hipersuperfícies no caso M3 ⊂ R4. Mostraram também, que uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre é uma hipersuperfície de Dupin e reciprocamente, uma hiper-
superfície de Dupin, com a hipótese adicional de ter a forma de Laguerre C nula, é uma
hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.

Em 2014, Cezana e Tenenblat [6] obtiveram a classificação completa das hipersuperfícies
isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas principais distintas e não nulas. Além disso,
motivados pelo resultado de Rodrigues e Tenenblat [20] para o caso de hipersuperfícies de
Dupin com curvatura Möbius constante, mostraram que as hipersuperfícies isoparamétricas
de Laguerre em Rn+1 são as cíclides de Dupin ou as hipersuperfícies de Dupin com curvaturas
de Laguerre constante.

Posteriormente em 2015, Li e Wang [12] obtiveram um resultado semelhante. Conside-
rando uma hipersuperfície x : Mn→ Rn+1 com r ≥ 3 curvaturas principais distintas e não
nulas, então x é hipersuperfície de Dupin com curvatura de Laguerre constante se, e somente
se, x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. Outra informação importante apre-
sentada por Li e Wang [12] foi que a condição de uma hipersuperfície ser isoparamétrica de
Laguerre implica em ter segunda forma fundamental B paralela. Esse resultado foi obtido
por Cezana e Tenenblat [6] para o caso em que a hipersuperfície possui duas curvaturas
principais distintas e não nulas.

Com isso, Li e Wang [12] provaram que uma hipersuperfície de Dupin Mn ⊂ Rn+1, com
r≥ 3 curvaturas principais distintas e não nulas, é Laguerre equivalente a uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre plana em Rn+1 se, e somente se, as curvaturas de Laguerre são
constantes.

Em um trabalho recente, Cezana e Tenenblat [7] apresentaram algumas propriedades
básicas de hipersuperfícies de Dupin com n curvaturas principais distintas. Em seguida,
mostraram que qualquer hipersuperfície de Dupin própria em Rn+1 com n curvaturas princi-
pais distintas e não nulas, que admite um sistema de coordenadas principais e curvatura de
Laguerre constante é dada pela família descrita (1).

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar a demonstração do resultado proposto por Li e
Wang [12], observando que as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre plana constituem
uma classe contida no exemplo (1) quando γ = 0. Em seguida, descrevemos o resultado
obtidos por Cezana e Tenenblat [7].

Agora, apresentamos uma breve descrição da estrutura do nosso trabalho.

No Capítulo 1, estudamos a geometria das esferas orientadas em Rn+1 tendo como
base o trabalho de Cecil [5]. Descrevemos a correspondência bijetiva, estabelecida por Lie,
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entre o conjunto de todas as esferas orientadas e hiperplanos orientados em URn+1 e os
pontos da quádrica de Lie Qn+2. Estudamos o grupo das transformações de Laguerre em
URn+1 e introduzimos o conceito de transformação de Laguerre. Além disso, definimos uma
hipersuperfície de Laguerre em URn+1 mostrando que a métrica de Laguerre é invariante por
transformações de Laguerre. Concluímos este capítulo estudando a geometria de Laguerre
em Rn+1, com base no artigo de Li e Wang [11].

No Capítulo 2, definimos as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre e mostramos
que tais hipersuperfícies são de Dupin com curvaturas de Laguerre constante. Apresentamos
exemplos de hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre, a saber, a cíclide de Dupin e as
isoparamétricas de Laguerre plana. Usando a imersão de Laguerre τ : URn+1

0 →URn+1,
observamos que as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre plana x : Mn → Rn+1

0

correspondem as hipersuperfícies dadas em (1), a menos de uma translação em Rn+1, quando
γ = 0. Por fim, apresentamos o teorema de classificação de tais hipersuperfícies obtido por
Li e Wang em [12].

No Capítulo 3, estudamos alguns resultados básicos sobre hipersuperfícies de Dupin em
Rn+1, n ≥ 3, que são parametrizadas por linhas de curvatura e com curvaturas principais
distintas. Posteriormente, considerando uma hipersuperfície de Dupin própria Mn ⊂ Rn+1

que admite um sistema de coordenadas principais e n curvaturas principais distintas e
não nulas, apresentamos uma caracterização para que as curvaturas de Laguerre sejam
constantes em termos dos raios de curvatura e também a caracterização em termos dos
símbolos de Christoffel. Mostramos que Mn tem curvatura de Laguerre constante se, e
somente se, existem n constantes reais e n funções diferenciáveis Fi(ui), com F ′i ̸= 0, tal que
a primeira e a segunda formas fundamentais de Mn são dadas em termos dessas constantes e
dessas funções Fi. Concluímos este capítulo com a demonstração do teorema, proposto por
Cezana e Tenenblat em [7], que afirma que as hipersuperfícies dadas por (1) são as únicas
hipersuperfícies de Dupin com curvatura de Laguerre constante determinadas por n números
reais, sendo elas, (n−2) curvaturas de Laguerre e duas constantes reais, uma delas não nula.



Capítulo 1

Geometria de Laguerre no espaço
Euclidiano

Este capítulo tem como objetivo apresentar alguns conceitos e resultados básicos da
geometria das esferas de Lie. A teoria pode ser vista com mais detalhes em [5]. Estudamos
o grupo das transformações de Laguerre, que é um importante subgrupo do grupo das
transformações de Lie, consistindo de todos os elementos de O(n+2,2) que fixam os vetores
tipo luz em Rn+4

2 . Definimos uma hipersuperfície de Laguerre em URn+1 e mostramos
que a métrica de Laguerre é um invariante de Laguerre. Por invariantes de Laguerre,
entendemos como objetos invariantes por transformações de Laguerre. Concluímos este
capítulo, apresentando os invariantes básicos de Laguerre estudados por Li e Wang [11] para
hipersuperfícies em Rn+1, tais como a segunda forma fundamental de Laguerre B, a forma
de Laguerre C e o tensor de Laguerre L. Além disso, mostramos expressões que relacionam
esses invariantes.

1.1 Geometria das esferas orientadas em Rn+1

Iniciamos essa seção introduzindo o conceito de contato orientado entre esferas e hiper-
planos orientados. Apresentamos a correspondência bijetiva, estabelecida por Lie, entre o
conjunto de todas as esferas orientadas e hiperplanos orientados em URn+1 e o conjunto
dos pontos da quádrica de Lie Qn+2 contida no espaço projetivo real Pn+3. Mostramos
que a quádrica Qn+2 contém apenas retas projetivas mas nenhum subespaço de dimensão
maior. Por fim, apresentamos o conceito de feixe de esferas, que consiste na família a
1-parâmetro de esferas orientadas em Rn+1 que corresponde a pontos de uma reta projetiva
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em Qn+2. Observamos que o feixe de esferas consiste de todas as esferas orientadas em
contato orientado.

Considere sobre Rn+1 o fibrado tangente unitário, definido por:

URn+1 = {(x,ξ )/x ∈ Rn+1, ξ ∈ Sn}= Rn+1×Sn ⊂ R2n+2. (1.1)

Definição 1. Uma esfera orientada em URn+1 de centro p e raio r é uma subvariedade
n-dimensional em URn+1 dada por:

S(p,r) = {(x,ξ ) ∈URn+1; x− p = rξ}. (1.2)

Geometricamente, S(p,r) com r ̸= 0 corresponde a uma esfera orientada em Rn+1 de
centro p ∈ Rn+1 e raio r. Se r > 0 (respectivamente r < 0), o vetor normal unitário ξ de
S(p,r) é exterior (respectivamente interior). Se r = 0, então S(p,0) representa todos os
vetores tangentes a p. Denotamos S(p,0) o ponto esférico em p ∈ Rn+1.

Definição 2. Dado ξ ∈ Sn e uma constante λ ∈ R, dizemos que um hiperplano orientado
em URn+1 é uma subvariedade n-dimensional em URn+1 dada por:

P(ξ ,λ ) = {(x,ξ ) ∈URn+1; x ·ξ = λ}, (1.3)

em que “.” é a métrica Euclidiana de Rn+1.

Geometricamente, P(ξ ,λ ) é o hiperplano {x ∈ Rn+1; x ·ξ = λ} em Rn+1 com normal
unitário ξ .

Considere o conjunto ∑ = {Γ/Γ é esfera ou Γ é hiperplano} ⊂URn+1. Denotamos os
elementos de ∑ por esferas orientadas, que podem ser esferas ou hiperplanos.

Definição 3. Sejam Γ1,Γ2 ∈∑. Dizemos que Γ1 e Γ2 têm contato orientado se Γ1 = Γ2 ou
se a intersecção Γ1∩Γ2 é um único ponto (x,ξ ) ∈URn+1.

Geometricamente, Γ1 e Γ2 têm contato orientado em (x,ξ ) se, e somente se, elas são
esferas orientadas (ou hiperplanos orientados) em Rn+1 tangentes a x com o mesmo normal
unitário ξ . Com o objetivo de determinar uma condição analítica para o contato orientado
entre elementos do conjunto ∑ vamos apresentar algumas definições.

Seja Rn+4
2 o espaço Rn+4 munido com o produto interno

⟨X ,Y ⟩=−X1Y1 +X2Y2 + · · ·+Xn+3Yn+3−Xn+4Yn+4. (1.4)
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A fim de demonstrar a proposição a seguir, apresentamos também a definição da métrica de
Lorentz juntamente com algumas observações. Considere Rn+3

1 o espaço Rn+3 munido com
a métrica de Lorentz

(X ,Y ) =−X1Y1 +X2Y2 + · · ·+Xn+3Yn+3, X ,Y ∈ Rn+3. (1.5)

Definição 4. Dado Y ∈ Rn+3
1 dizemos que Y é um vetor

• tipo espaço, se (Y,Y )> 0 ou se Y = 0;

• tipo tempo, se (Y,Y )< 0;

• tipo luz, se (Y,Y ) = 0 e Y ̸= 0.

O conjunto de todos os vetores em Rn+3
1 tipo luz formam um cone de revolução, chamado

cone de luz. O interior do cone (respectivamente o exterior) é formado pelo conjunto dos
vetores tipo tempo (respectivamente tipo espaço). Se Y é tipo espaço, o complemento
ortogonal Y⊥ ∈ Rn+3

1 é um hiperplano constituído por vetores tipo espaço, tipo tempo e tipo
luz. Se Y é tipo tempo, o complemento ortogonal Y⊥ é um hiperplano formado por vetores
tipo espaço intersectando o cone na origem. Se Y é tipo luz o complemento ortogonal Y⊥ é
um hiperplano que contém vetores tipo espaço e luz.

Analogamente, dado o vetor X ∈ Rn+4
2 com a métrica (1.4), dizemos que X é um vetor

• tipo espaço, se ⟨X ,X⟩> 0 ou se X = 0;

• tipo tempo, se ⟨X ,X⟩< 0;

• tipo luz, se ⟨X ,X⟩= 0 e X ̸= 0.

Definição 5. Seja Rn+4
2 o espaço Rn+4 munido com a métrica (1.4). Definimos o cone de

luz Cn+3 em Rn+4
2 por

Cn+3 = {X ∈ Rn+4 | ⟨X ,X⟩= 0}. (1.6)

Os pontos de Pn+3 são as classes de equivalência [X ] ∈ Pn+3 e as coordenadas X =

(X1,X2, . . . ,Xn+4) são chamadas coordenadas homogêneas de [X ].

Definição 6. No espaço projetivo real Pn+3, definimos a quádrica Qn+2 por

Qn+2 = {[X ] ∈ Pn+3/⟨X ,X⟩= 0}. (1.7)

Qn+2 é denotada Quádrica de Lie.
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Com a finalidade de obter uma correspondência bijetiva entre os pontos de Qn+2 e
os elementos do conjunto ∑, vamos estabelecer uma correspondência entre os pontos
tipo espaço de Pn+2 e os pontos do conjunto ∑. Consideramos inicialmente a imersão
ϕ : Rn+2 −→ Pn+2, dada por

ϕ(v) = [(1,v)], ∀v ∈ Rn+2. (1.8)

Seja a projeção estereográfica σ : Rn+1 −→ Sn+1−{P}, dada por

σ(u) =
(

1−u ·u
1+u ·u

,
2u

1+u ·u

)
, ∀u ∈ Rn+1, (1.9)

onde P = (−1,⃗0,0), 0⃗ ∈ Rn e “·” é a métrica Euclidiana de Rn+1. Considere Rn+3
1 o espaço

Rn+3 munido com a métrica de Lorentz (1.5). Defina o seguinte conjunto,

Ω = {[z] ∈ Pn+2−{[P]}/(z,z) = 0}, (1.10)

onde [P] = [1,−1,⃗0,0], 0⃗ ∈ Rn é o ponto em Pn+2 correspondente ao P = (−1,⃗0,0) ∈ Rn+2.
Temos que Ω é a chamada (n+ 1)-esfera de Möbius e denotada por Ω

n+1. Fazendo a
composição das aplicações (1.8) e (1.9) temos, ϕ ◦σ : Rn+1 −→ Pn+2 dada por,

ϕ(σ(u)) =
[(

1,
1−u ·u
1+u ·u

,
2u

1+u ·u

)]
=

[(
1+u ·u

2
,
1−u ·u

2
,u
)]

. (1.11)

Então, ϕ ◦σ(Rn+1) = ϕ(Sn+1−{P}) é a esfera de Möbius Ω
n+1−{[P]}, dada pela equação

(z,z) = 0.

De fato, seja [z] =
[(

1,
1−u ·u
1+u ·u

,
2u

1+u ·u

)]
, denote w =

(
1−u ·u
1+u ·u

,
2u

1+u ·u

)
. Note

que w ·w = 1. Como [z] = [(1,w)], temos

(z,z) = ((1,w),(1,w)) =−1+w ·w.

Portanto, (z,z) = 0.

Seja α ∈ Pn+2 ⊂ Rn+3
1 um vetor tipo espaço. Afirmamos que o complemento or-

togonal α
⊥ de [α] ∈ Pn+2 intersecta a esfera Ω em uma n-esfera Ω

n. De fato, sem
perda de generalidade, considere o vetor tipo espaço α = (0,1, . . . ,0) ∈ Rn+3

1 . Temos
que α

⊥ = [(α1,0,α3, . . . ,αn+3)], com α1 ̸= 0. Como α
⊥ é classe de equivalência, dividindo
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por α1 temos, α
⊥ = [(1,0,u)], onde u =

(
α3

α1
, · · · , αn+3

α1

)
. Assim,

(
(1,0,u) ·

(
1+u ·u

2
,
1−u ·u

2
,u
))

= 0⇔ u ·u = 1, u ∈ Rn+1.

Então, Ω
n é a imagem pela composição ϕ ◦σ de uma n-esfera em Rn+1, a não ser que

contenha o ponto [1,−1,⃗0,0], neste caso é a imagem pela composição ϕ ◦σ de um hiperplano
em Rn+1. Então, temos uma correspondência bijetiva entre os pontos tipo espaço em Pn+2 e
os elementos de ∑.

No que segue, vamos obter fórmulas específicas para estas correspondências. Primeira-
mente para as esferas. Considere a esfera em Rn+1 de centro p e raio r > 0 dada por

(u− p) · (u− p) = r2, u ∈ Rn+1. (1.12)

Sejam ϕ(σ(u)) dado em (1.11) e N e um vetor tipo espaço em Rn+3
1 dado por

N =

(
1+ p · p− r2

2
,
1− p · p+ r2

2
, p
)

(1.13)

Um cálculo mostra que,

(N,ϕ(σ(u))) =

((
1+ p · p− r2

2
,
1− p · p+ r2

2
, p
)
,

(
1+u ·u

2
,
1−u ·u

2
,u
))

= −
(
(1+ p · p− r2)(1+u ·u)

4

)
+

(
(1− p · p+ r2)(1−u ·u)

4

)
+u · p

= −u ·u− p · p+2u · p+ r2.

Então,
(N,ϕ(σ(u))) = 0⇔ (u− p) · (u− p) = r2. (1.14)

Observe que N1+N2 ̸= 0, onde Ni, 1≤ i≤ n+3, são as coordenadas de N. Então (N, [P]) ̸=
0, isto é, [P] /∈ N⊥. Segue, por (1.14), que u ∈ Rn+1 está na esfera dada pela equação (1.12)
se, e somente se, ϕ(σ(u)) ∈ N⊥. Portanto, a esfera de Möbius Ω corresponde a esfera em
Rn+1 dada pela equação (1.12).

Reciprocamente, dado [α] ∈ Pn+2 tipo espaço com α1 +α2 ̸= 0, podemos determinar
uma esfera correspondente em Rn+1 como segue. Seja N =

α

α1 +α2
⇒ N1 +N2 ̸= 0. Então,

pela expressão (1.13), o centro da esfera correspondente é o ponto p = (N3,N4, . . . ,Nn+3) e
o raio é r =

√
(N,N).
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Agora, considere o hiperplano em Rn+1 dado por

x ·N′ = λ , x ∈ Rn+1 e |N′|= 1. (1.15)

Semelhante ao que foi feito para a esfera, seja ϕ(σ(u)) como em (1.11) e η e um vetor tipo
espaço em Rn+3

1 dado por
η = (λ ,−λ ,N′). (1.16)

Temos,

(η ,ϕ(σ(u))) =

(
(λ ,−λ ,N′),

(
1+u ·u

2
,
1−u ·u

2
,u
))

= −
(
(1+u ·u)λ

2

)
−
(
(1−u ·u)λ

2

)
+N′ ·u.

Então,
(η ,ϕ(σ(u))) = 0⇔ u ·N′ = λ . (1.17)

Note que η1 +η2 = 0 então, (η , [P]) = 0, ou seja, [P] ∈ η
⊥. Por (1.17) u ∈ Rn+1 está no

hiperplano dado por (1.15) se, e somente se, ϕ(σ(u)) ∈ η
⊥. Assim, o hiperplano (1.15) é

representado em Pn+2 por [η ] = [(λ ,−λ ,N)].

Reciprocamente, seja [θ ] ∈ Pn+2 tipo espaço com θ1 + θ2 = 0⇒ (θ ,θ) = v · v, onde

v = (θ3, . . . ,θn+3). Seja η =
θ

| v |
temos,

η =
θ

| v |
=

(
θ1

| v |
,
−θ1

| v |
,

v
| v |

)
.

Portanto, η tem a forma dada em (1.16) e [θ ] corresponde ao hiperplano (1.15).

A proposição a seguir fornece uma correspondência entre os elementos do conjunto ∑ e
os pontos de Qn+2.

Proposição 1. Podemos associar uma esfera orientada S(p,r) ∈∑ a um ponto [γ] ∈Qn+2

por

S(p,r)←→ [γ], onde γ =

[(
1+ p · p− r2

2
,
1− p · p+ r2

2
, p,r

)]
, (1.18)

e associar um hiperplano orientado P(ξ ,λ ) ∈∑ a um ponto [γ] ∈Qn+2 por

P(ξ ,λ )←→ [γ], ondeγ = [(λ ,−λ ,ξ ,1)] . (1.19)
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Demonstração. Seja [γ] ∈ Qn+2, em coordenadas homogêneas γ = (γ1, . . . ,γn+3,γn+4) ∈
Rn+4

2 . Suponha primeiro o caso em que γn+4 ̸= 0. Então, [γ] pode ser representado por

[γ] = [(α,1)], α ∈ Pn+2.

Assim,

0 = ⟨γ,γ⟩ = ⟨(α,1),(α,1)⟩
= ⟨(α1,α2, . . . ,αn+3,1),(α1,α2, . . . ,αn+3,1)⟩
= −α1 +α2 + · · ·+αn+3−1.

Então, (α,α) = 1, ou seja, [α] ∈ Pn+2 é tipo espaço.

Suponha primeiro que α1 +α2 ̸= 0 então, pela correspondência estabelecida entre os
pontos de Pn+2 com o conjunto das esferas e hiperplanos em Rn+1, [α] representa uma
esfera em Rn+1 de centro p e raio r. Seja N dado em (1.13). Como (α,α) = 1 e (N,N) = r2

podemos representar [α] =

[
±N

r

]
. Logo, em Pn+3, temos

[(α,1)] =
[(
±N

r
,1
)]

= [(N,±r)] =
[((

1+ p · p− r2

2
,
1− p · p+ r2

2
, p
)
,±r
)]

.

Portanto, fica estabelecida a seguinte correspondência:

S(p,r)←→ [γ], ondeγ =

[(
1+ p · p− r2

2
,
1− p · p+ r2

2
, p,r

)]
.

Agora, se α1 +α2 = 0 então, pela correspondência estabelecida entre os pontos de Pn+2

com o conjunto das esferas e hiperplanos em Rn+1, [α] ∈ Pn+2 representa um hiperplano em
Rn+1 como em (1.15). Para α = (λ ,−λ ,ξ ) com |N′|= 1 temos,

(α,α) = ((λ ,−λ ,ξ ),(λ ,−λ ,ξ )) = 1.

Então, em Pn+3 temos

[(α,1)] = [(λ ,−λ ,ξ ,±1)].

Portanto, temos a correspondência

P(ξ ,λ )←→ [γ], ondeγ = [(λ ,−λ ,ξ ,1)] .
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Suponha agora que γn+4 = 0. Então, [γ] pode ser representado por

[γ] = [(u,0)], u ∈ Pn+2.

Assim,
0 = ⟨γ,γ⟩= ⟨(u,0),(u,0)⟩= (u,u),

ou seja, [u] é um ponto da esfera de Möbius. Logo, temos a correspondência

u ∈ Rn+1←→ [γ], ondeγ =

[(
1+u ·u

2
,
1−u ·u

2
,u,0

)]
.

Portanto, obtemos a correspondência entre os elementos do conjunto ∑ e os pontos da
quádrica de Lie Qn+2 como segue:

∑ Qn+2

S(p,r)
[(

1+ p · p− r2

2
,
1− p · p+ r2

2
, p,r

)]
P(ξ ,λ ) [(λ ,−λ ,ξ ,1)]

u ∈ Rn+1
[(

1+u ·u
2

,
1−u ·u

2
,u,0

)]
Chamamos [γ] ∈Qn+2 de coordenadas esféricas de S(p,r) e P(N,λ ).

Para qualquer Γ ∈∑, denotamos por [γ] ∈Qn+2 sua coordenada dada em (1.18) e (1.19).
Como vimos na Proposição 1, a correspondência Γ ∈∑←→ [γ] ∈Qn+2 define uma bijeção
de ∑ em Qn+2−{[P]}, onde

P = (1,−1,⃗0,0), 0⃗ ∈ Rn+1. (1.20)

Geometricamente, o ponto [P] é a coordenada do ponto esférico no infinito de Rn+1, isto
é,

[P] = lim
|p|→∞

1
| p |2

[(
1+ p · p

2
,
1− p · p

2
, p,0

)]
.

Observação 1. Seja Γ ∈∑ uma esfera orientada com coordenada esférica [γ] ∈ Qn+2−
{[P]}, então segue das expressões (1.18), (1.19) e pela maneira como obtivemos a corres-
pondência dada pela Proposição 1 que:

• Γ é uma esfera orientada se, e somente se, ⟨γ,P⟩ ̸= 0.
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• Γ é uma hiperplano orientado se, e somente se, ⟨γ,P⟩= 0.

Uma vez obtidas as correspondências dadas na Proposição 1, vamos fazer uma análise
dos contatos orientados entre os elementos de ∑ obtendo uma expressão analítica para a
Definição 3. Em seguida, vamos estabelecer uma relação entre o contato orientado e suas
respectivas coordenadas esféricas. Então, temos os seguintes casos:

• Γ1,Γ2 ∈∑ tal que Γ1 = S(p,r) ̸= S(q,s) = Γ2.

Sejam Γ1 = S(p,r) e Γ2 = S(q,s) duas esferas orientadas cujas coordenadas esféricas são

γ1 =

(
1
2
(1+ |p|2− r2),

1
2
(1−|p|2 + r2), p,−r

)
,

γ2 =

(
1
2
(1+ |q|2− s2),

1
2
(1−|q|2 + s2),q,−s

)
.

Como S(p,r) e S(q,s) são distintas, as duas esferas possuem contato orientado se existe um
único ponto (x,ξ ) ∈ S(p,r)∩S(q,s). Então, por (1.2) o ponto (x,ξ ) deve satisfazer,

x− p = rξ , (1.21)

x−q = sξ . (1.22)

Subtraindo as equações (1.21), (1.22) e usando o fato que ξ ∈ Sn obtemos,

|p−q|= |s− r|. (1.23)

Note que esta situação inclui o caso de contato orientado entre dois pontos esféricos S(p,0) e
S(q,0), neste caso, a condição (1.23) se reduz a p = q. O caso de contato orientado entre um
ponto esférico S(p,0) e uma esfera orientada S(q,r), corresponde ao caso em que a condição
(1.23) se reduz a |p−q|= |r|.

• Γ1,Γ2 ∈∑ tal que Γ1 = S(p,r) e Γ2 = P(ξ ,λ ).

Sejam Γ1 = S(p,r) e Γ2 = P(ξ ,λ ) uma esfera orientada e um hiperplano, respectivamente.
Suas coordenadas esféricas são

γ1 =

(
1
2
(1+ |p|2− r2),

1
2
(1−|p|2 + r2), p,−r

)
,

γ2 = (λ ,−λ ,ξ ,1) .
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Já que neste caso o vetor normal de P(ξ ,λ ) não pode mudar, S(p,r) e P(ξ ,λ ) possuem
contato orientado se existe um único ponto (x,ξ ) ∈ S(p,r)∩P(ξ ,λ ). Então, por (1.2) e (1.3)
o ponto (x,ξ ) deve satisfazer,

x− p = rξ , (1.24)

x ·ξ = λ . (1.25)

Substituindo (1.25) em (1.24) e usando o fato que ξ ∈ Sn obtemos,

p ·ξ =−r+λ . (1.26)

Note que esta situação inclui o caso de contato orientado entre o ponto esférico S(p,0) e um
hiperplano P(ξ ,λ ) e então a condição (1.26) se reduz a p ·ξ = λ , ou seja, o centro do ponto
esférico pertence ao hiperplano.

• Γ1,Γ2 ∈∑ tal que Γ1 = P(ξ1,λ1) e Γ2 = P(ξ2,λ2).

Sejam Γ1 = P(ξ1,λ1) e Γ2 = P(ξ2,λ2) dois hiperplanos orientados distintos. Suas coordena-
das esféricas são

γ1 = (λ1,−λ1,ξ1,1) ,

γ2 = (λ2,−λ2,ξ2,1) .

Os hiperplanos possuem contato orientado se existe um único ponto (x,ξ ) ∈ P(ξ1,λ1)∩
P(ξ2,λ2). Então, por (1.3) o ponto (x,ξ ) deve satisfazer,

x ·ξ = λ1,

x ·ξ = λ2.

Logo, λ1 = λ2. Então, dois hiperplanos orientados tem contato orientado no caso em
coincidem.

Proposição 2. Duas esferas orientadas Γ1,Γ2 ∈∑ têm contato orientado se, e somente se,
suas coordenadas esféricas [γ1], [γ2] ∈Qn+2−{[P]} satisfazem,

⟨γ1,γ2⟩= 0.
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Demonstração. Primeiro, considere Γ1 = S(p,r) e Γ2 = S(q,s) duas esferas distintas em ∑
cujas coordenadas esféricas são

γ1 =

(
1
2
(1+ |p|2− r2),

1
2
(1−|p|2 + r2), p,−r

)
,

γ2 =

(
1
2
(1+ |q|2− s2),

1
2
(1−|q|2 + s2),q,−s

)
.

Então,

⟨γ1,γ2⟩ =

〈(
1+ p2− r2

2
,
1− p2 + r2

2
, p,r

)
,

(
1+q2− s2

2
,
1−q2 + s2

2
,q,s

)〉
= −

(
1+ p2− r2

2

)(
1+q2− s2

2

)
+

(
1− p2 + r2

2

)(
1−q2 + s2

2

)
+ pq− rs

= −p2 +2pq−q2 + r2−2rs+ s2

= −(p2−q2)2 +(r2− s2)2.

Logo,
⟨γ1,γ2⟩= 0⇔ |p−q|= |r− s|.

Assim, por (1.23) temos ⟨γ1,γ2⟩ = 0 se, e somente se, S(p,r) e S(q,s) estão em contato
orientado. O mesmo resultado se verifica para os casos de contato orientado entre dois pontos
esféricos e entre ponto esférico e esfera orientada.

Considere agora Γ1 = S(p,r) e Γ2 = P(ξ ,λ ) uma esfera orientada e um hiperplano,
respectivamente. Suas coordenadas esféricas são

γ1 =

(
1
2
(1+ |p|2− r2),

1
2
(1−|p|2 + r2), p,−r

)
,

γ2 = (λ ,−λ ,ξ ,1) .

Então,

⟨γ1,γ2⟩ =

〈(
1+ p2− r2

2
,
1− p2 + r2

2
, p,−r

)
,(λ ,−λ ,ξ ,1)

〉
= −λ + p ·ξ + r.

Logo, por (1.26) temos ⟨γ1,γ2⟩ = 0 se, e somente se, S(p,r) e P(ξ ,λ ) estão em contato
orientado. Segue também o resultado para o caso em que Γ1 = S(p,0) e Γ2 = P(ξ ,λ ).
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Por fim, se Γ1,Γ2 ∈∑ são dois hiperplanos orientados, eles tem contato orientado no
caso em que coincidem, isto é, Γ1 = P(ξ ,λ ) = Γ2. Logo, ⟨γ1,γ2⟩ = 0 se, e somente se,
P(ξ ,λ ) e P(ξ ,λ ) estão em contato orientado. Portanto, em qualquer caso Γ1,Γ2 ∈∑ têm
contato orientado se, e somente se, suas coordenadas esféricas [γ1], [γ2] ∈ Qn+2−{[P]},
respectivamente, satisfazem ⟨γ1,γ2⟩= 0.

Note que qualquer ponto (x,ξ ) ∈URn+1 determina um único conjunto de esferas orien-
tadas de contato orientado em x ∈ Rn+1 com o mesmo normal unitário ξ . Esse conjunto é
denominado feixe de esferas orientadas.

Além disso, é determinado um único ponto esférico S(x,0), de coordenada esférica [γ1],
e um único hiperplano orientado P(ξ ,x ·ξ ), de coordenada esférica [γ2], neste feixe, onde

γ1 =

(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)
, γ2 = (x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1). (1.27)

Os resultados a seguir têm por objetivo apresentar informações necessárias para demons-
trarmos a proposição que caracteriza os pontos de um reta em Qn+2 com o correspondente
feixe de esferas em URn+1.

Usando um resultado de Álgebra Linear, vamos mostrar o fato importante de que Qn+2

contém apenas retas projetivas, ou seja, contém apenas subespaços projetivos.

Lema 2. ([5]) Seja Rn
k um espaço vetorial real munido com uma métrica de assinatura

(n− k,k). Então, a dimensão máxima de um subespaço de luz (que contém apenas vetores
tipo luz) é o mínimo entre os números k e n− k.

Teorema 3. A quádrica de Lie Qn+2 contém retas projetivas mas nenhum subespaço de
dimensão maior.

Demonstração. De fato, por definição Qn+2 = {[X ] ∈ Pn+3/⟨X ,X⟩ = 0}, em que Pn+3 ⊂
Rn+4

2 . Como Rn+4
2 é o espaço vetorial Rn+4 munido com a métrica (1.4) de assinatura

(n+2,2), segue pelo Lema 2 que a dimensão máxima de um subespaço de luz de Rn+4
2 é

k = 2. Então, o subespaço de luz de dimensão 2 em Rn+4
2 corresponde a um subespaço de

luz linear P1 ⊂ Pn+3. Note que P1 ⊂Qn+2, pois Qn+2 contém todos os vetores tipo luz de
Pn+3. Portanto, Qn+2 contém apenas retas projetivas.

Proposição 3. Sejam Γ1,Γ2 ∈∑ com coordenadas esféricas [γ1], [γ2] ∈Qn+2−{[P]}, res-
pectivamente. Então, Γ1 e Γ2 possuem contato orientado se, e somente se, todas as retas
projetivas

[γ1,γ2] = {[λγ1 +µγ2]/(λ ,µ) ∈ R2−{(0,0)}} (1.28)
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pertencem a Qn+2−{[P]}.

Demonstração. Suponha que Γ1,Γ2 ∈∑ possuem contato orientado, com coordenadas
esféricas [γ1], [γ2] ∈Qn+2−{[P]}, respectivamente. Então, pela Proposição 2, ⟨γ1,γ2⟩= 0.
Considere a reta projetiva

[γ1,γ2] = {[λγ1 +µγ2]/(λ ,µ) ∈ R2−{(0,0)}}.

Então,

⟨λγ1 +µγ2,λγ1 +µγ2⟩ = λ
2⟨γ1,γ1⟩+2λ µ⟨γ1,γ2⟩+µ

2⟨γ2,γ2⟩
= 2λ µ⟨γ1,γ2⟩= 0.

Logo, [γ1,γ2] ∈Qn+2−{[P]}.

Reciprocamente, suponha que a reta descrita em (1.28) pertence a Qn+2−{[P]}, então
γ1 e γ2 são, respectivamente, coordenadas esféricas de duas esferas orientadas Γ1,Γ2 ∈∑.
Como [γ1,γ2] ∈Qn+2−{[P]} e (λ ,µ) ∈ R2−{(0,0)} temos,

0 = ⟨λγ1 +µγ2,λγ1 +µγ2⟩= λ
2⟨γ1,γ1⟩+2λ µ⟨γ1,γ2⟩+µ

2⟨γ2,γ2⟩= 2λ µ⟨γ1,γ2⟩.

Portanto, Γ1,Γ2 ∈∑ possuem contato orientado.

Denotamos [γ1,γ2] como a reta gerada por [γ1] e [γ2] dada por (1.28).
A próxima proposição estabelece uma relação entre os pontos de uma reta em Qn+2−{[P]}
e o correspondente feixe de esferas em URn+1.

Proposição 4. Sejam Γ1,Γ2 ∈∑ com coordenadas esféricas [γ1], [γ2] ∈Qn+2−{[P]}, res-
pectivamente. Se a reta [γ1,γ2] ∈Qn+2−{[P]} então o feixe de esferas em URn+1 corres-
pondente a pontos da reta [γ1,γ2] é precisamente o conjunto de todas as esferas orientadas
em ∑ que possuem contato orientado com ambos Γ1 e Γ2.

Demonstração. Seja [γ3] ∈ [γ1,γ2] então, podemos escrever γ3 = λγ1 +µγ2, com (λ ,µ) ∈
R2−{(0,0)}. Como [γ1,γ2]∈Qn+2−{[P]}, pela Proposição 3 segue que ⟨γ1,γ2⟩= 0. Então,

⟨γ3,γ1⟩ = ⟨λγ1 +µγ2,γ1⟩= 0

⟨γ3,γ2⟩ = ⟨λγ1 +µγ2,γ2⟩= 0.
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Logo, γ3 é coordenada esférica de uma esfera orientada Γ3 ∈∑ que está em contato orientado
com Γ1 ∈∑ e Γ2 ∈∑.

Reciprocamente, seja Γ3 ∈∑ com respectiva coordenada esférica [γ3] ∈Qn+2. Suponha
que Γ3 está em contado orientado com Γ1 ∈∑ e Γ2 ∈∑. Então, ⟨γ3,γ1⟩= 0 e ⟨γ3,γ2⟩= 0.
Logo,

⟨γ3,λγ1 +µγ2⟩= 0,

ou seja, [γ3] ∈ [γ1,γ2]
⊥. Como [γ3] ∈Qn+2 então, [γ3] ∈ [γ1,γ2], uma vez que pelo Teorema

3, Qn+2 possui apenas retas projetivas e não contém subespaço de dimensão maior.

Portanto, qualquer esfera Γ no feixe pode ser determinada mediante sua coordenada
esférica [γ], que pode ser escrita como

[γ] = [λγ1 +µγ2] ∈Qn+2−{[P]} (1.29)

para algum (λ ,µ) ∈ R2−{(0,0)}. Assim, um ponto (x,ξ ) ∈URn+1 determina uma única
reta projetiva em Qn+2−{[P]} dada por

[γ1,γ2] = {[λγ1 +µγ2]/(λ ,µ) ∈ R2−{(0,0)}}.

No que segue, defina Λ
2n+1 o conjunto de todas as retas projetivas contidas em Qn+2−

{[P]}.

Definição 7. A aplicação L : URn+1→ Λ
2n+1 definida por

L((x,ξ )) = {[λγ1 +µγ2] ∈Qn+2−{[P]}/(λ ,µ) ∈ R2−{(0,0)}} (1.30)

é um difeomorfismo, chamado de difeomorfismo de Lie.

1.2 Grupo das transformações de Laguerre

Nesta seção vamos introduzir o conceito de transformação de Laguerre e apresentar o
grupo das transformações de Laguerre em URn+1, que consiste em um importante subgrupo
do grupo das transformações de Lie.

Começamos com um breve comentário a respeito do grupo ortogonal e das transformações
projetivas. Para maiores detalhes referimos à [5] e [16].
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Considere Rn+4 munido com a métrica (1.4) e uma matriz real A ∈M(n+4)×(n+4)(R).
Dizemos que A preserva o produto interno se

⟨A(X),A(Y )⟩= ⟨X ,Y ⟩, ∀X ,Y ∈ Rn+4
2 .

Denote por O(n+2,2) o conjunto das matrizes reais de ordem (n+4)× (n+4) que preserva
o produto interno (1.4). Então O(n+ 2,2) é um subgrupo fechado de GL(n+ 4). Tome
A ∈ GL(n+ 4). A transformação linear associada a esta matriz induz uma transformação
projetiva P(A) em Pn+3 dada por

P(A) : Pn+3 −→ Pn+3

[X ] 7→ P(A)([X ]) = [XA]. (1.31)

Vamos agora definir uma transformação de Laguerre.

Seja LG o subgrupo do grupo ortogonal O(n+2,2) em Rn+4
2 dado por

LG= {T ∈O(n+2,2)/PT = P}, (1.32)

onde P é o vetor tipo luz em Rn+4
2 dado por (1.20) e O(n+ 2,2) é formado pelo grupo

ortogonal que deixa o produto interno (1.4) invariante.

Considere T ∈ LG então, T ∈ O(n+ 2,2). Como O(n+ 2,2) ⊂ GL(n+ 4), segue de
(1.31) que T induz uma transformação projetiva em Pn+3, que pode ser restrita a Qn+2, dada
por

T ([X ]) = [XT ], X ∈Qn+2.

Chamamos, T ∈ LG e T : Qn+2 −→ Qn+2, de transformações de Laguerre e LG o grupo
das transformações de Laguerre.

Sejam Γ1,Γ2 ∈∑ duas esferas ou hiperplanos distintos em contato orientado, com
coordenadas esféricas associadas [γ1] e [γ2], respectivamente. Pela Proposição 3 temos que
[γ1,γ2] ∈Qn+2−{[P]}. Isto é, [γ1] e [γ2] definem uma reta projetiva em Qn+2−{[P]} por

[γ1,γ2] = {[λγ1 +µγ2]/(λ ,µ) ∈ R2−{(0,0)}} ∈ Λ
2n+1. (1.33)

Como qualquer [γ] ∈ Qn+2−{[P]} pode ser escrito como em (1.33) e qualquer T ∈ LG
induz uma transformação em Qn+2 dada por (1.2), então qualquer T ∈ LG define uma
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transformação T : Λ
2n+1 −→ Λ

2n+1 por

T ([γ1,γ2]) = [[γ1T ], [γ2T ]] . (1.34)

Definição 8. Seja L : URn+1 −→ Λ
2n+1 o difeomorfismo dado em (1.30). Então, qualquer

T ∈ LG induz uma transformação

φ = L−1 ◦T ◦L : URn+1 −→URn+1, (1.35)

chamada de transformação de Laguerre em URn+1. Assim, o grupo das transformações de
Laguerre sobre URn+1 é dado por

LG= {φ : URn+1 −→URn+1/φ = L−1 ◦T ◦L,T ∈O(n+2,2),PT = P}.

Proposição 5. Qualquer transformação de Laguerre φ : URn+1−→URn+1 preserva esferas
orientadas e hiperplanos orientados.

Demonstração. Seja T ∈ LG uma transformação de Laguerre. Então, T : Qn+2−{[P]} −→
Qn+2−{[P]}, T ∈ O(n+ 2,2) e PT = P. Considere Γ ∈∑ uma esfera orientada com
coordenadas esférica [γ] ∈Qn+2−{[P]}. Note que [γ] ∈ Λ

2n+1. Então,

⟨γT,P⟩= ⟨γT,γP⟩= ⟨γ,P⟩. (1.36)

Logo, no caso de Γ ser uma esfera orientada, segue da Observação 1 que

⟨γ,P⟩ ̸= 0. (1.37)

Então, por (1.36) e (1.37) temos
⟨γT,P⟩ ̸= 0.

Logo, T ([γ]) = [γT ] é a coordenada esférica de uma esfera orientada. Portanto, φ(Γ) ∈
∑ continua sendo uma esfera orientada. O caso em que Γ é um hiperplano orientado é
análogo.

No que segue, vamos determinar a matriz que representa uma transformação T ∈ LG.
Como T ∈ LG temos que PT = P, onde P = [1,−1,⃗0,0], 0⃗ ∈ Rn+1 então, obtemos
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[
1 −1 0 · · · 0

]


a11 a12 a13 . . . a1(n+4)

a21 a22 a23 . . . a2(n+4)

a31 a32 a33 . . . a3(n+4)
...

...
... . . . ...

a(n+4)1 a(n+4)2 a(n+4)3 . . . a(n+4)(n+4)

=
[

1 −1 0 · · · 0
]
.

Assim, 
a11 = 1+a21,

a22 = 1+a12,

a1i = a2i, i≥ 3.

Desta forma, T é reescrita como

T =


1+a21 a12 a ρ

a21 1+a12 a ρ

b c A u
a(n+4)1 a(n+4)2 v w


(n+4)×(n+4)

, (1.38)

onde

a :=
[

a13 a14 . . . a1(n+3)

]
1×(n+1)

,

v :=
[

a(n+4)3 a(n+4)4 . . . a(n+4)(n+3)

]
1×(n+1)

,

b :=


a31

a41
...

a(n+3)1


(n+1)×1

, c :=


a32

a42
...

a(n+3)2


(n+1)×1

, u :=


a3(n+4)

a4(n+4)
...

a(n+3)(n+4)


(n+1)×1

,

A :=

 a33 a34 . . . a3(n+3)
...

... . . . ...
a(n+3)3 a(n+3)4 . . . a(n+3)(n+3)


(n+1)×(n+1)

, ρ := a1(n+4) e w := a(n+4)(n+4).

Como as colunas e as linhas da matriz T , dadas em (1.38), são pseudo-ortonormais segue
que,
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−1−2a21−a2
21 +a2

12 +a2−ρ
2 = −1, (1.39)

−a21−a2
21 +a12 +a2

12 +a2−ρ
2 = 0, (1.40)

−a2
21 +1+2a12 +a2

12 +a2−ρ
2 = 1. (1.41)

Subtraindo a equação (1.40) da equação (1.39) temos,

a12 =−a21.

Usando o resultado acima na equação (1.41) obtemos que,

a12 =
−a2 +ρ2

2
. (1.42)

Seja {e1,e2, . . . ,en+4} uma base canônica para Rn+4
2 . Como T ∈ LG temos

⟨eiT,P⟩= ⟨eiT,PT ⟩= ⟨ei,P⟩, 1≤ i≤ n+4. (1.43)

Então, considerando 3≤ i≤ n+3 em (1.43) e usando (1.38) temos,

⟨eiT,P⟩= ⟨ei,P⟩ ⇒ ⟨(bi−2,ci−2,Ai−2,ui−2),(1,−1,0,0)⟩= 0⇒ bi−2 =−ci−2,

onde bi−2, ci−2, Ai−2, ui−2 são as (i−2)-ésima linhas das matrizes b, c, A e u. Logo,

bi−2 =−ci−2, ∀ 3≤ i≤ n+3⇒ b =−c. (1.44)

Note que, considerando i = n+4 em (1.43) e usando (1.38) obtemos

a(n+4)1 =−a(n+4)2. (1.45)
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Usando as equações (1.42), (1.44) e (1.45) podemos reescrever a matriz T dada em (1.38)
como sendo,

T =


1+

a2−ρ2

2
−a2 +ρ2

2
a ρ

a2−ρ2

2
1+

ρ2−a2

2
a ρ

b −b A u
a(n+4)1 −a(n+4)1 v w


(n+4)×(n+4)

. (1.46)

Novamente usando o fato que as linhas e as colunas da matriz T (1.46) são pseudo-
ortonormais segue que,

−b
(

a2−ρ2

2

)
−b
(

1+
ρ2−a2

2

)
+AaT −ρu = 0⇒ b = AaT − pu,

−a(n+4)1

(
a2−ρ2

2

)
−a(n+4)1

(
1+

ρ2−a2

2

)
+ vaT −ρw = 0⇒ a(n+4)1 = vaT − pw.

Portanto,

T =


1+

a2−ρ2

2
−a2 +ρ2

2
a ρ

a2−ρ2

2
1+

ρ2−a2

2
a ρ

AaT − pu −AaT + pu A u
vaT − pw −vaT + pw v w


(n+4)×(n+4)

, (1.47)

para alguma matriz [
A u
v w

]
∈ O(n+1,1), (a,ρ) ∈ Rn+2,w ∈ R.

No que segue, vamos obter uma relação entre os elementos da matriz T que será usada na
próxima seção. Tomando o produto interno da terceira linha da matriz T , dada em (1.47),
pela quarta linha e o produto da terceira linha por ela mesma obtemos,

⟨(AaT − pu,−AaT + pu,A,u),(vaT − pw,−vaT + pw,v,w)⟩= 0⇒ AvT = uw,
⟨(AaT − pu,−AaT + pu,A,u),(AaT − pu,−AaT + pu,A,u)⟩= 0⇒ uuT = 0.

(1.48)
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1.3 Hipersuperfícies de Laguerre em URn+1

Nesta seção introduzimos as hipersuperfícies de Laguerre em URn+1 e o conceito de duas
hipersuperfícies orientadas, com curvaturas principais que não se anulam, serem equivalentes
por transformações de Laguerre. Além disso, mostramos que métrica de Laguerre g é
invariante por transformações de Laguerre.

Sejam (x,ξ ) : URn+1 −→ Rn+1×Sn ⊂ R2n+2 imersão canônica, γ1 : URn+1 −→ Rn+4
2

e γ2 : URn+1 −→ Rn+4
2 dados em (1.27).

Considere T ∈ LG uma transformação de Laguerre e

φ = L−1 ◦T ◦L : URn+1 −→URn+1

(x,ξ ) 7→ φ((x,ξ )) = (x̃, ξ̃ ).

Vamos obter expressões para γ̃1 e γ̃2, associados a φ((x,ξ )) = (x̃, ξ̃ ), em termos de γ1 e
γ2 associados a (x,ξ ). Segue de (1.27) e (1.47) que

γ1T =

(
1
2
(1+a2 + x2−ρ

2)+ xAaT −ρxu,
1
2
(1−a2− x2 +ρ

2)− xAaT +ρxu,a+ xA,a
)
,

γ2T =
(
x ·ξ +ξ AaT + vaT − vb,−x ·ξ −ξ AaT − vaT + vb,ξ A+ v,b

)
,

(1.49)

onde

a = ρ + xu ∈ R,
b = ξ u+w ∈ R.

(1.50)

Como vimos na seção 1.1, um ponto (x̃, ξ̃ ) ∈URn+1 determina um único feixe de esferas
que tem contato orientado em x̃ ∈ Rn+1 com o mesmo normal ξ̃ . Com isso, γ̃1 e γ̃2 são
coordenadas esféricas do único ponto esférico S(x̃,0) e do único hiperplano orientado
P(ξ̃ , x̃ · ξ̃ ) neste feixe, respectivamente. Assim,

γ̃1 =

(
1
2
(1+ |x̃|2), 1

2
(1−|x̃|2), x̃,0

)
, γ̃2 =

(
x̃ · ξ̃ ,−x̃ · ξ̃ , ξ̃ ,1

)
.

Então, a fim de expressar γ̃1 e γ̃2 na forma anterior, utilizando as expressões (1.48), (1.49) e
(1.50) obtemos a relação

γ1T − a
b

γ2T =

(
1
2
(1+ |x̃|2), 1

2
(1−|x̃|2), x̃,0

)
= γ̃1, (1.51)
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1
b

γ2T =
(

x̃ · ξ̃ ,−x̃ · ξ̃ , ξ̃ ,1
)
= γ̃2, (1.52)

em que

x̃ = a+ xA−aξ̃ , ξ̃ =
ξ A+ v

b
.

Usando as expressões dadas em (1.27) e o produto interno dado em (1.4), segue que são
satisfeitas as seguintes relações de ortogonalidade:

⟨γ1,γ1⟩= ⟨γ2,γ2⟩= 0, ⟨γ1,γ2⟩= 0,
⟨dγ1,dγ1⟩= dx ·dx, ⟨dγ2,dγ2⟩= dξ ·dξ ,

⟨dγ1,dγ2⟩= dx ·dξ , ⟨dγ1,γ2⟩= dx ·ξ .
(1.53)

Assim, por (1.51), (1.52) e (1.53) temos

dx̃ · ξ̃ = ⟨dγ̃1, γ̃2⟩= ⟨d(γ1T − a
b

γ2T ),
1
b

γ2T ⟩= 1
b
⟨dγ1,γ2⟩=

1
b

dx ·ξ , (1.54)

dξ̃ ·dξ̃ = ⟨dγ̃2,dγ̃2⟩=
1
b2 ⟨dγ2,dγ2⟩=

1
b2 dξ ·dξ . (1.55)

Definição 9. Uma hipersuperfície f = (x,ξ ) : Mn −→ URn+1 é uma hipersuperfície de
Laguerre, se ξ : Mn −→ Sn é imersão e se dx ·dξ = 0.

Note que, pelas relações (1.54) e (1.55), considerando qualquer transformação de La-
guerre φ : URn+1 −→URn+1, dada uma hipersuperfície de Laguerre f = (x,ξ ) : Mn −→
URn+1 teremos que f̃ = (x̃, ξ̃ ) : Mn −→URn+1 também é uma hipersuperfície de Laguerre
em URn+1. Por (1.2) e (1.3) obtemos que as esferas orientadas e os hiperplanos são hipersu-
perfícies de Laguerre em URn+1.

Seja x : Mn −→ Rn+1 uma hipersuperfície orientada com curvaturas principais que não
se anulam. Então, a aplicação normal ξ : Mn −→ Sn é uma imersão. Assim, x : Mn −→Rn+1

induz unicamente uma hipersuperfície de Laguerre f = (x,ξ ) : Mn −→URn+1. Note que,
para qualquer hipersuperfície de Laguerre f = (x,ξ ) : Mn −→ URn+1, x : Mn −→ Rn+1

pode não ser uma imersão. Mas em [18], Pinkall mostrou que a transformação paralela
ft = (x+ tξ ,ξ ) de f é uma imersão em qualquer ponto p ∈ Mn para quase todo t ∈R. Nesse
sentido, podemos assumir que x : Mn −→ Rn+1 é uma imersão.

Definição 10. Sejam x, x̃ : Mn −→ Rn+1 duas hipersuperfícies orientadas com curvaturas
principais que não se anulam. Dizemos que x e x̃ são equivalentes por transformações
de Laguerre (Laguerre equivalentes), se as hipersuperfícies de Laguerre correspondentes
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f = (x,ξ ), f̃ = (x̃, ξ̃ ) : Mn −→URn+1 são diferentes apenas por uma transformação de
Laguerre, isto é, f̃ = φ ◦ f , onde φ = L−1 ◦T ◦L, T ∈ LG.

Na geometria diferencial de Laguerre são estudadas as propriedades de hipersuperfícies
de Laguerre em URn+1 que são invariantes pelo grupo das transformações de Laguerre em
URn+1.

No que segue, apresentamos um critério para que hipersuperfícies orientadas sejam
equivalentes por transformações de Laguerre. Em seguida, utilizamos esse resultado para
mostrar que a métrica de Laguerre é um invariante de Laguerre.

Seja x : Mn −→ Rn+1 uma hipersuperfície orientada com normal unitário ξ . Considere

[y] : Mn −→Qn+2, y = (x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1). (1.56)

Teorema 4. Sejam x,x∗ : Mn −→ Rn+1 duas hipersuperfícies orientadas com curvaturas
principais que não se anulam. Então x e x∗ são equivalentes por transformações de Laguerre
se, e somente se, existe T ∈ LG tal que [y∗] = [yT ].

Demonstração. Por hipótese, temos que x,x∗ : Mn −→ Rn+1 são duas hipersuperfícies ori-
entadas com curvaturas principais que não se anulam. Suponha que x e x̃ são equivalentes
por transformações de Laguerre. Então, pela Definição 10, as hipersuperfícies de Laguerre
correspondentes f = (x,ξ ), f ∗ = (x∗,ξ ∗) : Mn −→URn+1 são diferentes apenas por uma
transformação de Laguerre, isto é, f ∗ = φ ◦ f , onde φ = L−1 ◦T ◦L, φ(x,ξ ) = (x∗,ξ ∗).
Como y = (x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1) = γ2, segue de (1.52) que existe T ∈ LG tal que [y∗] = [yT ].

Reciprocamente, suponha que existe T ∈ LG tal que [y∗] = [yT ]. Defina (x̃, ξ̃ ) = φ(x,ξ )
onde φ = L−1 ◦T ◦L, isto é, f = (x,ξ ), f̃ = (x̃, ξ̃ ) : Mn −→URn+1 são hipersuperfícies
de Laguerre, associadas a x, x̃ : Mn −→ Rn+1, diferentes apenas por uma transformação de
Laguerre φ , ou seja, x, x̃ : Mn −→ Rn+1 são equivalentes por transformações de Laguerre.
Resta agora mostrar que (x̃, ξ̃ ) = (x∗,ξ ∗), onde f ∗ = (x∗,ξ ∗) : Mn −→URn+1 é a hipersu-
perfície de Laguerre associada a x∗ : Mn −→Rn+1. De fato, por (1.52) e pela hipótese temos,
[ỹ] = [yT ] = [y∗]. Então,

(x̃ · ξ̃ ,−x̃ · ξ̃ , ξ̃ ,1) = (x∗ ·ξ ∗,−x∗ ·ξ ∗,ξ ∗,1)⇒ x̃ · ξ̃ = x∗ ·ξ ∗, ξ̃ = ξ
∗. (1.57)

Seja {e1, . . . ,en+1} uma base local para T M. Como ξ
∗ : Mn −→ Sn é uma imersão temos

que, {e1(ξ
∗), . . . ,en(ξ

∗),ξ ∗} é uma base para Rn+1. Então, segue de (1.57) e da Definição 9
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que

0 = d((x̃− x∗)ξ ∗)

0 = d((x̃− x∗))ξ ∗+(x̃− x∗)dξ
∗

0 = (x̃− x∗)dξ
∗.

Logo, x̃ = x∗. Portanto, (x∗,ξ ∗) = (x̃, ξ̃ ) = φ(x,ξ ), o que implica que x, x̃ : Mn −→ Rn+1

são equivalentes por transformações de Laguerre.

Por (1.56) temos que ⟨dy,dy⟩= dξ ·dξ = III, que é chamada terceira forma fundamental
de x. Então, segue o corolário.

Corolário 5. A classe conforme da terceira forma fundamental de uma hipersuperfície
x : Mn −→ Rn+1 é um invariante de Laguerre.

Demonstração. Sejam x, x̃ : Mn −→ Rn+1 duas hipersuperfícies orientadas com curvaturas
principais não nulas. Considere III = dξ ·dξ e ˜III = dξ̃ ·dξ̃ a terceira forma fundamental
de x e x̃, respectivamente. Pelo, Teorema 4, x e x̃ são equivalentes por transformações de
Laguerre se, e somente se, existe T ∈ LG tal que [ỹ] = [yT ]. Logo,

⟨dỹ,dỹ⟩= 1
b2 ⟨dyT,dyT ⟩= 1

b2 ⟨dy,dy⟩ ⇒ ˜III =
1
b2 (III).

Portanto, [ ˜III] = [III].

Seja x : Mn→Rn+1 uma hipersuperfície com curvaturas principais não nulas, com campo
normal unitário ξ : Mn −→ Sn e III = ⟨dy,dy⟩ a terceira forma fundamental de x. Para
qualquer base ortonormal {E ′1, . . . ,E ′n} em relação a III definimos

V= span{y,∆y,E ′1(y),E
′
2(y), . . . ,E

′
n(y)},

onde ∆ é o operador Laplaciano em relação à III.

Vamos agora determinar as relações de ortogonalidade na métrica (1.4).
Pela ortogonalidade da base {E ′1, . . . ,E ′n}, temos ⟨E ′i(y),E ′j(y)⟩= δi j. Então,

⟨E ′i(y),E ′i(y)⟩= 1⇒ ⟨E ′i(E ′i(y)),E ′i(y)⟩= 0. (1.58)
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Por (1.58), segue que

⟨∆y,E ′i(y)⟩=

〈
∑

i
E ′i(E

′
i(y)),E

′
i(y)

〉
= ∑

i
⟨E ′i(E ′i(y)),E ′i(y)⟩= 0.

Observe que [y] ∈Qn+2, isto é,
⟨y,y⟩= 0. (1.59)

Assim,
⟨y,y⟩= 0⇒ ⟨E ′i(y),y⟩= 0.

Como, ⟨E ′i(y),y⟩= 0 e ⟨E ′i(y),E ′i(y)⟩= 1 temos,

⟨E ′i(E ′i(y)),y⟩+ ⟨E ′i(y),E ′i(y)⟩= 0⇒ ⟨E ′i(E ′i(y)),y⟩=−1.

Então,

⟨∆y,y⟩= ∑
i
⟨E ′i(E ′i(y)),y⟩=−n.

Portanto, temos as seguintes relações

⟨y,E ′i(y)⟩= ⟨∆y,E ′i(y)⟩= 0,
⟨y,∆y⟩=−n,
⟨E ′i(y),E ′j(y)⟩= δi j.

(1.60)

Logo, em cada ponto de V temos um subespaço (n+ 2)-dimensional não degenerado em
Rn+4

2 . Então, temos a seguinte decomposição ortogonal

Rn+4
2 = V⊕V⊥ = span{y,∆y,E ′1(y),E

′
2(y), . . . ,E

′
n(y)}⊕V⊥.

Isto é, V⊥ é um subespaço 2-dimensional não degenerado em Rn+4
2 .

Considere {e1,e2, . . . ,en} uma base ortonormal com relação a métrica dx ·dx para T M,
consistindo de vetores principais unitários. Escrevemos as seguintes equações

e j(ei(x)) = ∑
k

Γ
k
i jek(x)+ kiδi jξ , ei(ξ ) =−kiei(x), 1≤ i≤ n, (1.61)
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onde ki ̸= 0 é a curvatura principal correspondente a ei. Definimos

ri =
1
ki

e r =
r1 + r2 + · · ·+ rn

n
, (1.62)

onde ri é o raio de curvatura e r é o raio de curvatura média de x. Então a esfera da média
dos raios de curvatura S(x+ rξ ,r) de x em Rn+1, onde r é o raio de curvatura média de x,
tem coordenadas esféricas dadas pela correspondência (1.18), e assim,

η =

(
1
2
(1+ |x+ rξ |2− r2),

1
2
(1−|x+ rξ |2 + r2),x+ rξ ,r

)
=

(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)
+ r(x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1). (1.63)

A aplicação η : Mn −→Cn+3 ⊂ Rn+4
2 definida por (1.63) é chamada aplicação normal de

Laguerre.

No que segue, vamos verificar que o subespaço 2-dimensional V⊥ é V⊥ = span{η ,P},
onde P = (1,−1,⃗0,0) ∈ Rn+4

2 , 0⃗ ∈ Rn+1. Primeiramente, observe que

ei(x) ·ξ =−riei(ξ ) ·ξ =−ri

2
(ei(ξ ·ξ )) = 0. (1.64)

Além disso, os elementos da base ortonormal {E ′1, . . . ,E ′n} para III = ⟨dy,dy⟩ podem ser
escritos na forma

E ′i = riei, 1≤ i≤ n. (1.65)

De fato, como {ei}, 1 ≤ i ≤ n é base ortonormal para T M com relação a dx · dx tal que
ei(ξ ) =−kiei(x) temos, E ′i(ξ ) ·E ′j(ξ ) = riei(ξ ) · r je j(ξ ) = ei(x) · e j(x) = δi j.

A fim de verificar que V⊥= span{η ,P}, vamos determinar algumas relações que também
serão importantes para o desenvolvimento de cálculos do próximo capítulo.

Pelas equações (1.56), (1.61), (1.64) e (1.65) obtemos,

E ′i(y) = riei(y) = ri(ei(x) ·ξ + x · ei(ξ ),−ei(x) ·ξ − x · ei(ξ ),ei(ξ ),0)

= ri(x · ei(ξ ),−x · ei(ξ ),ei(ξ ),0)

= (−x · ei(x),x · ei(x),−ei(x),0). (1.66)
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Então,

⟨E ′i(y),E ′i(y)⟩ = ⟨(−x. · ei(x),x · ei(x),−ei(x),0),(−x · ei(x),x · ei(x),−ei(x),0)⟩
= ei(x)ei(x). (1.67)

Agora, por (1.63), (1.65) e (1.66) temos,

E ′i(η) = riei(η) = ri (x · ei(x),−x · ei(x),ei(x),0)+ riei(r)y+ rriei(y)

= −riE ′i(y)+E ′i(r)y+ rE ′i(y)

= (r− ri)E ′i(y)+E ′i(r)y. (1.68)

Por (1.60) e (1.68) temos,

⟨y,E ′i(η)⟩= 0,

∑
i
⟨E ′i(η),E ′i(η)⟩= ∑

i
(r− ri)

2.
(1.69)

Reunindo as equações (1.56), (1.60), (1.63), (1.66) e (1.68) temos,

⟨y,η⟩ =

〈
(x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1),

(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)〉
+ r⟨y,y⟩

= −1
2
(x ·ξ )(1+ |x|2)− 1

2
(x ·ξ )(1−|x|2)+ x ·ξ = 0, (1.70)

⟨E ′i(y),η⟩ =

〈
(−x · ei(x),x · ei(x),−ei(x),0),

(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)〉
+ r⟨E ′i(y),y⟩

=
1
2
(x · ei(x))(1+ |x|2)+

1
2
(x · ei(x))(1−|x|2)− x · ei(x) = 0. (1.71)

Note que,

⟨E ′i(y),η⟩= 0⇒ ⟨E ′i(E ′i(y)),η⟩+ ⟨E ′i(y),E ′i(η)⟩= 0. (1.72)
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Utilizando (1.60), (1.67), (1.68) e (1.72), temos ainda

⟨∆y,η⟩= ∑
i
⟨E ′i(E ′i(y)),η⟩ = −∑

i
⟨E ′i(y),E ′i(η)⟩

= −∑
i
⟨E ′i(y),(r− ri)E ′i(y)+E ′i(r)y⟩

= −∑
i
(r− ri)

= 0. (1.73)

Logo, ⟨y,η⟩= 0, ⟨E ′i(y),η⟩= 0 e ⟨∆y,η⟩= 0. Portanto, η ∈ V⊥.
Seja P = (1,−1,⃗0,0) ∈ Rn+4

2 , onde 0⃗ ∈ Rn+1. Segue de (1.56), (1.63) e (1.66) que,

⟨y,P⟩ = ⟨E ′i(y),P⟩= ⟨∆y,P⟩= 0, (1.74)

⟨η ,P⟩ =

〈(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)
,(1,−1,⃗0,0)

〉
+ r⟨y,P⟩=−1.

Portanto, V⊥ = span{η ,P}.

Sejam x, x̃ : Mn −→Rn+1 duas hipersuperfícies orientadas, com curvaturas principais não
nulas, equivalentes por transformações de Laguerre. Pelo Teorema 4 e pela relação (1.52)
temos,

ỹ =
1
b

yT, (1.75)

para algum b ̸= 0. Considere III = dξ ·dξ = ⟨dy,dy⟩ e ˜III = dξ̃ ·dξ̃ = ⟨dỹ,dỹ⟩ a terceira
forma fundamental de x e x̃, respectivamente. Então, pelo Corolário 5, temos que a terceira
forma fundamental é um invariante de Laguerre, isto é,

˜III = ⟨dỹ,dỹ⟩= 1
b2 ⟨dy,dy⟩= 1

b2 III. (1.76)

Além disso, V, V⊥ e η também são invariantes de Laguerre, ou seja,

Ṽ= VT, Ṽ⊥ = V⊥T, η̃ = ηT. (1.77)

Como {E ′1, . . . ,E ′n} é uma base ortonormal para III = ⟨dy,dy⟩, temos que {Ẽ ′1, . . . , Ẽ ′n} é
uma base ortonormal para ˜III = ⟨dỹ,dỹ⟩, onde

Ẽ ′i = bE ′i , 1≤ i≤ n. (1.78)
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Então, por (1.77) e (1.78) obtemos,

∑
i
⟨Ẽ ′i(η̃), Ẽ ′i(η̃)⟩= b2

∑
i
⟨E ′i(η),E ′i(η)⟩. (1.79)

Logo, por (1.76) e (1.79) temos,

g̃ =

(
∑

i
⟨Ẽ ′i(η̃), Ẽ ′i(η̃)⟩

)
˜III = b2

∑
i
⟨E ′i(η),E ′i(η)⟩ 1

b2 III =

(
∑

i
⟨E ′i(η),E ′i(η)⟩

)
III = g.

Portanto, segue de (1.69) que a métrica

g =

(
∑

i
(r− ri)

2

)
III (1.80)

é uma métrica invariante de Laguerre em qualquer ponto não umbílico de x. A métrica g é
denominada métrica de Laguerre de x.

1.4 Geometria de Laguerre para hipersuperfícies em Rn+1

Nesta seção, apresentamos alguns invariantes básicos de Laguerre para hipersuperfícies
de Laguerre em Rn+1, estudados pelos autores Li e Wang [11], tais como, a segunda forma
fundamental de Laguerre B, a forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre L. Além disso,
mostramos expressões que relacionam esses invariantes.

Vamos obter um referencial móvel e as equações de estrutura de uma hipersuperfície
orientável x : Mn −→ Rn+1, com curvaturas principais não nulas e sem pontos umbílicos,
para a métrica invariante de Laguerre g = ρ

2dξ ·ξ , onde ξ : Mn −→ Sn é o campo normal
unitário de x e ρ

2 =∑
i
(r− ri)

2. Em seguida, obtemos três invariantes de Laguerre e algumas

relações entre esses invariantes. Por invariantes de Laguerre entendemos como objetos
invariantes por transformações de Laguerre.

Seja x : Mn −→ Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos umbílicos e com curva-
turas principais que não se anulam. Definimos a aplicação

Y = ρ(x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1) : Mn −→Cn+3 ⊂ Rn+4
2 , (1.81)
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onde ρ =
√

∑
i
(r− ri)2, como em (1.69). O vetor Y é denotado o vetor posição de Laguerre

da imersão x sendo responsável por identificar a hipersuperfície x no cone de luz de Rn+4
2 .

Observe que ρ nunca se anula, pois x não possui pontos umbílicos. Além disso, podemos
escrever

Y = ρy, (1.82)

onde y = (x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1) dado em (1.56).

O teorema seguinte fornece uma equivalência entre hipersuperfícies de Laguerre em
termos dos seus respectivos vetores posição.

Teorema 6. Sejam x, x̃ : Mn −→Rn+1 duas hipersuperfícies sem pontos umbílicos e com cur-
vaturas principais que não se anulam. Então x e x̃ são equivalentes por uma transformação
de Laguerre se, e somente se, existe T ∈ LG tal que Ỹ = Y T .

Demonstração. Considere x, x̃ : Mn −→ Rn+1 duas hipersuperfícies de Rn+1 que não pos-
suem pontos umbílicos e cujas curvaturas principais não se anulam. Considere Y e Ỹ os
vetores posição de x e x̃, respectivamente. Suponha que x e x̃ são equivalentes por transfor-
mações de Laguerre. Pelo Teorema 4, existe T ∈ LG tal que [ỹ] = [yT ]. Então, as equações
(1.75) e (1.79) se verificam. Portanto, obtemos

Ỹ = ρ̃ ỹ

=
√

∑
i
⟨Ẽ ′i(η̃), Ẽ ′i(η̃)⟩ỹ

=
√

b2 ∑
i
⟨E ′i(η),E ′i(η)⟩1

b
yT

=
√

∑
i
⟨E ′i(η),E ′i(η)⟩yT

= ρyT = Y T.

Reciprocamente, suponha que exista T ∈ LG tal que Ỹ = Y T . Como ρ̃ > 0 temos,

ρ̃ ỹ = Ỹ = Y T = ρyT ⇒ [ỹ] = [yT ].

Logo, pelo Teorema 4 temos que x e x̃ são equivalentes por transformações de Laguerre.

Considere Y o vetor posição de Laguerre da hipersuperfície x : Mn −→ Rn+1. Utilizando
(1.82) temos que a métrica de Laguerre g, que é conforme à terceira forma fundamental
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como em (1.80), pode ser escrita

g = ⟨dY,dY ⟩= ρ
2dξ ·dξ . (1.83)

A partir de agora, quando referirmos à métrica de Laguerre, estaremos considerando g dada
pela expressão em (1.83).

Seja ∆ o operador Laplaciano de g, definimos

N =
1
n

∆Y +
1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩Y. (1.84)

Sejam {E1,E2, . . . ,En} em Rn+4
2 campos tangentes a Y consistindo de uma base ortonormal

na métrica g com base dual {ω1,ω2, . . . ,ωn}. Em (1.65), consideramos {E ′1,E ′2, . . . ,E ′n} uma
base ortonormal para III = ⟨dy,dy⟩ = dξ · dξ , onde os elementos dessa base podem ser
escritos como E ′i = riei, 1≤ i≤ n. Então, obtemos uma relação entre os elementos da base
referente à métrica g e os elementos da base ortonormal para III, ou seja, se {E1,E2, . . . ,En}
consiste de uma base ortonormal na métrica g, então

Ei = ρ
−1E ′i = ρ

−1riei, 1≤ i≤ n. (1.85)

Vamos agora determinar as relações de ortogonalidade na métrica (1.4). Por (1.59) e
(1.82) temos,

⟨Y,Y ⟩= ⟨ρy,ρy⟩= ρ
2⟨y,y⟩= 0. (1.86)

Analogamente ao cálculos feitos para obter as relações de ortogonalidade dadas em (1.60)
temos,

⟨Y,Ei(Y )⟩= ⟨∆Y,Ei(Y )⟩= 0,
⟨Y,∆Y ⟩=−n,
⟨Ei(Y ),E j(Y )⟩= δi j.

(1.87)
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Pelas equações (1.63) e (1.70), temos que

⟨η ,η⟩ =

〈(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)
,η

〉
+ r⟨y,η⟩

=

〈(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)
,

(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)〉
+ r

〈(
1
2
(1+ |x|2), 1

2
(1−|x|2),x,0

)
,(x ·ξ ,−x ·ξ ,ξ ,1)

〉
= −1

4
(1+ |x|2)2 +

1
4
(1−|x|2)2 + x2 + r

(
−x ·ξ (1+ |x|2)

2
− x ·ξ (1−|x|2)

2
+ x ·ξ

)
= 0.

Utilizando (1.84) e (1.87), segue que

⟨N,N⟩ =

〈
1
n

∆Y +
1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩Y, 1
n

∆Y +
1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩Y
〉
=

=
1
n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩− 1

n3 ⟨∆Y,∆Y ⟩n = 0,

⟨Y,N⟩ =

〈
Y,

1
n

∆Y +
1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩Y
〉
=

1
n
⟨Y,∆Y ⟩=−1,

⟨N,Ei(Y )⟩ =

〈
1
n

∆Y +
1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩Y,Ei(Y )
〉
= 0.

Por fim, vamos obter as últimas relações. Por (1.70), (1.74) e (1.82),

⟨Y,η⟩= ρ⟨y,η⟩= 0,

⟨Y,P⟩= ρ⟨y,P⟩= 0,

onde P = (1,−1,⃗0,0)∈Rn+4, 0⃗∈Rn+1. Além disso, utilizando que ⟨Y,P⟩= 0 e ⟨∆Y,P⟩= 0
temos,

⟨∆Y,P⟩ = ⟨∑
i

Ei(Ei(Y )),P⟩= ∑
i
⟨Ei(Ei(Y )),P⟩= 0,

⟨N,P⟩ =

〈
1
n

∆Y +
1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩Y,P
〉
=

1
n
⟨∆Y,P⟩+ 1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩⟨Y,P⟩= 0.
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Segue de (1.70), (1.71), (1.82) e (1.85), que

⟨Ei(Y ),η⟩ = ⟨ρ−1(yE ′i(ρ)+ρE ′i(y)),η⟩
= ρ

−1E ′i(ρ)⟨y,η⟩+ ⟨E ′i(y),η⟩= 0.

Então,
⟨Ei(Y ),η⟩= 0⇒ ⟨Ei(Ei(Y )),η⟩=−⟨Ei(Y ),Ei(η)⟩. (1.88)

Logo, utilizando (1.69), (1.72), (1.73), (1.85) e (1.88) temos,

⟨∆Y,η⟩ = ∑
i
⟨Ei(Ei(Y )),η⟩

= −∑
i
⟨Ei(Y ),Ei(η)⟩

= −∑
i
⟨ρ−1(yE ′i(ρ)+ρE ′i(y)),ρ

−1E ′i(η)⟩

= −ρ
−1

∑
i
⟨E ′i(y),E ′i(η)⟩

= ρ
−1

∑
i
⟨E ′i(E ′i(y)),η⟩

= ρ
−1⟨∆y,η⟩= 0.

Daí,

⟨N,η⟩=
〈

1
n

∆Y +
1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩Y,η
〉
=

1
n
⟨∆Y,η⟩+ 1

2n2 ⟨∆Y,∆Y ⟩⟨Y,η⟩= 0.

Portanto, são satisfeitas as seguintes relações de ortogonalidade na métrica (1.4)

⟨∆Y,Ei(Y )⟩= 0, ⟨Y,∆Y ⟩=−n, ⟨Ei(Y ),E j(Y )⟩= δi j,

⟨Y,Y ⟩= ⟨Y,Ei(Y )⟩= 0, ⟨Y,η⟩= ⟨Y,P⟩= 0, ⟨Y,N⟩=−1,

⟨N,N⟩= 0, ⟨N,η⟩= ⟨N,P⟩= ⟨N,Ei(Y )⟩= 0,

⟨η ,η⟩= ⟨P,P⟩= ⟨η ,Ei(Y )⟩= 0, ⟨η ,P⟩=−1.

(1.89)

Então, temos a seguinte decomposição ortogonal

Rn+4
2 = span{Y,N}⊕ span{E1(Y ),E2(Y ), . . . ,En(Y )}⊕{η ,P}.
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Chamamos {Y,N,E1(Y ),E2(Y ), . . . ,En(Y ),η ,P} de referencial móvel de Laguerre em Rn+4
2

de x. As equações de estrutura para este referencial são dadas por

dY = ∑
i

ωiEi(Y ),

dN = ∑
i

ψiEi(Y )+φP,

dEi(Y ) = ψiY +ωiN +∑
j

ωi jE j(Y )+βiP,

dη =−φY +∑
i

βiEi(Y ),

(1.90)

onde {ψi,ωi j,φi,βi} são funções diferenciáveis em Mn com ωi j =−ω ji. Queremos agora
obter expressões para das funções diferenciáveis ψi, βi, φ utilizando o Lema de Cartan.

Proposição 6. Considere x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos umbíli-
cos e com curvaturas principais que não se anulam. Sejam, as equações de estrutura de x,
com relação à métrica de Laguerre g, dadas em (1.90). Tomando a derivada exterior das
equações (1.90), obtemos

∑
i

ωi∧ψi = 0,

∑
i

ωi∧βi = 0,

dωi−∑
j

ωi j∧ω j = 0,

dψi−∑
i

ωi j∧ψ j = 0,

dφ −∑
i

ψi∧βi = 0,

dβi−∑
j

ωi j∧β j−ωi∧φ = 0,

dωi j−∑
k

ωik∧ωk j = ψi∧ω j +ωi∧ψ j.

(1.91)

Demonstração. Tomando a derivada exterior da primeira equação de (1.90) e substituindo a
terceira equação de (1.90) temos,

0 = d(dY ) = ∑
i

dωiEi(Y )−∑
i

ωi∧dEi(Y )

= ∑
i

dωiEi(Y )−∑
i

ωi∧

(
ψiY +ωiN +∑

j
ωi jE j(Y )+βiP

)
= ∑

i
dωiEi(Y )−∑

i
ωi∧ψiY −∑

i, j
ωi∧ωi jE j(Y )−∑

i
ωi∧βiP. (1.92)
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Tomando o produto interno de (1.92) com N e utilizando as relações de ortogonalidade (1.89)
obtemos,

0 =

〈
∑

i
dωiEi(Y )−∑

i
ωi∧ψiY −∑

i, j
ωi∧ωi jE j(Y )−∑

i
ωi∧βiP,N

〉
= −∑

i
ωi∧ψi⟨Y,N⟩

= ∑
i

ωi∧ψi.

Considerando o produto interno de (1.92) com η temos,

0 =

〈
∑

i
dωiEi(Y )−∑

i
ωi∧ψiY −∑

i, j
ωi∧ωi jE j(Y )−∑

i
ωi∧βiP,η

〉
= −∑

i
ωi∧βi⟨P,η⟩

= ∑
i

ωi∧βi.

Fazendo o produto interno de (1.92) com Ei(Y ) e usando as relações de ortogonalidade (1.89)
segue que,

0 =

〈
∑

i
dωiEi(Y )−∑

i
ωi∧ψiY −∑

i, j
ωi∧ωi jE j(Y )−∑

i
ωi∧βiP,Ei(Y )

〉
= ∑

i
dωi⟨Ei(Y ),Ei(Y )⟩−∑

i, j
ω j∧ω ji⟨Ei(Y ),Ei(Y )⟩

= dωi−∑
j

ω j∧ω ji

= dωi−∑
j

ωi j∧ω j.

Agora, fazendo a derivada exterior da segunda equação de (1.90) e substituindo a terceira
equação de (1.90) temos,

0 = d(dN) = ∑
i

dψiEi(Y )−∑
i

ψi∧dEi(Y )+dφP

= ∑
i

dψiEi(Y )−∑
i

ψi∧

(
ψiY +ωiN +∑

j
ωi jE j(Y )+βiP

)
+dφP

= ∑
i

dψiEi(Y )−∑
i

ψi∧ωiN−∑
i, j

ψi∧ωi jE j(Y )−∑
i

ψi∧βiP+dφP. (1.93)
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Tomando, primeiramente, o produto interno de (1.93) com η e utilizando as relações de
ortogonalidade (1.89) temos,

0 =

〈
∑

i
dψiEi(Y )−∑

i
ψi∧ωiN−∑

i, j
ψi∧ωi jE j(Y )−∑

i
ψi∧βiP+dφP,η

〉
= −∑

i
ψi∧βi⟨P,η⟩+dφ⟨P,η⟩

= dφ −∑
i

ψi∧βi.

Analogamente, considerando o produto interno de (1.93) com Ei(Y ) e usando as relações de
ortogonalidade (1.89) obtemos,

0 =

〈
∑

i
dψiEi(Y )−∑

i
ψi∧ωiN−∑

i, j
ψi∧ωi jE j(Y )−∑

i
ψi∧βiP+dφP,Ei(Y )

〉
= ∑

i
dψi⟨Ei(Y ),Ei(Y )⟩−∑

i, j
ψ j∧ω ji⟨Ei(Y ),Ei(Y )⟩

= dψi−∑
i

ωi j∧ψ j.

Considerando a derivada exterior da terceira equação de (1.90) segue que

0 = d(dEi(Y )) = dψiY −ψi∧dY +dωiN−ωi∧dN +∑
i

dωi jEi(Y )

− ∑
i

ωi j∧dEi(Y )+dβiP. (1.94)

Substituindo as três primeiras equações de (1.90) em (1.94) temos,

0 = dψiY −∑
j

ψi∧ω jE j(Y )+dωiN−∑
j

ωi∧ψ jE j(Y )−ωi∧φP+∑
i

dωi jE j(Y )

− ∑
j

ωi j∧ψ jY −∑
j

ωi j∧ω jN−∑
j

ωi j∧β jP+dβiP−∑
jk

ωi j∧ω jkEk(Y ).

Em seguida tomando o produto interno com η e E j(Y ), utilizando as relações de ortogonali-
dade (1.89), temos

dβi − ∑
j

ωi j∧β j−ωi∧φ = 0,

dωi j − ∑
k

ωik∧ωk j = ψi∧ω j +ωi∧ψ j,
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o que conclui a demonstração.

Note que {ωi} é um conjunto linearmente independente e pelas equações (1.91) temos

∑
i

ωi∧ψi = 0 e ∑
i

ωi∧βi = 0. Então, pelo Lema de Cartan, podemos escrever

ψi = ∑
j

Li jω j,

βi = ∑
j

Bi jω j,

φ = ∑
i

Ciωi,

(1.95)

onde Li j, Bi j e Ci são funções diferenciáveis em Mn, satisfazendo Li j = L ji e Bi j = B ji.

Definição 11. Definimos os invariantes B=∑
i j

Bi jωi⊗ω j, L=∑
i j

Li jωi⊗ω j e C=∑
i

Ciωi

denominados tensor segunda forma fundamental de Laguerre, tensor de Laguerre e forma
de Laguerre, respectivamente.

Por (1.90) e (1.95) as equações de estrutura para este referencial são escritas por

Ei(N) = ∑
j

Li jE j(Y )+CiP,

E j(Ei(Y )) = Li jY +δi jN +∑
k

Γ
k
i jEk(Y )+Bi jP,

Ei(η) =−CiY +∑
j

Bi jE j(Y ),

(1.96)

onde Ci, Li j = L ji, Bi j = B ji, Γ
k
i j são funções diferenciáveis definidas em Mn.

As derivadas covariantes dos tensores B, C e L, e a forma de curvatura, com relação à
métrica g, são dados por,

dCi +∑
j

C jω ji = ∑
j

Ci, jω j,

dLi j +∑
k

Likωk j +∑
k

Lk jωki = ∑
k

Li j,kωk,

dBi j +∑
k

Bikωk j +∑
k

Bk jωki = ∑
k

Bi j,kωk,

dωi j−∑
k

ωik∧ωk j = Ωi j =−∑
k<l

Ri jklωk∧ωl,

(1.97)

onde Ωi j é a forma de curvatura e as funções Ri jkl são as componentes do operador curvatura.
No que segue, vamos obter relações entre os invariantes de Laguerre.
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Proposição 7. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos umbílicos
e com curvaturas principais que não se anulam. Considere as equações de estrutura de x,
com relação à métrica de Laguerre g, dadas em (1.90). Tomando a derivada exterior das
equações dadas em (1.95), obtemos as seguintes relações entre estes invariantes:

Li j,k = Lik, j,

Ci, j−C j,i = ∑
k

(
BkiLk j−B jkLik

)
,

Bi j,k−Bik, j =C jδik−Ckδi j,

Ri jkl = L jkδil +Lilδ jk−Likδ jl−L jlδik,

onde Ri jkl é o tensor curvatura da métrica g.

Demonstração. Tomando a derivada exterior de ψi dado em (1.95) e utilizando a terceira
equação de (1.91) temos

dψi = d

(
∑

j
Li jω j

)
= ∑

j
dLi j∧ω j +∑

j
Li jdω j

= ∑
j

dLi j∧ω j +∑
k

Likdωk

= ∑
j

dLi j∧ω j +∑
jk

Likωk j∧ω j. (1.98)

Substituindo ψk = ∑
j

Lk jω j na quarta equação de (1.91), obtemos

dψi = ∑
i j

Lk jωik∧ω j. (1.99)

Igualando as expressões (1.98) e (1.99) e utilizando (1.97) temos

∑
jk

Li j,kωk∧ω j = 0

∑
j<k

Li j,kωk∧ω j + ∑
j>k

Li j,kωk∧ω j = 0

∑
j<k

Li j,kωk∧ω j−∑
k> j

Lik, jωk∧ω j = 0. (1.100)

Como o conjunto {ωk∧ω j} j<k é L.I, segue de (1.100) que

Li j,k = Lik, j.
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Fazendo a derivada exterior de φ , dado em (1.95), utilizando a terceira equação de (1.91)
e a primeira expressão de (1.97) temos

dφ = d

(
∑

i
Ciωi

)
= ∑

i
dCi∧ωi +∑

i
Cidωi

= ∑
i

dCi∧ωi +∑
i j

Ciωi j∧ω j

= ∑
i

dCi∧ωi +∑
i j

C jω ji∧ωi

= ∑
i j

Ci, jω j∧ωi. (1.101)

Utilizando (1.95) na quinta equação de (1.91) segue que

dφ = ∑
k

ψk∧βk

= −∑
i jk

Bk jLkiω j∧ωi. (1.102)

Igualando (1.101) com (1.102) e lembrando que Li j = L ji e Bi j = B ji obtemos

∑
i j

Ci, jω j∧ωi =−∑
i jk

Bk jLkiω j∧ωi

∑
i j

(
Ci, j +∑

k
Bk jLki

)
ω j∧ωi = 0

∑
i< j

(
Ci, j +∑

k
Bk jLki

)
ω j∧ωi +∑

i> j

(
Ci, j +∑

k
Bk jLki

)
ω j∧ωi = 0

∑
i< j

(
Ci, j +∑

k
Bk jLki

)
ω j∧ωi−∑

i< j

(
C j,i +∑

k
BkiLk j

)
ω j∧ωi = 0

∑
i< j

(
Ci, j +∑

k
Bk jLki

)
ω j∧ωi = ∑

i< j

(
C j,i +∑

k
BkiLk j

)
ω j∧ωi,

então,

Ci, j +∑
k

Bk jLki = C j,i +∑
k

BkiLk j

Ci, j−C j,i = ∑
k

BkiLk j−∑
k

Bk jLki

Ci, j−C j,i = ∑
k

(
BkiLk j−B jkLik

)
. (1.103)
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Considere a derivada exterior de βi, dado em (1.95), utilizando a terceira equação de
(1.91) segue

dβi = d

(
∑

j
Bi jω j

)
= ∑

j
dBi j∧ω j +∑

j
Bi jdω j

= ∑
j

dBi j∧ω j +∑
jk

Bi jω jk∧ωk. (1.104)

Substituindo as expressões de φ e β na sexta equação de (1.91) temos

dβi = ∑
j

ωi j∧β j +ωi∧φ

= ∑
jk

B jkωi j∧ωk +∑
k

Ckωi∧ωk. (1.105)

Igualando (1.104) e (1.105) usando (1.97) obtemos

∑
j

dBi j∧ω j +∑
jk

Bi jω jk∧ωk = ∑
jk

B jkωi j∧ωk +∑
k

Ckωi∧ωk

∑
j

dBi j∧ω j +∑
k j

Bikωk j∧ω j−∑
k j

Bk jωik∧ω j = ∑
k

Ckωi∧ωk

∑
j

dBi j∧ω j +∑
jk

Bikωk j∧ω j +∑
jk

Bk jωki∧ω j = ∑
k

Ckωi∧ωk

∑
jk

Bi j,kωk∧ω j = ∑
k

Ckωi∧ωk

∑
jk

(
−Bi j,k−Ckδi j

)
ω j∧ωk = 0

∑
j<k

(
−Bi j,k−Ckδi j

)
ω j∧ωk + ∑

j>k

(
−Bi j,k−Ckδi j

)
ω j∧ωk = 0

∑
j<k

(
−Bi j,k−Ckδi j

)
ω j∧ωk = ∑

k> j

(
−Bik, j−C jδik

)
ω j∧ωk.

Então, usando um argumento análogo ao usado em (1.103) segue que

−Bi j,k−Ckδi j = −Bik, j−C jδik

Bi j,k−Bik, j = C jδik−Ckδi j.

Por fim, vamos obter a última relação entre esses invariantes. Igualando a expressão do tensor
de curvatura dada em (1.97) com a última equação de (1.91) e substituindo ψi = ∑

j
Li jω j
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temos

dωi j−∑
k

ωik∧ωk j = ψi∧ω j +ωi∧ψ j

−∑
k<l

Ri jklωk∧ωl = ψi∧ω j +ωi∧ψ j

−∑
k<l

Ri jklωk∧ωl = ∑
k

Likωk∧ω j +∑
k

L jkωi∧ωk

−∑
k<l

Ri jklωk∧ωl = ∑
kl

Likδ jlωk∧ωl−∑
kl

L jkδilωk∧ωl.

Usando um argumento similar ao usado em (1.103) obtemos

−∑
k<l

Ri jklωk∧ωl = ∑
kl

Likδ jlωk∧ωl +∑
kl

L jkδilωl ∧ωk

−∑
k<l

Ri jklωk∧ωl = ∑
k<l

Likδ jlωk∧ωl +∑
l>k

Lilδ jkωl ∧ωk−∑
k<l

L jkδilωk∧ωl

− ∑
l>k

L jlδikωl ∧ωk

−∑
k<l

Ri jklωk∧ωl = ∑
k<l

(
Likδ jl−Lilδ jk−L jkδil +L jlδik

)
ωk∧ωl.

Logo,
Ri jkl = L jkδil +Lilδ jk−Likδ jl−L jlδik.

Portanto, temos as seguintes relações entre os invariantes

Li j,k = Lik, j,

Ci, j−C j,i = ∑
k

(
BkiLk j−B jkLik

)
,

Bi j,k−Bik, j =C jδik−Ckδi j,

Ri jkl = L jkδil +Lilδ jk−Likδ jl−L jlδik.

(1.106)

Na proposição seguinte, apresentamos algumas identidades satisfeitas pelos invariantes
de Laguerre da imersão x.

Proposição 8. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície orientável, sem pontos umbílicos e
com curvaturas principais que não se anulam. Considere as equações de estrutura de x, com
relação à métrica de Laguerre g, dadas em (1.90). As seguintes identidades são satisfeitas:

∑
i j

B2
i j = 1, ∑

i
Bii = 0, ∑

i
Bi j,i = (n−1)C j. (1.107)
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Demonstração. De fato, pelas equações de estrutura (1.96) e as relações de ortogonalidade
(1.89) temos

⟨Ei(η),Ei(η)⟩ = ⟨−CiY +∑
j

Bi jE j(Y ),−CiY +∑
j

Bi jE j(Y )⟩

= ⟨∑
j

Bi jE j(Y ),∑
j

Bi jE j(Y )⟩

= ∑
j
(Bi j)

2. (1.108)

Substituindo (1.69) e (1.85) em (1.108) segue

∑
i j
(Bi j)

2 = ∑
i
⟨Ei(η),Ei(η)⟩

= ρ
−2

∑
i
⟨E ′i(η),E ′i(η)⟩

= ρ
−2

∑
i
(r− ri)

2 = 1.

Da terceira equação de (1.96), temos que o operador Laplaciano ∆ do vetor posição Y de x,
com relação à métrica g, é dado por

∆Y = ∑
i

Ei(Ei(Y )) = ∑
i

LiiY +nN +∑
ik

Γ
k
iiEk(Y )+∑

i
BiiP. (1.109)

Como ⟨∆Y,Ek(Y )⟩= 0, segue de (1.109) que

0 = ⟨∆Y,Ek(Y )⟩=

〈
∑

i
LiiY +∑

i
δiiN +∑

ik
Γ

k
iiEk(Y )+∑

i
BiiP,Ek(Y )

〉
= ∑

i
Lii⟨Y,Ek(Y )⟩+n⟨N,Ek(Y )⟩+∑

ik
Γ

k
ii⟨Ek(Y ),Ek(Y )⟩+∑

i
Bii⟨P,Ek(Y )⟩

= ∑
ik

Γ
k
ii.

Então,
∆Y = ∑

i
Ei(Ei(Y )) = ∑

i
LiiY +nN +∑

i
BiiP. (1.110)



46 Geometria de Laguerre no espaço Euclidiano

Tomando o produto interno de (1.110) e usando que ⟨∆Y,η⟩ = 0, e as demais relações de
ortogonalidade (1.89), obtemos

0 = ⟨∆Y,η⟩=

〈
∑

i
Ei(Ei(Y )),η

〉
=

〈
∑

i
LiiY +nN +∑

i
BiiP,η

〉
= −∑

i
Bii,

ou seja,

∑
i

Bii = 0. (1.111)

Por fim, pela relação Bi j,k−Bik, j =C jδik−Ckδi j e usando (1.111) temos,

∑
ik
(Bi j,k−Bik, j) = ∑

ik
(C jδik−Ckδi j)

∑
i
(Bi j,i−Bii, j) = ∑

i
(C jδii−Ciδi j)

∑
i

Bi j,i = nC j−∑
i

Ciδi j

∑
i

Bi j,i = (n−1)C j.

A seguir, vamos obter relações entre os invariantes de Laguerre B e C e os invariantes
Euclidianos de x : Mn→ Rn+1.

Proposição 9. Considere {ei}, 1≤ i≤ n, uma base ortonormal com relação a métrica dx ·dx
para T M, consistindo de vetores principais unitários, isto é, ei(ξ ) = −kiei(x), 1 ≤ i ≤ n,
onde ki é a curvatura principal correspondente a ei. Seja E ′i = riei, 1≤ i≤ n base ortonormal
para dξ ·dξ . Além disso, os campos Ei = ρ

−1E ′i , 1≤ i≤ n, formam uma base ortonormal
na métrica de Laguerre g = ρ

2dξ ·dξ com base dual ωi. Então, as seguintes igualdades se
verificam

Bi j = ρ
−1(r− ri)δi j,

Ci =−ρ
−2ri{ei(r)− (r− ri)ei(logρ)}.

(1.112)

Demonstração. Temos de (1.89) e (1.96) que

Bi j = ⟨Ei(η),E j(Y )⟩, Ci = ⟨Ei(η),N⟩. (1.113)
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Como Ei = ρ
−1E ′i , 1≤ i≤ n e Y = ρy, usando (1.60), (1.67) e (1.68) temos

Bi j = ⟨Ei(η),E j(Y )⟩
= ρ

−2⟨E ′i(η),E ′j(ρy)⟩
= ρ

−2 〈((r− ri)E ′i(y)+E ′i(r)y
)
,
(
ρE ′j(y)+E ′j(ρ)y

)〉
= ρ

−2[(r− ri)ρ⟨E ′i(y),E ′j(y)⟩+(r− ri)E ′j(ρ)⟨E ′i(y),y⟩+
+ E ′i(r)ρ⟨y,E ′j(y)⟩+E ′j(ρ)E

′
i(r)⟨y,y⟩]

= ρ
−1(r− ri)⟨E ′i(y),E ′j(y)⟩

= ρ
−1(r− ri)ei(x)e j(x)

= ρ
−1(r− ri)δi j.

No que segue, vamos determinar a expressão de Ci. Usando que Ei = ρ
−1E ′i , E ′i = riei,

1≤ i≤ n, Y = ρy e (1.68) temos

Ei(η) = ρ
−1E ′i(η) = ρ

−1 ((r− ri)E ′i(y)+E ′i(r)y
)

= ρ
−1(r− ri)riei(y)+ρ

−1riei(r)y

= ρ
−1(r− ri)riei

(
Y
ρ

)
+ρ

−1riei(r)
Y
ρ

= ρ
−1(r− ri)ri

(
ei(Y )ρ−Yei(ρ)

ρ2

)
+ρ

−2riei(r)Y

= ρ
−1(r− ri)ri(ei(Y )ρ−1−ρ

−1Y ρ
−1ei(ρ))+ρ

−2riei(r)Y

= ρ
−2(r− ri)riei(Y )−ρ

−2(r− ri)riei(logρ)Y +ρ
−2riei(r)Y

= ρ
−1(r− ri)Ei(Y )−ρ

−2(r− ri)riei(logρ)Y +ρ
−2riei(r)Y. (1.114)

Segue das relações de ortogonalidade (1.89) e (1.114) que

Ci = ⟨Ei(η),N⟩
= ⟨ρ−1(r− ri)Ei(Y )−ρ

−2(r− ri)riei(logρ)Y +ρ
−2riei(r)Y,N⟩

= ρ
−1(r− ri)⟨Ei(Y ),N⟩−ρ

−2(r− ri)riei(logρ)⟨Y,N⟩+ρ
−2riei(r)⟨Y,N⟩

= −ρ
−2ri (ei(r)− (r− ri)ei(logρ)) .

Para finalizarmos esta seção vamos definir curvatura de Laguerre e observar que esse
conceito é também um invariante de Laguerre.
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Denotamos os autovalores do operador da segunda forma fundamental de Laguerre B
por curvaturas principais de Laguerre de x. Então, por (1.112), as curvaturas principais de
Laguerre são

bi = ρ
−1(r− ri). (1.115)

Definição 12. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos umbílicos e
com curvaturas principais não nulas. Para quaisquer três curvaturas principais ki, k j e kl ,
distintas, definimos

Li jl =
(ki− k j)kl

(kl− k j)ki
(1.116)

como sendo a curvatura de Laguerre de x.

Para cada curvatura principal que não se anula, seja ri =
1
ki

o raio de curvatura de x.

Desta forma, podemos escrever as curvaturas de Laguerre de x como:

Li jl =
ri− r j

rl− r j
. (1.117)

Consequentemente, substituindo (1.115) em (1.117) temos,

Li jl =
ri− r j

rl− r j
=

bi−b j

bl−b j
. (1.118)

Portanto, temos que as curvaturas de Laguerre Li jl são invariantes de Laguerre.

Apresentamos, no Capítulo 3, exemplo de uma família de hipersuperfícies de Dupin que
possuem curvatura de Laguerre constante.



Capítulo 2

Hipersuperfícies isoparamétricas de
Laguerre em Rn+1

Neste capítulo introduzimos os conceitos de tensores isoparamétricos, hipersuperfícies
de Dupin, hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre e hipersuperfícies com segunda
forma fundamental paralela. Apresentamos exemplos de hipersuperfícies isoparamétricas de
Laguerre. Mostramos os resultados apresentados em Li e Wang [12], que caracterizam as
hipersuperfícies de Dupin com curvaturas de Laguerre constante em termos dos invariantes
de Laguerre. Concluímos este capítulo mostrando que uma hipersuperfície de Dupin com
curvatura de Laguerre constante é Laguerre equivalente a uma hipersuperfície isoparamétrica
de Laguerre plana.

2.1 Tensores isoparamétricos

Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre tensores isoparamétricos, considerando
uma variedade Riemanniana (Mn,g), baseados no artigo de Li e Wang [12].

Definição 13. Dizemos que um tensor simétrico T = ∑
i j

Ti jωi⊗ω j, isto é, Ti j = Tji é um

tensor de Codazzi, se
Ti j,k = Tik, j. (2.1)

Definição 14. Seja T =∑
i j

Ti jωi⊗ω j um tensor de Codazzi em uma variedade Riemanniana

(Mn,g). Dizemos que T é um tensor isoparamétrico se seus autovalores são todos constantes.
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Seja T =∑
i j

Ti jωi⊗ω j um tensor simétrico em uma uma variedade Riemanniana (Mn,g).

Então, podemos escolher uma base ortonormal local formada por autovetores {E1, . . . ,En}
tal que

(Ti j) = diag(t1, . . . , t1, t2, . . . , t2, . . . , tn, . . . , tn). (2.2)

A derivada covariante de T é definida por

∑
k

Ti j,kωk = dTi j +∑
k

Tk jωki +∑
k

Tikωk j. (2.3)

Então, segue de (2.2) e (2.3) que

∑
k

Ti j,kωk = dTi j +∑
k

Tk jωki +∑
k

Tikωk j

∑
k

Ti j,kωk = Tj jω ji +Tiiωi j

∑
k

Ti j,kωk = −t jωi j + tiωi j

∑
k

Ti j,kωk = (ti− t j)ωi j.

Logo, obtemos

ωi j =

∑
k

Ti j,kωk

(ti− t j)
, quando{i} ̸= { j}. (2.4)

Se T for tensor isoparamétrico temos que

Ti j,k = 0, quando{i}= { j}, ou { j}= {k}, ou {i}= {k}, (2.5)

onde {i} := {m ∈ {1,2, . . . ,n}/tm = ti}. Além disso, a seguinte relação é satisfeita

Ri ji j = ∑
k/∈{i},{ j}

2T 2
i j,k

(tk− ti)(tk− t j)
. (2.6)

Note que, se T é paralelo segue da equação (2.6), que

Ri ji j = 0, 1≤ i, j ≤ n. (2.7)
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Proposição 10. Seja T = ∑
i j

Ti jωi⊗ω j um tensor isoparamétrico em uma uma variedade

Riemanniana (Mn,g). Se T é tensor isoparamétrico com apenas dois autovalores distintos
então, T é paralelo.

Demonstração. Considere T = ∑
i j

Ti jωi⊗ω j um tensor isoparamétrico com apenas dois

autovalores distintos t1 e t2 com multiplicidades s e n− s, respectivamente. Fixemos a
seguinte convenção de índices:

1≤ i, j ≤ s, s+1≤ α,β ≤ n, 1≤ a,b,c≤ n.

Seja {E1, . . . ,En} uma base ortonormal para T M com relação à métrica g formada por
autovetores com base dual {ω1, . . . ,ωn}. Então, T é dado por

Ti j = t1δi j, Tαβ = t2δαβ , tαi = 0. (2.8)

Como T é isoparamétrico temos que t1 e t2 são constantes. Vamos mostrar que Tab,c = 0 para
1≤ a,b,c≤ n. De fato, a derivada covariante de T é definida por,

dTab +
n

∑
c=1

Tacωcb +
n

∑
c=1

Tcbωca =
n

∑
c=1

Tab,cωc.

e de (2.8), segue que

dTi j +
n

∑
a=1

Tiaωa j +
n

∑
a=1

Ta jωai =
n

∑
a=1

Ti j,aωa

Tiiωi j +Tj jω ji =
n

∑
a=1

Ti j,aωa

t1ωi j + t1ω ji =
n

∑
a=1

Ti j,aωa.

Então, obtemos

Ti j,a = 0, 1≤ i, j ≤ s, 1≤ a≤ n. (2.9)
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Analogamente, temos também

dTαβ +
n

∑
a=1

Tαaωaβ +
n

∑
a=1

Taβ ωaα =
n

∑
a=1

Tαβ ,aωa

Tααωαβ +Tββ ωβα =
n

∑
a=1

Tαβ ,aωa

t2ωαβ + t2ωβα =
n

∑
a=1

Tα,aωa.

Logo, obtemos

Tαβ ,a = 0, s+1≤ α,β ≤ n, 1≤ a≤ n. (2.10)

Portanto, de (2.9) e (2.10) concluímos,

Tab,c = 0, 1≤ a,b,c≤ n,

isto é, T é paralelo.

Teorema 7. ([12]) Seja T = ∑
i j

ωi⊗ω j um tensor isoparamétrico em uma variedade Rie-

manniana (Mn,g). Se Mn possui curvatura seccional não-negativa (ou não positiva), então
T é paralelo.

Teorema 8. ([12]) Sejam (Mn,g) uma variedade Riemanniana, p∈Mn com um T =∑
i j

ωi⊗

ω j um tensor isoparamétrico, então temos a seguinte identidade de Cartan generalizada

∑
j/∈{i}

Ri ji j

ti− t j
= 0, (2.11)

onde Ri ji j é a curvatura seccional do subespaço bidimensional σ ⊂ TpM, gerado por ei e e j.

2.2 Hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre

Nesta seção, consideramos hipersuperfícies x : Mn→ Rn+1 e introduzimos os conceitos
de hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre, hipersuperfícies de Dupin e hipersuperfícies
com segunda forma fundamental paralela. Apresentamos a caracterização das hipersuperfí-
cies de Dupin em Rn+1 com curvaturas de Laguerre constante em termos dos invariantes de
Laguerre obtida por Li e Wang [12].
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Definição 15. Uma hipersuperfície x : Mn→ Rn+1 é Dupin se suas curvaturas principais
forem constantes ao longo de suas correspondentes linhas de curvatura, isto é, ei(ki) = 0,
onde ki é curvatura principal de x. Uma hipersuperfície de Dupin x é dita própria se o
número de curvaturas principais distintas for constante.

Observamos que propriedades de hipersuperfícies de Dupin também são consideradas no
Capítulo 3.

Definição 16. Seja x : Mn→Rn+1 uma hipersuperfície sem pontos umbílicos e com curvatu-
ras principais que não se anulam. Considere a métrica de Laguerre g = ⟨dY,dY ⟩ e a segunda
forma fundamental B= ∑

i j
Bi jωi⊗ω j. Dizemos que x possui segunda forma fundamental de

Laguerre paralela se ∇B= 0, onde ∇ é a derivada covariante em relação à métrica g.

Definição 17. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície sem pontos umbílicos e com curva-
turas principais que não se anulam. Dizemos que x é uma hipersuperfície isoparamétrica de
Laguerre se a forma de Laguerre C é nula e as curvaturas principais de Laguerre, dadas em
(1.115), forem todas constantes.

Definição 18. Uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre x : Mn→ Rn+1 é dita hiper-
superfície isoparamétrica de Laguerre plana se

Ri jkl = 0, para todos 1≤ i, j,k, l ≤ n,

onde Ri jkl é o tensor de curvatura de g.

A fim de apresentar uma caracterização das hipersuperfícies de Dupin com curvatura de
Laguerre constante, mostraremos o seguinte lema.

Lema 9. Seja x : Mn→Rn+1 uma hipersuperfície orientável com r≥ 3 curvaturas principais
distintas e não nulas. Então as curvaturas de Laguerre Li jl são constantes se, e somente se,
as curvaturas principais de Laguerre bi, i = 1, . . .n, dadas em (1.115) forem constantes.

Demonstração. Suponha que x : Mn→ Rn+1 seja uma hipersuperfície orientável com r ≥ 3
curvaturas principais distintas e não nulas. Para quaisquer três curvaturas principais distintas
ki, k j e kl , segue da relação (1.118) que a curvatura de Laguerre de x é dada por

Li jl =
bi−b j

bl−b j
. (2.12)
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Temos também

Lil j =
bi−bl

b j−bl
. (2.13)

Suponha que as curvaturas de Laguerre são constantes. Então, para qualquer vetor tangente
X ∈ T M temos,

0 = X(Li jl) =
1

(bl−b j)2

(
(X(bi)−X(b j))(bl−b j)− (X(bl)−X(b j))(bi−b j)

)
,

então,
X(bi)−X(b j)

bi−b j
=

X(b j)−X(bl)

b j−bl
. (2.14)

Analogamente para (2.13) obtemos,

X(b j)−X(bl)

b j−bl
=

X(bi)−X(bl)

bi−bl
. (2.15)

Igualando (2.14) e (2.15), temos que

X(bi)−X(b j)

bi−b j
=

X(b j)−X(bl)

b j−bl
=

X(bi)−X(bl)

bi−bl
. (2.16)

Considerando, sem perda de generalidade, a primeira igualdade de (2.16) e isolando X(bi)

temos,

X(bi)−X(b j)

bi−b j
=

X(b j)−X(bl)

b j−bl

X(bi)(b j−bl) = bi
(
X(b j)−X(bl)

)
+X(bl)b j−X(b j)bl

X(bi) = bi

(
X(b j)−X(bl)

(b j−bl)

)
+

X(bl)b j−X(b j)bl

(b j−bl)
.

Então,

X(bi) = biµi +di,

onde

µi =

(
X(b j)−X(bl)

(b j−bl)

)
e di =

X(bl)b j−X(b j)bl

(b j−bl)
.
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Analogamente isolando X(b j) e X(bl) na primeira igualdade de (2.16) obtemos,

X(b j) = b jµ j +d j, X(bl) = blµl +dl,

onde

µ j =

(
X(bl)−X(bi)

(bl−bi)

)
e d j =

X(bi)bl−X(bl)bi

(bl−bi)
,

µl =

(
X(bi)−X(b j)

(bi−b j)

)
e dl =

X(b j)bi−X(bi)b j

(bi−b j)
.

Note que, por (2.16) µi = µ j = µl = µ . Vamos mostrar que di = d j = dl .

Primeiro, vamos verificar que di−d j = 0. De fato,

di−d j =
X(bl)b j−X(b j)bl

(b j−bl)
− X(bi)bl−X(bl)bi

(bl−bi)
. (2.17)

Por (2.16), obtemos

X(bi)−X(b j)

bi−b j
=

X(bi)−X(bl)

bi−bl
⇒ X(bi)−X(b j) =−(X(bi)−X(bl))

(
bi−b j

bl−bi

)
,(2.18)

X(bi)−X(bl)

bi−bl
=

X(b j)−X(bl)

b j−bl
⇒ X(b j)−X(bl) =−(X(bi)−X(bl))

(
b j−bl

bl−bi

)
.(2.19)

Substituindo (2.18) e (2.19) em (2.17) segue que, di−d j = 0. Analogamente, obtemos que
d j−dl = 0.

Então, di = d j = dl = d. Logo, existe µ e d tal que

X(b j) = b jµ +d, j = 1, . . . ,n. (2.20)

Por (1.107), (1.112), (1.115) e (2.20) temos,

∑
i

Bii = 0, ∑
i j

B2
i j = 0 e Bi j = biδi j.
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Então,

B11 +B22 + · · ·+Bnn = 0

b1 +b2 + · · ·+bn = 0

X(b1)+X(b2)+ · · ·+X(bn) = 0

(b1 +b2 + · · ·+bn)µ +nd = 0.

Como b1 +b2 + · · ·+bn = 0, temos d = 0. Logo, (2.20) se reduz a

X(b j) = b jµ, para j = 1, . . . ,n. (2.21)

Além disso,

B2
11 +B2

22 + · · ·+B2
nn = 0

b2
1 +b2

2 + · · ·+b2
n = 0

b1X(b1)+b2X(b2)+ · · ·+bnX(bn) = 0

(b2
1 +b2

2 + · · ·+b2
n)µ = 0.

Donde se conclui que µ = 0, logo segue de (2.21) que

X(b j) = 0, para j = 1, . . . ,n, (2.22)

Portanto, b j são constantes para todo j = 1, . . . ,n. Reciprocamente, se as curvaturas principais
de Laguerre são constantes, segue de (2.12) que as curvaturas de Laguerre são constantes.

Proposição 11. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície orientada com r ≥ 3 curvaturas
principais distintas e não nulas. Então x é hipersuperfície de Dupin com curvatura de
Laguerre constante se, e somente se, x é hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.

Demonstração. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície orientada com r ≥ 3 curvaturas
principais distintas e não nulas. Suponha que x é hipersuperfície de Dupin com curvatura
de Laguerre constante. Utilizando o Lema 9, precisamos apenas mostrar que a forma de
Laguerre C é nula, ou seja, Ci = 0, para todo i = 1, . . . ,n. Como bi são constantes para todo
i = 1, . . . ,n, derivando a expressão em (1.115) com relação a i temos,

0 = ei(bi) = ei(ρ
−1)(r− ri)+ρ

−1ei(r)−ρ
−1ei(ri)

= −ρ
−1 (ei(logρ)(r− ri)− ei(r)+ ei(ri)) . (2.23)
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Note que ρ ̸= 0 então, por (2.23)

(r− ri)ei(logρ)− ei(r)+ ei(ri) = 0⇒ ei(ri) = ei(r)− (r− ri)ei(logρ). (2.24)

Como x é hipersuperfície de Dupin temos,

ei(ki) = 0⇒ ei(ri) = 0. (2.25)

Logo, por (1.112), (2.24) e (2.25) obtemos,

Ci =−ρ
−2ri{ei(r)− (r− ri)ei(logρ)}⇒Ci = 0, ∀i. (2.26)

Portanto, x é hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.

Reciprocamente, suponha que a forma de Laguerre C é nula e as curvaturas principais de
Laguerre são constantes. Pelo Lema 9, basta mostrar que ei(ki) = 0. Com efeito, segue de
(1.112)

0 =Ci =−ρ
−2ri{ei(r)− (r− ri)ei(logρ)}⇒ ei(r)− (r− ri)ei(logρ) = 0. (2.27)

Por outro lado, como bi são constantes para todo i = 1, . . . ,n a equação (2.24) é satisfeita e
usando (2.27) temos,

(r− ri)ei(logρ)− ei(r)+ ei(ri) = 0⇒ ei(ri) = 0.

Portanto, ei(ki) = 0, ou seja, x é hipersuperfície de Dupin com curvaturas de Laguerre
constantes.

Um resultado semelhante a Proposição 11, foi obtido por Cezana e Tenenblat [6]. Mais
precisamente eles mostraram o seguinte teorema.

Teorema. Seja x : Mn→ Rn+1 uma imersão própria, sem pontos umbílicos, com curvaturas
principais não nulas. Então, x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre se, e
somente se, é uma cíclide de Dupin ou uma hipersuperfície de Dupin com curvatura de
Laguerre constante.

Apesar de semelhantes, os resultados foram obtidos de maneiras independentes e usam
técnicas distintas.
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2.3 Classificação das hipersuperfícies isoparamétricas de
Laguerre

Nesta seção, apresentamos exemplos de hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre.
Em seguida, mostramos alguns resultados preliminares utilizando tensores isoparamétricos,
necessários na demonstração do teorema principal deste capítulo, dado em [12].

No que segue, vamos apresentar exemplos de hipersuperfícies isoparamétricas de La-
guerre, a saber, a cíclide de Dupin e x : Rn→Rn+1

0 uma hipersuperfície orientada tipo-espaço
em Rn+1

0 . Estes exemplos foram utilizados primeiramente por Li, Li e Wang em [13], onde
classificaram todas as hipersuperfícies orientadas em Rn+1 com segunda forma fundamental
paralela.

Exemplo 10. Para qualquer inteiro m com 1≤ m≤ n−1 denotamos por

Hn−m = {(v,w) ∈ Rn−m+1/v.v−w2 =−1,w > 0}

o espaço hiperbólico imerso no espaço de Minkowski Rn−m+1
1 . Definimos x : Sm×Hn−m→

Rn+1 por
x(u,v,w) =

( u
w
(1+w),

v
w

)
, u ∈ Sm, (v,w) ∈Hn−m. (2.28)

A hipersuperfície x possui duas curvaturas principais distintas dadas por k1 = − 1
w+1

e

k2 =−1 com multiplicidades m e n−m, respectivamente (ver [13]). Assim temos,

ρ
2 =

m(n−m)(r1− r2)
2

n
= c1,

bi =

√
(n−m)

nm
= c2, 1≤ i, j ≤ m,

bi = −
√

m
n(n−m)

= c3, m+1≤ i, j ≤ n,

onde c1,c2,c3 ∈ R são constantes. Então os invariantes de x são dados por

Ci = −ρ
−2ri{ei(r)− ei(logρ)(r− ri)}= 0, 1≤ i≤ n,

Li j = ρ
−2{Hessi j(logρ)− rir jei(logρ)e j(logρ)+

1
2
|∇logρ|2δi j}= 0, 1≤ i, j ≤ n,

Bi j = biδi j. 1≤ i, j ≤ n,

Logo, x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre com duas curvaturas principais
distintas e com segunda forma fundamental de Laguerre paralela.
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As hipersuperfícies de Dupin no espaço Euclidiano com duas curvaturas principais distintas
são conhecidas como cíclides de Dupin.

Antes do próximo exemplo, vamos apresentar algumas informações sobre imersões de
Laguerre τ : URn+1

0 →URn+1, para mais detalhes referimos [11]. Seja Rn+2
1 o espaço de

Minkowski com o produto interno

⟨X ,Y ⟩= X1Y1 + · · ·+Xn+1Yn+1−Xn+2Yn+2. (2.29)

Seja ν = (1,⃗0,1) o vetor tipo-luz em Rn+2
1 com 0⃗ ∈ Rn. Considere Rn+1

0 o hiperplano
degenerado em Rn+2

1 definido por

Rn+1
0 = {x ∈ Rn+2

1 /⟨x,ν⟩= 0}.

Definimos o fibrado URn+1
0 por

URn+1
0 = {(x,ξ ) ∈ Rn+2

1 ×Rn+2
1 /⟨x,ν⟩= 0,⟨ξ ,ξ ⟩= 0,⟨ξ ,ν⟩= 1}. (2.30)

e a imersão de Laguerre τ : URn+1
0 →URn+1 dada por

τ(x,ξ ) = (x′,ξ ′) ∈URn+1,

onde x = (x1,x0,x1) ∈ R×Rn×R, ξ = (ξ1 +1,ξ0,ξ1) ∈ R×Rn×R e

x′ =
(
−x1

ξ1
,x0−

x1

ξ1
ξ0

)
, ξ
′ =

(
1+

1
ξ1

,
ξ0

ξ1

)
. (2.31)

Seja x : Mn→ Rn+1
0 uma hipersuperfície orientada tipo-espaço no espaço degenerado Rn+1

0

e ξ o único vetor em Rn+2
1 satisfazendo

⟨ξ ,dx⟩= 0, ⟨ξ ,ξ ⟩= 0 e ⟨ξ ,ν⟩= 1,

onde ν = (1,⃗0,1) ∈ Rn+2
1 é o vetor tipo-luz com 0⃗ ∈ Rn. Seja {e1,e2, . . . ,en} uma base

ortonormal para T M com relação a ⟨dx,dx⟩ tal que

ei(ξ ) =−kiei(x), 1≤ i≤ n. (2.32)
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Supondo que ki ̸= 0, definimos ri =
1
ki

o raio de curvatura de x e r =
(r1 + r2 + · · ·+ rn)

n
como o raio de curvatura média de x. Podemos relacionar a imersão x com a correspondente
hipersuperfície x′ : Mn→ Rn+1 como segue.

De τ(x,ξ ) = (x′,ξ ′) ∈URn+1, obtemos uma hipersuperfície x′ : Mn→ Rn+1, onde x′ e
ξ
′ são dados por (2.31). Queremos agora determinar a relação entre as curvaturas principais

das hipersuperfícies x e x′. Por (2.31) e (2.32) obtemos que,

−(riξ1 + x1)ei(ξ
′) = −(riξ1 + x1)

(
−ei(ξ1)

ξ 2
1

,
ei(ξ0)

ξ1
− ei(ξ1)ξ0

ξ 2
1

)
=

(
riei(ξ1)

ξ1
+

x1ei(ξ1)

ξ 2
1

,−riei(ξ0)+
riξ0ei(ξ1)

ξ1
− x1ei(ξ0)

ξ1
+

x1ξ0ei(ξ1)

ξ 2
1

)
=

(
−ei(x1)

ξ1
+

x1ei(ξ1)

ξ 2
1

,ei(x0)−
ξ0ei(x1)

ξ1
+

x1ξ0ei(ξ1)

ξ 2
1

− x1ei(ξ0)

ξ1

)
= ei(x′), 1≤ i≤ n.

Segue que ei é um vetor principal para a hipersuperfície de Laguerre (x′,ξ ′) : Mn→URn+1

correspondente ao raio de curvatura

r′i = riξ + x1. (2.33)

A seguir apresentamos o exemplo de hipersuperfícies isoparamétrica de Laguerre plana dado
por Li e Wang [12].

Exemplo 11. Para quaisquer inteiros m1,m2, . . . ,ms, com m1 +m2 + · · ·+ms = n (s≥ 2) e
constantes distintas não nulas λ1,λ2, . . . ,λs, definimos x : Rn→ Rn+1

0 uma hipersuperfície
orientada tipo-espaço em Rn+1

0 dada por

x =
(

λ1|u1|2 +λ2|u2|2 + · · ·+λs|us|2

2
,u1,u2, . . . ,us,

λ1|u1|2 +λ2|u2|2 + · · ·+λs|us|2

2

)
,

onde (u1,u2, . . . ,us) ∈ Rm1×Rm2×·· ·×Rms = Rn, |ui|2 = ui ·ui, i = 1, . . . ,s e

x1 =
λ1|u1|2 +λ2|u2|2 + · · ·+λs|us|2

2
,

x0 = u1,u2, . . . ,us.
(2.34)

Neste caso, temos que o campo normal unitário ξ de x é dado por,

ξ =

(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2 +1

2
,−λ1u1, . . . ,−λsus,

−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2−1
2

)
,
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onde

ξ1 =
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2−1

2
,

ξ0 =−λ1u1, . . . ,−λsus.
(2.35)

Temos,

dx = (λ1u1du1 +λ2u2du2 + · · ·+λsusdus,du1,du2, · · · ,dus,λ1u1du1 +λ2u2du2 + · · ·+λsusdus) .

e

dξ =
(
−(λ1)

2u1du1−·· ·− (λs)
2usdus,−λ1du1,−·· · ,−λsdus,−(λ1)

2u1du1−·· ·− (λs)
2usdus

)
.

Note que dξ satisfaz as condições dadas em (2.30), onde o produto interno é dado por (2.29):

⟨ξ ,dx⟩ = (λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2 +1

2

)
−λ1u1du1

− ·· ·−λsusdus− (λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2−1

2

)
= (λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2

2

)
+

(λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

2

− λ1u1du1−·· ·−λsusdus− (λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2

2

)
+

(λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

2
= 0

⟨ξ ,ξ ⟩ =

(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2 +1

2

)(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2 +1

2

)
+(λ1u1)

2

+ · · ·+(λsus)
2−
(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2−1

2

)(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2−1

2

)
=

(
|λ1u1|2 + · · ·+ |λsus|2

4

)2

−
(
|λ1u1|2 + · · ·+ |λsus|2

)
2

+
1
4

+ |λ1u1|2 + · · ·+ |λsus|2−
(
|λ1u1|2 + · · ·+ |λsus|2

4

)2

−
(
|λ1u1|2 + · · ·+ |λsus|2

)
2

− 1
4

= 0
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⟨ξ ,ν⟩ =

(
−|λ1u1|2−·· ·− |λsus|2 +1

2

)
+

(
|λ1u1|2 + · · ·+ |λsus|2 +1

2

)
= 1.

A primeira e segunda formas fundamentais de x são, respectivamente, dadas por

I = dx ·dx = (λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)
2 +du1du1 + · · ·+dusdus− (λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

2

= du1du1 + · · ·+dusdus,

e

II = −dx ·dξ =−(λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)
(
−(λ1)

2u1du1−·· ·− (λs)
2usdus

)
+ λ1u1du1 + · · ·+λsusdus +(λ1u1du1 + · · ·+λsusdus)

(
−(λ1)

2u1du1−·· ·− (λs)
2usdus

)
= λ1u1du1 + · · ·+λsusdus.

Note que x está parametrizada por linhas de curvatura e suas curvaturas principais são
λ1,λ2, . . . ,λs com multiplicidade m1,m2, . . . ,ms. Assim,

ri =
1
λi
, r =

m1r1 +m2r2 + · · ·+msrs

n
.

Então, obtemos que os invariantes de x são dados por

ρ
2 = ∑

i
mi(ri− r)2 = c1,

Ci = −ρ
−2ri{ei(r)− ei(logρ)(r− ri)}= 0, 1≤ i≤ n,

Li j = ρ
−2{Hessi j(logρ)− rir jei(logρ)e j(logρ)+

1
2
|∇logρ|2δi j}= 0, 1≤ i, j ≤ n,

Bi j = biδi j, 1≤ i, j ≤ n,

onde
bi =

r− ri√
∑ j m j(r j− r)2

= c2, (2.36)
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com c1,c2 ∈ R são constantes. Logo, x é hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. Além
disso, por (1.106) temos,

Ri jkl = L jkδil +Lilδ jk−Likδ jl−L jlδik = 0, 1≤ i, j,k, l ≤ n,

ou seja, x é hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre plana.

Considerando a imersão de Laguerre τ : URn+1
0 →URn+1. Por (2.31), (2.34) e (2.35)

obtemos a hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre x′ : Rn→ Rn+1, dada por

x′ = (0,u1, . . . ,us)+
∑

s
i=1 λi|ui|2

∑
s
i=1 λ 2

i |ui|2 +1
(1,−λ1u1, . . . ,−λsus), (2.37)

e sua normal unitária ξ
′ : Rn→ Sn

ξ
′ =

1
∑

s
i=1 λ 2

i |ui|2 +1

(
s

∑
i=1

λ
2
i |ui|2−1,2λ1u1, . . . ,2λsus

)
.

Além disso, segue de (2.33) que as curvaturas principais de x′ são dadas por

λ
′
i =

2λi

−∑ j(λ ju j)2 +λi ∑ j λ j(u j)2−1
, 1≤ i≤ s.

Em [13], os autores Li, Li e Wang obtiveram um teorema de classificação das hipersu-
perfícies com segunda forma fundamental paralela em termos das hipersuperfícies dadas no
Exemplo 10 e no Exemplo 11. Mais precisamente, mostraram o seguinte teorema:

Teorema 12. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície orientável sem pontos umbílicos com
curvaturas principais que não se anulam. Se sua segunda forma fundamental de Laguerre
B é paralela então x é Laguerre equivalente a um subconjunto de umas das seguintes
hipersuperfícies:
1. A cíclide de Dupin x : Sk×Hn−k→ Rn+1 dada por (2.28);
2. A hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre x : Rn→ Rn+1 dada por (2.37).

No próximo exemplo, apresentamos a família de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1

encontradas por Corro, Ferreira e Tenenblat [8] aplicando transformações de Ribaucour a um
hiperplano. Retornamos a mencionar este exemplo no Capítulo 3.
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Exemplo 13. Aplicando transformações de Ribaucour ao hiperplano, Corro, Ferreira e
Tenenblat em [8], obtiveram uma família de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1 dada por

x(u1, . . . ,un) = (u1, . . . ,un,0)−
2∑

n
j=1 f j

∑
n
j=1( f ′j)2 +b2 ( f ′1, . . . , f ′n,−b) (2.38)

onde (u1, . . . ,un) ∈URn e

f j = b j2u2
j +b j1u j +b j0, parab ̸= 0,b j2,b j1,b j0 ∈ R e 1≤ j ≤ n, (2.39)

e b j2 ̸= 0 são números reais distintos. Fazendo uma translação de cada coordenada u j por
b j1

2b j2
e considerando b j =

2b j2

b
temos,

f j = b j2u2
j +b j1u j +b j0

= b j2

(
u j−

b j1

2b j2

)2

+b j1

(
u j−

b j1

2b j2

)
+b j0

= b j2u2
j −

b2
j1

4b j2
+b j0,

f ′j = 2b j2u j +b j1

= 2b j2

(
u j−

b j1

2b j2

)
+b j1

= 2b j2u j.

Substituindo as expressões de f j e f ′j obtidas acima na hipersupersície dada em (2.38) temos,

x(u1, . . . ,un) = (u1, . . . ,un,0)−
∑

n
j=1 2b j2u2

j +
b2

j1

2b j2
+2b j0

∑
n
j=1 4b2

j2u j +b2 (2b12u1, . . . ,2bn2un,−b)−B,
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em que B =

(
b11

2b12
, . . . ,

bn1

2bn2
,0
)

. Usando que b j =
2b j2

b
obtemos,

x(u1, . . . ,un) = (u1, . . . ,un,0)−
∑

n
j=1 bb ju2

j +
b2

j1

bb j
+2b j0

∑
n
j=1 b2b2

ju j +b2 (bb1u1, . . . ,bbnun,−b)−B

= (u1, . . . ,un,0)−
∑

n
j=1 b

(
b ju2

j −
b2

j1

b2b j
+

2b j0

b

)
∑

n
j=1 b2

(
b2

ju j +1
) b(b1u1, . . . ,bnun,−1)−B

= (u1, . . . ,un,0)−
∑

n
j=1 b ju2

j +∑
n
j=1

(
b2

j1

b2b j
−

2b j0

b

)
∑

n
j=1 b2

ju j +1
(b1u1, . . . ,bnun,−1)−B.

Logo, a hipersuperfície dada em (2.38) se reduz, a menos de movimento rígido, a

x(u1, . . . ,un) = (u1, . . . ,un,0)−
∑

n
j=1 b ju2

j + γ

∑
n
j=1 b2

ju
2
j +1

(b1u1, . . . ,bnun,−1) (2.40)

onde b j são números reais distintos e não nulos e γ ∈ R.

Observação 14. O exemplo encontrado por Corro, Ferreira e Tenenblat [8] engloba o
exemplo dado por Li e Wang [12]. De fato, basta observar que quando γ = 0, a família dada
em (2.40) do Exemplo 13 é, a menos de uma translação em Rn+1, a família dada em (2.37)
do Exemplo 11.

No que segue, considerando uma hipersuperfície x : Mn→Rn+1, utilizamos os resultados
sobre tensores isoparamétricos, vistos na seção 2.1, a fim de provar o teorema de classificação
das hipersuperfícies de Dupin com r ≥ 3 curvaturas principais distintas e não nula proposto
por Li e Wang [12].

Lema 15. Seja x : Mn → Rn+1 uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. Então,
o tensor segunda forma fundamental de Laguerre B e o tensor de Laguerre L , dados na
Definição 11 são tensores isoparamétricos.

Demonstração. Considere x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre.
Primeiramente, note que os tensores B= Bi jωi⊗ω j e L= Li jωi⊗ω j são tensores simétricos,
pois por (1.95) temos que Bi j = B ji e Li j = L ji. Vamos mostrar que B= Bi jωi⊗ω j é tensor
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isoparamétrico. Por hipótese, x é hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre então,

C= 0⇒Ci = 0, ∀i, (2.41)

e as curvaturas principais de Laguerre bi, 1≤ i≤ n são todas constantes. Como os autovalores
do tensor B são as curvaturas principais de Laguerre, resta verificar que B é um tensor de
Codazzi. De fato, por (1.106) e (2.41) temos,

Bi j,k−Bik, j =C jδik−Ckδi j⇒ Bi j,k = Bik, j.

Logo, B= Bi jωi⊗ω j é tensor isoparamétrico. Por fim, vamos verificar que L= Li jωi⊗ω j é
tensor isoparamétrico. Segue diretamente de (1.106) que L é tensor de Codazzi, pois Li j,k =

Lik, j. Precisamos mostrar que os autovalores do tensor de Laguerre são todos constantes.
Considere {E1, . . . ,En} uma base ortonormal de T M com relação à métrica de Laguerre g
formada por autovetores, assim

(Li j) = diag(τ1,τ2, . . . ,τn). (2.42)

Suponha que x tenha r = 2 curvaturas principais distintas. Note que, se x tem duas curvaturas
principais distintas, k1 e k2, então B possui apenas dois autovalores distintos b1 e b2 com
respectivas multiplicidades s e n− s, pois bi = ρ

−1(r− ri). Então, pela Proposição 10 segue
que B é paralela e por (2.7) temos

Ri ji j = 0, 1≤ i≤ s, s+1≤ j ≤ n. (2.43)

Por outro lado, por (1.106) temos

Ri jkl = L jkδil +Lilδ jk−Likδ jl−L jlδik⇒ Ri ji j =−τi− τ j. (2.44)

Então, segue de (2.43) e (2.44) que

0 = Ri ji j =−τi− τ j⇒ τ = τi =−τ j, 1≤ i≤ s, s+1≤ j ≤ n. (2.45)

Logo, (2.42) se reduz a

(Li j) = diag(τ, . . . ,τ︸ ︷︷ ︸
k

,−τ, . . . ,−τ︸ ︷︷ ︸
n−k

). (2.46)
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Suponha que i ∈ {1,2, . . . ,s} e k ∈ {s+1,s+2, . . . ,n} então,

τ = τi =−τ j =−τk. (2.47)

Por (2.4) e (2.47) temos,

ωik = ∑
i

Bik,iωi

(b1−b2)

ωik = ∑
i

Lik,iωi

(τi− τk)
= ∑

i

Lik,iωi

(2τ)
.

(2.48)

Igualando as expressões dadas em (2.48), segue que

Lik,i =
2τ

(b1−b2)
Bik,i. (2.49)

Logo, como Li j,k = Lik, j, B é paralela e por (2.49) segue que,

Ek(τ) = Ek(τi) = Lii,k = Lik,i =
2τ

(b1−b2)
Bik,i = 0,

para i ∈ {1,2, . . . ,s} se k ∈ {s+ 1,s+ 2, . . . ,n}. Agora, suponha que k ∈ {1,2, . . . ,s} e
j ∈ {s+1,s+2, . . . ,n} então,

τ =−τ j = τk. (2.50)

Assim,

ω jk = ∑
j

B jk, jω j

(b2−b1)

ω jk = ∑
j

L jk, jω j

(τ j− τk)
=−∑

j

L jk, jωi

(2τ)
.

(2.51)

Igualando as expressões dadas em (2.51),

−L jk, j =
2τ

(b2−b1)
B jk, j. (2.52)
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Então, utilizando que Li j,k = Lik, j, B é paralela e a expressão (2.52) obtemos,

Ek(τ) = Ek(τi) =−Ek(τ j) =−L j j,k =−L jk, j =
2τ

(b2−b1)
B jk, j = 0,

para j ∈ {s+1,s+2, . . . ,n} se k ∈ {1,2, . . . ,s}. Logo, Ek(τ) = 0, para todo 1≤ k ≤ n.

Agora suponha que x tenha r ≥ 2 curvaturas principais distintas. Então, B tem mais que
dois autovalores distintos. Usando (2.4) para o tensor simétrico L e o tensor isoparamétrico
B temos

Li j,k =
(τi− τ j)

(bi−b j)
Bi j,k, {i} ̸= { j}. (2.53)

Como Li j,k = Lik, j, segue de (2.5) e (2.53), que

Ei(τ j) = L j j,i = L ji, j = Li j, j =
(τi− τ j)

(bi−b j)
Bi j, j = 0, {i} ̸= { j}. (2.54)

Vamos mostrar que Ei(τ j) = 0, i ∈ { j}. Para p ∈Mn fixado e j = {1, . . . ,n} temos B jk,l = 0,
para 1≤ k, l ≤ n ou B jk,l ̸= 0, para 1≤ k, l ≤ n distintos. Primeiro suponha que B jk,l ̸= 0 em
uma vizinhança de p tal que j,k, l estão associados a três curvaturas principais de Laguerre
distintas b j, bk e bl . Então, por (2.53) temos

(τ j− τk)

(b j−bk)
=

L jk,l

B jk,l
=

L jl,k

B jl,k
=

Ll j,k

Bl j,k
=

Llk, j

Blk, j
=

(τl− τk)

(bl−bk)
.

Daí,

τ j =
(b j−bk)

(bl−bk)
(τl− τk)+ τk.

Logo, usando que as curvaturas principais de Laguerre são todas constantes e o caso (2.54)
temos Ei(τ j) = 0, i ∈ { j}.

Por fim, suponha que B jk,l = 0, para 1≤ k, l≤ n. Se tiver uma sequência de pontos pi→ p
em Mn tal que o caso anterior acontece nos pi para algum 1 ≤ k, l ≤ n então Ei(τ j) = 0,
i ∈ { j} acontece em p pela continuidade. Caso contrário existe um aberto U ⊂Mn de p tal
que B jk,l = 0, para 1≤ k, l ≤ n. Assim, por (2.6) temos

R jk jk = ∑
l /∈{ j},{k}

2B2
jk,l

(b j−bl)(bk−bl)
= 0,
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para { j} ̸= {k} em U . Por outro lado, usando (1.106), temos que R jk jk =−τ j− τk. Então,
τ j =−τk, para k /∈ { j}. Logo, para i ∈ { j} temos, pelo caso (2.54), que

Ei(τ j) =−Ei(τk) = 0.

Portanto, os autovalores de L são todos constantes, ou seja, L é um tensor isoparamétrico.

Teorema 16. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. Então a
segunda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Demonstração. Seja x : Mn→Rn+1 uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. Consi-
dere {E1, . . . ,En} uma base ortonormal de T M com relação à métrica de Laguerre g formada
por autovetores, assim

(Bi j) = diag(b1,b2, . . . ,bn),

(Li j) = diag(τ1,τ2, . . . ,τn) = diag(τ1, . . . ,τ1,τ2, . . . ,τ2, . . . ,τt , . . . ,τt),
(2.55)

onde t denota o número de autovalores distintos de L. Defina o conjunto de índices

{i}= {k ∈ {1,2, . . . ,n}/τk = τi}. (2.56)

Como x é uma hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre, pelo Lema 15 temos que L e B
são isoparamétricos. Então, por (1.106), segue que

Ri jkl = L jkδil +Lilδ jk−Likδ jl−L jlδik⇒ Ri ji j =−τi− τ j. (2.57)

Utilizando a identidade de Cartan (2.11) e (2.57) temos,

0 = ∑
j/∈{i}

Ri ji j

τ j− τi
= ∑

j/∈{i}

−τi− τ j

τ j− τi
= ∑

j/∈{i}

τ2
i − τ2

j

(τ j− τi)2 . (2.58)

Na equação (2.58), considere τ
2
i0 = max{τ2

1 , . . . ,τ
2
n} e seja i = i0 então,

0 = ∑
j/∈{i0}

τ2
i0− τ2

j

(τ j− τi0)
2 , (2.59)

ou seja, τ
2
i0− τ

2
j = 0, para j ∈ {1,2, . . . ,n}. Assim, ou L possui apenas um autovalor τi0 , isto

é, t = 1 e τi0 = τ1 = · · ·= τn, ou t = 2 e os autovalores são τi0 ̸= τ j com multiplicidades s e
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n− s, respectivamente. Suponha que t = 2, então,

(Li j) = diag(τ1,τ2, . . . ,τn) = diag(τ, . . . ,τ︸ ︷︷ ︸
s

,−τ, . . . ,−τ︸ ︷︷ ︸
n−s

),

para alguma constante τ ̸= 0. Com isso, temos que L é tensor isoparamétrico com dois
autovalores distintos. Então, pela Proposição 10, L é paralelo e por (2.7) temos

Ri ji j = 0, 1≤ i≤ s, s+1≤ j ≤ n. (2.60)

Agora, reordenamos a base {E1, . . . ,Es} tal que

(Bi j)1≤i, j≤s = diag(b1, . . . ,bs) = diag(b1, . . . ,b1,b2, . . . ,b2, . . . ,bl, . . . ,bl).

Queremos verificar que l = 1. Para isso, suponha que l ≥ 2. Como B é tensor isoparamétrico,
pela identidade de Cartan (2.11) temos,

0 = ∑
1≤ j≤s,b j ̸=b1

R1 j1 j

b j−b1
. (2.61)

Note que, para 1≤ j ≤ s com b j ̸= b1 segue de (2.57) que

R1 j1 j = L j1δ1 j +L1 jδ j1−L11δ j j−L j jδ11⇒ R1 j1 j =−τ1− τ j =−2τ. (2.62)

Utilizando as expressões (2.61) e (2.62) obtemos,

0 = ∑
1≤ j≤s,b j ̸=b1

R1 j1 j

b j−b1
= ∑

1≤ j≤s,b j ̸=b1

−2τ

b j−b1
⇒ τ = 0

o que é uma contradição, pois estamos considerando constantes τ ̸= 0. Portanto, l = 1
Analogamente, reordenando a base {Es+1, . . . ,En} tal que

(Bi j)s+1≤i, j≤n = diag(bs+1, . . . ,bn) = diag(bs+1, . . . ,bs+1,bs+2, . . . ,bs+2, . . . ,bl, . . . ,bl).

Suponha que l ≥ 2. Pela identidade de Cartan (2.11) temos,

0 = ∑
s+1≤ j≤n,b j ̸=bn

Rn jn j

b j−bn
. (2.63)
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Para s+1≤ j ≤ n com b j ̸= bn segue de (2.57) que

Rn jn j = L jnδn j +Ln jδ jn−Lnnδ j j−L j jδnn⇒ Rn jn j =−τn− τ j = 2τ. (2.64)

Logo, segue das expressões (2.61) e (2.62) que

0 = ∑
s+1≤ j≤n,b j ̸=bn

Rn jn j

b j−bn
= ∑

s+1≤ j≤n,b j ̸=bn

2τ

b j−bn
⇒ τ = 0,

o que é uma contradição.
Logo l = 1. Portanto, B possui no máximo dois autovalores distintos, um com multiplicade s
e outro com multiplicade n− s. Portanto, pela Proposição 10, a segunda forma fundamental
é paralela.
Agora, se t = 1 então, Li j = τδi j. Seja b1 o menor autovalor de B. Por (1.106) e a identidade
de Cartan (2.11) temos

0 = ∑
1≤ j≤n,b j ̸=b1

R1 j1 j

b j−b1
= ∑

1≤ j≤n,b j ̸=b1

−2τ

b j−b1
⇒ τ = 0.

Então Li j = 0, para todo i, j = 1, . . . ,n. Logo,

Ri jkl = L jkδil +Lilδ jk−Likδ jl−L jlδik = 0.

Portanto, pelo Teorema 7, concluímos que a segunda forma fundamental é paralela e isto
conclui a prova.

Finalizamos a seção com o teorema a seguir, proposto por Li e Wang em [12] que
classifica as hipersuperfícies de Dupin com r ≥ 3 curvaturas principais distintas e não nulas

Teorema 17. Seja Mn uma hipersuperfície de Dupin em Rn+1 com r ≥ 3 curvaturas prin-
cipais distintas e não nulas. Então, Mn é Laguerre equivalente a uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre plana em Rn+1 se, e somente se, as curvaturas de Laguerre são
todas constantes.

Demonstração. Seja x : Mn→ Rn+1 uma hipersuperfície de Dupin com r ≥ 3 curvaturas
principais distintas e não-nulas. Suponha que x é Laguerre equivalente a uma hipersuperfície
isoparamétrica de Laguerre plana x̃ : Mn→ Rn+1. Como x̃ é hipersuperfície isoparamétrica
de Laguerre, segue da Proposição 11 que x̃ é Dupin com curvaturas de Laguerre constantes.
Mas as curvaturas de Laguerre são invariantes por transformações de Laguerre então, as



72 Hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre em Rn+1

curvaturas de Laguerre de x são constantes.
Reciprocamente, suponha que as curvaturas de Laguerre de x sejam constantes. Pela Pro-
posição 11, x é hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre. Então, segue do Teorema 16
que a segunda forma fundamental de Laguerre é paralela. Assim, x : Mn→ Rn+1 é uma
hipersuperfície com r ≥ 3 curvaturas principais distintas e não nulas com segunda forma fun-
damental de Laguerre paralela. Então, pelo Teorema 12, localmente x é Laguerre equivalente
a hipersuperfície isoparamétrica de Laguerre plana x̃ : Mn→ Rn+1 dada em (2.37).

Observação 18. No próximo capítulo, apresentamos o Teorema 22, provado por Cezana e
Tenbenblat [7], que consiste em um resultado mais geral que o Teorema 17. Eles mostraram
que qualquer hipersuperfície de Dupin própria em Rn+1, com n≥ 3 curvaturas principais
distintas e não nulas, que admite um sistema de coordenadas principais e curvaturas de
Laguerre constantes é dada, a menos de movimento rígido no espaço Euclidiano, pela família
de hipersuperfícies dadas por (2.40) no Exemplo 13.



Capítulo 3

Hipersuperfícies de Dupin em Rn+1 com
curvatura de Laguerre constante

Neste capítulo apresentamos os resultados propostos por Cezana e Tenenblat [7]. Con-
siderando uma hipersuperfície de Dupin própria Mn ⊂ Rn+1 que admite um sistema de
coordenadas principais e n curvaturas principais distintas e não nulas, mostramos uma carac-
terização para que as curvaturas de Laguerre sejam constantes em termos dos símbolos de
Christoffel, de seus raios de curvatura e de sua primeira forma fundamental. Concluímos
este capítulo apresentando explicitamente todas as hipersuperfícies que tem curvatura de
Laguerre constante, sendo elas dadas pela família (2.40) no Exemplo 13.

3.1 Hipersuperfície de Dupin com curvaturas principais
distintas

Nesta seção, apresentamos resultados necessários para o estudo sobre as hipersuperfíces
de Dupin com curvaturas principais distintas no espaço Euclidiano. A partir de agora,
fixaremos a notação subscrito , i para denotar a derivada com relação a ui.

Seja U um subconjunto aberto de Rn e p = (u1,u2, . . . ,un) ∈U . Considere x : U ⊂Rn→
Rn+1 uma hipersuperfície de Dupin, própria, parametrizada por linhas de curvatura, com n
curvaturas principais ki, 1 6 i 6 n, distintas que não se anulam e seja ξ : U ⊂ Rn→ Rn+1 o
campo vetorial normal unitário de x. Então, temos as seguintes condições,
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⟨x,i,x, j⟩= δi jgii, (3.1)

ξ,i =−kixi, (3.2)

ki,i = 0, (3.3)

onde 1 6 i, j 6 n. Além disso, temos a equação

x,i j−Γ
i
i jx,i−Γ

i
i jx, j = 0 para 1 6 i ̸= j 6 n, (3.4)

em que Γ
k
i j são os símbolos de Christoffel. Considerando as derivadas de (3.2) com relação a

u j para i ̸= j, obtemos
ξ,i j =−ki, jx,i− kix,i j. (3.5)

Analogamente, temos
ξ, ji =−k j,ix, j− k jx, ji. (3.6)

Subtraindo as equações (3.5) e (3.6) e substituindo (3.4) temos,

ξ,i j−ξ, ji = 0

−ki, jx,i + x,i j(k j− ki)+ k j,ix, j = 0

−ki, jx,i +(Γi
i jx,i +Γ

i
i jx, j)(k j− ki)+ k j,ix, j = 0

Γ
i
i j(x,i(k, j− k,i)) = −Γ

i
i j(x, j(k, j− k,i))− k j,ix, j + ki, jx,i

Tomando o produto interno com x,i(k, j− k,i) em ambos os lados da igualdade anterior segue
que,

Γ
i
i j =

ki, j

(k, j− k,i)
, para1 6 i ̸= j 6 n. (3.7)

Como o raio de curvatura é dado por ri =
1
ki

, ki ̸= 0, diferenciando com relação a u j

temos,

ri, j =−
ki, j

(ki)2 =−ki, jr2
i .
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Logo,
ki, j =

ri, j

r2
i
, i ̸= j. (3.8)

Substituindo (3.8) em (3.7), temos

Γ
i
i j =

ki, j

(k, j− k,i)

=

(
−

ri, j

r2
i

)(
ri− r j

rir j

)
=

ri, jr j

(ri− r j)ri
para 1 6 i ̸= j 6 n. (3.9)

Pelas equações (3.4) temos,

x,ii = Γ
i
iix,i +∑

k ̸=i
Γ

k
iix,k + kigiiξ ,

x,i j = Γ
i
i jx,i +Γ

j
i jx, j,

x, j j = Γ
i
j jx,i + ∑

k ̸= j
Γ

k
j jx,k + k jg j jξ .

(3.10)

Fazendo o produto interno de cada uma das equações (3.10) com x,i e x, j tem-se as
seguintes relações,

⟨x,ii,x,i⟩= Γ
i
iigii,

⟨x,ii,x, j⟩= Γ
j
iig j j,

(3.11)

⟨x,i j,x,i⟩= Γ
i
i jgii,

⟨x,i j,x, j⟩= Γ
j
i jg j j,

(3.12)

⟨x, j j,x,i⟩= Γ
i
j jgii,

⟨x, j j,x, j⟩= Γ
j
j jg j j.

(3.13)

Derivando (3.1) com relação a ui e utilizando a primeira equação de (3.11) temos,

2⟨x,ii,x,i⟩ = gii,i

2Γ
i
iigii = gii,i

Γ
i
ii =

gii,i

2gii
.
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Fazendo a derivada de (3.1) com relação a u j e utilizando a primeira equação de (3.12)
obtemos,

2⟨x,i j,x,i⟩ = gii, j

2Γ
i
i jgii = gii, j

Γ
i
i j =

gii, j

2gii
.

Note que,
⟨x,i,x,i⟩= gii⇒ 2⟨x,i,x,i j⟩= gii, j. (3.14)

Derivando ⟨x,i,x, j⟩= 0 com relação a ui, usando a segunda equação de (3.12) e (3.14) segue
que

⟨x,ii,x, j⟩+ ⟨x,i,x, ji⟩ = 0

Γ
j
iig j j + ⟨x,i,x, ji⟩ = 0

Γ
j
ii = −

gii, j

2g j j
,

ou seja,
Γ

j
ii =−

gii, j

2g j j
. (3.15)

Portanto, os símbolos de Christoffel em termos da métrica (3.1) são dados por

Γ
k
i j = 0, Γ

i
ii =

gii,i

2gii
, Γ

j
ii =−

gii, j

2g j j
, Γ

i
i j =

gii, j

2gii
, (3.16)

em que i, j,k são distintos.

Para hipersuperfície de Dupin com curvaturas principais distintas e que não se anulam,
as curvaturas de Laguerre, definidas em (1.117), são dadas por

Li jl =
(ki− k j)kl

(kl− k j)ki
=

ri− r j

rl− r j
, para i, j, l distintos. (3.17)

Como todas as curvaturas principais ki são distintas, temos que Li jl /∈ {0,1}.
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No que segue, obtemos as relações entre as curvaturas de Laguerre,

1−Lil j = 1− ri− rl

r j− rl
=

ri− r j

rl− r j
= Li jl,

1− 1
Lil j = 1−

r j− rl

ri− rl
=

r j− ri

rl− ri
= L jil,

1
Ll ji =

ri− r j

rl− r j
= Li jl.

(3.18)

Logo, para todos i, j, l distintos, temos

1−Lil j = Li jl, 1− 1
Lil j = L

jil,
1
Ll ji = L

i jl. (3.19)

Quando n > 4, temos também a seguinte relação,

Lil j = LilsLsl j, (3.20)

para i, j,s, l distintos.

Observe que para uma hipersuperfície de Dupin, própria, Mn em Rn+1, com n curvaturas
principais distintas não nulas, as curvaturas de Laguerre são determinadas por (n−2) funções.
De fato, considerando em particular as curvaturas de Laguerre L132 e Ls23, qualquer outra
curvatura de Laguerre pode ser obtida utilizando as relações (3.19) e (3.20).

Visando demonstrar resultados futuros, vamos obter as derivadas dos símbolos de Ch-
ristoffel e as equações de Gauss e Codazzi para uma hipersuperfície de Dupin própria
parametrizada por linhas de curvatura e com curvaturas principais distintas.

Pela relação (3.16) temos,

Γ
i
i j =

gii, j

2gii
⇒ gii, j = 2Γ

i
i jgii (3.21)

Γ
j
ii =−

gii, j

2g j j
⇒ gii, j =−2Γ

j
iig j j (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21) temos,

Γ
j
ii =−Γ

i
i j

gii

g j j
, para1≤ i ̸= j ≤ n. (3.23)
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Derivando (3.7) em relação a ui e u j, respectivamente e utilizando (3.3) segue,

Γ
i
i j,i =

ki, ji(k j− ki)− ki, j(k j,i− ki,i)

(k j− ki)2 =
ki, j

(k j− ki)

k j,i

(ki− k j)
= Γ

i
i jΓ

j
i j, (3.24)

e

Γ
j
i j, j =

k j,i j(ki− k j)− k j,i(ki, j− k j, j)

(k j− ki)2 =
k j,i

(ki− k j)

ki, j

(k j− ki)
= Γ

j
i jΓ

i
i j. (3.25)

Logo, por (3.24) e (3.25) temos,

Γ
i
i j,i = Γ

j
i jΓ

i
i j = Γ

j
i j, j, para1≤ i ̸= j ≤ n. (3.26)

Pela equação (3.4) e por (3.23) temos,

x,ii = Γ
i
iix,i +∑

k ̸=i
Γ

k
iix,k + kigiiξ (3.27)

x,ii = Γ
i
iix,i−Γ

i
ik ∑

k ̸=i

gii

gkk
x,k + kigiiξ (3.28)

Agora, derivando (3.23) com relação a u j e usando (3.16) obtemos,

Γ
j
ii, j = −

[
Γ

i
i j, j

gii

g j j
+Γ

i
i j
(gii, jg j j−giig j j, j)

g2
j j

]

Γ
j
ii, j =

gii

g j j

(
−Γ

i
i j, j−Γ

i
i j

gii, j

gii
+Γ

i
i j

g j j, j

g j j

)
Γ

j
ii, j =

gii

g j j

(
−Γ

i
i j, j−2(Γi

i j)
2 +2Γ

i
i jΓ

j
j j

)
, para1≤ i ̸= j ≤ n.

Além disso, comparando as equações (3.9) e (3.16) obtemos a Equação de Codazzi,

ri, jr j

(r j− ri)ri
=

gii, j

2gii
, para1≤ i ̸= j ≤ n. (3.29)

A Proposição a seguir fornece a equação de Gauss dessas hipersuperfícies e sua demons-
tração pode ser encontrada em [19].

Proposição 12. ([19]) Seja x : U ⊂ Rn → Rn+1 uma hipersuperfície de Dupin, própria,
parametrizada por linhas de curvaturas cujas curvaturas principais ki, 1≤ i≤ n são distintas.
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Então, a equação de Gauss de x é dada por:

kik j +
A ji

gii
+

Ai j

g j j
+ ∑

k ̸=i ̸= j

Γi
ikΓ

j
jk

gkk
= 0, (3.30)

onde i ̸= j e A ji = Γ
j
ji,i +Γ

j
jk

(
Γ

j
ji−Γ

i
ii

)
.

3.2 Hipersuperfície de Dupin com curvatura de Laguerre
constante

Nesta seção apresentamos as caracterizações das hipersuperfícies de Dupin em Rn+1,
parametrizadas por linhas de curvatura com n curvaturas principais distintas e não nulas e
curvatura de Laguerre constante.

Cezana e Tenenblat [6], mostraram que as hipersuperfícies isoparamétricas de Laguerre
no espaço Euclidiano (n+1)-dimensional, com n≥ 3 curvaturas principais distintas e não
nulas são hipersuperfícies de Dupin com curvaturas de Laguerre constantes. Desta forma, as
hipersuperfícies consideradas nessa seção, são em particular, hipersuperfícies isoparamétricas
de Laguerre.

A primeira proposição apresenta condições para que as curvaturas de Laguerre sejam
constantes em termos de seus raios de curvatura.

Proposição 13. Seja Mn ⊂Rn+1, com n≥ 3, uma hipersuperfície própria de Dupin parame-
trizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais ki, 1≤ i≤ n, distintas
que não se anulam. As curvaturas de Laguerre de Mn são constantes se, e somente se, a
menos de reordenação do índices, os raios de curvatura são dados por

r1 =
1
k1

=−(D−1)h2 +h3 + ∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs,

r2 =
1
k2

=

(
1− 1

D

)
h2 +

1
D

h3 + ∑
s≥4

hs,

r3 =
1
k3

= h1 +h2 + ∑
s≥4

(
1+

1
Ds(D−1)

)
hs,

rs =
1
ks

= Dsr1 +(1−Ds)r2 para s≥ 4,

(3.31)
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onde
D = L132, Ds = Ls21,

satisfazendo

D,Ds ∈ R−{0,1}, Ds ̸=
1

(1−D)
, Ds ̸= Dt , para s ̸= t, s, t ≥ 4, (3.32)

e hi(ui) para i = 1, . . . ,n são funções diferenciáveis tais que,

H = h1 +Dh2−h3 + ∑
s≥4

(
D

Ds(D−1)

)
hs ̸= 0. (3.33)

Demonstração. Suponha que as curvaturas de Laguerre são constantes. Pela relação (3.17)
temos,

Lik j =
rk− ri

rk− r j

rk− ri = Lik j(rk− r j)

ri +(Lik j−1)rk−Lik jr j = 0, ∀ i, j, l distintos. (3.34)

Como rk =
1
kk

e Mn é uma hipersuperfície de Dupin própria, diferenciando rk com relação a
uk temos,

rk,k =
−kk,k

(kk)2 = 0. (3.35)

Além disso, por hipótese, as curvaturas de Laguerre são constantes então suas derivadas são
nulas. A partir dessas informações, diferenciando (3.34) com relação a uk, temos,

ri,k +(Lik j
,k )rk +(Lik j−1)rk,k− (Lik j

,k )r j− (Lik j)r j,k = 0

ri,k− (Lik j)r j,k = 0 (3.36)

Derivando r j =
1
k j

com relação a uk temos, r j,k =
−k j,k

k jk j
. Diferenciando novamente com

relação a u j e usando (3.3) obtemos,

r j,k j =
−k j,k jk2

j +2k j,kk j, jk j

(k j)4 = 0. (3.37)
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Fazendo a derivada de (3.36) com relação a u j e utilizando (3.37) temos,

ri,k j− (Lik j
, j )r j,k− (Lik j)r j,k j = 0

ri,k j− (Lik j)r j,k j = 0

ri,k j = 0 (3.38)

Portanto,
ri = ∑

k ̸=i
fik(uk), para i = 1, . . . ,n. (3.39)

Fixamos os índices i = 1, j = 2 e k = 3, e tomando D = L132 segue de (3.34) e (3.39) que,

r1 +(L132−1)r3−L132r2 = 0

∑
l ̸=1

f1l(ul)+(D−1) ∑
s̸=3

f3s(us)−D ∑
t ̸=2

f2t(ut) = 0 (3.40)

Expandindo os somatórios da equação (3.40) e considerando estas expressões como uma
soma de funções de variáveis distintas, temos

0 = (D−1) f31(u1)−D f21(u1)+ f12(u2)+(D−1) f32(u2)+ f13(u3)−D f23(u3)

+ f14(u4)+(D−1) f34(u4)−D f24(u4)+ · · ·
+ f1n(un)+(D−1) f3n(un)−D f2n(un)

0 = a1 +a2 +a3 +a4 + · · ·+an

0 =
n

∑
s=1

as,

onde

a1 = (D−1) f31(u1)−D f21(u1),

a2 = f12(u2)+(D−1) f32(u2),

a3 = f13(u3)−D f23(u3),

as = f1s(us)+(D−1) f3s(us)−D f2s(us), para s≥ 4.

(3.41)
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Com a finalidade de simplificar a notação, omitiremos as coordenadas (u1,u2, . . . ,un). Rees-
crevendo as expressões (3.41) temos,

f12 = a2− (D−1) f32,

f13 = a3 +D f23,

f1s = as− (D−1) f3s +D f2s, para s≥ 4.

f21 =
[(D−1) f31−a1]

D
.

Denotando a = a1, segue das relações (3.34), (3.39) e do fato que
n

∑
s=1

as = 0 que,

r1 + (D−1)r3−Dr2 = 0

r1 = −(D−1) ∑
s ̸=3

f3s +D ∑
s ̸=2

f2s

r1 = −(D−1) f31− (D−1) f32− (D−1) ∑
s≥4

f3s +D f21 +D f23 +D ∑
s≥4

f2s. (3.42)

Assim,

f21 =
[(D−1) f31−a]

D
⇒−(D−1) f31 +D f21 =−a. (3.43)

Substituindo (3.43) em (3.42) temos,

r1 =−(D−1) f32 +D f23−a+D ∑
s≥4

f2s− (D−1) ∑
s≥4

f3s. (3.44)

Utilizando as relações (3.19), (3.34), (3.39) e (3.44), obtemos,

r2 + (L231−1)r3−L231r1 = 0

r2 =
1
D

r1 +
(D−1)

D
r3

r2 = −(D−1)
D

f32 +
1
D
(D f23−a)+ ∑

s≥4
f2s−

(D−1)
D ∑

s≥4
f3s +

(D−1)
D ∑

s ̸=3
f3s(3.45)

r2 = −(D−1)
D

f32 +
1
D
(D f23−a)+ ∑

s≥4
f2s−

(D−1)
D ∑

s≥4
f3s

+
(D−1)

D
f31 +

(D−1)
D

f32 +
(D−1)

D ∑
s≥4

f3s

r2 =
(D−1)

D
f31 +

1
D
(D f23−a)+ ∑

s≥4
f2s. (3.46)
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Analogamente, de (3.19), (3.34), (3.39), (3.44) e (3.45), segue que

r3 + (L321−1)r2−L321r1 = 0

r3 = − 1
(D−1)

r1 +
D

(D−1)
r2

r3 = f32−
D

(D−1)
f23 +

1
(D−1)

a− D
(D−1) ∑

s≥4
f2s + ∑

s≥4
f3s

+ f31 +
1

(D−1)
(D f23−a)+

D
(D−1) ∑

s≥4
f2s

r3 = f31 + f32 + ∑
s≥4

f3s. (3.47)

Por fim, tomando Ds = Ls21 segue de (3.34) que

rs = Dsr1 +(1−Ds)r2, s≥ 4. (3.48)

Como as curvaturas principais são todas distintas, segue que os raios de curvatura são todos

distintos. Logo, temos a condição que D,Ds ∈ R−{0,1}. Além disso, Ds ̸=
1

1−D
, para

todo s≥ 4. De fato, suponha que Ds =
1

1−D
. Substituindo na expressão (3.48) e usando

(3.44) e (3.45) temos,

rs = Dsr1 +(1−Ds)r2

rs =
1

1−D
r1 +

(
1− 1

1−D

)
r2

rs =
−(D−1) f32 +D f23−a+D∑s≥4 f2s− (D−1)∑s≥4 f3s

−(D−1)
+

+
D

(D−1)

(
(D−1)

D
f31 +

1
D
(D f23−a)+ ∑

s≥4
f2s

)
rs = f31 + f32 + ∑

s≥4
f3s

rs = r3.

Então, ks = k3 o que é uma contradição, pois Mn possui n curvaturas principais distintas.

Portanto, Ds ̸=
1

1−D
, para todo s≥ 4.

Temos também a condição que Ds ̸= Dt , para t ≥ 4, com t ̸= s, uma vez que rs ̸= rt , t ̸= s.

Agora, diferenciando (3.44) e (3.45) com relação a s, para s≥ 4, lembrando fi j(u j) é uma
função diferenciável que depende de u j, a = a1 dada por (3.41) e D = L132 são constantes,
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temos

r1,s =−(D−1) f32,s +D f23,s−a,s +D ∑
s≥4

f2s,s− (D−1) ∑
s≥4

f3s,s

r1,s = D f2s,s− (D−1) f3s,s.

e

r2,s =
(D−1)

D
f31,s + f23,s−

a,s
D

+ ∑
s≥4

f2s,s

r2,s = f2s,s.

(3.49)

Como rs não depende de us, para s≥ 4, segue de (3.48) e de (3.49) que

0 = rs,s

= Dsr1,s + r2,s−Dsr2,s

= Ds(D f2s,s− (D−1) f3s,s)+ f2s,s−Ds f2,s

= DsD f2s,s−Ds(D−1) f3s,s +(1−Ds) f2,s

= (DsD+1−Ds) f2s,s−Ds(D−1) f3s,s

= Ds

[(
D−1+

1
Ds

)
f2s,s− (D−1) f3s,s

]
.

Como Ds ̸= 0 temos, (
D−1+

1
Ds

)
f2s,s− (D−1) f3s,s = 0,

donde segue que

(D−1) f3s =

(
D−1+

1
Ds

)
f2s−bs,

isto é,

f3s =

(
1+

1
Ds(D−1)

)
f2s−

bs

(D−1)
, (3.50)

onde bs é constante.
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Introduzindo as seguintes funções

h1(u1) = f31(u1),

h2(u2) = f32(u2)−∑
s≥4

bs

(D−1)
,

h3(u3) = D f23(u3)−a, (3.51)

hs(us) = f2s(us), s≥ 4.

Novamente, com a finalidade de simplificar a notação, omitiremos as variáveis (u1,u2, . . .un).
Substituindo (3.50) e (3.51) em (3.44) temos,

r1 = −(D−1) f32 +D f23−a+D ∑
s≥4

f2s− (D−1) ∑
s≥4

f3s

r1 = −(D−1)

(
h2 + ∑

s≥4

bs

(D−1)

)
+h3 +D ∑

s≥4
hs− (D−1) ∑

s≥4

[
f2s +

f2s

Ds(D−1)
− bs

(D−1)

]

r1 = −(D−1)

(
h2 + ∑

s≥4

bs

(D−1)

)
+h3 +D ∑

s≥4
hs− (D−1) ∑

s≥4
hs−

1
Ds

∑
s≥4

hs + ∑
s≥4

bs.

Portanto,

r1 =−(D−1)h2 +h3 + ∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs. (3.52)

Substituindo (3.51) em (3.45), obtemos

r2 =
(D−1)

D
f31 +

1
D
(D f23−a)+ ∑

s≥4
f2s

r2 =
(D−1)

D
h1 +

1
D

h3 + ∑
s≥4

hs. (3.53)

Substituindo (3.50) e (3.51) em (3.47) temos,

r3 = f31 + f32 + ∑
s≥4

f3s

r3 = h1 +h2 + ∑
s≥4

bs

(D−1)
+ ∑

s≥4

(
f2s +

1
Ds(D−1)

f2s−
bs

(D−1)

)
.

Logo,

r3 = h1 +h2 + ∑
s≥4

(
1+

1
Ds(D−1)

)
hs. (3.54)
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Portanto, das equações (3.48), (3.52), (3.53) e (3.54) temos que as equações (3.31) são
satisfeitas. Por fim, fazendo a diferença entre as equações (3.48), (3.52), (3.53) e (3.54)
temos as seguintes relações entre os raios de curvatura,

r2− r1 =
(D−1)

D
H, r3− r1 = H,

r2− r3 =
−1
D

H, rs− r1 =
−(Ds−1)(D−1)

D
H,

r2− rs =
Ds(D−1)H

D
, r3− rs =

(1+DsD−Ds)H
D

,

rs− rt =
−(Ds−Dt)(D−1)H

D
, paras, t ≥ 4 com t ̸= s,

(3.55)

onde

H = h1 +Dh2−h3 + ∑
s≥4

(
D

Ds(D−1)

)
hs. (3.56)

Note que H ̸= 0, pois caso contrário teríamos r3 = r1⇒ k3 = k1, o que não ocorre.

Reciprocamente, se os raios de curvatura são dados por (3.31) então a diferença dessas
funções é dada por (3.55) em termos das constantes D, Ds e da função H dada por (3.56).

Além disso, pelas diferenças dadas em (3.55) temos,

r1− r3

r2− r3
= H

D
H

= D,

rs− r2

r1− r2
=

Ds(D−1)H
D

D
(D−1)H

= Ds.

(3.57)

Portanto, por (3.17) segue que

D =
r1− r3

r2− r3
= L132 e Ds =

rs− r2

r1− r2
= Ls21, (3.58)

isto é, as curvaturas de Laguerre L132 e Ls21 são iguais as constantes D e Ds, respectivamente.
Logo, L132 e Ls21 são constantes. Como qualquer curvatura de Laguerre é obtida a partir de
L132 e Ls21, usando as relações (3.19) e (3.20), segue que todas as curvaturas de Laguerre
são constantes.
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A próxima proposição caracteriza as hipersuperfícies de Dupin com curvatura de Laguerre
constante em termos dos símbolos de Christoffel.

Proposição 14. Seja Mn ⊂Rn+1, com n≥ 3, uma hipersuperfície própria de Dupin parame-
trizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais ki, 1≤ i≤ n, distintas
que não se anulam. As curvaturas de Laguerre de Mn são constantes se, e somente se,

riΓ
i
ik = r jΓ

j
jk para i, j,k distintos, (3.59)

onde ri =
1
ki

é o raio de curvatura de Mn.

Demonstração. Suponha que as curvaturas de Laguerre de Mn são constantes. Pela expressão
(3.9) temos,

r jΓ
j
jk− riΓ

i
ik =

r jr j,krk

(rk− r j)r j
−

riri,krk

(rk− ri)ri
= rk

(
r j,k

(rk− r j)
−

ri,k

(rk− ri)

)
. (3.60)

Por outro lado, diferenciando (3.17) com relação a uk e lembrando que Mn é de Dupin temos,(
Lik j

)
,k
=

(
ri− rk

r j− rk

)
,k
=

ri,k

(r j− rk)
−

(ri− rk)r j,k

(r j− rk)2 . (3.61)

Logo, segue de (3.17), (3.60) e (3.61) que

(logLik j),k =
1
Lik j (L

ik j),k =

(
r j− rk

ri− rk

)(
ri,k

(r j− rk)
−

(ri− rk)r j,k

(r j− rk)2

)
=

1
rk
(r jΓ

j
jk− riΓ

i
ik). (3.62)

Como as curvaturas de Laguerre são constantes, (Lik j),k = 0. Portanto, concluímos de (3.62)
que r jΓ

j
jk = riΓ

i
ik, para i, j,k distintos.

Reciprocamente, suponha que r jΓ
j
jk = riΓ

i
ik, para i, j,k distintos. Por (3.62) temos,

1
Lik j (L

ik j),k =
1
rk
(r jΓ

j
jk− riΓ

i
ik) =

1
rk
(r jΓ

j
jk− r jΓ

j
jk) = 0, (3.63)

isto é, (Lik j),k = 0. Então, pelas relações (3.19) temos,

Lik j = 1−Li jk

L jik = 1− 1
Lik j .

(3.64)
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Diferenciando (3.64) com relação a uk e usando que (Lik j),k = 0 obtemos,

−(Li jk),k = (Lik j),k = 0

(L jik),k =
(Lik j),k
(Lik j)2 = 0.

Analogamente, reordenando os índices da expressão (3.63) temos,

(L jik),i = 0, (Li jk), j = 0.

Então, diferenciando (3.64) em relação a ui e u j e usando que (L jik),i = 0 e (Li jk), j = 0
obtemos

(Lik j),i = 0, (Li jk),i = 0,

(Lik j), j = 0, (L jik), j = 0.

Logo, Li jk não depende de ui, u j e uk. Se n = 3, então todas as curvaturas de Laguerre são
constantes. Se n ≥ 4, seja s qualquer índice distinto de i, j,k, segue da relação (3.20) que
Lik j = LiksLsk j. Como Liks e Lsk j não dependem de us, então Lik j não depende de us para
todo s distinto de i, j,k. Portanto, Lik j é constante.

O lema seguinte será usado para provar o resultado principal desta seção.

Lema 19. Seja x : U ⊂ Rn → Rn+1, com n ≥ 3, uma hipersuperfície própria de Dupin
parametrizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais ki, 1≤ i≤ n,
distintas que não se anulam. Se todas as curvaturas de Laguerre são constantes então,

√
gii

(
1−

r j

ri

)
= G ji(ui) = L jikGki(ui) para i, j,k distintos, (3.65)

onde ri =
1
ki

e G ji(ui) são funções diferenciável de ui que não nulas.

Demonstração. Pelas equações (3.7) e (3.16) temos que

∂

∂u j
ln(
√

gii | ki− k j |) =
1

√
gii(ki− k j)

(
√

gii(ki− k j)), j

=
1

√
gii(ki− k j)

[
gii, j(ki− k j)

2
√

gii
+
√

gii(ki, j− k j, j)

]
= Γ

i
i j−Γ

i
i j = 0, ∀i ̸= j.
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Assim,
√

gii(k j− ki) = Fji(û j), (3.66)

onde Fji(û j) é independente de u j. Como k j =
1
r j

, obtemos,

Fji(û j) =
√

gii(k j− ki) =
√

gii

(
ri− r j

rir j

)
,

Fki(ûk) =
√

gii(kk− ki) =
√

gii

(
ri− rk

rirk

)
, ∀ i, j,k, distintos.

(3.67)

De (3.67) temos,

Fji(û j) =
√

gii

(
ri− r j

rir j

)
⇒√gii = Fji(û j)

rir j

(ri− r j)
,

Fki(ûk) =
√

gii

(
ri− rk

rirk

)
⇒√gii = Fki(ûk)

rirk

(ri− rk)
.

Logo,

Fji(û j)
rir j

(ri− r j)
= Fki(ûk)

rirk

(ri− rk)
,

ou seja,
r jFji(û j) = L jikrkFki(ûk), ∀i, j,k distintos. (3.68)

Por hipótese, todas as curvaturas de Laguerre são constantes. Como rkFki(ûk) não depende
de uk, pela igualdade (3.68) temos que r jFji(û j) também não depende de uk, onde k é distinto
de i e j. Então, r jFji(û j), que já não dependia de u j, também não depende de uk. Logo,
r jFji(û j) depende apenas de ui. Definindo G ji = r jFji segue das expressões (3.66) e (3.68),
que

√
gii(ri− r j) = riFji(û j)r j = L jikrkFki(ûk)ri⇒

√
gii

(
1−

r j

ri

)
= G ji(ui) = L jikGki(ui),

para i, j,k distintos.

Com o propósito de provar o próximo resultado, relembramos as equações de Gauss e
Codazzi para uma hipersuperfície parametrizada por linhas de curvatura, cuja curvaturas
principais são funções ki. Vamos reescrever as equações de Gauss e Codazzi dadas em (3.29)
e (3.30) no contexto de formas diferenciais.
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Primeiramente, apresentamos uma sucinta observação sobre imersões no espaço Euclidi-
ado Rn+1.

Considere x : Mn → Rn+1 uma hipersuperfície e p ∈ Mn. Seja {e1, . . . ,en,en+1} um
referencial ortonormal móvel em uma vizinhança V ⊂ Rn+1 de x(p) adaptado a x. Como a
forma dual ωn+1 = 0, pela equação de estrutura temos,

0 = dωn+1 = ∑
i

ωi∧ωi(n+1).

Então, pelo Lema de Cartan, existem funções hn+1
i j , com hi j = h ji, tal que

ωi(n+1) = ∑
i

hn+1
i j ωi. (3.69)

A forma quadrática IIn+1 = ∑
i, j

hi jωiω j é chamada segunda forma fundamental com relação

a en+1. Sendo IIn+1 uma forma quadrática, fica associado um operador auto-adjunto −An+1

tal que a matriz de An+1 nesse referencial adaptado é dada por (−hn+1
i j ).

Considere agora, um referencial adaptado de direções principais, isto é, {ei}n
i=1 são os

autovetores associados ao operador−An+1. Como hn+1
i j são as componentes da matriz−An+1

temos,
hn+1

ii = ki e hn+1
i j = 0, i ̸= j. (3.70)

Logo, por (3.69) e (3.70) temos, ωi(n+1) = kiωi.

Vamos agora determinar a forma dual ωi e a forma de conexão ωi j para a métrica (3.1), dada
por ⟨xi,x j⟩= δi jgii. Primeiramente, escolha o referencial

ei =
1
√

gii
x,i. (3.71)

Dado o referencial móvel (3.71), consideramos a forma dual ωi associada a {ei}n
i=1, onde ωi

são 1- forma, ou seja, ωi = adui tais que ωi(e j) = δi j. Assim, obtemos

1 = ωi(ei) = adui(
1
√

gii
x,i) = a

1
√

gii
.

Logo,
ωi =

√
giidui. (3.72)
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Vamos determinar a forma de conexão ωi j. Tomando a derivada exterior da expressão (3.72)
temos,

dωi = d(
√

gii)∧dui

=
1

2
√

gii
∑

j

∂gii

∂u j
du j∧dui

= −∑
j

1
2
√

gii
√g j j

gii, jdui∧
√

g j jdu j

= −∑
j
ℓ jidui∧

√
g j jdu j

= ∑
j
(ℓi jdu j− ℓ jidui)∧

√
g j jdu j

= ∑
j
(ℓi jdu j− ℓ jidui)∧ω j.

Então,
ωi j = ℓi jdu j− ℓ jidui,

onde

ℓi j =
1
√

gii

∂
√g j j

∂ui
. (3.73)

No que segue, vamos reescrever a equação de Codazzi dada em (3.29) e a equação de
Gauss (3.30) no contexto de formas diferenciais.
Primeiramente, reescrevendo a equação de Codazzi dada em (3.29) e usando a definição de
raio de curvatura temos,

ri, jr j

(r j− ri)ri
=

gii, j

2gii
⇒

(
1
ki

)
, j

(
(ki)

2

(ki− k j)

)
=

∂

∂u j
(ln
√

gii).

Logo,
∂ki

∂u j
+(ki− k j)

∂ ln(
√

gii)

∂u j
= 0, ∀ i ̸= j. (3.74)

Em (3.30) a equação de Gauss é dada por,

kik j +
A ji

gii
+

Ai j

g j j
+ ∑

k ̸=i ̸= j

Γi
ikΓ

j
jk

gkk
= 0, (3.75)

onde i ̸= j e A ji = Γ
j
ji,i +Γ

j
ji

(
Γ

j
ji−Γ

i
ii

)
.
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Pelas expressões (3.16) e (3.73) seguem os seguintes cálculos,

A ji

gii
=

Γ
j
ji,i +Γ

j
ji

(
Γ

j
ji−Γi

ii

)
gii

=
2g j jg j j,ii−2g2

j j,i

4g2
j jgii

+
g j j,i

2g j jgii

(
g j j,i

2g j j
−

gii,i

2gii

)
=

1
√

gii
√g j j

(
−

g j j,igii,i

4gii
√

gii
√g j j

+
g j j,ii
√g j j

2g j j
√

gii
−

(g j j,i)
2

4g j j
√

gii
√g j j

)
=

1
√

gii
√g j j

(
∂ℓi j

∂ui

)
. (3.76)

Analogamente, temos

Ai j

g j j
=

Γi
i j, j +Γi

i j

(
Γi

i j−Γ
j
j j

)
g j j

=
1

√
gii
√g j j

(
∂ℓ ji

∂u j

)
. (3.77)

Além disso, por (3.16) e (3.73) temos,

∑
k ̸=i̸= j

Γi
ikΓ

j
jk

gkk
= ∑

k ̸=i ̸= j

1
gkk

(
gii,k

2gii

)(
g j j,k

2g j j

)
=

1
√

gii
√g j j

∑
k ̸=i̸= j

ℓkiℓk j. (3.78)

Portanto, substituindo (3.76), (3.77) e (3.78) em (3.30) obtemos,

∂ℓi j

∂ui
+

∂ℓ ji

∂u j
+ ∑

k ̸=i̸= j
ℓkiℓk j + kik j

√
gii
√

g j j = 0, i ̸= j. (3.79)

e
∂ℓ ji

∂uk
− ℓikℓk j = 0, ∀ i, j,k distintos. (3.80)

O Teorema a seguir fornece uma caracterização das hipersuperfícies de Dupin em Rn+1,
n≥ 3, com todas as curvaturas principais distintas e curvaturas de Laguerre constantes, que
admitem uma parametrização por linhas de curvatura, em termos de seus raios de curvatura e
de sua primeira forma fundamental.

Teorema 20. Seja x : U ⊂ Rn→ Rn+1, com n≥ 3, uma hipersuperfície de Dupin própria,
parametrizada por linhas de curvaturas x(u1,u2, . . . ,un), com n curvaturas principais ki,
1≤ i≤ n distintas e não nulas e curvaturas de Laguerre constantes. Então, existem funções
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diferenciáveis Fi(ui), i = 1, . . . ,n com F ′i ̸= 0 e n constantes c̃, C ̸= 0, D e Ds, s≥ 4, quando
n≥ 3 satisfazendo

D,Ds ∈ R−{0,1}, Ds ̸=
1

(1−D)
, Ds ̸= Dt , para s ̸= t, s, t ≥ 4, (3.81)

tal que, a menos de reordenação dos índices, os raios de curvatura ri =
1
ki

são dados por

r1 =
D

4C(D−1)

[
−F2

2 −
(

D−1
D

)
F2

3 + ∑
s≥4

1
(Ds−1)

F2
s

]
−C+ c̃

r2 =
D

4C(D−1)

[
F2

1 −
(

D−1
D2

)
F2

3 + ∑
s≥4

Ds

(Ds−1)2 F2
s

]
− C

D
+ c̃

r3 =
D

4C(D−1)2

[
DF2

1 +F2
2 + ∑

s≥4

DDs−Ds +1
(Ds−1)2 F2

s

]
+ c̃

rs = Dsr1− (Ds−1)r2, para s≥ 4,

(3.82)

onde D = L132, Ds = Ls21 e a métrica diagonal dada por

√
g11 =

−F ′1r1

r2− r1
e
√

g j j =
F ′j r j

r j− r1
, j ≥ 2. (3.83)

Reciprocamente, dadas funções diferenciáveis Fi(ui), i = 1, . . . ,n, ≥ 3, com F ′i ̸= 0 e n
constantes c̃, C ̸= 0, D e Ds, s ≥ 4 satisfazendo (3.81), a menos de movimento rígido,
existe uma única hipersuperfície de Dupin em Rn+1 com curvatura de Laguerre constante
D = L132, Ds = Ls21, parametrizada por linhas de curvatura, cujos raios de curvatura e a
métrica são dadas por (3.82) e (3.83), respectivamente.

Demonstração. Considere x : U ⊂ Rn→ Rn+1, com n ≥ 3, uma hipersuperfície de Dupin
própria parametrizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais ki,
1 ≤ i ≤ n, distintas que não se anulam . Suponha que as curvaturas de Laguerre sejam
constante. Então, pela Proposição 13, a menos de reordenação dos índices, os raios de
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curvatura são dados por,

r1 =
1
k1

=−(D−1)h2 +h3 + ∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs

r2 =
1
k2

=

(
1− 1

D

)
h2 +

1
D

h3 + ∑
s≥4

hs

r3 =
1
k3

= h1 +h2 + ∑
s≥4

(
1+

1
Ds(D−1)

)
hs

rs =
1
ks

= Dsr1 +(1−Ds)r2 para s≥ 4,

(3.84)

onde
D = L132, Ds = Ls21,

satisfazendo

D,Ds ∈ R−{0,1}, Ds ̸=
1

(1−D)
, Ds ̸= Dt , para s ̸= t, s, t ≥ 4,

e hi(ui) para i = 1, . . . ,n são funções diferenciáveis tais que

H = h1 +Dh2−h3 + ∑
s≥4

(
D

Ds(D−1)

)
hs ̸= 0. (3.85)

Além disso, a diferença entre os raios de curvaturas satisfazem (3.55). Note que as curvaturas
de Laguerre Li jk ∈ R−{0,1}, uma vez que todas as curvaturas principais são distintas e não
nulas. Como as curvaturas de Laguerre são constantes, segue pelo Lema 19

√
gii

(
1−

r j

ri

)
= G ji(ui) = L jikGki(ui) para i, j,k distintos, (3.86)

onde G ji(ui) são funções diferenciável de ui que não se anulam. Defina Fi(ui), onde Fi são
funções diferenciáveis que dependem apenas de ui para i = 1, . . . ,n, como segue,

F ′1(u1) = G21(u1) e F ′j(u j) = G1 j(u j), j ≥ 2. (3.87)

Então, das expressões (3.86) e (3.87) temos a métrica dada em (3.83) como segue,

√
g11

(
1− r2

r1

)
= G21(u1)⇒

√
g11 =−

F ′1(u1)r1

(r2− r1)
, (3.88)
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e
√

g j j

(
1− r1

r j

)
= G1 j(u j)⇒

√
g j j =

F ′j(u j)r j

(r j− r1)
, j ≥ 2. (3.89)

A fim de utilizar a equação de Gauss dada em (3.79), queremos obter expressões para ℓi j

definidas por (3.73) em termos das funções Hi, F ′i e dos raios de curvatura. De acordo com
as expressões obtidas em (3.55), temos que r j− ri são múltiplos de H, consequentemente
podemos escrever ln(H),i = (ln(r j− ri))i. Então,

ln(H),i = (ln(r j− ri))i

H,i

H
=

(r j− ri),i
(r j− ri)

H,i

H
=

r j,i

(r j− ri)
.

Logo,

r j,i =
H,i

H
(r j− ri), i ̸= j. (3.90)

Segue de (3.73) e (3.83) que se i ̸= j e i, j ≥ 2 temos,

ℓi j =
1
√

gii

∂
√g j j

∂ui

ℓi j =

(
(F ′j r j,i)(r j− r1)− (F ′j r j)(r j,i− r1,i)

(r j− r1)2

)
(ri− r1)

F ′i ri

ℓi j =
F ′j(ri− r1)

F ′i ri(r j− r1)2 (−r j,ir1 + r1,ir j). (3.91)

Substituindo (3.90) em (3.91),

ℓi j =
F ′j(ri− r1)

F ′i ri(r j− r1)2 (−r j,ir1 + r1,ir j)

ℓi j =
F ′j(ri− r1)

F ′i ri(r j− r1)2

(
−

H,i

H
(r j− ri)r1 + r1,ir j

)
ℓi j =

F ′j(ri− r1)

F ′i ri(r j− r1)2

(
−

H,ir1r j

H
+

H,ir1ri

H
−

H,ir j

H
(ri− r1)

)
ℓi j =

F ′j
F ′i

(
−rir1r jH,i + r2

i r1H,i + r2
1r jH,i− r2

1riH,i

ri(r j− r1)2H
−

H,ir j

Hri(r j− r1)2 (ri− r1)
2
)

ℓi j =
F ′j
F ′i

(
H,i

H(r j− r1)2

[
−rir1r j + r2

i r1 + r2
1r j− r2

1ri− r j(r1− ri)
2

ri

])
. (3.92)
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Agora, note que

−rir1r j + r2
i r1 + r2

1r j− r2
1ri− r j(r1− ri)

2

ri
=

r j[−rir1 + r2
1− (r1− ri)

2]− r1(r1ri− r2
i )

ri

=
r j[(r1− ri)(r1− (r1− ri))]− r1(ri(r1− ri))

ri

=
r j(r1− ri)ri− r1ri(r1− ri)

ri
= (r1− ri)(r j− r1). (3.93)

Logo, substituindo (3.93) em (3.92) temos,

ℓi j =
F ′j H,i

F ′i H(r j− r1)2 (r1− ri)(r j− r1) =
−F ′j H,i(ri− r1)

F ′i H(r j− r1)
, i ̸= j, i, j ≥ 2. (3.94)

Analogamente, utilizando as expressões (3.73), (3.83) e (3.90) obtemos,

ℓ1 j =
F ′j H,1(r2− r1)

F ′1H(r j− r1)
, ℓ j1 =

F ′1H, j(r j− r1)

F ′j H(r2− r1)
, j ≥ 2. (3.95)

Note que as expressões de ℓi j para o caso i = 1 e j = 1 foram obtidas separadamente pois se
i = 1 em (3.94) temos ℓ1 j = 0 e se j = 1, trocando i por j em (3.94), temos ℓ j1 = 0.

No que segue, como a equação de Gauss (3.30) é válida, podemos reescrever a equação
de Gauss utilizando as equações (3.94) e (3.95) como segue.

Primeiro, considere i = 1 e j = 2. Por (3.95) temos,

ℓ12 =
F ′2H,1

F ′1H
, ℓ21 =

F ′1H,2

F ′2H
. (3.96)

Diferenciando ℓ12 e ℓ21, dadas em (3.96), com relação a u1 e u2, respectivamente temos

∂ℓ12

∂u1
=

F ′2
F ′1H

∂H,1

∂u1
−

F ′2H,1F ′′1
(F ′1)

2H
−

F ′2(H,1)
2

F ′1H2 ,

∂ℓ21

∂u2
=

F ′1
F ′2H

∂H,2

∂u2
−

F ′1H,2F ′′2
(F ′2)

2H
−

F ′1(H,2)
2

F ′2H2 .

(3.97)

Temos ainda,

ℓk1ℓk2 =
−F ′1F ′2(H,k)

2(rk− r1)
2

(F ′k)
2H2(r2− r1)2 . (3.98)
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Por (3.83), obtemos

k1k2
√

g11
√

g22 =
−F ′1F ′2

(r2− r1)2 . (3.99)

Então, pelas expressões (3.79) e (3.97) a (3.99) temos que a equação de Gauss se reduz a,

0 =
∂ℓ12

∂u1
+

∂ℓ21

∂u2
+ ∑

k ̸=i,k ̸= j
ℓk1ℓk2 + k1k2

√
g11
√

g22

0 =
F ′2
H

(
∂

∂u1

(
H,1

F ′1

))
+

F ′1
H

(
∂

∂u2

(
H,2

F ′2

))
− ∑

k ̸=i,k ̸= j

F ′1F ′2(H,k)
2(rk− r1)

2

(F ′k)
2H2(r2− r1)2 −

F ′2(H,1)
2

F ′1H2

−
F ′1(H,2)

2

F ′2H2 −
F ′1F ′2

(r2− r1)2 . (3.100)

Multiplicando a expressão (3.100) por
(r2− r1)

2H2

F ′1F ′2
obtemos,

0 = (r2− r1)
2
[

H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)]
−Q,

onde

Q = (r2− r1)
2
(

H,1

F ′1

)2

+ ∑
k≥2

(
H,k

F ′k

)2

(rk− r1)
2 +H2. (3.101)

De maneira análoga, considerando i = 1 e j ≥ 3 e substituindo as expressões (3.83), (3.94) e
(3.95) na equação de Gauss (3.79) temos,

(r2− r1)
2 H

F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+(r j− r1)

2 H
F ′j

∂

∂u j

(
H, j

F ′j

)
−Q = 0, (3.102)

onde Q é dado por (3.101). Considerando i≥ 2 e j ≥ 3, i ̸= j, e fazendo os mesmos cálculos
para obter as equações (3.101) e (3.102), temos

(ri− r1)
2 H

F ′i

∂

∂ui

(
H,i

F ′i

)
+(r j− r1)

2 H
F ′j

∂

∂u j

(
H, j

F ′j

)
−Q = 0, (3.103)
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onde Q é dado por (3.101). Subtraindo (3.101) de (3.102), com j = 3 e usando (3.55), segue
que existe uma constante tal que,

0 = (r2− r1)
2
[

H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)]
−Q

− (r2− r1)
2 H

F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
− (r3− r1)

2 H
F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
+Q

0 = (r2− r1)
2 H

F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
− (r3− r1)

2 H
F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
0 =

(D−1)2H2

D2
H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
−H2 H

F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
.

Logo,
(D−1)2

D2F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
= A, (3.104)

1
F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
= A. (3.105)

Subtraindo (3.101) de (3.103), com i = 2, j = 3 e usando (3.55) segue que,

0 = (r2− r1)
2
[

H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)]
−Q

− (r2− r1)
2 H

F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
− (r3− r1)

2 H
F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
+Q

0 = (r2− r1)
2 H

F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
− (r3− r1)

2 H
F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
0 =

(D−1)2H2

D2
H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
−H2 H

F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
. (3.106)

Então, utilizando (3.105) em (3.106) obtemos,

(D−1)2

D2F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
=

1
F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
(D−1)2

D2F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
= A. (3.107)
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Subtraindo (3.101) de (3.102), com s = j ≥ 4 e usando (3.55), temos

0 = (r2− r1)
2
[

H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)]
−Q

− (r2− r1)
2 H

F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
− (rs− r1)

2 H
F ′s

∂

∂us

(
H,s

F ′s

)
+Q

0 = (r2− r1)
2 H

F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
− (rs− r1)

2 H
F ′s

∂

∂us

(
H,s

F ′s

)
0 =

(D−1)2H2

D2
H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
−
(
−(Ds−1)(D−1)H

D

)2 H
F ′s

∂

∂us

(
H,s

F ′s

)
.(3.108)

Logo, usando (3.104) em (3.108) temos,

(D−1)2

D2F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
=
−(Ds−1)2(D−1)2

D2F ′s

∂

∂us

(
H,s

F ′s

)
−(Ds−1)2(D−1)2

D2F ′s

∂

∂us

(
H,s

F ′s

)
= A. (3.109)

Note que A ̸= 0. De fato, suponha que A = 0. Por (3.55), (3.101), (3.104) e (3.107) temos,

(r2− r1)
2
[

H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)]
−Q = 0

(D−1)2H3

D2F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

(D−1)2H3

D2F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
−Q = 0

H3A+H3A−Q = 0

Q = 0.
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Então,

0 = Q = (r2− r1)
2
(

H,1

F ′1

)2

+ ∑
k≥2

(
H,k

F ′k

)2

(rk− r1)
2 +H2.

0 =

(
H,1

F ′1

)2 (D−1)2

D2 H2 +

(
H,2

F ′2

)2 (D−1)2

D2 H2 +

(
H,3

F ′3

)2

H2 +

+ ∑
s≥4

(
H,s

F ′s

)2 (D−1)2(Ds−1)2

D2 H2 +H2

0 = H2((H,1

F ′1

)2 (D−1)2

D2 +

(
H,2

F ′2

)2 (D−1)2

D2 +

(
H,3

F ′3

)2

+ ∑
s≥4

(
H,s

F ′s

)2 (D−1)2(Ds−1)2

D2 +1
)
.

Logo, H = 0, o que é uma contradição. Portanto, A ̸= 0.

Integrando as equações (3.104), (3.105), (3.107) e (3.109) com relação a u2, u3, u1, e us

s≥ 4, respectivamente obtemos,

(D−1)2

D2F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)
= A⇒ H,2 =

AD2

(D−1)2 F2F ′2 +b2F ′2,

1
F ′3

∂

∂u3

(
H,3

F ′3

)
= A⇒ H,3 = AF3F ′3 +b3F ′3,

(D−1)2

D2F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
= A⇒ H,1 =

AD2

(D−1)2 F1F ′1 +b1F ′1,

(Ds−1)2(D−1)2

D2F ′s

∂

∂us

(
H,s

F ′s

)
= A⇒ H,s =

AD2

(Ds−1)2(D−1)2 FsF ′s +bsF ′s ,

(3.110)

onde bi ∈ R. Agora, considere as seguintes constantes não nulas,

A1 =
D2

2(D−1)2 , A2 =
D

2(D−1)2 ,

A3 =
−1
2
, As =

DDs

2(D−1)(Ds−1)2 s≥ 4.

(3.111)
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No que segue, vamos obter uma expressão hi, i = 1, . . . ,n em termos da função Fi e das
constantes A, bi e Ai. Temos que H é dada por,

H = h1 +Dh2−h3 + ∑
s≥4

D
Ds(D−1)

hs. (3.112)

Derivando (3.112) com relação a u1 e utilizando (3.110) e (3.111) temos,

h′1 = H,1 =
AD2

(D−1)2 F1F ′1 +b1F ′1 =
AD2

2(D−1)2 (F
2
1 )
′+b1F ′1 = AA1(F2

1 )
′+b1F ′1,

isto é,
h′1 = AA1(F2

1 )
′+b1F ′1. (3.113)

Integrando a equação (3.113) com relação a u1 obtemos,

h1 = AA1(F1)
2 +b1F1 + c1,

onde c1 ∈ R.

Derivando (3.112) com relação a u2 e utilizando (3.110) e (3.111) temos,

Dh′2 = H,2 =
AD2

(D−1)2 F2F ′2 +b2F ′2⇒ h′2 =
AD

(D−1)2 F2F ′2 +b2F ′2,

então,
h′2 = AA2(F2

2 )
′+b2F ′2. (3.114)

Integrando (3.114) com relação a u2,

h2 = AA2(F2)
2 +b2F2 + c2,

onde c2 ∈ R.

Analogamente derivando (3.112) com relação a u3 e us, s≥ 4 e utilizando as expressões
(3.110) e (3.111) obtemos,

h3 = AA3(F3)
2 +b3F3 + c3, e hs = AAs(Fs)

2 +bsFs + cs, s≥ 4,

onde c3,cs ∈ R. Portanto, podemos reescrever as expressões anteriores de maneira geral
como sendo,

hi = AAi(Fi)
2 +biFi + ci, (3.115)
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onde ci ∈ R. Como a métrica gii é dada, por (3.83), em termos das derivadas de Fi e A ̸= 0
podemos considerar, sem perda de generalidade, bi = 0, isto é,

hi = AAi(Fi)
2 + ci, ci ∈ R. (3.116)

Com a finalidade de simplificar a notação, denote

Ti = δi1A1 +δi2DA2−δi3A3 +δis ∑
s≥4

DAs

Ds(D−1)
, i = 1, . . . ,n, (3.117)

onde δi j é o delta de Kronecker. Então, por (3.55), (3.111) e (3.117) temos,

T1(r2− r1)
2 = A1

(D−1)2H2

D2 =
D2

2(D−1)2
(D−1)2H2

D2 =
H2

2
, i ̸= 1. (3.118)

Além disso, por (3.117) segue que,

n

∑
i=1

hiTi

Ai
=

h1T1

A1
+

h2T2

A2
+

h3T3

A3
+

h4T4

A4
+ · · ·+ hnTn

An

=
h1A1

A1
+

h2DA2

A2
− h3A3

A3
+

h4DA4

(Ds(D−1))A4
+ · · ·+ hnDAn

Dn(D−1)An

= h1 +Dh2−h3 + ∑
s≥4

hsD
Dn(D−1)

,

ou seja,
n

∑
i

hiTi

Ai
= H. (3.119)

Derivando (3.116) em relação a ui e usando (3.117), temos para todo i,

H,i = h′i = 2AAiFiF ′i ⇒
H,i

F ′i
= 2AFiTi. (3.120)

Portanto, a partir de (3.118) e (3.120), reescrevemos a expressão de Q dada em (3.101) como
segue,

Q = (r2− r1)
2
(

H,1

F ′1

)2

+ ∑
k≥2

(
H,k

F ′k

)2

(rk− r1)
2 +H2

Q = (2AF1T1)
2(r2− r1)

2 + ∑
k≥2

(2AFkTk)
2(rk− r1)

2 +H2

Q = 2A2H2
n

∑
i=1

F2
i Ti +H2. (3.121)
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Segue de (3.55), (3.101), (3.104), (3.107), (3.116) e (3.121) que,

0 = (r2− r1)
2
[

H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)]
−Q

0 = (r2− r1)
2
[

H
F ′1

∂

∂u1

(
H,1

F ′1

)
+

H
F ′2

∂

∂u2

(
H,2

F ′2

)]
−2A2H2

n

∑
i

F2
i Ti−H2

0 = 2AH3−2A2H2
n

∑
i

F2
i Ti−H2

0 = 2AH3−2AH2
n

∑
i

(
(hi− ci)

Ai

)
Ti−H2. (3.122)

Note que, por (3.117) temos

n

∑
i=1

ciTi

Ai
=

c1T1

A1
+

c2T2

A2
+

c3T3

A3
+

c4T4

A4
+ · · ·+ cnTn

An

= c1 +Dc2− c3 + ∑
s≥4

csD
Ds(D−1)

.

Logo, denotamos

C := c1 +Dc2− c3 + ∑
s≥4

csD
Ds(D−1)

=
n

∑
i=1

ciTi

Ai
. (3.123)

Usando as expressões dadas em (3.119), (3.122) e (3.123) temos,

2AH3−2AH2

(
n

∑
i

hiTi

Ai
−

n

∑
i

ciTi

Ai

)
−H2 = 0 (3.124)

2AH3−2AH2 (H−C)−H2 = 0. (3.125)

Então,

A =
1

2C
,

isto é, C ≠ 0. Logo, reescrevendo (3.116) temos,

hi = AAi(Fi)
2 + ci⇒ hi =

Ai

2C
(Fi)

2 + ci. (3.126)
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Por fim, vamos obter as expressões dos raios de curvaturas dada em (3.82) a partir das
equações (3.31), (3.111) e (3.126) como segue.

r1 = −(D−1)h2 +h3 + ∑
s≥4

(
1− 1

Ds

)
hs

= −(D−1)
(

A2(F2)
2

2C
+ c2

)
+

A3(F3)
2

2C
+ c3 + ∑

s≥4

(
Ds−1

Ds

)(
As(Fs)

2

2C
+ cs

)
=

−D
4C(D−1)

(F2)
2− c2(D−1)− (F3)

2

4C
+ c3 + ∑

s≥4

D
4C(D−1)(Ds−1)

(Fs)
2 + ∑

s≥4

(Ds−1)
Ds

cs

=
D

4C(D−1)

[
−F2

2 −
(

D−1
D

)
F2

3 + ∑
s≥4

1
(Ds−1)

F2
s

]
− c2(D−1)+ c3 + ∑

s≥4

(Ds−1)
Ds

cs

=
D

4C(D−1)

[
−F2

2 −
(

D−1
D

)
F2

3 + ∑
s≥4

1
(Ds−1)

F2
s

]
−C+ c̃,

r2 =

(
1− 1

D

)
h1 +

1
D

h3 + ∑
s≥4

hs

=

(
(D−1)

D

)(
A1(F1)

2

2C
+ c1

)
+

1
D

(
A3(F3)

2

2C
+ c3

)
+ ∑

s≥4

(
As(Fs)

2

2C
+ cs

)
=

D
4C(D−1)

(F1)
2 +

(D−1)
D

c1−
(F3)

2

4CD
+

c3

D
+ ∑

s≥4

DDs

4C(D−1)(Ds−1)
(Fs)

2 + ∑
s≥4

cs

=
D

4C(D−1)

[
F2

1 −
(

D−1
D2

)
F2

3 + ∑
s≥4

Ds

(Ds−1)
F2

s

]
+

(D−1)
D

c1 +
c3

D
+ ∑

s≥4
cs

=
D

4C(D−1)

[
F2

1 −
(

D−1
D2

)
F2

3 + ∑
s≥4

Ds

(Ds−1)
F2

s

]
− C

D
+ c̃,



3.2 Hipersuperfície de Dupin com curvatura de Laguerre constante 105

r3 = h1 +h2 + ∑
s≥4

(
1+

1
Ds(D−1)

)
hs

=

(
A1(F1)

2

2C
+ c1

)
+

(
A2(F2)

2

2C
+ c2

)
+ ∑

s≥4

(
1+

1
Ds(D−1)

)(
As(Fs)

2

2C
+ cs

)
=

D2

4C(D−1)2 (F1)
2 + c1 +

D(F2)
2

4C(D−1)2 + c2 + ∑
s≥4

(Fs)
2D(Ds(D−1)+1)

4C(D−1)2(Ds−1)2

+ ∑
s≥4

cs

(
1+

1
Ds(D−1)

)

=
D

4C(D−1)2

[
DF2

1 +F2
2 + ∑

s≥4

(DDs−Ds +1)
(Ds−1)2 F2

s

]
+ c1 + c2 + ∑

s≥4
cs

(
1+

1
Ds(D−1)

)

=
D

4C(D−1)2

[
DF2

1 +F2
2 + ∑

s≥4

(DDs−Ds +1)
(Ds−1)2 F2

s

]
+ c̃,

onde

C = c1 +Dc2− c3 + ∑
s≥4

csD
Ds(D−1)

,

c̃ = c1 + c2 + ∑
s≥4

(
1+

1
Ds(D−1)

)
cs.

(3.127)

Além disso, por (3.82) temos,

rs = Dsr1− (Ds−1)r2, para s≥ 4.

Reciprocamente, dadas n funções Fi(ui) tal que F ′i ̸= 0 e n constantes denotadas por C ≠ 0,
c̃ e D, Ds s≥ 4 satisfazendo (3.81), definimos as funções ri como em (3.82), uma métrica

diagonal dada por (3.83) e curvaturas principais dadas por ki =
1
ri

.

Queremos mostrar que, a menos de movimento rígido, existe uma única hipersuperfície
de Dupin própria em Rn+1 com curvaturas de Laguerre constantes D = L132 e Ds = Ls21

onde os raios de curvatura e a métrica satisfazem (3.82) e (3.83). Para isso, vamos verificar
que a equação de Gauss e a equação de Codazzi são satisfeitas. Primeiramente, fazendo a
diferença entre os raios de curvatura dados em (3.82) temos,

r2− r1 =
D

4C(D−1)

[
F2

1 +F2
2 +

F2
3 (D−1)2

D2 + ∑
s≥4

F2
s

1
(Ds−1)2

]
+

(D−1)C
D

=
D

4C(D−1)

n

∑
i=1

F2
i Bi +

(D−1)C
D

=: V, (3.128)
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r3− r1 =
D

(D−1)

[
D

4C(D−1)

(
F2

1 +F2
2 +

F2
3 (D−1)2

D2 + ∑
s≥4

F2
s

1
(Ds−1)2

)
+

(D−1)C
D

]

=
D

(D−1)

[
D

4C(D−1)

n

∑
i=1

F2
i Bi +

(D−1)C
D

]
=

D
(D−1)

V, (3.129)

r3− r2 =
1

(D−1)

[
D

4C(D−1)

(
F2

1 +F2
2 +

F2
3 (D−1)2

D2 + ∑
s≥4

F2
s

1
(Ds−1)2

)
+

(D−1)C
D

]

=
1

(D−1)

[
D

4C(D−1)

n

∑
i=1

F2
i Bi +

(D−1)C
D

]
=

1
(D−1)

V, (3.130)

rs− r1 = Dsr1 +(Ds−1)r2− r1

= −(Ds−1)(r2− r1) =−(Ds−1)V, (3.131)

rs− r2 = Dsr1 +(Ds−1)r2− r2

= −Ds(r2− r1) =−DsV, (3.132)

rs− r3 = Dsr1 +(Ds−1)r2− r3

= −(Ds−1)(r2− r1)− (r3− r2) =−
(

Ds +
1

(D−1)

)
V, (3.133)

rs− rt = Dsr1 +(Ds−1)r2−Dtr1 +(Dt−1)r2

= r1(Ds−Dt)− r2(Ds−Dt)

= (Ds−Dt)(r2− r1) = (Ds−Dt)V, (3.134)

onde,

V =
D

4C(D−1)

n

∑
i=1

F2
i Bi +

(D−1)C
D

(3.135)

e Bi são constantes dadas por

Bi = δil +δi2 +
(D−1)2

D2 δi3 + ∑
s≥4

1
(Ds−1)2 δis. (3.136)
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Diferenciando V com relação a ui, lembrando que D,Ds e C são constantes temos,

V,i =
D

4C(D−1)
2FiF ′i Bi⇒

V,i

F ′i
=

DFiBi

2C(D−1)
, ∀ i = 1, . . . ,n. (3.137)

Além disso,
B1(r2− r1)

2 =V 2, B j(r j− r1)
2 =V 2, ∀ j ̸= 1. (3.138)

Note que, ki− k j =
(r j− ri)

rir j
. Além disso, segue das expressões (3.82) que ri,i = 0, pois

D,Ds,c̃ e C são constantes e Fi(ui) são funções diferenciáveis que dependem apenas de ui,
i = 1, · · · ,n. Vejamos que a equação de Codazzi (3.74) é satisfeita. Por (3.83) temos que

g11 =
(F ′1)

2r2
1

(r2− r1)2 . (3.139)

Diferenciando a equação (3.139) em relação a u j, j ̸= 1 e dividindo por 2g11, obtemos

g11, j

2g11
=

(
2(F ′1)

2r1(r2− r1)
[
r1, j(r2− r1)− r1(r2, j− r1, j)

]
(r2− r1)4

)
(r2− r1)

2

2(F ′1)
2r2

1

=
r1, j(r2− r1)− r1(r2, j− r1, j)

r1(r2− r1)
. (3.140)

Por outro lado, segue das diferenças dos raios de curvatura dadas por (3.128)-(3.134) que
r2− r1

r j− r1
, j ̸= 1 é constante, logo, diferenciando com relação a u j e usando que r j, j = 0,

obtemos

(r2, j− r1, j) =
−(r2− r1)r1, j

(r j− r1)
. (3.141)

Substituindo (3.141) em (3.140), segue que

g11, j

2g11
=

r1, j(r2− r1)− r1(r2, j− r1, j)

r1(r2− r1)

=
r1, j(r2− r1)+ r1, jr1(r2− r1)

r1(r2− r1)(r j− r1)

=
r jr1, j

r1(r j− r1)
(3.142)

Logo, substituindo (3.142) na equação de Codazzi (3.74) obtemos,

∂k1

∂u j
+(k1− k j)

∂ ln
√

g11

∂u j
= −

r1, j

r2
1
+

(
(r j− r1)

r1r j

)(
r jr1, j

r1(r j− r1)

)
= 0 (3.143)
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Então, a equação de Codazzi é satisfeita para i = 1. Para i≥ 2 e j ̸= i, temos

gii =
(F ′i )

2r2
i

(ri− r1)2 . (3.144)

Diferenciando a equação (3.144) em relação a u j, j ̸= 1 e dividindo por 2gii, obtemos

gii, j

2gii
=

(
2(F ′i )

2ri(ri− r1)
[
ri, j(ri− r1)− ri(ri, j− r1, j)

]
(ri− r1)4

)
(ri− r1)

2

2(F ′i )2r2
i

=
ri, j(ri− r1)− ri(ri, j− r1, j)

ri(ri− r1)
. (3.145)

Por outro lado, segue de (3.128)-(3.134) que
r1− ri

r j− ri
é constante, logo, diferenciando com

relação a u j e usando que r j, j = 0, obtemos

(r1, j− ri, j) =
−(r1− ri)ri, j

(r j− ri)
. (3.146)

Substituindo (3.146) em (3.145), segue que

gii, j

2gii
=

ri, j(ri− r1)− ri(ri, j− r1, j)

ri(ri− r1)

=
ri, j(ri− r1)+ ri, jri(r1− ri)

ri(ri− r1)(r j− ri)

=
r jri, j

ri(r j− ri)
(3.147)

Então, usando (3.147) segue que,

∂ki

∂u j
+(ki− k j)

∂ ln
√

gii

∂u j
= −

ri, j

r2
i
+

(
(r j− ri)

rir j

)(
r jri, j

ri(r j− ri)

)
= 0 (3.148)

Logo, a equação de Codazzi é satisfeita para i ̸= 1. Portanto, de (3.143) e (3.148), temos que
a equação de Codazzi esta verificada.

A fim de provar a equação de Gauss, obteremos as expressões de ℓi j em termos das
constantes D, V , Bi, dos raios de curvatura e das funções diferencias Fi. Lembre-se que
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ℓi j =
1
√

gii

∂
√g j j

∂ui
, então, usando (3.83) para i, j ≥ 2, i ̸= j temos,

ℓi j =
1
√

gii

∂
√g j j

∂ui

=
1
√

gii

g j j,i

2√g j j

=

(
2(F ′j)

2r j(r j− r1)
[
r j,i(r j− r1)− r j(r j,i− r1, j)

]
(r j− r1)4

)
(r j− r1)(ri− r1)

2F ′j r jF ′i ri

=
−F ′j

(
r j,ir1− r1,ir j

)
(ri− r1)

F ′i ri(r j− r1)2 . (3.149)

Segue de (3.128)-(3.134) que
r j− r1

ri− r1
é constante , então diferenciando com relação a ui

0 =
(r j,i− r1,i)(ri− r1)+(r j− r1)r1,i

(ri− r1)2

0 = r j,ir1− r1,ir j− r j,iri + r1,iri⇒ r j,ir1− r1,ir j =−ri(r1,i− r j,i). (3.150)

Substituindo (3.150) em (3.149) e usando (3.137) e (3.138) segue,

ℓi j =
−F ′j

(
r j,ir1− r1,ir j

)
(ri− r1)

F ′i ri(r j− r1)2

=
F ′j
(
(r1,i− r j,i)

)
(ri− r1)

F ′i (r j− r1)2

= −
F ′jVVi(ri− r1)

F ′i B j(r j− r1)2(r j− r1)

= −
F ′j DFiBi(ri− r1)

2C(D−1)V (r j− r1)
, i ̸= j i, j ≥ 2. (3.151)

Analogamente, para i = 1 e j ≥ 2 obtemos,

ℓ1 j =
1
√

g11

∂
√g j j

∂u1

=
1
√

g11

g j j,1

2√g j j

=
F ′j r j,1(r2− r1)

F ′1(r j− r1)2 .
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Usando (3.137) e (3.138) em (3.152) temos,

ℓ1 j =
F ′j r j,1(r2− r1)

F ′1(r j− r1)2

=
F ′jVV1(r2− r1)

F ′1B j(r j− r1)2(r j− r1)

=
F ′j DF1B1(r2− r1)

2C(D−1)V (r j− r1)
, j ≥ 2. (3.152)

Analogamente, obtemos

ℓ j1 =
F ′j DF1B j(r j− r1)

2C(D−1)V (r2− r1)
, j ≥ 2. (3.153)

Vamos agora provar que a equação (3.79) é satisfeita para i ̸= j e i, j ≥ 2. Diferenciando
(3.151) com relação a ui e usando (3.137) e o fato do quociente da diferença dos raios de
curvatura ser constante temos,

∂ℓi j

∂ui
=

−DF ′j Bi(ri− r1)F ′i
2C(D−1)V (r j− r1)

+
DF ′j Bi(ri− r1)FiV,i

2C(D−1)V 2(r j− r1)

=
−DF ′j Bi(ri− r1)F ′i

2C(D−1)V (r j− r1)
+

DF ′j Bi(ri− r1)FiDF ′i FiBi

4C2(D−1)2V 2(r j− r1)

=
−F ′i F ′j Bi(ri− r1)D

2C(D−1)(r j− r1)

[
1
V
− DF2

i Bi

2C(D−1)V 2

]
. (3.154)

Novamente por (3.151) e (3.138) segue que,

∑
k ̸=i ̸= j

ℓkiℓk j =
D2F ′j F

′
i BkBk(rk− r1)

2F2
k

4C2(D−1)2V 2(r j− r1)(ri− r1)

=
D2F ′j F

′
i

4C2(D−1)2(r j− r1)(ri− r1)
∑

k ̸=ik ̸= j
F2

k Bk. (3.155)
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Substituindo (3.154) e (3.155) em (3.79) obtemos,

∂ℓi j

∂ui
+

∂ℓ ji

∂u j
+ ∑

k ̸=i ̸= j
ℓkiℓk j + kik j

√
gii
√

g j j =
−F ′i F ′j Bi(ri− r1)D

2C(D−1)(r j− r1)

[
1
V
− DF2

i Bi

2C(D−1)V 2

]

−
F ′j F

′
i B j(r j− r1)D

2C(D−1)(ri− r1)

[
1
V
−

DF2
j B j

2C(D−1)V 2

]

+
D2F ′j F

′
i

4C2(D−1)2(r j− r1)(ri− r1)
∑

k ̸=ik ̸= j
F2

k Bk +
F ′i F ′j

(ri− r1)(r j− r1)
. (3.156)

Multiplicando a equação (3.156) por
4C2(D−1)2(r j− r1)(ri− r1)

F ′i F ′j
temos,

4C2(D−1)2(r j− r1)(ri− r1)

F ′i F ′j

(
∂ℓi j

∂ui
+

∂ℓ ji

∂u j
+ ∑

k ̸=i ̸= j
ℓkiℓk j + kik j

√
gii
√

g j j

)
=

−DBi(ri− r1)
22C(D−1)

V
+

D2B2
i (ri− r1)

2F2
i

V 2 −
DB j(r j− r1)

22C(D−1)
V

+
D2B2

j(ri− r1)
2F2

j

V 2

+D2
∑

k ̸=i̸= j
F2

k Bk +4C2(D−1)2.

Agora, utilizando (3.137) e (3.138) na expressão anterior segue

4C2(D−1)2(r j− r1)(ri− r1)

F ′i F ′j

(
∂ℓi j

∂ui
+

∂ℓ ji

∂u j
+ ∑

k ̸=i ̸= j
ℓkiℓk j + kik j

√
gii
√

g j j

)
=

−2DVC(D−1)+D2BiF2
i −2DVC(D−1)+D2B jF2

j +D2
∑

k ̸=i̸= j
F2

k Bk +4C2(D−1)2

= D2
∑

k ̸=i ̸= j
F2

k Bk−4CD(D−1)V +4C2(D−1)2 +D2F2
i Bi +D2F2

j B j

= D2
∑

k ̸=i ̸= j
F2

k Bk−4CD(D−1)

[
D

4C(D−1)∑
i

F2
i Bi +

(D−1)C
D

]

+4C2(D−1)2 +D2F2
i Bi +D2F2

j B j

= D2
∑

k ̸=i ̸= j
F2

k Bk−D2
∑

i
F2

i Bi +DF2
i Bi +D2F2

j B j = 0.
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Como pelas hipóteses,
4C2(D−1)2(r j− r1)(ri− r1)

F ′i F ′j
̸= 0 concluímos,

∂ℓi j

∂ui
+

∂ℓ ji

∂u j
+ ∑

k ̸=i ̸= j
ℓkiℓk j + kik j

√
gii
√

g j j = 0, i ̸= j, i, j ≥ 2. (3.157)

Por cálculos essencialmente análogos, a equação (3.79) é satisfeita quando i = 1 e j ̸= 1. Por
fim, note que a partir das diferenças obtidas entre os raios de curvatura dadas pelas equações
(3.128)-(3.134) temos,

L132 =
r1− r3

r2− r3
=

(
−DV
D−1

)(
−(D−1)

V

)
= D

e

Ls21 =
rs− r2

r1− r2
=

(
DsV
V

)
= Ds

Logo, as equações de Gauss e Codazzi são satisfeitas. Portanto, pelo Teorema Fundamental
das hipersuperfícies de Rn+1 existe, a menos de movimento rígido, uma hipersuperfície de
Dupin parametrizada por linhas de curvatura em Rn+1 com curvaturas de Laguerre constantes,
L132 = D e Ls21 = Ds onde os raios de curvatura e a métrica satisfazem (3.82) e (3.83).

Corolário 21. Uma hipersuperfície de Dupin própria de Rn+1, n ≥ 3, com n curvaturas
principais ki, 1≤ i≤ n, distintas e não nulas e com curvaturas de Laguerre constante, que
admite sistema de coordenadas principal é determinada por n números reais, a saber, (n−2)
curvaturas de Laguerre L132 e Ls21, s = 4, . . . ,n e dois números reais c̃ e C, onde C é não
nulo.

Demonstração. Pelo Teorema 20 temos que qualquer hipersuperfície de Dupin é determinada
por suas primeira e segunda formas fundamentais, onde o raio de curvatura e a métrica são
dados por (3.31) e (3.83), onde Fi(ui) são funções diferenciáveis tais que F ′i ̸= 0. Além
disso, D = L132, Ds = Ls21, s = 4, . . . ,n e c̃, C ≠ 0 são n números reais. Concluímos a prova
mudando cada coordenada independente separadamente, tal que Fi(ui) = ui, i = 1, . . . ,n.

No teorema seguinte mostraremos que a família de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1

dada no Exemplo 13 por (2.40) são as únicas hipersuperfícies de Dupin com curvatura de
Laguerre constante descritas no Corolário 21.

Teorema 22. Qualquer hipersuperfície de Dupin própria de Rn+1, com n curvaturas prin-
cipais distintas e não nulas, que tem sistema de coordenadas principais e curvatura de
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Laguerre constante, é dada por (2.40), a menos de movimento rígido e a menos de mudança
de cada variável independente separadamente.
i) As constantes associadas a esta hipersuperfície são então (n−2) curvaturas de Laguerre

D = L132 =
(b1−b3)b2

(b2−b3)b1
, Ds = Ls21 =

(bs−b2)b1

(b1−b2)bs
, s = 4 . . .n, (3.158)

e duas constantes
C = b1−b3

2b1b3
, c̃ =

1
2b3
− γ. (3.159)

ii) Reciprocamente, dado n constantes c̃, C ̸= 0, D e Ds, s ≥ 4 satisfazendo (3.32), seja
X(0) = (0, . . . ,0,γ) ∈ Rn+1 tal que

(γ + c̃) /∈
[

0,C, C
D
,
[(D−1)Ds +1]C

D

]
. (3.160)

Seja

b1 =
1

2(γ + c̃+C)
, b2 =

D
2[D(γ + c̃)−C]

,

b3 =
1

2(γ + c̃)
, bs =

D
2{D(γ + c̃)−C[Ds(D−1)+1]}

.
(3.161)

Então, a família a 2 parâmetros da hipersuperfície definida por (2.40) tem curvatura de
Laguerre constante D e Ds.

Demonstração. Os raios de curvatura da hipersuperfície (2.40) são dados por ([8])

ri =
Mi

2bi
, onde Mi =

n

∑
j=1

b j(b j−bi)u2
j −2biγ +1, i ̸= j. (3.162)

Como ki =
1
ri

temos

ki =
2bi

Mi
, onde Mi =

n

∑
j=1

b j(b j−bi)u2
j −2biγ +1. (3.163)

Introduzindo a notação

S =
n

∑
j=1

b j(b j−bi)u2
j =

n

∑
j=1

b2
ju

2
j −bi

n

∑
j=1

b ju2
j = S1−biS2, (3.164)



114 Hipersuperfícies de Dupin em Rn+1 com curvatura de Laguerre constante

a expressão de Mi, dada em (3.163), se reduz a Mi = S− 2biγ + 1. Segue de (3.163) e
Mi = S−2biγ +1 que,

kl− ki =
2bl

Ml
− 2bi

Mi

=
2bl(S−2biγ +1)−2bi(S−2blγ +1)

MiMl

=
−2(biS−blS+bi−bl)

MiMl

=
−2(S+1)(bi−bl)

MiMl
. (3.165)

Como b j são distintos e não-nulos, para todo j, as curvaturas principais não se anulam e
terão multiplicidade um. Segue de (3.17) e (3.165) que

Li jl =
(ki− k j)kl

(kl− k j)ki

=

(
4bl(S+1)(b j−bi)

MiMlM j

)(
MiMlM j

4bi(S+1)(b j−bl)

)
=

(b j−bi)bl

(b j−bl)bi
. (3.166)

Como b j, j = 1, . . . ,n são constantes, temos que as curvaturas de Laguerre são todas cons-
tantes. Além disso, por (3.166) temos,

D = L132 =
(b3−b1)b2

(b3−b2)b1
=

(b1−b3)b2

(b2−b3)b1
(3.167)

Ds = Ls21 =
(b2−bs)b1

(b2−b1)bs
=

(bs−b2)b1

(b1−b2)bs
, s = 4, . . . ,n. (3.168)

Logo, as (n−2) curvaturas de Laguerre D = L132 e Ds = Ls21, s = 4, . . . ,n são constantes
associadas a hipersuperfície.

Vamos agora obter as constantes C e c̃. Para isso usaremos o Teorema 20. Note que
estamos nas hipóteses do teorema, pois temos uma hipersuperfície de Dupin própria em
Rn+1 com n curvaturas principais distintas e não nulas e curvaturas de Laguerre constantes.
Primeiramente, vamos calcular as funções Fi, i = 1, . . . ,n dadas no Teorema 20. De (2.40)
segue que

x,i =
[

1− bi(S2 + γ)

S1 +1

][
ei−

2biui

(S1 +1)
(b1u1, . . . ,bnun,−1)

]
,
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onde S1 e S2 são dados em (3.164) e {e1, . . . ,en+1} é base canônica de Rn+1. Logo, usando
(3.163) e (3.164) segue que

gii = ⟨x,i,x,i⟩=
(

Mi

S1 +1

)2

. (3.169)

Substituindo (3.169) em (3.65), obtemos usando (3.162) que

G21 =
√

g11

(
1− r2

r1

)
=

(
M1

S1 +1

)(
1−M2b1

M1b2

)
=

(
1− b1

b2

)
. (3.170)

Como F ′1 = G21, integrando (3.170) em u1, temos

F1 =

(
1− b1

b2

)
u1 +α1,

onde α1 é uma constante real. Para i ̸= 1, segue de (3.65), (3.169) e (3.162) que

G1i =
√

gii

(
1− r1

ri

)
=

(
Mi

S1 +1

)(
1−M1bi

Mib1

)
=

(
1− bi

b1

)
. (3.171)

Como F ′i = G1i, para i ̸= 1, integrando em ui, temos

Fi =

(
1− bi

b1

)
ui +αi,

onde 2≤ i≤ n são constantes reais. Por uma translação no sistema de coordenadas se for
necessário, podemos supor sem perda de generalidade que α1 = · · · = αn = 0. Logo, em
geral, temos que

Fi =

(
1− bi

b j

)
ui, (3.172)

onde j = 2, se i = 1 e j = 1, se 2≤ i≤ n.

Pelas expressões (3.82), dadas no Teorema 20, e por (3.162) temos,

M2

2b2
= r2 =

D
4C(D−1)

[
F2

1 −
(

D−1
D2

)
F2

3 + ∑
s≥4

Ds

(Ds−1)2 F2
s

]
− C

D
+ c̃ (3.173)
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Considerando os termos envolvendo u1 em (3.162) e (3.173) e usando a expressão de D dada
em (3.158) temos,

M2

2b2
=

D
4C(D−1)

F2
1 ⇒

b1(b1−b2)u2
1

2b2
=

D
4C(D−1)

F2
1

⇒
b1(b1−b2)u2

1
2b2

=
b2(b1−b3)

4Cb3(b1−b2)
F2

1

⇒
2b1b3(b1−b2)

2Cu2
1

b2
2(b1−b3)

= F2
1 (u1) (3.174)

Como por (3.172) temos que

Fi =

(
1− bi

b j

)
ui, (3.175)

onde j = 2 se i = 1 e j = 1 se 2≤ i≤ n, segue de (3.174) e (3.175) que,

F2
1 (u1) =

2b1b3(b1−b2)
2Cu2

1
b2

2(b1−b3)

F2
1 (u1) =

2b1b3Cu2
1

(b1−b3)
F2

1 (u1)

C =
(b1−b3)

2b1b3
.

Similarmente, considerando em (3.173) os termos envolvendo u3 e us temos, C =
(b1−b3)

2b1b3
. Considerando os termos independentes da variável ui em (3.173) e as expressões

de C e D temos,

M2

2b2
=−C

D
+ c̃ ⇒ −2b2γ +1

2b2
=
−(b2−b3)

2b2b3
+ c̃

⇒ c̃ =
1

2b3
− γ.

Portanto, obtemos as duas constantes C e c̃ dadas em (3.159). Agora, devemos verificar que
as expressões para os raios de curvaturas, dadas em (3.82), são satisfeitas considerando as
constantes (3.158) e (3.159), onde Fi são dadas em (3.175). De fato,
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D
4C(D−1)

[
−F2

2 −
(

D−1
D

)
F2

3 + ∑
s≥4

1
(Ds−1)

F2
s

]
−C+ c̃ =

=

b2(b2−b1)u2
2 +b3(b3−b1)u2

3 + ∑
s≥4

bs(bs−b1)u2
s

2b1
+

1
2b1
− γ =

M1

2b1
= r1,

D
4C(D−1)

[
F2

1 −
(

D−1
D2

)
F2

3 + ∑
s≥4

Ds

(Ds−1)2 F2
s

]
− C

D
+ c̃ =

=

b1(b1−b2)u2
1 +b3(b3−b2)u2

3 + ∑
s≥4

bs(bs−b2)u2
s

2b2
+

1
2b2
− γ =

M2

2b2
= r2,

D
4C(D−1)2

[
DF2

1 +F2
2 + ∑

s≥4

DDs−Ds +1
(Ds−1)2 F2

s

]
+ c̃ =

=

b1(b1−b3)u2
1 +b2(b2−b3)u2

2 + ∑
s≥4

bs(bs−b3)u2
s

2b3
+

1
2b3
− γ =

M3

2b3
= r3,

Dsr1− (Ds−1)r2 = Ds(r1− r2)+ r2 =
−b1(bs−b2)

bs(b2−b1)

(b2−b1)(S+1)
2b1b2

+
S−2bsγ +1

2b2

=
Ms

2bs
= rs.

Reciprocamente, dadas n constantes c̃, C ≠ 0, D e Ds, s = 4, . . . ,n satisfazendo (3.32), pode-
mos obter a hipersuperfície (2.40) definindo as constantes bi, i = 1, . . . ,n e γ . Escolhendo
um ponto de Rn+1 para ser X(0) = (0, . . . ,0,γ) tal que a condição (3.160) seja satisfeita.
Então, pela expressão (3.159) temos,

C = b1−b3

2b1b3
⇒ b1 = (2Cb1 +1)b3 (3.176)
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e

c̃ =
1

2b3
− γ ⇒ b3 =

1
2(c̃+ γ)

. (3.177)

Substituindo (3.177) em (3.176), segue que

b1 = (2Cb1 +1)b3 ⇒ b1 = (2Cb1 +1)
1

2(c̃+ γ)

⇒ 2Cb1 +1 = 2b1(c̃+ γ)

⇒ b1(2(c̃+ γ)−2C) = 1

⇒ b1 =
1

2(γ + c̃−C)
. (3.178)

Utilizando (3.158), (3.159) e (3.177), temos

D =
(b1−b3)b2

(b2−b3)b1
⇒ D =

2b2b3C
(b2−b3)

⇒ D =
2b2C

2(c̃+ γ)b2−1
⇒ b2(2C −2D(c̃+ γ)) =−D

⇒ b2 =
D

2[D(γ + c̃)−C]
. (3.179)

Por fim, segue de (3.158), (3.178) e (3.179), que
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Ds =
(bs−b2)b1

(b1−b2)bs
⇒ Ds =

(bs−b2)

bs(1−
b2

b1
)

⇒ Ds =
(bs−b2)

bs

(
1− D(γ + c̃−C)

D(γ + c̃)−C

)
⇒ Dsbs

(
1− D(γ + c̃−C)

D(γ + c̃)−C

)
−bs =−b2

⇒ bs

(
Ds

(
1− D(γ + c̃−C)

D(γ + c̃)−C

)
−1
)
=

−D
2[D(γ + c̃)−C]

⇒ bs =

(
−D

2[D(γ + c̃)−C]

) 1

Ds−
DDs(γ + c̃−C)

D(γ + c̃)−C
−1


⇒ bs =

D
2{D(γ + c̃)−C[Ds(D−1)+1]}

.

Logo, as constantes bi são definidas por (3.161). Além disso, usando as expressões (3.158),
(3.159) e (3.161) as curvaturas de Laguerre são dadas por,

L132 =
(b1−b3)b2

(b2−b3)b1
=

2b2C
2b2(γ +C)−1

= D.

Ls21 =
(bs−b2)b1

(b1−b2)bs
=

1− b2

bs

1− b2

bs

=
CDs(D−1)

D(γ + c̃)−D(γ + c̃−C)−C
= Ds.

Como D e Ds são constantes, as curvaturas de Laguerre são constantes.

Observação 23. Usando técnicas distintas, os autores Li e Wang [12] e Cezana e Tenenblat
[7] encontraram exemplos de hipersuperfícies de Dupin em Rn+1 com curvaturas de Laguerre
constantes. Li e Wang [12], em 2015, mostraram (Teorema 17) que uma hipersuperfície de
Dupin com curvatura de Laguerre constante é Laguerre equivalente a isoparamétrica de
Laguerre plana dada por (2.37) no Exemplo 11.

Em 2017, Cezana e Tenenblat [7] mostraram um resultado mais geral (Teorema 22) que
afirma que qualquer hipersuperfície de Dupin em Rn+1 com n curvaturas principais distintas
e não nulas, que admite um sistema de coordenadas principal, com curvaturas de Laguerre
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constante é dada pela hipersuperfície (2.40) no Exemplo 13. Observamos que (2.37),no
Exemplo 11, é um caso particular de (2.40), dada no Exemplo 13, quando γ = 0.
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