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Resumo

Nesta dissertacao estudamos, inicialmente, a geometria de Laguerre no espaco Euclidiano.
Considerando M" C R""! uma hipersuperficie orientavel com r > 3 curvaturas principais
distintas e ndo nulas, apresentamos uma caracterizacdo, em termos dos invariantes de La-
guerre, das hipersuperficies de Dupin com curvatura de Laguerre constante. Mostramos que
uma hipersuperficie de Dupin com curvatura de Laguerre constante é Laguerre equivalente a
uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre plana. Posteriormente, considerando uma
hipersuperficie de Dupin prépria em R" ™!, que admite um sistema de coordenadas principais
com n curvaturas principais distintas e ndo nulas, apresentamos explicitamente todas essas

hipersuperficies que possuem curvatura de Laguerre constante.

Palavras-chaves: Geometria de Laguerre, hipersuperficie de Dupin, curvatura de La-
guerre, hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.






Abstract

In this work, initially, we study Laguerre geometry in the Euclidean space. Considering
M" c R™! an oriented hypersurface with r > 3 distinct nonvanishing principal curvatures,
we present a characterization, in terms of Laguerre invariants, of Dupin hypersurfaces with
constant Laguerre curvatures. We show that a Dupin hypersurface with constant Laguerre
curvatures is Laguerre equivalent to a flat Laguerre isoparametric hypersurface. Subsequently,
we consider a proper Dupin hypersurfaces of the Euclidean space R""!, that admit principal
coordinate systems and have n distinct nonvanishing principal curvatures and we present

explicitly all such hypersurfaces that have constant Laguerre curvatures.

Key words: Laguerre geometry, Dupin hypersurfaces, Laguerre curvatures, Laguerre
isoparametric hypersurfaces.
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Introducao

Uma hipersuperficie M" em uma forma espacial R""!, §"*! ou H"*! ¢ de Dupin se
cada curvatura principal € constante ao longo da correspondente linha de curvatura. Uma
hipersuperficie de Dupin M" € dita prépria se o nimero r de curvaturas principais é constante
em M". Os primeiros exemplos dessas superficies, obtidos por Dupin em 1822, foram as
ciclides de Dupin. Desde entdo, as hipersuperficies de Dupin passaram a ser objeto de estudo
para muitos pesquisadores, sobretudo acerca de problemas envolvendo a classificacdo dessas
hipersuperficies (Ferro, Rodrigues e Tenenblat [9], Li e Wang [12], Li, Li e Wang [13], Lie
Sun [14], Riveros, Rodrigues e Tenenblat [19], dentre outros).

Uma importante classe de exemplos de hipersuperficies de Dupin, sdo as hipersuperficies
isoparamétricas em R""!, "1 ou H"*!. Uma hipersuperficie € dita isoparamétrica se ela
possui curvaturas principais constantes. Num trabalho publicado em 1999, Corro, Fereira e
Tenenblat [8] aplicaram transformacdes de Ribaucour ao hiperplano, para obter uma familia
de hipersuperficies de Dupin em R 0> 3, parametrizada por linhas de curvatura com n

curvaturas principais distintas, dada, a menos de movimentos rigidos por,

-1 b+

P bzuz_’_1(1?1141,[92142,...,bnun,—l)7 (1)
=17

x(uy up, ... uy) = (uy,un,. .., uy,0) —
em que b; sdo nimeros reais distintos e ndo nulos e ¥y € R. Essa familia de hipersuperficies
de Dupin tem curvatura de Lie constante, curvatura de Laguerre constante e curvatura de

MoaGbius ndo constante.

Para as hipersuperficies de Dupin com curvatura de Mobius constante, Riveros, Rodrigues
e Tenenblat [19] provaram que uma hipersuperficie de Dupin M" C R*"!, n > 4, com n
curvaturas principais distintas e curvatura de Mobius constante ndo pode ser parametrizada
por linhas de curvatura. Além disso, mostraram que a menos de transformacao de Mobius,
existe uma tnica hipersuperficie de Dupin M 3 ¢ R* com trés curvaturas principais distintas

que € parametrizada por linhas de curvatura e possui curvatura de Mobius constante. Recen-
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temente, em [9], Ferro, Rodrigues e Tenenblat apresentaram a classificacdo completa das
hipersuperficies de Dupin em R>, com quatro curvaturas principais distintas, parametrizadas

por linhas de curvatura.

Outros autores como Pinkall [18], Chern e Cecil [3] e [4] se dedicaram ao estudo das
hipersuperficies de Dupin no contexto das esferas de Lie. O primeiro deles provou, dentre
outros resultados, que a propriedade de uma hipersuperficie ser de Dupin prépria € invariante
pela acdo do grupo de transformacdes de Lie. Assim, a classificacdo das hipersuperficies de
Dupin € realizada a menos dessas transformacgdes. O grupo das transformagdes de Lie pode
ser visto como a unido de dois importantes subgrupos, o subgrupo das transformacdes de

Mobius e o subgrupo das transformagdes de Laguerre.

Na geometria diferencial de Laguerre, sdo estudadas as propriedades de hipersuperficies
de Laguerre invariantes pelo grupo das transformacoes de Laguerre em U R". Em 2007,
Li e Wang [11] estudaram a geometria de Laguerre para hipersuperficies em R"*! usando
o método do referencial mével de Cartan. Para x : M" — R""! sem pontos umbilicos com
curvaturas principais distintas ndo nulas, definiram os invariantes bdsicos de Laguerre, a
saber, uma métrica invariante de Laguerre g, segunda forma fundamental de Laguerre B,

forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre L.

Além de estudar a geometria de Laguerre, utilizando o espago Euclidiano R o espaco
semi-Euclidiano R'{H e o espago degenerado Rg“ correspondendo ao hiperplano tipo-
espaco, hiperplano semi-Euclidiano e hiperplano degenerado em R’{‘Lz respectivamente,
Li e Wang [11] definiram as formas espaciais de Laguerre UR"!, UR"*! e URIT! e as
imersdes de Laguerre ¢ : U R’f“ —SUR"™ler:U R8+1 — UR™!. Usando estas imersoes
de Laguerre, cada hipersuperficie x : M" — R’f“ oux:M"— RSH corresponde a uma
hipersuperficie ' : M" — R"*1,

Em 2010, Li, Li e Wang [13] introduziram o conceito de hipersuperficie com segunda
forma fundamental de Laguerre B paralela como sendo as hipersuperficies tais que VB = 0,
onde V € a derivada covariante em relacdo a métrica g. Além disso, obtiveram a classificaciao
completa dessas hipersuperficies. Isto é, mostraram que a menos de transformacgdo de
Laguerre, as tnicas hipersuperficies com segunda forma fundamental B paralela em R
sdo as ciclides de Dupin ou a imagem pela imersdo de Laguerre T da hipersuperficie x :
M" — Rg“ que corresponde, a menos de uma translacdo em R a hipersuperficie descrita
em (1) quando y=0.

Posteriormente, Li e Sun em [14] definiram hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre
como sendo as hipersuperficies tais que os autovalores da segunda forma fundamental de
Laguerre B sdo constantes e a forma de Laguerre C € nula e apresentaram uma classificagio
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dessas hipersuperficies no caso M? c R*. Mostraram também, que uma hipersuperficie
isoparamétrica de Laguerre € uma hipersuperficie de Dupin e reciprocamente, uma hiper-
superficie de Dupin, com a hipdtese adicional de ter a forma de Laguerre C nula, é uma
hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.

Em 2014, Cezana e Tenenblat [6] obtiveram a classificacdo completa das hipersuperficies
isoparamétricas de Laguerre com duas curvaturas principais distintas e ndo nulas. Além disso,
motivados pelo resultado de Rodrigues e Tenenblat [20] para o caso de hipersuperficies de
Dupin com curvatura Mobius constante, mostraram que as hipersuperficies isoparamétricas
de Laguerre em R"! sd0 as ciclides de Dupin ou as hipersuperficies de Dupin com curvaturas

de Laguerre constante.

Posteriormente em 2015, Li e Wang [12] obtiveram um resultado semelhante. Conside-
rando uma hipersuperficie x : M" — R"! com r > 3 curvaturas principais distintas € nao
nulas, entdo x é hipersuperficie de Dupin com curvatura de Laguerre constante se, € somente
se, x € uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Outra informac@o importante apre-
sentada por Li e Wang [12] foi que a condi¢do de uma hipersuperficie ser isoparamétrica de
Laguerre implica em ter segunda forma fundamental B paralela. Esse resultado foi obtido
por Cezana e Tenenblat [6] para o caso em que a hipersuperficie possui duas curvaturas

principais distintas e ndo nulas.

Com isso, Li e Wang [12] provaram que uma hipersuperficie de Dupin M" C R com
r > 3 curvaturas principais distintas e ndo nulas, é Laguerre equivalente a uma hipersuperficie
isoparamétrica de Laguerre plana em R"F1 se, € somente se, as curvaturas de Laguerre sdo

constantes.

Em um trabalho recente, Cezana e Tenenblat [7] apresentaram algumas propriedades
basicas de hipersuperficies de Dupin com n curvaturas principais distintas. Em seguida,
mostraram que qualquer hipersuperficie de Dupin propria em R"*! com n curvaturas princi-
pais distintas e nao nulas, que admite um sistema de coordenadas principais e curvatura de

Laguerre constante é dada pela familia descrita (1).

Nosso objetivo neste trabalho € apresentar a demonstracao do resultado proposto por Li e
Wang [12], observando que as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre plana constituem
uma classe contida no exemplo (1) quando ¥ = 0. Em seguida, descrevemos o resultado
obtidos por Cezana e Tenenblat [7].

Agora, apresentamos uma breve descri¢do da estrutura do nosso trabalho.

No Capitulo 1, estudamos a geometria das esferas orientadas em R"! tendo como

base o trabalho de Cecil [5]. Descrevemos a correspondéncia bijetiva, estabelecida por Lie,
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entre o conjunto de todas as esferas orientadas e hiperplanos orientados em U R e os
pontos da quddrica de Lie Q"*2. Estudamos o grupo das transformagdes de Laguerre em
UR"! e introduzimos o conceito de transformacio de Laguerre. Além disso, definimos uma
hipersuperficie de Laguerre em UR" ™! mostrando que a métrica de Laguerre é invariante por
transformacgdes de Laguerre. Concluimos este capitulo estudando a geometria de Laguerre

em R"*!, com base no artigo de Li e Wang [11].

No Capitulo 2, definimos as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre e mostramos
que tais hipersuperficies sdo de Dupin com curvaturas de Laguerre constante. Apresentamos
exemplos de hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre, a saber, a ciclide de Dupin e as
isoparamétricas de Laguerre plana. Usando a imersao de Laguerre 7 : U Rg“ — UR"™ !,
observamos que as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre plana x : M" — RSH
correspondem as hipersuperficies dadas em (1), a menos de uma translacdo em R, quando
¥ = 0. Por fim, apresentamos o teorema de classificacdo de tais hipersuperficies obtido por
Li e Wang em [12].

No Capitulo 3, estudamos alguns resultados bésicos sobre hipersuperficies de Dupin em
R n >3, que sdo parametrizadas por linhas de curvatura e com curvaturas principais
distintas. Posteriormente, considerando uma hipersuperficie de Dupin prépria M" ¢ R"!
que admite um sistema de coordenadas principais e n curvaturas principais distintas e
ndo nulas, apresentamos uma caracterizacdo para que as curvaturas de Laguerre sejam
constantes em termos dos raios de curvatura e também a caracterizacdo em termos dos
simbolos de Christoffel. Mostramos que M" tem curvatura de Laguerre constante se, e
somente se, existem 7 constantes reais e n fungdes diferencidveis F;(u;), com F! # 0, tal que
a primeira e a segunda formas fundamentais de M" sdo dadas em termos dessas constantes e
dessas funcdes F;. Concluimos este capitulo com a demonstragdo do teorema, proposto por
Cezana e Tenenblat em [7], que afirma que as hipersuperficies dadas por (1) s@o as tnicas
hipersuperficies de Dupin com curvatura de Laguerre constante determinadas por n nimeros

reais, sendo elas, (n — 2) curvaturas de Laguerre e duas constantes reais, uma delas ndo nula.



Capitulo 1

Geometria de Laguerre no espaco
Euclidiano

Este capitulo tem como objetivo apresentar alguns conceitos e resultados basicos da
geometria das esferas de Lie. A teoria pode ser vista com mais detalhes em [5]. Estudamos
o grupo das transformagdes de Laguerre, que € um importante subgrupo do grupo das
transformacdes de Lie, consistindo de todos os elementos de O(n+2,2) que fixam os vetores
tipo luz em Rg“. Definimos uma hipersuperficie de Laguerre em U R"*! e mostramos
que a métrica de Laguerre é um invariante de Laguerre. Por invariantes de Laguerre,
entendemos como objetos invariantes por transformacgdes de Laguerre. Concluimos este
capitulo, apresentando os invariantes basicos de Laguerre estudados por Li e Wang [11] para
hipersuperficies em R"*! | tais como a segunda forma fundamental de Laguerre B, a forma
de Laguerre C e o tensor de Laguerre L. Além disso, mostramos expressdes que relacionam

esses invariantes.

1.1 Geometria das esferas orientadas em R"!

Iniciamos essa secao introduzindo o conceito de contato orientado entre esferas e hiper-
planos orientados. Apresentamos a correspondéncia bijetiva, estabelecida por Lie, entre o
conjunto de todas as esferas orientadas e hiperplanos orientados em UR""! e o conjunto
dos pontos da quadrica de Lie Q"*? contida no espaco projetivo real P"3. Mostramos
que a quadrica Q"2 contém apenas retas projetivas mas nenhum subespaco de dimensao
maior. Por fim, apresentamos o conceito de feixe de esferas, que consiste na familia a

1-pardmetro de esferas orientadas em R""! que corresponde a pontos de uma reta projetiva
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em Q"*2. Observamos que o feixe de esferas consiste de todas as esferas orientadas em

contato orientado.

Considere sobre R"*! o fibrado tangente unitério, definido por:
UR™ = {(x,&)/x e R £ €S} =R x§" Cc R, (1.1)

Definiciio 1. Uma esfera orientada em UR™ ! de centro p e raio r é uma subvariedade

n-dimensional em UR" ™ dada por:
S(p,r) ={(x,&) e UR"™™; x— p=r&}. (1.2)

Geometricamente, S(p,r) com r # 0 corresponde a uma esfera orientada em R de
centro p € R"! e raio r. Se r > 0 (respectivamente r < 0), o vetor normal unitdrio & de
S(p,r) é exterior (respectivamente interior). Se r = 0, entdo S(p,0) representa todos os

vetores tangentes a p. Denotamos S(p,0) o ponto esférico em p € R" !,

Defini¢do 2. Dado & € S" e uma constante A € R, dizemos que um hiperplano orientado

em UR™ ' é uma subvariedade n-dimensional em UR" ! dada por:

P(EA) ={(x,E) e UR™™; x. £ =2}, (1.3)

€« »

em que “.” é a métrica Euclidiana de R
Geometricamente, P(€,1) é o hiperplano {x € R""!; x-& =2} em R""! com normal
unitério &.

Considere o conjunto Z = {I'/T é esfera ou I' é hiperplano} C UR""!. Denotamos os

elementos de Z por esferas orientadas, que podem ser esferas ou hiperplanos.

Definicao 3. Sejam I'1,1, € Z Dizemos que I'y e I tém contato orientado se I'y =17 ou
se a intersecgio T'y N1y é um tinico ponto (x,E) € UR™ !,

Geometricamente, I'; e I'> t€m contato orientado em (x,é) se, € somente se, elas sao
esferas orientadas (ou hiperplanos orientados) em R tangentes a x com 0 mesmo normal
unitdrio £. Com o objetivo de determinar uma condic@o analitica para o contato orientado

entre elementos do conjunto Z vamos apresentar algumas defini¢cdes.

Seja Rg“ 0 espago R"** munido com o produto interno

(X,Y) ==X\ + X004+ X303 — Xy aVia (1.4)



1.1 Geometria das esferas orientadas em R/ 7

A fim de demonstrar a proposi¢do a seguir, apresentamos também a defini¢cdo da métrica de
Lorentz juntamente com algumas observacdes. Considere R'{H 0 espago R"*3 munido com

a métrica de Lorentz
(X,Y) = —X1Y| +XoVs + -+ X3V 13, X, Y € RT3, (1.5)
Definicao 4. Dado Y € R’f+3 dizemos que Y é um vetor

* tipo espago, se (Y,Y) > 0ouseY =0;
* tipo tempo, se (Y,Y) <0;

* tipo luz, se (Y,Y)=0eY #0.

O conjunto de todos os vetores em RT“’ tipo luz formam um cone de revolucao, chamado
cone de luz. O interior do cone (respectivamente o exterior) é formado pelo conjunto dos
vetores tipo tempo (respectivamente tipo espaco). Se Y € tipo espaco, o complemento
ortogonal Y+ € R’f” ¢ um hiperplano constituido por vetores tipo espago, tipo tempo e tipo
luz. Se Y é tipo tempo, o complemento ortogonal ¥ é um hiperplano formado por vetores
tipo espago intersectando o cone na origem. Se Y € tipo luz o complemento ortogonal Y Lé

um hiperplano que contém vetores tipo espago e luz.

Analogamente, dado o vetor X € RSH com a métrica (1.4), dizemos que X é um vetor

* tipo espago, se (X,X) > 0ouse X =0;
* tipo tempo, se (X,X) < 0;
* tipo luz, se (X,X) =0e X #0.

Rn+4

Definicao 5. Seja Rg+4 0 espaco munido com a métrica (1.4). Definimos o cone de

luz C"F3 em R’;H por
C"P = {X e R"™| (X,X)=0}. (1.6)

Os pontos de P""2 sdo as classes de equivaléncia X] € P"*3 e as coordenadas X =

(X1,X2,...,X,+4) sdo chamadas coordenadas homogéneas de [X].

Definicao 6. No espaco projetivo real P3, definimos a quddrica Q”+2 por
Q" ={[X] e P""/(X,X) =0}. (1.7)

Q"*? ¢ denotada Quddrica de Lie.
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Com a finalidade de obter uma correspondéncia bijetiva entre os pontos de Q"2 e
os elementos do conjunto Z, vamos estabelecer uma correspondéncia entre os pontos
tipo espago de P"2 e os pontos do conjunto Z Consideramos inicialmente a imersao
¢ :R"? — P"*2 dada por

o(v)=[(1,v)], Vv e R, (1.8)

Seja a projecio estereogrifica o : R"™! — §"*! — (P}, dada por

1—u-u 2u
\/ Rn-H 1.9
(1) (1+u-u’l+u-u>’ we ’ (1.9)

onde P = (—1,0,0), 0 € R" ¢ “” é a métrica Euclidiana de R"*!. Considere R’f” 0 espago

R"*3 munido com a métrica de Lorentz (1.5). Defina o seguinte conjunto,
Q= {[z] e P2~ {[P]}/(z,2) = 0}, (1.10)

onde [P] = [1,—1,0,0], 0 € R" é o ponto em P"*? correspondente ao P = (—1,0,0) € R"+2.
Temos que Q é a chamada (n + 1)-esfera de Mobius e denotada por Q"1 Fazendo a

composi¢do das aplicacdes (1.8) e (1.9) temos, po o : R — P"*2 dada por,

1—u-u 2u 14+u-u 1—u-u
w(o(u)):[(1,1%.”,1”.“)]=[( PR u)] (1.11)

Entio, ¢ o6 (R"™1) = ¢(S"! — {P}) é a esfera de Mbius Q"' — {[P]}, dada pela equagdo
(z,2) =0.

1—u- 2 1—u- 2
De fato, seja [z] = || 1, “ u, “ , denote w = “ u, “ . Note
l4+u-u 1+u-u 14+u-u"l4+u-u

que w-w = 1. Como [z] = [(1,w)], temos

(Z,Z) = ((1,W),(1,W)) =—l+w-w

Portanto, (z,z) = 0.

Seja o € P2 R’{H um vetor tipo espago. Afirmamos que o complemento or-

togonal ot de [a] € P"™? intersecta a esfera Q em uma n-esfera Q". De fato, sem
. . . 3

perda de generalidade, considere o vetor tipo espaco a = (0,1,...,0) € R’l” . Temos

que ot = [(041,0, 04, ..., 0.3)], com a; # 0. Como o é classe de equivaléncia, dividindo
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o (0 .
por ¢ temos, ot = [(1,0,u)], onde u = (a—S, e ;+3). Assim,
1 1

lvu-u 1—u-
((1,0,u)~< +2M u’ ZM u,u)) —0<u-u=1, ueR".

Entdo, Q" é a imagem pela composicdo @ o ¢ de uma n-esfera em R""!, a ndo ser que
contenha o ponto [1,—1,0,0], neste caso é a imagem pela composi¢do ¢ o ¢ de um hiperplano
em R""!. Entdo, temos uma correspondéncia bijetiva entre os pontos tipo espaco em P2 e

os elementos de Z

No que segue, vamos obter formulas especificas para estas correspondéncias. Primeira-

mente para as esferas. Considere a esfera em R"*! de centro p e raio r > 0 dada por
(u—p)-(u—p)=r’, ue R (1.12)

Sejam ¢ (o (u)) dado em (1.11) e N e um vetor tipo espagco em R'{H dado por

(1.13)

I+p-p—r* 1—p-p+r’
N: ) 5p
2 2

Um célculo mostra que,

V. 0(o(w)) = <(1—|—p-2p—r2’ 1—p-2p-|—r2,p> | (l—l—zu.u,l—zu.u’u))

_ _((1+p~p—f)(1+u‘u)>+((1—p~p+f)(1—u~u))+u.p

= —u-u—p-p+2u-p+r-.

Entao,
(N,@(c(u))) =0 (u—p)-(u—p)=r. (1.14)

Observe que Ny +N, # 0, onde N;, 1 <i<n+3,sdo as coordenadas de N. Entdo (N, [P]) #
0, isto &, [P] ¢ N*. Segue, por (1.14), que u € R"*! estd na esfera dada pela equagio (1.12)
se, e somente se, ¢(c (1)) € N*. Portanto, a esfera de Mobius Q corresponde a esfera em
R"! dada pela equacdo (1.12).
Reciprocamente, dado [a] € prt2 tipo espago com o + 0 # 0, podemos determinar
= N; + N, # 0. Entao,
w o, T Nt #

pela expresséo (1.13), o centro da esfera correspondente é o ponto p = (N3, Na,...,Nyi3) €

oraio ér = +/(N,N).

uma esfera correspondente em R como segue. Seja N =
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Agora, considere o hiperplano em R"*! dado por
x-N' =2, xeR"e |[N|=1. (1.15)

Semelhante ao que foi feito para a esfera, seja (o («)) como em (1.11) e 1 e um vetor tipo
espaco em R’f“ dado por

n=(A,—4,N"). (1.16)
Temos,
oo = (2w, (F A ))
_((1+b;-u)7t) . ((1—; u ) .
Entao,

(n,0(c(u))=0<u-N =A. (1.17)

Note que 11 + 1, = 0 entio, (1,[P]) = 0, ou seja, [P] € n*. Por (1.17) u € R"*! estd no
hiperplano dado por (1.15) se, e somente se, ¢(c(«)) € n+. Assim, o hiperplano (1.15) é

representado em P"*2 por [n] = [(A,—A,N)].
Reciprocamente, seja [8] € P tipo espaco com 6; + 6, =0 = (6,6) = v-v, onde

0
v=1(63,...,6,43). Sejan = m temos,

0 (91 —91 v)
n:—: Ty T T .
vl NI vl v

Portanto, 1 tem a forma dada em (1.16) e [0] corresponde ao hiperplano (1.15).

A proposi¢do a seguir fornece uma correspondéncia entre os elementos do conjunto Z e
os pontos de Q"2

Proposicao 1. Podemos associar uma esfera orientada S(p,r) € Z a um ponto [y] € Q"2

p—1r2 1—p-. 2
S(p,r><—>[v],ondey=[(1+p2p Al A ,p,r)], (1.18)

por

e associar um hiperplano orientado P(E, M) € Z a um ponto [y] € Q"2 por

P(E,A) <[], ondey = [(A,—A,E,1)]. (1.19)
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Demonstracdo. Seja [y] € Q""2, em coordenadas homogéneas ¥ = (¥, ..., %3, Yoid) €

IR{SH. Suponha primeiro o caso em que ¥4 # 0. Entdo, [y] pode ser representado por
M= [(e, 1)), o0 € P"2.

Assim,

O:<Y7Y> - <<OC,1),((X,1)>
= ((al,az,...,Ocn+3,1),(061,052,~--,05n+3;1)>

= —ot+ot-+ 03—l

Entio, (o, &) = 1, ou seja, [or] € P"*2 é tipo espago.

Suponha primeiro que o + o # 0 entdo, pela correspondéncia estabelecida entre os

pontos de P"*2 com o conjunto das esferas e hiperplanos em R""!, [a] representa uma

esfera em R" ! de centro p e raio r. Seja N dado em (1.13). Como (&, a) =1 e (N,N) = r?

N
podemos representar [a] = [i—} . Logo, em P2, temos
r

() (1222 2 ) ).

Portanto, fica estabelecida a seguinte correspondéncia:

l+p-p—r* 1—p-p+r’ )}
7p7r *

S(p,r) <— [y], ondey = [( 5 , 5

Agora, se o + o = 0 entdo, pela correspondéncia estabelecida entre os pontos de P2

com o conjunto das esferas e hiperplanos em R, [a] € P2 representa um hiperplano em
R™! como em (1.15). Para & = (A, -4, &) com |N'| = 1 temos,

((X,(X) - ((k,—)&,é),(k,—l,é)) =L

]P)I’H-3

Entdo, em temos

[((X, 1)] = [(17 —A,g,ﬂ:l)].

Portanto, temos a correspondéncia

P(§7l) — [ﬂa ondey = [(l,—/l,é,])].
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Suponha agora que ¥,+4 = 0. Entdo, [y] pode ser representado por
M= [(u,0)], ue P"2.

Assim,
0= <Y7Y> - <(u70)7(u’0>> = (M>M)7

ou seja, [u] é um ponto da esfera de Mobius. Logo, temos a correspondéncia

l4u-u l—u-
ueR"™ «—[y], ondey= [( +2u ‘) 2” u,u,O)]

O

Portanto, obtemos a correspondéncia entre os elementos do conjunto Z e os pontos da
quadrica de Lie Q"2 como segue:

Z Qn+2

I+p-p—r* 1—p-p+r
s | |( , P

2 2
P(€7A) [(A,—l,g,lﬂ
1+u-u 1—u-u
n+1
uel ( ) ,u,O)

Chamamos [y] € Q"*? de coordenadas esféricas de S(p,r) e P(N, ).

Para qualquer I" € Z, denotamos por [y] € Q"*? sua coordenada dada em (1.18) e (1.19).

Como vimos na Proposi¢do 1, a correspondéncia I" € Z > [y] € Q" define uma bijecio
de Z em Q"2 — {[P]}, onde

P=(1,-1,0,0), 0 e R"*!. (1.20)

Geometricamente, o ponto [P] é a coordenada do ponto esférico no infinito de R"“, isto

: 1 l+p-p 1—p-p ﬂ
P|= lim , 0,0 1.
1P pr!p\zK 2 2

Observacao 1. Seja I € Z uma esfera orientada com coordenada esférica [y] € Q2 —
{[P]}, entdo segue das expressoes (1.18), (1.19) e pela maneira como obtivemos a corres-

pondéncia dada pela Proposi¢do 1 que:

o I" € uma esfera orientada se, e somente se, (y,P) # 0.
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o T" € uma hiperplano orientado se, e somente se, (y,P) = 0.

Uma vez obtidas as correspondéncias dadas na Proposic@o 1, vamos fazer uma andlise
dos contatos orientados entre os elementos de Z obtendo uma expressao analitica para a
Definicao 3. Em seguida, vamos estabelecer uma relacio entre o contato orientado e suas

respectivas coordenadas esféricas. Entdao, temos os seguintes casos:

« T,In€) talque 'y =S(p,r) # S(q,s) =T

Sejam I'} = S(p,r) e I', = S(q, s) duas esferas orientadas cujas coordenadas esféricas sdo

1 1
no= (G0+IE= 50 bR P

1

n o= (5043

1
. (1= laf+2)0.5)

Como S(p,r) e S(g,s) sao distintas, as duas esferas possuem contato orientado se existe um
tinico ponto (x,&) € S(p,r)NS(q,s). Entdo, por (1.2) o ponto (x,&) deve satisfazer,

x—p=ré&, (1.21)
x—q=sE&. (1.22)

Subtraindo as equagdes (1.21), (1.22) e usando o fato que & € S" obtemos,
lp—ql=|s—r]. (1.23)

Note que esta situacdo inclui o caso de contato orientado entre dois pontos esféricos S(p,0) e
S(q,0), neste caso, a condi¢do (1.23) se reduz a p = ¢. O caso de contato orientado entre um
ponto esférico S(p,0) e uma esfera orientada S(qg, r), corresponde ao caso em que a condi¢do
(1.23) sereduz a |p—q| = |r|.

e I'1,IL € Ztal que 'y =S(p,r) e =P(E,R).

Sejam I'y = S(p,r) e T, = P(&, 1) uma esfera orientada e um hiperplano, respectivamente.
Suas coordenadas esféricas sao

1 1
o= (0 IE =50 PP
o = (2’7_17671)
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Ja que neste caso o vetor normal de P(&, 1) ndo pode mudar, S(p,r) e P(§,A) possuem
contato orientado se existe um tnico ponto (x,&) € S(p,r) NP(&,A). Entéo, por (1.2) e (1.3)
o ponto (x, &) deve satisfazer,

x—p=ré&, (1.24)

x-E=A. (1.25)
Substituindo (1.25) em (1.24) e usando o fato que & € S” obtemos,

p-E=—-r+A. (1.26)

Note que esta situagdo inclui o caso de contato orientado entre o ponto esférico S(p,0) e um
hiperplano P(&,A) e entéo a condigdo (1.26) se reduz a p- & = A, ou seja, o centro do ponto

esférico pertence ao hiperplano.
e I',In € Z talque 'y = P(él,ll) el = P(éz,)tz).

Sejam '} = P(&1,41) e Iz = P(&,, A») dois hiperplanos orientados distintos. Suas coordena-
das esféricas sdo

n = (,—A1,é1,1),
r = (h,—4,&,1).

Os hiperplanos possuem contato orientado se existe um dnico ponto (x,&) € P(&1,41) N
P(&>,22). Entéo, por (1.3) o ponto (x, &) deve satisfazer,

x-& =M,

X-§:7l,2.

Logo, A} = A;. Entdo, dois hiperplanos orientados tem contato orientado no caso em
coincidem.

Proposicao 2. Duas esferas orientadas I'1,1'; € Z tém contato orientado se, e somente se,
suas coordenadas esféricas 1), [p] € Q"% — {[P]} satisfazem,

(n,7r) =0.
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Demonstragdo. Primeiro, considere I'j = S(p,r) e I', = S(q, s) duas esferas distintas em Z

cujas coordenadas esféricas sao

1 1
o= (0P PP

1 1
v = (§(1+|Q|2_S2)75(1_|q|2+sz)>q7_s)'

Entao,

Ylayz - 2 ) 2 7p7r ) 2 I 2 aQ7s

2 2 2 2 Pa

= —p2+2pq—q2+r2—2rs—|—s2
= (PP (PP

Logo,
M) =0 |p—q|=|r—s|
Assim, por (1.23) temos (71,7%) = 0 se, e somente se, S(p,r) e S(g,s) estdo em contato

orientado. O mesmo resultado se verifica para os casos de contato orientado entre dois pontos

esféricos e entre ponto esférico e esfera orientada.

Considere agora I'j = S(p,r) e I'; = P(§,4) uma esfera orientada e um hiperplano,

respectivamente. Suas coordenadas esféricas sao

2
’)/2 = (Aa_lvéal)‘

1 1
o= (0P PP

Entao,

<%7Y2> = <( p2 ) p2 ,P,—i’),(l,—)ﬁ,,é,l)>

= —A+p-&E+r

Logo, por (1.26) temos (y;,7%) = 0 se, e somente se, S(p,r) e P(§,1) estdo em contato
orientado. Segue também o resultado para o caso em que I'j = S(p,0) e I’ = P(E,A).
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Por fim, se I'1,I; € Z sdo dois hiperplanos orientados, eles tem contato orientado no
caso em que coincidem, isto é, I'y = P(&,4) = T',. Logo, (y1,7%) = 0 se, e somente se,
P(§,1) e P(E, 1) estdo em contato orientado. Portanto, em qualquer caso I'1, I € Z tém
contato orientado se, e somente se, suas coordenadas esféricas [y1],[1] € Q"> — {[P]}.

respectivamente, satisfazem (y;,7) = 0. O

Note que qualquer ponto (x,§) € U R"! determina um tnico conjunto de esferas orien-
tadas de contato orientado em x € R""! com 0 mesmo normal unitério . Esse conjunto é

denominado feixe de esferas orientadas.

Além disso, é determinado um tnico ponto esférico S(x,0), de coordenada esférica [y],

e um tnico hiperplano orientado P(&,x- &), de coordenada esférica [}»], neste feixe, onde

"= (§<1+\x\2>,§<1—\x\2>,x,o), p=(&—xEED. (2]

Os resultados a seguir t€ém por objetivo apresentar informacdes necessdrias para demons-
trarmos a proposicio que caracteriza os pontos de um reta em Q"2 com o correspondente

feixe de esferas em UR™"H!,

Usando um resultado de Algebra Linear, vamos mostrar o fato importante de que Q2

contém apenas retas projetivas, ou seja, contém apenas subespacos projetivos.

Lema 2. ([5]) Seja R} um espago vetorial real munido com uma métrica de assinatura
(n—k,k). Entdo, a dimensdo mdxima de um subespaco de luz (que contém apenas vetores
tipo luz) é o minimo entre os niimeros k e n — k.

n+2

Teorema 3. A quddrica de Lie Q"= contém retas projetivas mas nenhum subespago de

dimensdo maior.

Demonstragéo. De fato, por definigio Q"™ = {[X] € P"™3/(X,X) = 0}, em que P"" C

R munido com a métrica (1.4) de assinatura

Rg“. Como Rg+4 ¢ o espaco vetorial
(n+2,2), segue pelo Lema 2 que a dimensdo méaxima de um subespago de luz de RZM é
k = 2. Entdo, o subespaco de luz de dimensdo 2 em Rg” corresponde a um subespaco de
luz linear P! ¢ P"3. Note que P' Q"2 pois Q"2 contém todos os vetores tipo luz de

P"3. Portanto, Q"*2 contém apenas retas projetivas. 0

Proposicao 3. Sejam I',I; € Z com coordenadas esféricas [1],[y] € QT — {[P]}, res-
pectivamente. Entdo, I'y e Iy possuem contato orientado se, e somente se, todas as retas
projetivas

. ={An+upl/(A,un) € R*—{(0,0)}} (1.28)
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pertencem a Q"2 — {[P]}.

Demonstragdo. Suponha que I'1,I € Z possuem contato orientado, com coordenadas
esféricas [y1], [1n] € Q"7 — {[P]}, respectivamente. Entio, pela Proposicio 2, (y1,7) = 0.
Considere a reta projetiva

.0l = {An +upl/(A.u) € R?—{(0,0)}}.

Entao,

AN +upAn+ur) = Ay n) +2Aun, )+ 1 n, )
= 2Aun,n) =0

Logo, [11, 2] € Q"> —{[P]}.

Reciprocamente, suponha que a reta descrita em (1.28) pertence a Q"2 — {[P]}, entdo
T € 7 sdo, respectivamente, coordenadas esféricas de duas esferas orientadas I'y,1 € Z
Como [11,75] € Q"2 —{[P]} e (A, 1) € R? —{(0,0)} temos,

0= AV + 1P, AV +1P) = AX (N, %) + 24N, p) + U2 (P, p) =241 (N, p).

Portanto, I'1,I € Z possuem contato orientado. OJ

Denotamos [;, 7»] como a reta gerada por [y1] e [y2] dada por (1.28).
A préxima proposigio estabelece uma relacio entre os pontos de uma reta em Q"2 — {[P]}
e o correspondente feixe de esferas em UR" .

Proposicao 4. Sejam I',I; € Z com coordenadas esféricas 1], [y € Q" — {[P]}, res-
pectivamente. Se a reta [y,%] € Q"2 — {[P]} entdo o feixe de esferas em UR""! corres-
pondente a pontos da reta [Y;,7| € precisamente o conjunto de todas as esferas orientadas

em Z que possuem contato orientado com ambos I'y e 1.

Demonstracdo. Seja [3] € [71, 7] entdo, podemos escrever 13 = Ay + Uy, com (A, 1) €
R?—{(0,0)}. Como [y1,75] € Q"% —{[P]}, pela Proposicio 3 segue que (¥;,7%) = 0. Entio,

(7)) = An+up,n) =0
(1) = An+up,r =0.
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Logo, 73 é coordenada esférica de uma esfera orientada I'3 € Z que estd em contato orientado
com I EZCFQGZ.

Reciprocamente, seja '3 € Z com respectiva coordenada esférica [y3] € Q2. Suponha
que I'; estd em contado orientado com I'; € Z el e Z Entdo, (13,71) =0¢e (y3,72) =0.
Logo,

(B, AN +uy) =0,

ou seja, [13] € [71,7]T. Como [3] € Q"2 entdo, [13] € [11,72], uma vez que pelo Teorema
3, Q"2 possui apenas retas projetivas e nao contém subespaco de dimensao maior. [

Portanto, qualquer esfera I" no feixe pode ser determinada mediante sua coordenada
esférica [y], que pode ser escrita como

V] = [An +uppl € Q" —{[P]} (1.29)

para algum (A, 1) € R —{(0,0)}. Assim, um ponto (x,&) € UR™"! determina uma tnica
reta projetiva em Q"2 — {[P]} dada por

%l = {An +upl/(A,u) € R? = {(0,0)}}.

AZYH-]

No que segue, defina o conjunto de todas as retas projetivas contidas em Q2 —

{[P1}-

Definicdo 7. A aplicacdo L : UR"™ — A" definida por

L((x,8)) ={[An +up] € Q"> —{[P]}/(A,n) € R*—{(0,0)}} (1.30)

é um difeomorfismo, chamado de difeomorfismo de Lie.

1.2 Grupo das transformacoes de Laguerre

Nesta secdo vamos introduzir o conceito de transformagao de Laguerre e apresentar o
grupo das transformacoes de Laguerre em U R, que consiste em um importante subgrupo

do grupo das transformacdes de Lie.

Comecamos com um breve comentdrio a respeito do grupo ortogonal e das transformagdes

projetivas. Para maiores detalhes referimos a [5] e [16].
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Rn+4

Considere munido com a métrica (1.4) e uma matriz real A € M, 4)x (144) (R).

Dizemos que A preserva o produto interno se
4
(AX),A(Y)) = (X,Y), VX,Y e R}™.

Denote por Q(n+2,2) o conjunto das matrizes reais de ordem (n+4) x (n+4) que preserva
o produto interno (1.4). Entdo O(n+ 2,2) é um subgrupo fechado de GL(n+4). Tome
A € GL(n+4). A transformacio linear associada a esta matriz induz uma transformacao
projetiva P(A) em P""> dada por

P(A): P — PO
X] > P(A)([X]) = [XA]. (1.31)

Vamos agora definir uma transformacao de Laguerre.

Seja LG o subgrupo do grupo ortogonal Q(n+2,2) em RSM dado por
LG ={T € O(n+2,2)/PT = P}, (1.32)

onde P € o vetor tipo luz em Rg“ dado por (1.20) e O(n+2,2) é formado pelo grupo

ortogonal que deixa o produto interno (1.4) invariante.

Considere T € LG entdo, T € O(n+2,2). Como O(n+2,2) C GL(n+4), segue de
(1.31) que T induz uma transformacdo projetiva em P>, que pode ser restrita a Q""2, dada
por

T([X]) = [XT], X € Q"*%.

Chamamos, T € LG e T : Q"2 — Q"*2, de transformagdes de Laguerre e LG o grupo

das transformacoes de Laguerre.

Sejam I'j,I, € Z duas esferas ou hiperplanos distintos em contato orientado, com
coordenadas esféricas associadas [y;] e [2], respectivamente. Pela Proposi¢do 3 temos que
[71,] € Q"2 —{[P]}. Isto é, [v1] e ] definem uma reta projetiva em Q" — {[P]} por

. = {An+upl/(A,u) € R —{(0,0)}} € A (1.33)

Como qualquer [y] € Q"2 — {[P]} pode ser escrito como em (1.33) e qualquer T € LG
induz uma transformacdo em Q"*? dada por (1.2), entdo qualquer T € LG define uma
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transformagdo 7 : A" — A2 por

T(In,vl) =[nT)[»T]. (1.34)

Definicdo 8. Seja L: UR"™ — A" o difeomorfismo dado em (1.30). Entdo, qualquer
T € LG induz uma transformagdo

¢p=L'oToL:UR" — UR"!, (1.35)

chamada de transformagdo de Laguerre em U R Assim, o grupo das transformagoes de
Laguerre sobre U R ¢ dado por

LG={¢: UR™! UR"-H/(]) :L—loToL,T € O(n+2,2),PT = P}.

Proposicao 5. Qualquer transformacdo de Laguerre ¢ : U R — UR™! preserva esferas
orientadas e hiperplanos orientados.

Demonstracdo. Seja T € LG uma transformacio de Laguerre. Entdo, T : Q"™ — {[P]} —
Q"™ —{[P]}, T € O(n+2,2) e PT = P. Considere I € Z uma esfera orientada com
coordenadas esférica [y] € Q"™ — {[P]}. Note que [y] € A>*"!. Entio,

(yT,P) = (yT,yP) = (v,P). (1.36)

Logo, no caso de I" ser uma esfera orientada, segue da Observacdo 1 que

(v,P) #0. (1.37)

Entao, por (1.36) e (1.37) temos
(YT, P) # 0.

Logo, T([y]) = [yT] é a coordenada esférica de uma esfera orientada. Portanto, ¢ (") €
Z continua sendo uma esfera orientada. O caso em que I' € um hiperplano orientado é
andlogo. [

No que segue, vamos determinar a matriz que representa uma transformacio 7 € LG.
Como T € LG temos que PT = P, onde P = [I, —1,0, 0], 0 € R""! entdo, obtemos
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i all aln as al(n+4) i
an an) any e az<n+4)
1 -1 0 --- O] asi asp ass cee o A3(n44) = -1 0 0]
L Ant+4)1 A(nt+4)2 A(nt+4)3 -+ Antd)(nt+4) |
Assim,
ajp = 1+ay,
axyn = 1+aiy,
aj; = az;, i>3.
Desta forma, 7 € reescrita como
l+ay app a p
1
T asy +ap a p 7 (1.38)
b c A u
a(n+4)1 a(l’l+4)2 v w (n+4)><(n+4)
onde
ai= [ a3 a4 ... Aypy3) ]1X<n+1),
V= [ A(n+4)3 Ant+d)4 -+ A(ptd)(n+3) ] Ix(nt1)]
[ asj asz a3(n+4)
a a a
b= 4 , Ci= 2 , U= 4(’#4) )
L 431 ] g1y Ant3)2 ] (ng1)x1 An+3)(n+4) 1 (ny1)x1
[ a3 as4 a3(n+3)
A= : : : y P 1= a1(nt4) © WIS A(nid)(nt4)-
L An+3)3 Ant3)d - Ant3)(n+3) (g ) s(nr1)

Como as colunas e as linhas da matriz T, dadas em (1.38), sdo pseudo-ortonormais segue

que,
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—1—2ay — a3 +a,+a*—p* = —1, (1.39)
—ay) — a3 +ap+a,+a*—p? = 0, (1.40)
—d3 4+ 14+ 2ap+ah+d®—p* = 1. (1.41)

Subtraindo a equagao (1.40) da equacgdo (1.39) temos,

ap = —ay.

Usando o resultado acima na equacao (1.41) obtemos que,

_ 202
ap = L P° (1.42)
2
Seja {ey,e2,...,e,+4} uma base candnica para R’;M. Como T € LG temos
(e;T,P) = (e;T,PT) = (e;,P), 1 <i<n+4. (1.43)

Entdo, considerando 3 <i <n+3 em (1.43) e usando (1.38) temos,
(e;T,P) = (e;,P) = ((bi—2,ci—2,Ai—2,ui—2),(1,—1,0,0)) =0=b;_» = —c;_»,
onde b;_7, ¢i—2, Aj_2, uj—» sdo as (i —2)-ésima linhas das matrizes b, ¢, A e u. Logo,
bi_p=—ci2, V3<i<n+3=>b=—c. (1.44)
Note que, considerando i = n+4 em (1.43) e usando (1.38) obtemos

(l(n+4)1 = —(l(n+4)2. (145)
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Usando as equagdes (1.42), (1.44) e (1.45) podemos reescrever a matriz 7 dada em (1.38)

como sendo,
r 2 2 2 2 .
l—l—a 2p ag—p a
S e O Sl N 1.46
= 7 3 : (1.46)
b —b A u
a(n+4)1 _a(n+4)1 vV ow 1 (n+4)x (n+4)

Novamente usando o fato que as linhas e as colunas da matriz 7 (1.46) sdao pseudo-
ortonormais segue que,

2_ 42 2_g?
_b<a 2p )-b(1+p 2a >+AaT—pu:0;‘b=A“T—P”’

) 2 2_ 2
—0(n+4)1 ( 2p ) —A(n14)1 (1 + P 5 > +va® —pw=0= A(pt4)1 = val — pw.

Portanto, ) ) ) ) )
142 P TP a p
2 3
a2 _p2 ) _a2
AaT—pu —AaT+pu A u
T T
va: — pw —va  +pw v w_(n+4)x(n+4)
para alguma matriz
A u n+2
€e0n+1,1), (a,p) eR"“,weR.
vVow

No que segue, vamos obter uma relacao entre os elementos da matriz 7 que serd usada na
proxima se¢do. Tomando o produto interno da terceira linha da matriz 7, dada em (1.47),

pela quarta linha e o produto da terceira linha por ela mesma obtemos,

(A" — pu,—Aa® + pu,A,u), (val — pw,—va® + pw,v,w)) = 0= AV = uw,

1.48
(A" — pu,—Aa” + pu,A,u),(Aa’ — pu,—Aa® + pu,A,u)) =0=uu’ =0. (148)
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1.3 Hipersuperficies de Laguerre em UR""!

Nesta secdo introduzimos as hipersuperficies de Laguerre em U R"*! ¢ 0 conceito de duas
hipersuperficies orientadas, com curvaturas principais que nao se anulam, serem equivalentes
por transformagdes de Laguerre. Além disso, mostramos que métrica de Laguerre g é

invariante por transformacoes de Laguerre.

Sejam (x,&) : UR™! — R™™ x §" € R*"2 imersdo candnica, y : UR"™ — RA™
ey URY! — RZH dados em (1.27).

Considere T € LG uma transformacao de Laguerre e

¢p=L'oToL: UR'™ — yR"!
(x&) = o((x,8) = (%)

Vamos obter expressoes para i e 73, associados a ¢ ((x,&)) = (%, &), em termos de 7; e
7, associados a (x,&). Segue de (1.27) e (1.47) que

1 1
7T = = 1—|—az—|—x2—p2 +anT—pxu,— l—az—xz-l—p2 —anT-i-pxu,a-l—xA,ﬁ
4 2 2

BT = (x-E+EAd" +va” —vb,—x-& —EAa" —va” +vb,EA+V,D),

(1.49)

onde

a=p+xuck,

1.50
b=Eu+weR. (1.50)

Como vimos na secéo 1.1, um ponto (%,§) € U R"*! determina um tnico feixe de esferas
que tem contato orientado em X € R"*! com 0 mesmo normal &. Com isso, i e P sdo
coordenadas esféricas do tinico ponto esférico S(¥,0) e do unico hiperplano orientado

P(§~ X E) neste feixe, respectivamente. Assim,

. 1 o 1 O . . : .z z
= (0041 50— 150) = (vE v & E1).
Entdo, a fim de expressar 7; e 75 na forma anterior, utilizando as expressoes (1.48), (1.49) e
(1.50) obtemos a relacao

1

a 1 -
nr — Zsz = (5(1 + |£|2)7§(1 - \f\z)»?@o) =" (1.51)
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1 . .
T = (28 —%-8.81) = p. (1.52)

em que
: = EA
¥=a+xA—-ag, !;:5 b+v.

Usando as expressoes dadas em (1.27) e o produto interno dado em (1.4), segue que sdao

satisfeitas as seguintes relacdes de ortogonalidade:

<71,71> - <72772> - 07 (7’1,72> = 0;
(dy1,dy) =dx-dx, (dy,dyp) =d&E-dé&, (1.53)
{(dn,dp) = dx-dg, (dn,y) =dx-&.

Assim, por (1.51), (1.52) e (1.53) temos

L. 1 1 1
dx-& = (dn,p)=dnT - ZY2T), 572T> = E<d}’1,}’2> = de‘ ¢, (1.54)

. - 1

1
d§-d§ = (dp,dp) = 2 (dy,dy) = ﬁdé -d§. (1.55)

Definiciio 9. Uma hipersuperficie f = (x,&) : M" — UR" é uma hipersuperficie de
Laguerre, se & : M" — S" é imerséo e se dx-d& = 0.

Note que, pelas relagdes (1.54) e (1.55), considerando qualquer transformacgdo de La-
guerre ¢ : UR™! — UR"™!, dada uma hipersuperficie de Laguerre f = (x,&) : M" —»
UR™! teremos que f = (%, &) : M" —s UR™! também ¢ uma hipersuperficie de Laguerre
em UR™!. Por (1.2) e (1.3) obtemos que as esferas orientadas e os hiperplanos s@o hipersu-
perficies de Laguerre em UR" !

Sejax: M" — R"! uma hipersuperficie orientada com curvaturas principais que nao
se anulam. Entdo, a aplicacio normal & : M" —» S" é uma imersdo. Assim, x : M" —s R"H!
induz unicamente uma hipersuperficie de Laguerre f = (x,&) : M" —s UR"*!. Note que,
para qualquer hipersuperficie de Laguerre f = (x,&) : M — UR"™!, x : M" — R™*!
pode ndo ser uma imersdo. Mas em [18], Pinkall mostrou que a transformacao paralela
fi = (x+1&,&) de f é uma imersdo em qualquer ponto p € M" para quase todo ¢ € R. Nesse
sentido, podemos assumir que x : M" — R""! § uma imerséo.

Definicao 10. Sejam x,%: M" — R duas hipersuperficies orientadas com curvaturas
principais que ndo se anulam. Dizemos que x e X sdo equivalentes por transformagoes

de Laguerre (Laguerre equivalentes), se as hipersuperficies de Laguerre correspondentes
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f=x8), f=(xE&) : M" — UR™! sdo diferentes apenas por uma transformagdo de
Laguerre, isto é, f =@of, onde ¢ = LloT o, T € LG.

Na geometria diferencial de Laguerre sdo estudadas as propriedades de hipersuperficies
de Laguerre em UR""! que sdo invariantes pelo grupo das transformacdes de Laguerre em
URH+1 )

No que segue, apresentamos um critério para que hipersuperficies orientadas sejam
equivalentes por transformacdes de Laguerre. Em seguida, utilizamos esse resultado para

mostrar que a métrica de Laguerre € um invariante de Laguerre.

Seja x : M" —s R™"! uma hipersuperficie orientada com normal unitério &. Considere

[y]:Mn—>Qn+27y:(x'§7_x'g7§71)' (156)

Teorema 4. Sejam x,x* : M" —s R""! duas hipersuperficies orientadas com curvaturas
principais que ndo se anulam. Entdo x e X" sdo equivalentes por transformacoes de Laguerre

se, e somente se, existe T € LG tal que [y*| = [yT|.

Demonstracdo. Por hipétese, temos que x,x* : M" — R sdo duas hipersuperficies ori-
entadas com curvaturas principais que ndo se anulam. Suponha que x e X sdo equivalentes
por transformagdes de Laguerre. Entdo, pela Defini¢ao 10, as hipersuperficies de Laguerre
correspondentes f = (x,&), f* = (x*,E*) : M" — UR""! sdo diferentes apenas por uma
transformacio de Laguerre, isto é, f* =@ o f,onde ¢ =L ' oT oL, ¢(x,&) = (x*,&E").
Comoy= (x-§,—x-&,&,1) =7, segue de (1.52) que existe T € LG tal que [y*] = [yT].

Reciprocamente, suponha que existe T € LG tal que [y*] = [yT]. Defina (%,&) = ¢ (x, &)
onde p =L ' oT oL, istoé, f=(x,&), f=(%&): M" — UR"! sdo hipersuperficies
de Laguerre, associadas a x,% : M" — R"!| diferentes apenas por uma transformacgdo de
Laguerre ¢, ou seja, x, ¥ : M" — R sdo equivalentes por transformacgdes de Laguerre.
Resta agora mostrar que (£, &) = (x*,&*), onde f* = (x*,£*) : M" —s UR™*! é a hipersu-
perficie de Laguerre associada a x* : M" — R""!. De fato, por (1.52) e pela hip6tese temos,
[l = bT] = [y"]. Entdo,

(88, —%-8,8,1) = ("8 —x" £ )= 2§ =x"-&", =8 (1.57)

Seja {ey,...,ey+1} uma base local para TM. Como &*: M" — S" é uma imerséo temos
que, {e1(E¥),...,en(E7),E*} é uma base para R""!. Entdo, segue de (1.57) e da Defini¢do 9
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que

Logo, & = x*. Portanto, (x*,£*) = (£, &) = ¢(x,&), o que implica que x, % : M" —s R"*!

sdo equivalentes por transformagdes de Laguerre. U

Por (1.56) temos que (dy,dy) = d& -d& = I11, que é chamada terceira forma fundamental
de x. Entdo, segue o corolario.

Corolario 5. A classe conforme da terceira forma fundamental de uma hipersuperficie

x: M" — R™ ¢ um invariante de Laguerre.

Demonstragdo. Sejam x, % : M" — R""! duas hipersuperficies orientadas com curvaturas
principais ndo nulas. Considere I1] = d& -d& e I1l = d& - d& a terceira forma fundamental
de x e X, respectivamente. Pelo, Teorema 4, x e X sdo equivalentes por transformacgdes de

Laguerre se, e somente se, existe T € LG tal que [j] = [yT]. Logo,
o] 1 1
(dy,d3) = AT, dyT) = 35 (dy,dy) = Il = 5 (II).
Portanto, [I11] = [I11]. O

Sejax : M™ — R"™! uma hipersuperficie com curvaturas principais ndo nulas, com campo
normal unitério & : M" — S" e III = (dy,dy) a terceira forma fundamental de x. Para

qualquer base ortonormal {E{,...,E,} em rela¢io a I1I definimos

V = span{y,Ay,E{(y),E5(¥),- ... E,(y)},

onde A € o operador Laplaciano em relagao a I11.
Vamos agora determinar as relagdes de ortogonalidade na métrica (1.4).

Pela ortogonalidade da base {Ej,...,E,}, temos (E/(y),E(y)) = &;;. Entéo,

[(El(v),E{(y)) =0. (1.58)
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Por (1.58), segue que
(AY.Ei(y)) = <ZE{(E{(y)),E{(y)> =) (E(Ei(y

Observe que [y] € Q"*2, isto &,
(y,y) = 0. (1.59)

Assim,
(3y) = 0= (E{(y),y) =0.

Como, (E{(y),y) = 0e (Ej(y),E{(y)) = | temos,

E{()),) +(E{(v),E{(y)) = 0= (E{(E{(¥),y) = —1.

Entao,

(Ay,y) =) (E;(E;

i

Portanto, temos as seguintes relacoes

(0 E[(y)) = (Ay,E{(y)) =0,
(,Ay) = —n, (1.60)
(E{(),Ei(y)) = 8ij.

Logo, em cada ponto de V temos um subespago (n + 2)-dimensional ndo degenerado em

Rg“. Entdo, temos a seguinte decomposi¢ao ortogonal
Ry ™ =V V' = span{y, Ay, E{ (), E5(y), - E4(y) } @ V.

Isto &, V' é um subespaco 2-dimensional ndo degenerado em RSH.

Considere {ej,e»,...,e,} uma base ortonormal com relagdo a métrica dx - dx para TM,

consistindo de vetores principais unitarios. Escrevemos as seguintes equacoes

ejeix)) = Y Thew(x) + ki€, ei(&) = —kiei(x), 1 <i<n, (1.61)
k
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onde k; # 0 € a curvatura principal correspondente a e;. Definimos

1 rit+rm+-4r,
— e r= ,
k,’ n

ri = (1 62)
onde r; é o raio de curvatura e r € o raio de curvatura média de x. Entdo a esfera da média
dos raios de curvatura S(x+r&,r) de x em R"! onde r é o raio de curvatura média de x,

tem coordenadas esféricas dadas pela correspondéncia (1.18), e assim,

2

1

= <§(1+|x|2),%(1—|x|2),x,0>+r(x-§7—x-§,§,l). (1.63)

1 1
1 = (GOt rER A e P P o)

A aplicagdo n : M" — 3 c ]Rg+4 definida por (1.63) é chamada aplica¢cdo normal de

Laguerre.

No que segue, vamos verificar que o subespaco 2-dimensional V* é V+ = span{n, P},
onde P = (1, —1,6,0) € ]R’ZZM, 0 € R"*!. Primeiramente, observe que

e(x)-§ = —riei(§)-§ =~ ((§-£) = 0. (164

Além disso, os elementos da base ortonormal {E{,...,E} para III = (dy,dy) podem ser
escritos na forma
E! =rie;, 1<i<n. (1.65)

De fato, como {e¢;}, 1 <i < n é base ortonormal para TM com relagdo a dx - dx tal que
ei(§) = —kiei(x) temos, E; () - E(§) = riei(§) - rjej(§) = ei(x) - ej(x) = 8.

A fim de verificar que V= span{n, P}, vamos determinar algumas rela¢des que também

serdo importantes para o desenvolvimento de calculos do préximo capitulo.

Pelas equacdes (1.56), (1.61), (1.64) e (1.65) obtemos,

E{(y) =riei(y) = ri(ei(x)-&+x-ei(§),—ei(x) & —x-ei(§),ei(§),0)
= rilx-ei(S),—x-ei(§),ei(5),0)
= (—x-ei(x),x-e;(x),—ei(x),0). (1.66)
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<Ez/(y)7Ez/(y)> = <(_x"ei(x)ax'ei(x)v_ei(x)70)7(_x'ei(x)7x’ei(x)7_ei(x)70)>
= ei(x)ei(x). (1.67)

Agora, por (1.63), (1.65) e (1.66) temos,

E{(n) =riei(n) = ri(x-ei(x),—x-ei(x),ei(x),0) + riei(r)y + rrie;(y)
= —nE{(y) +E{(r)y +rE{(y)
= (r—r)E{(y)+E(r)y. (1.68)

Por (1.60) e (1.68) temos,

(1.69)
Y (E((m).El(n)) =Y (r—r)?
Reunindo as equacdes (1.56), (1.60), (1.63), (1.66) e (1.68) temos,
1 1
o) = (e Emx £ (G050 W)k 0) Y o)
1 1
= 5 &+ = (- §) (1= ) +x- £ =0, (1.70)

(- e)ox- i) —().0) (514 ) 51~ )x0) )+ rEF).)

—
I
—
<
SN—
=
S~
|
N —

(x-e;(x)) (14 |x]?) + %(x-ei(x))(l — |x]?) —x-ei(x) =0. (1.71)
Note que,

(E{(v),m) = 0= (E{(E{(y)),n) +(E{(y),E{(n)) = 0. (1.72)
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Utilizando (1.60), (1.67), (1.68) e (1.72), temos ainda

(Ay,m) =Y (Ei(

i

E;(),n) = —Z<E/(y) E{(n))
= —): ), (r =) E{(y) + E{(r)y)
_ _;(r_r,.)
) (1.73)

Logo, (y,n) =0, (E!(y),n) =0e (Ay,n) = 0. Portanto, 1) € V.
Seja P = (1,—1,0,0) € RZ™, onde 0 € R"*!. Segue de (1.56), (1.63) e (1.66) que,

(y,P) = (E/(y),P)=(Ay,P)=0, (1.74)

n.P) = <<%(1 + W),%(l - ]x]z),x,0> ,(1,—1,6,o)> R P) = —1.

Portanto, V' = span{n,P}.

Sejam x, % : M" — R"! duas hipersuperficies orientadas, com curvaturas principais nao
nulas, equivalentes por transformacdes de Laguerre. Pelo Teorema 4 e pela relagdo (1.52)
temos,

1
y=T, (1.75)

para algum b # 0. Considere 111 = d& - d€ = (dy,dy) e I1I = d& - d& = (dF,d5) a terceira
forma fundamental de x e X, respectivamente. Entdo, pelo Corolério 5, temos que a terceira
forma fundamental € um invariante de Laguerre, isto &,

1 1
—(dy,dy) = —11I. (1.76)

Além disso, V, V' e 1) também sdo invariantes de Laguerre, ou seja,
V=vr, VL1 =V'T, i =nT. (1.77)

Como {Ej,...,E!} é uma base ortonormal para III = (dy,dy), temos que {E'{,...,E',} é

uma base ortonormal para 1] = (d¥,d5), onde

E';=bE!, 1<i<n. (1.78)
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Entao, por (1.77) e (1.78) obtemos,
Y (E'i(7),Ei( bzz . (1.79)
i
Logo, por (1.76) e (1.79) temos,

g= <Z<E’(ﬁ) Ei(7) )m DXt b—lzlll—(Z(Ei(n),EZ(n»)HI:g-

1

Portanto, segue de (1.69) que a métrica

g= (Z(’_’i>2> 11 (1.80)

€ uma métrica invariante de Laguerre em qualquer ponto ndo umbilico de x. A métrica g é

denominada métrica de Laguerre de x.

1.4 Geometria de Laguerre para hipersuperficies em R""!

Nesta secdo, apresentamos alguns invariantes bdsicos de Laguerre para hipersuperficies
de Laguerre em R""!, estudados pelos autores Li e Wang [11], tais como, a segunda forma
fundamental de Laguerre B, a forma de Laguerre C e o tensor de Laguerre .. Além disso,

mostramos expressoes que relacionam esses invariantes.

Vamos obter um referencial mével e as equacdes de estrutura de uma hipersuperficie
orientével x : M —s R™"!, com curvaturas principais nao nulas e sem pontos umbilicos,
para a métrica invariante de Laguerre g = pzd E-&,onde & : M" — S" é 0 campo normal

unitdrio de x e p2 = Z(r — r,-)z. Em seguida, obtemos trés invariantes de Laguerre e algumas

1
relacdes entre esses invariantes. Por invariantes de Laguerre entendemos como objetos

invariantes por transformagdes de Laguerre.

Seja x : M" —» R™"! uma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos e com curva-

turas principais que nao se anulam. Definimos a aplicacio

Y=p(x-&—x-EE1):M"— C"P Cc R, (1.81)
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onde p = Z(r —ri)%, como em (1.69). O vetor Y é denotado o vetor posigdo de Laguerre

]

da imersdo x sendo responsavel por identificar a hipersuperficie x no cone de luz de R’;M.

Observe que p nunca se anula, pois x nao possui pontos umbilicos. Além disso, podemos
escrever

Y = py, (1.82)
ondey= (x-§,—x-&,&,1) dado em (1.56).

O teorema seguinte fornece uma equivaléncia entre hipersuperficies de Laguerre em

termos dos seus respectivos vetores posicao.

Teorema 6. Sejam x,%: M" —s R duas hipersuperficies sem pontos umbilicos e com cur-
vaturas principais que ndo se anulam. Entdo x e X sdo equivalentes por uma transformagcdo

de Laguerre se, e somente se, existe T € LG tal que Y =YT.

Demonstragdo. Considere x,% : M" —s R""! duas hipersuperficies de R"*! que ndo pos-
suem pontos umbilicos e cujas curvaturas principais nio se anulam. Considere Y e ¥ os
vetores posi¢ao de x e X, respectivamente. Suponha que x e X sdo equivalentes por transfor-
magdes de Laguerre. Pelo Teorema 4, existe T € LG tal que [y] = [yT]. Entdo, as equagdes

(1.75) e (1.79) se verificam. Portanto, obtemos

Y = py

Reciprocamente, suponha que exista T € LG tal que ¥ = YT. Como p > 0 temos,
py=Y =YT = pyT = [§] = DT].
Logo, pelo Teorema 4 temos que x e X sdo equivalentes por transformacdes de Laguerre. [

Considere Y o vetor posi¢do de Laguerre da hipersuperficie x : M" — R"*!. Utilizando
(1.82) temos que a métrica de Laguerre g, que é conforme a terceira forma fundamental



34 Geometria de Laguerre no espaco Euclidiano

como em (1.80), pode ser escrita
g=(dY,dY) = p?d& -dé. (1.83)

A partir de agora, quando referirmos a métrica de Laguerre, estaremos considerando g dada

pela expressdao em (1.83).

Seja A o operador Laplaciano de g, definimos

1 1
N = -AY + —(AY,AY)Y. 1.84
n * 2n? (AY,AY) (1.84)
Sejam {E|,E,,...,E,} em RE’H campos tangentes a Y consistindo de uma base ortonormal

na métrica g com base dual {@, @, ...,®,}. Em (1.65), consideramos {E{,E5,...,E}} uma
base ortonormal para Il = (dy,dy) = d& - d&, onde os elementos dessa base podem ser
escritos como El’ =rje;, | <i < n. Entdo, obtemos uma relacdo entre os elementos da base
referente & métrica g e os elementos da base ortonormal para /11, ou seja, se {Ey,Ez,...,E,}

consiste de uma base ortonormal na métrica g, entao

Ei=p 'El=plre, 1<i<n. (1.85)

Vamos agora determinar as relacdes de ortogonalidade na métrica (1.4). Por (1.59) e
(1.82) temos,

(Y,Y) = (py,py) = p*(y,y) =0. (1.86)

Analogamente ao cdlculos feitos para obter as relacdes de ortogonalidade dadas em (1.60)
temos,
(Y,Ei(Y)) = (AY,Ei(Y)) =0,
(Y,AY) = —n, (1.87)
(Ei(Y),E;(Y)) = &ij.
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Pelas equacdes (1.63) e (1.70), temos que

(n,m) = <

1
>
1o 4 30— (TR SR ) o

Utilizando (1.84) e (1.87), segue que

1 1 1 1
N,N) = (=AY +—(AY,AY)Y,—AY + —(AY AY)Y ) =
(N.N) <n +2n2< ’ >’n +2n2< AY) >
1 1
= —(AY,AY)— —{(AY,AY)n=0
2< ) > n3< ) >n )

S

1 1 1
YN) = (Y,-AY+—(AY,AY)Y ) =—(Y,AY)=—1
WN) = (Fo8V+ 5 (AT ) = L (ra7) = -1

(N E(Y)) = <%AY+ #(AY,AY)Y,E,-(Y)> ~0.

Por fim, vamos obter as dltimas relagdes. Por (1.70), (1.74) e (1.82),

<Ya77>:P<y,TI>:07

<Y,P>:p<y,P>=O7

onde P=(1,—1,0,0) € R"™* 0 € R, Além disso, utilizando que (Y,P) =0e (AY,P) =0

temos,
(AY,P) = (L E(E(Y)),P) = L{E(EAY)),P) =0,

1 1

n n

1 1
N,P) = —AY + —(AY,AY)Y,P ) =
wp) = (Rave o aranre)
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Segue de (1.70), (1.71), (1.82) e (1.85), que

(E«Y),n) = (o~ 'OGE/(p)+PE/()),n)
= p 'E/(p){y.,n)+(E{(y),n) =0.

Entao,
(Ei(Y),n) = 0= (Ei(Ei(Y)),n) = —(Ei(Y),Ei(n)). (1.88)

Logo, utilizando (1.69), (1.72), (1.73), (1.85) e (1.88) temos,
(Av,m) = YAE(E(Y)),n)
= Y0, Em)
= —i<P_l(yE{(P)+pEf(y))7P_1E{(n)>
L NE ). E)
— o R E ).
= p1<lAy,n>=0-

Dai,

1 1 1 1
N,n) = ( =AY + — (AY,AY)Y = —(AY — (AY,AY){Y,n) = 0.
o= (oY L @ranYn ) = v+ o an) )
Portanto, sdo satisfeitas as seguintes relacdes de ortogonalidade na métrica (1.4)

(AY,Ei(Y)) =0, (Y,AY) = —n, (E;(Y),E;(Y)) = &,

<Y7Y> = <Y>Ei(Y)> =0, <Y7n> = <Y=P> =0, <Y=N> =1,
(1.89)
<N7N> =0, <N771> = <N7P> = <NaEi(Y)> =0,

(n,n)=(P,P)=(n,E(Y))=0, (n,P)=—1.

Entdo, temos a seguinte decomposicdo ortogonal

R4 = span{Y,N} ® span{E\(Y),E2(Y),...,E,(Y)} & {n,P}.
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Chamamos {Y,N,E|(Y),Ey(Y),...,E,(Y),n,P} de referencial movel de Laguerre em R4

de x. As equacgdes de estrutura para este referencial sdo dadas por

dYy = Z(I),‘Ei(Y),
i
dN =Y WE(Y)+ ¢P,
! (1.90)
dE{(Y) = ;Y + ON+ Y o,E;(Y)+ BiP,
J
dn =—¢Y +Y BE(Y),
i
onde {y;, w;j, ¢;, B;} sdo fungdes diferencidveis em M" com w;j = —wj;. Queremos agora

obter expressoes para das fungdes diferencidveis y;, B;, ¢ utilizando o Lema de Cartan.

Proposiciao 6. Considere x : M"" — R uma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbili-
cos e com curvaturas principais que ndo se anulam. Sejam, as equagoes de estrutura de x,
com relagcdo a métrica de Laguerre g, dadas em (1.90). Tomando a derivada exterior das

equagoes (1.90), obtemos

Y oAy =0,

iwiAﬁiZO,

dla)l‘—ZCO[j/\(Dj:O,

dllfi_iwij/\‘//j =0, (1.91)
d‘l’—zl,‘lfi/\ﬁi:(),

dBi—Y wijABj—oiAg =0,
J

da)ij—Zwik/\wka Vi\N@j+ @ \ Y.
k

Demonstragdo. Tomando a derivada exterior da primeira equacdo de (1.90) e substituindo a

terceira equacdo de (1.90) temos,

0 = d(dY):ZdwiE,-(Y)—Za),-/\dEi(Y)

= ZdwiEi<Y) —Z(D,'/\ (%Y—I—(L)iN-i-ZwijEj(Y)-l-ﬁiP)

J
= Zdw,-E,-(Y) —ZCO,'/\IV,'Y—ZCO,'/\(D,']'EJ'(Y) —Za),-/\ﬁ,-P. (1.92)
f f ij f



38 Geometria de Laguerre no espaco Euclidiano

Tomando o produto interno de (1.92) com N e utilizando as relagdes de ortogonalidade (1.89)

obtemos,

0 = <Zda),~El~(Y)—Za)i/\lm Zwl/\w,j Za)l/\ﬁ,PN>
f i ij

= Z(Di/\l[/i.

Considerando o produto interno de (1.92) com 7 temos,

0 = <Zda)l~ Zw,/\I//,Y Zw,/\w,, Zw,/\B,Pn>
i ij
= _Zwi/\ﬁi P7n>
= Za),-AB,-.

Fazendo o produto interno de (1.92) com E;(Y) e usando as relagdes de ortogonalidade (1.89)
segue que,

0 = <Zda),~E,-(Y)—Zco,-/\1//,~ Za),Aa)l] Zco,/\B,PE )>

iJ

_ Zdw,-<E,~(Y),E,~(Y)> —Zm,- ANo;i(Ei(Y),E(Y))
i L]
= dCO,' —ZCOJ‘/\ COji
7

= dCO,'—Z(D,'j/\O)j.
J

Agora, fazendo a derivada exterior da segunda equagdo de (1.90) e substituindo a terceira

equacgdo de (1.90) temos,

0 = d(dN):qu/iEi(Y)—qui/\dEi(Y)-i—d(])P

= Zdl[/,-Ei(Y)—Zl[/,-/\ <l[/iY+0)iN+Za)ijEj(Y)+ﬁiP> +doP
i i j
= Zdw, Zl,l/,/\co,N Zy/,/\a)u )—Zy/i/\BiP+d¢P. (1.93)

]
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Tomando, primeiramente, o produto interno de (1.93) com 1 e utilizando as relagdes de

ortogonalidade (1.89) temos,

0 = <Zd‘lft Zw,Aw,N vamcol, )_Z‘Ifi/\ﬁip+d¢P7rl>
= — Y viABi(P.n)+de(Pm)

= dd’-Z‘I/i/\Bi-

Analogamente, considerando o produto interno de (1.93) com E;(Y) e usando as relagoes de
ortogonalidade (1.89) obtemos,

0 = <Zd‘//z Z%szN Vi A o;Ej( )—Z%AﬁiP+d¢P,Ei(Y)>
i, i

= Y AV(E(Y).E(Y)) =) v A wji(E(Y),E(Y))

i L,J
= dl//i—Za),-j/\y/j.
l
Considerando a derivada exterior da terceira equagdo de (1.90) segue que
0 = d(dEi(Y)):dl[/l'Y—l//i/\dY—l—d(UiN—(D,‘/\dN—l—Zd(DijEi(Y)
i

Y wij ANdE;(Y) +dpBiP. (1.94)
i
Substituindo as trés primeiras equagdes de (1.90) em (1.94) temos,

0 = dl[/iY—Zl,lfi/\a)jEj(Y)—|—dC()iN—ZCO,'/\l,UjEj(Y)—C(),'/\(])P—i—ZdCOijEj(Y>
J J i
Zwij/\I/IjY—Z(o,-j/\ij—Zco,-jAﬁjP+dﬁl~P—Zw,-j/\wjkEk(Y).
J J J Jk

Em seguida tomando o produto interno com 1 e E;(Y), utilizando as relacdes de ortogonali-
dade (1.89), temos

Za),jABJ ;NP =0,

dCOij Zco,k/\a)kj Vi \@j+ 0 \Yj,
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0 que conclui a demonstragdo. 0

Note que {@;} é um conjunto linearmente independente e pelas equagdes (1.91) temos
Z o Ny;=0e Z ; A\ B; = 0. Entdo, pelo Lema de Cartan, podemos escrever
i i

Vi =) Lijo,
J

Bi = ZBijwﬁ (1.95)
J

(p - Zciwia
i

onde L;j, B;; e C; sdo fungdes diferencidveis em M", satisfazendo L;; = Lj; e B;j = Bj.

Definicao 11. Definimos os invariantes B = ZBija)i ®wj, L= ZLU(D,- QwjeC= ZCiwi
ij ij i

denominados tensor segunda forma fundamental de Laguerre, tensor de Laguerre e forma

de Laguerre, respectivamente.

Por (1.90) e (1.95) as equacdes de estrutura para este referencial sdo escritas por
Ei(N) =Y LijE;(Y)+CP,
J
Ej(E(Y)) = LijY + 8;N + Y T{;E(Y) + By;P, (1.96)
k

Ei(n)= _CiY‘f‘ZBijEj(Y)a
J

onde C;, L;j = Lj;, B;j = Bj, Fé‘j sdo fun¢des diferencidveis definidas em M".

As derivadas covariantes dos tensores B, C e L, e a forma de curvatura, com relacio a

métrica g, sdo dados por,

dCi+ ) Ciw;; =) Ci 0,
J J

dLij+ Y Ly + Y Lijo = Y Lij 0,
k k k

dB;; +ZBikwkj +ZBkjwki = ZBij,kwka
k k k

dayj—Y o Ao =Qij=— Y Rijutx Ay,
% k<l

(1.97)

onde €;; € a forma de curvatura e as fungdes R; j; sdo as componentes do operador curvatura.

No que segue, vamos obter relagcdes entre os invariantes de Laguerre.
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Proposicao 7. Seja x : M" — R wma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbilicos
e com curvaturas principais que ndo se anulam. Considere as equacoes de estrutura de x,
com relagdo a métrica de Laguerre g, dadas em (1.90). Tomando a derivada exterior das

equacoes dadas em (1.95), obtemos as seguintes relacoes entre estes invariantes:

Lijx = Lij,

Cij—Cji= ) (BuLkj — BjiLi) ,
%
Bjj i — Bi j = Cju — Cybyj,
Rijxi = Ljx0i + LiygOjx — Lix 01 — L j; 6k,

onde R;jy € o tensor curvatura da métrica g.

Demonstragdo. Tomando a derivada exterior de y; dado em (1.95) e utilizando a terceira

equacgdo de (1.91) temos

dy;=d (ZLU(D/) = LdLjr@j+) Lijdo,
J j J

= Y dLjrnoj+) Liday
Jj k

= ZdLijij+ZL,-kwkj/\wj. (1.98)
J Jk

Substituindo y; = ZLk ;j@; na quarta equagdo de (1.91), obtemos
J

dy; =Y Lijoy A 0. (1.99)
ij

Igualando as expressoes (1.98) e (1.99) e utilizando (1.97) temos

ZLij,kwk Nw; = 0

Jjk
ZLij,kwk/\wj+ZLij7ka)k/\(x)j =0
J<k j>k
ZLij»kwk/\wj_ZLik,jwk/\wj = 0. (1.100)
J<k k>j

Como o conjunto {@y A @;}j<x é L.I, segue de (1.100) que

Lijx = Likj-
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Fazendo a derivada exterior de ¢, dado em (1.95), utilizando a terceira equacao de (1.91)

e a primeira expressao de (1.97) temos

d¢:d<ZC,-a)i) = Y dGra+) Cda,
i i i
= ZdC,-AmeZCia)ijij
i ij
= ZdCiAwi+ZCja)ji/\wi
i ij

= ) G joj o (1.101)
ij

Utilizando (1.95) na quinta equagao de (1.91) segue que

dp = Y wiAPBk
%

= _ZBkijiwj/\wi- (1.102)
ijk
Igualando (1.101) com (1.102) e lembrando que L;; = Lj; € B;; = Bj; obtemos
ZCi’ja)j N @; = _ZBkijiwj N @;

ij ijk

) (Ci,j +ZBkiji> 0;ANw; =0
x

ij

Z Ci,j‘l'ZBkiji COj/\(Di-i-Z Ci,j‘l'ZBkiji COj/\(D,':O
>y % i>j %

Z Ci,j+ZBkiji a)j/\a),-—z Cj,i+ZBkiij a)j/\a),-:O
i<j k i<j k

Z C,'J +ZBkij,' WjN\ ;= Z Cj,i+ZBkiij wj N o,
i<j k i<j k

entao,
Cij+Y Bijli = Cji+ ) Builij
k k

Cij—Cji = Y Bulij— Y Bl
T k

G j—Cji = Z (BriLij — BjkLix) - (1.103)
k
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Considere a derivada exterior de 3;, dado em (1.95), utilizando a terceira equacdo de
(1.91) segue

dﬁi:d(zBijwj) = ). dBijAw;+) Bijdo,
7 j /

= Y dBijAw;+) Bijoj A ax. (1.104)
j ik

Substituindo as expressdes de ¢ e B na sexta equagdo de (1.91) temos
dﬁ,‘ = Za)ijABj+a)iA¢)

= ZB KO A\ a)k+ZCkco, A 0. (1.105)
Jjk

Igualando (1.104) e (1.105) usando (1.97) obtemos

ZdB,, A@j+ Y Bijoj A=Y By Ao +ZCka), A O
J Jjk Jjk

ZdB,j/\(D]—FZB,k(Dk]/\O)] ZBk]a)lkAw] ZCka),-Aa)k
k

ZdB,JAa)j+ZB,ka)kjAwJ+ZBkjwk,/\a)J ZCka),-/\a)k
k

J Jjk Jjk

ZBij7k(1)k/\a)] = ZCk(D,'/\COk

I %

Z (_Bij,k — Ck8,-j) Wi\ = 0

I

Z <_Bij,k —Ck5,'j) WjN O+ Z (_Bij7k —Ck6,~j) WjN\ @ = 0
j<k j>k

Z (_Bij,k —Ck&-j) Wi\ = Z (_Bik,j _Cj5ik) Wj N\ Q.
i<k Y

Entdo, usando um argumento andlogo ao usado em (1.103) segue que

—Bjjx—Ci6;; = —Bij—C;dy
Bijx—Bi; = Cjbyx—Cibij.

Por fim, vamos obter a tltima relacdo entre esses invariantes. Igualando a expressao do tensor
de curvatura dada em (1.97) com a ultima equacao de (1.91) e substituindo y; = ZLi j0;
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temos
da)ij—Zw,-kAwkj = YiNOj+ 0 \Y;
k

—ZR,-jk,a)k/\a)l = YiNoj+ 0 \Y;
k<l

_ZRijklwk/\wl = ZL,-ka)k/\wj+Zija)i/\wk
k<l k k

—ZR,-jkla)k/\a)l = ZL,-kéﬂwk/\a),—ZijSil(okAwl.
k<l kl kl

Usando um argumento similar ao usado em (1.103) obtemos

— ZRijklwk AN@y = ZLikSﬂa)k N @y + ZijSﬂwl N\ Q)
kl kl

k<l
—ZRijklwk/\w, = ZL,-kSﬂwk/\wl+ZL,-16jka)l/\wk—ZijSﬂa)k/\wl
k<l k<l >k k<l
— Y Lybuay Aoy
1>k
= ZRijklwk/\wl = Z (Li6ji — LuySjx — L6y + L1 6) ok N aoy.
k<l k<l

Logo,
Rijxi = Ljx0iy + Ly Sjx — Lixdj; — L j; Oj.

Portanto, temos as seguintes relagdes entre os invariantes

Lijx = Lij,

Ci,j—Cji=Y (Biilxj— BjLi)

k (1.106)
Bijx — Bir,j = Cj0i — Cy0;j,
Rijxi = Ljx0;y + Ly 6jx — Lix0j; — L j; Oy

]

Na proposi¢do seguinte, apresentamos algumas identidades satisfeitas pelos invariantes

de Laguerre da imersio x.

Proposicio 8. Seja x : M" — R uma hipersuperficie orientdvel, sem pontos umbilicos e
com curvaturas principais que ndo se anulam. Considere as equagoes de estrutura de x, com

relacdo a métrica de Laguerre g, dadas em (1.90). As seguintes identidades sdo satisfeitas:

Y Bi=1,YBi=0, Y Biji=(n—1)C;. (1.107)
i i i
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Demonstragdo. De fato, pelas equagdes de estrutura (1.96) e as relacdes de ortogonalidade
(1.89) temos

(En).E)) = (~GY + Y ByE;(¥),~GY + Y ByE(¥))
J J
= (LBiE;(Y),} BijE;(Y))
J j
_ Z(Bij)z- (1.108)
J
Substituindo (1.69) e (1.85) em (1.108) segue
Y (Bij)* = Y.(Ei(n).E(n))
ij i
= p Y (Ei(n),E{(m))
= p_ZZ(r—ri)zzl.

Da terceira equagdo de (1.96), temos que o operador Laplaciano A do vetor posi¢do Y de x,

com relagdo a métrica g, é dado por
AY =Y E(E(Y)) =Y Li¥ +nN+ Y THE(Y)+ Y BiiP. (1.109)
i i ik i

Como (AY,E;(Y)) =0, segue de (1.109) que

0 = (AY,Ek(Y)>:<2Li,~y+25,~,-N+Zr§Ek(Y)+ZBi,~REk(Y)>
i i ik i
= Y Li(Y,Ec(Y)) +n(N,Ec(Y)) + Y Ti(Ec(Y),Ex(Y)) + Y Bii{ P, Ex(Y))
j ik i

l
= Yr}.
ik

Entao,
AY =Y E(E{(Y))=)_LiY +nN+Y BjP. (1.110)
i i i
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Tomando o produto interno de (1.110) e usando que (AY,n) =0, e as demais rela¢des de

ortogonalidade (1.89), obtemos

0 = (AY,n)= <ZEi(Ei(Y)),n> = <ZLiiY +”N+ZBHP7TI>
= _ZBiia

ou seja,
Y Bi=0. (1.111)

Por fim, pela relagdo B;; x — Bjx j = C; 6y — Cy0;; e usando (1.111) temos,

Z(Bij,k — By j) = Z(Cj&‘k —Ci6ij)
ik ik

) (Biji—Biij) = ) (C;8i — Ci5;)

i i
ZBij7i =nCj— ZC,'SZ']'
ZBij’i = (n — 1)Cj.

O

A seguir, vamos obter relagdes entre os invariantes de Laguerre B e C e os invariantes
Euclidianos de x : M" — R""!,

Proposicio 9. Considere {e;}, 1 < i <n, uma base ortonormal com relacdo a métrica dx - dx
para TM, consistindo de vetores principais unitdrios, isto é, e;(§) = —kje;j(x), 1 <i<n,
onde k; é a curvatura principal correspondente a e;. Seja E! = rie;, 1 <i < n base ortonormal
para d& -d&. Além disso, os campos E; = pflEl{, 1 <i < n, formam uma base ortonormal
na métrica de Laguerre g = p2d & -d& com base dual w;. Entdo, as seguintes igualdades se

verificam

(1.112)
Ci=—p *ri{ei(r) — (r—r)ei(logp)}.

Demonstragdo. Temos de (1.89) e (1.96) que

Biy = (Ei(n). E;(Y)). Ci = {Ei(n).N). (1.113)
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Como E; = p_lEl-’, 1<i<neY = py,usando (1.60), (1.67) e (1.68) temos

Bij = (Ei(n ,EJ( )
“2(E{(n),E}(py))

2<( (r—ri) EZ()’) )

l(r=ri)p(E[(),E;(v)) + (r—ri)Ej(p

P
p +E{(r)y
p

+ E{(r)p(0Ej(») +E;(P)E{(r)(y,)]
p
p
P

(PE;() +Ej(p)y))

SN—
—~
=
—~
<
S—
<
S
-

“Hr—r)(E{(»),E}())
“Hr—riei(x)e;(x)
(

r—r)§;

No que segue, vamos determinar a expressao de C;. Usando que E; = p*IEi' , El = rie;,
1<i<n, Y=py e (1.68)temos

Ein) = p 'E(m)=p " ((r—r)E/(y) +E[(r)y)
= p (r—ririei(y) +p " riei(r)y

Y Y
= p Yr—rrie; <—> +p riei(r) =
P (r=ririei| 5 ) +priei(r) S

— p_l(l’ rl)rl( ( )ppzyel(p))"’l) rzez( )Y

= p r=rriei(¥)p~ —p~'Yp " ei(p)) + p Priei(r)Y

= p2(r—rrie(Y)—p~ 2(r—r,)r,e,(logp)Y—|—p iei(r)Y
p )

Yr—r)E(Y)—p 2 (r—ri)riei(logp)Y +p~ riei(r)Y. (1.114)
Segue das relacdes de ortogonalidade (1.89) e (1.114) que

C; = (Ein),N)
= (p N (r—r)EY)—p2(r—ri)riei(logp)Y + p *rie;(r)Y,N)
= p ' (r=r){E(Y),N) = p~>(r—ri)riei(logp){(Y,N) + p *riei(r) (Y, N)
= —p ri(ei(r) — (r—riei(logp)).

)
{

]

Para finalizarmos esta se¢ado vamos definir curvatura de Laguerre e observar que esse
conceito € também um invariante de Laguerre.
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Denotamos os autovalores do operador da segunda forma fundamental de Laguerre B
por curvaturas principais de Laguerre de x. Entdo, por (1.112), as curvaturas principais de
Laguerre sdo

bi=p '(r—mn). (1.115)

Definicao 12. Seja x: M" — R wma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos e
com curvaturas principais ndo nulas. Para quaisquer trés curvaturas principais k;, kj e kj,

distintas, definimos
(ki —k j)kl

Eijl _
(ki — k;j)ki

(1.116)

como sendo a curvatura de Laguerre de x.

.. ) 1 )
Para cada curvatura principal que nio se anula, seja r; = T o raio de curvatura de x.
i
Desta forma, podemos escrever as curvaturas de Laguerre de x como:

it = (1.117)
rp—r j
Consequentemente, substituindo (1.115) em (1.117) temos,
pit Z Tl bizh (1.118)

r—r;j n bl—bj.

Portanto, temos que as curvaturas de Laguerre £ !'sdo invariantes de Laguerre.

Apresentamos, no Capitulo 3, exemplo de uma familia de hipersuperficies de Dupin que

possuem curvatura de Laguerre constante.



Capitulo 2

Hipersuperficies isoparamétricas de
Laguerre em R""!

Neste capitulo introduzimos os conceitos de tensores isoparamétricos, hipersuperficies
de Dupin, hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre e hipersuperficies com segunda
forma fundamental paralela. Apresentamos exemplos de hipersuperficies isoparamétricas de
Laguerre. Mostramos os resultados apresentados em Li e Wang [12], que caracterizam as
hipersuperficies de Dupin com curvaturas de Laguerre constante em termos dos invariantes
de Laguerre. Concluimos este capitulo mostrando que uma hipersuperficie de Dupin com
curvatura de Laguerre constante é Laguerre equivalente a uma hipersuperficie isoparamétrica

de Laguerre plana.

2.1 Tensores isoparamétricos

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados sobre tensores isoparamétricos, considerando
uma variedade Riemanniana (M", g), baseados no artigo de Li e Wang [12].

Definicao 13. Dizemos que um tensor simétrico T = ZTi j0; @ W, isto é, Tij = Tj; é um
ij
tensor de Codazzi, se
Tijk = Tk j- (2.1

Definicao 14. Seja T = Z T;jw; ® @; um tensor de Codazzi em uma variedade Riemanniana
ij
(M",g). Dizemos que T é um tensor isoparamétrico se seus autovalores sdo todos constantes.
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SejaT = Z T;j@; ® @; um tensor simétrico em uma uma variedade Riemanniana (M", g).
ij
Entdo, podemos escolher uma base ortonormal local formada por autovetores {E},...,E,}

tal que
(T;;) = diag(t1,...,t1,12,. .., 12, . tny o ln). (2.2)

A derivada covariante de T € definida por
Y Tjxon =dT+ Y Tijopi+ Y Ty (2.3)
k k k
Entao, segue de (2.2) e (2.3) que
Y Tjaon = dTij+Y Tijowi+ Y Tiey;
k k k
Y Tjuox = Tj;0j+Tioy;
k
Y Tjuox = —tjo;j+10
k

ZTi];k(Dk = (ti—tj) .
k
Logo, obtemos

Y Tijxoox
W = ~——— quando{i} # {j}. (2.4)
(ti —1;)

Se T for tensor isoparamétrico temos que
Tijx =0, quando {i} = {;}, ou {;j} = {k}, ou {i} = {k}, (2.5)
onde {i} :={m e {1,2,...,n}/t,, =t;}. Além disso, a seguinte relacdo & satisfeita

273
ij,k
: (2.6)
(i y (e = 1) (=)

Rijij =

Note que, se T € paralelo segue da equacao (2.6), que

Rijij=0, 1<i,j<n. (2.7)
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Proposicao 10. Seja T = ZTi 0; ® @; um tensor isoparamétrico em uma uma variedade
ij
Riemanniana (M",g). Se T é tensor isoparamétrico com apenas dois autovalores distintos

entdo, T é paralelo.

Demonstracdo. Considere T = ZT,- j@; ® @; um tensor isoparamétrico com apenas dois
ij

autovalores distintos #; e f, com multiplicidades s e n — s, respectivamente. Fixemos a

seguinte convencao de indices:

1<i,j<s,s+1<a,p<n, 1 <a,b,c<n.

Seja {E|,...,E,} uma base ortonormal para TM com relacdo a métrica g formada por
autovetores com base dual {®y,...,®,}. Entdo, T é dado por
Tij = t16ij, Top = 12008, tai = 0. (2.8)

Como T € isoparamétrico temos que 71 € £ sdo constantes. Vamos mostrar que 7T, . = 0 para
1 <a,b,c < n. De fato, a derivada covariante de T € definida por,

n n n

dYbb*’z:znwa%b+‘2:inﬁa%u:: z:jhhcak~
c=1 c=1 c=1

e de (2.8), segue que

n h 1
AT+ Y Tauj+ Y. Taj@ui =Y. Tijat
a=1

a=1 a=1
n
T;i0ij+ Tjj0ji = Y Tija®a
a=1
n
Ho;j+ 10 = Z Tij.a00g.
—1

Entao, obtemos

T;'j,a:ovlgi?jgsvlgagn- (29)
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Analogamente, temos também

n n n
dTop + Y Taa®up + Y Tup@aa = Y Tup.a®a
a=1 a=1 a=1

Taawaﬁ + Tﬁﬁwﬁa = Z Taﬁﬂwa

a=1

Wup +10Wgy = iTaﬂa)a.
a—
Logo, obtemos
Ta57a=0,s+1§a,ﬁ <n 1<a<n. (2.10)
Portanto, de (2.9) e (2.10) concluimos,
Ty =0, 1 <a,b,c<n,

isto é, T é paralelo. O

Teorema 7. ([12]) Seja T = Z ; ® ©; um tensor isoparamétrico em uma variedade Rie-
ij
manniana (M",g). Se M" possui curvatura seccional ndo-negativa (ou ndo positiva), entdo

T é paralelo.

Teorema 8. ([12]) Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana, p € M" comum T = Z W;
ij
; um tensor isoparamétrico, entdo temos a seguinte identidade de Cartan generalizada
Y —H=o, (2.11)
U

onde R;jij é a curvatura seccional do subespago bidimensional 6 C T,M, gerado por e; e e;.

2.2 Hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre

Nesta secéo, consideramos hipersuperficies x : M" — R"*! ¢ introduzimos os conceitos
de hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre, hipersuperficies de Dupin e hipersuperficies
com segunda forma fundamental paralela. Apresentamos a caracterizacdo das hipersuperfi-
cies de Dupin em R""! com curvaturas de Laguerre constante em termos dos invariantes de
Laguerre obtida por Li e Wang [12].
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Definicao 15. Uma hipersuperficie x : M" — R" ¢ Dupin se suas curvaturas principais
forem constantes ao longo de suas correspondentes linhas de curvatura, isto é, e;(k;) = 0,
onde k; é curvatura principal de x. Uma hipersuperficie de Dupin x é dita propria se o

niimero de curvaturas principais distintas for constante.

Observamos que propriedades de hipersuperficies de Dupin também s@o consideradas no
Capitulo 3.

Definiciio 16. Seja x : M" — R uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com curvatu-
ras principais que ndo se anulam. Considere a métrica de Laguerre g = (dY,dY) e a segunda
forma fundamental B = ZB,- @; @ ;. Dizemos que x possui segunda forma fundamental de
=

Laguerre paralela se VB J: 0, onde V é a derivada covariante em relacdo a métrica g.

Definiciio 17. Seja x : M" — R uma hipersuperficie sem pontos umbilicos e com curva-
turas principais que ndo se anulam. Dizemos que x é uma hipersuperficie isoparamétrica de
Laguerre se a forma de Laguerre C é nula e as curvaturas principais de Laguerre, dadas em

(1.115), forem todas constantes.

Definicao 18. Uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre x : M"" — R ¢ dita hiper-

superficie isoparamétrica de Laguerre plana se
Rijit =0, paratodos 1 <1, j,k,1 <n,
onde R;jy € o tensor de curvatura de g.

A fim de apresentar uma caracterizacao das hipersuperficies de Dupin com curvatura de
Laguerre constante, mostraremos o seguinte lema.

Lema9. Sejax:M" — R uma hipersuperficie orientdvel com r > 3 curvaturas principais
distintas e ndo nulas. Entdo as curvaturas de Laguerre LV ! s@o constantes se, e somente se,

as curvaturas principais de Laguerre b;, i = 1,...n, dadas em (1.115) forem constantes.

Demonstragdo. Suponha que x : M" — R"*! seja uma hipersuperficie orientével com r > 3
curvaturas principais distintas e ndo nulas. Para quaisquer trés curvaturas principais distintas

ki, kj e k;, segue da relagdo (1.118) que a curvatura de Laguerre de x € dada por

bi—b;

£V = .
by —b;

(2.12)



54 Hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R

Temos também

Ll = 21770 (2.13)

Suponha que as curvaturas de Laguerre sdo constantes. Entdo, para qualquer vetor tangente
X € TM temos,

1

0=X(L7) = W((X(bi) —X(bj))(br = b)) — (X (br) = X (b)) (bi — b))
e, X(bi)—X(bj)  X(bj)—X(b
(li)i:b,-( i) _ (Z:bl( 03 (2.14)
Analogamente para (2.13) obtemos,
o)) X)) s
Igualando (2.14) e (2.15), temos que
X(bi) —X(by) _ X(bj) =X (br) _ X(bi) X (br) (2.16)

bi—b; bj—b bi—b

Considerando, sem perda de generalidade, a primeira igualdade de (2.16) e isolando X (b;)

temos,
X(bi) =X(bj) _ X(bj)—X(b)
bi—b; b;— b,
X(bi)(bj—b1) = bi(X(b;)—X(br)) +X(b1)bj—X(bj)by
L (X(Bj)=X(br)\ | X(b1)bj—X(b)by
Xib) = b’( (b;—br) ) (b;—br)
Entao,
X (b;) = by +di,
onde

(X)X, X(bb—X(by)by
i (o) < |
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Analogamente isolando X (b;) e X (b;) na primeira igualdade de (2.16) obtemos,
X(bj) =bjuj+dj,  X(br)=bity+d,

onde

;= (%) e dj= X (bi)b; — X (b1)bi

“’:<X([(?1;),:)b(j<)bj)> o = X(i)bi=X(bi)b;

Note que, por (2.16) y; = j = W, = W. Vamos mostrar que d; = d; = d.

Primeiro, vamos verificar que d; —d; = 0. De fato,

o X(eb—X(b)b X(b)bi—X(b)b;
d4i—dj = (bj—bi) (by—b;j) 17

Por (2.16), obtemos

= X(0) - X(b5) = - () - X(b0) (=) 218)

X(bi) =X (b1) _ X(bj) —X(b1)

Do) X020 s xio)—x(b) =~ (x(b) —x(0)

b;— b
by —b;

) (2.19)

Substituindo (2.18) e (2.19) em (2.17) segue que, d; —d; = 0. Analogamente, obtemos que
di—d;=0.

Entdo, d; = d; = d; = d. Logo, existe U e d tal que
X(bj)=bju+d, j=1,...,n. (2.20)
Por (1.107), (1.112), (1.115) e (2.20) temos,

Y Bi=0,} Bj;=0 ¢ By =bid;.
i ij



56 Hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre em R

Entao,

Bi1+Bx+--+Buwm =
bi+by+---+b, =
X(b1)+X(b2)+"'+X(bn) =
(br+by+--+by)u+nd =

S ©o o o

Como by +by+---+b, =0, temos d = 0. Logo, (2.20) se reduz a
X(bj)=bju, paraj=1,...,n. (2.21)
Além disso,

Bl +B5+ - +B;, =
bi+b3++by =
b1X(b1)—I—bzX(bz)—{----—{-an(bn) =
(bi4by+-+bu =

o o o o

Donde se conclui que pt = 0, logo segue de (2.21) que
X(bj)=0, paraj=1,...,n, (2.22)

Portanto, b sdo constantes para todo j = 1,...,n. Reciprocamente, se as curvaturas principais

de Laguerre sdo constantes, segue de (2.12) que as curvaturas de Laguerre sdo constantes. [

Proposicao 11. Seja x : M" — R uma hipersuperficie orientada com r > 3 curvaturas
principais distintas e ndo nulas. Entdo x é hipersuperficie de Dupin com curvatura de

Laguerre constante se, e somente se, x é hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.

Demonstragdo. Seja x : M" — R™"! uma hipersuperficie orientada com r > 3 curvaturas
principais distintas e ndo nulas. Suponha que x € hipersuperficie de Dupin com curvatura
de Laguerre constante. Utilizando o Lema 9, precisamos apenas mostrar que a forma de
Laguerre C € nula, ou seja, C; = 0, paratodo i = 1,...,n. Como b; sdo constantes para todo

i=1,...,n, derivando a expressdo em (1.115) com relacdo a i temos,

0=ei(bi) = elp " )(r—ri)+p 'ei(r)—p~'ei(r)
= —p (ei(logp)(r—ri) —ei(r)+ei(ri)). (2.23)
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Note que p # 0 entdo, por (2.23)
(r—ri)ei(logp) —ei(r)+ei(r;) =0=e;(r;) = ei(r) — (r—r;)ei(logp). (2.24)
Como x € hipersuperficie de Dupin temos,
ei(ki) =0=¢;(r;) =0. (2.25)
Logo, por (1.112), (2.24) e (2.25) obtemos,
Ci = —p 2rif{ei(r) — (r—ri)ei(logp)} = C; = 0, Vi. (2.26)

Portanto, x € hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.

Reciprocamente, suponha que a forma de Laguerre C é nula e as curvaturas principais de
Laguerre sdo constantes. Pelo Lema 9, basta mostrar que e;(k;) = 0. Com efeito, segue de
(1.112)

0=Ci=—p 2riei(r)— (r—rei(logp)} = ei(r) — (r—r;)ei(logp) = 0. (2.27)

Por outro lado, como b; sdo constantes para todo i = 1,...,n a equacgdo (2.24) € satisfeita e

usando (2.27) temos,
(r—ri)ei(logp) —ei(r) +ei(ri) = 0= e;(r;) =0.

Portanto, e;(k;) = 0, ou seja, x é hipersuperficie de Dupin com curvaturas de Laguerre
constantes. [

Um resultado semelhante a Proposi¢do 11, foi obtido por Cezana e Tenenblat [6]. Mais

precisamente eles mostraram o seguinte teorema.

Teorema. Seja x: M" — R wma imerséo prépria, sem pontos umbilicos, com curvaturas
principais ndo nulas. Entdo, x é uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre se, e
somente se, ¢ uma ciclide de Dupin ou uma hipersuperficie de Dupin com curvatura de

Laguerre constante.

Apesar de semelhantes, os resultados foram obtidos de maneiras independentes e usam

técnicas distintas.
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2.3 Classificacao das hipersuperficies isoparamétricas de

Laguerre

Nesta secdo, apresentamos exemplos de hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre.
Em seguida, mostramos alguns resultados preliminares utilizando tensores isoparamétricos,

necessdarios na demonstracao do teorema principal deste capitulo, dado em [12].

No que segue, vamos apresentar exemplos de hipersuperficies isoparamétricas de La-
guerre, a saber, a ciclide de Dupine x: R" — Rg“ uma hipersuperficie orientada tipo-espago
em RSH. Estes exemplos foram utilizados primeiramente por Li, Li e Wang em [13], onde
classificaram todas as hipersuperficies orientadas em R"*! com segunda forma fundamental

paralela.

Exemplo 10. Para qualquer inteiro m com 1 < m < n — 1 denotamos por
H*™ = {(v,w) e R"™ 1 /yy—w? = —1,w > 0}

o0 espago hiperbdlico imerso no espago de Minkowski ]R’f*mﬂ. Definimos x : S" x H"™™" —
Rn—l—l por

x(u, v, w) = (3(1 +w),1) ,ueS", (vw) € H, (2.28)
w w
A hipersuperficie x possui duas curvaturas principais distintas dadas por k; = v e
w
ko, = —1 com multiplicidades m e n — m, respectivamente (ver [13]). Assim temos,
mn—m)\rp —nr
o mem(non?
n
(n—m )
bl — _C27 1§l7,]<m7
nm
by = — LZC}, m+1<i,j<n,
n(n—m)

onde c,c;,c3 € R sdo constantes. Entdo os invariantes de x sdo dados por

Ci = —p ri{ei(r)—ei(logp)(r—r)} =0,1<i<n,

_ 1 ..
Lij = p *{Hess;;(logp)—rirjei(logp)e;j(logp) + §|V108P|25ij} =0,1<i,j<n,
Bij = bi5ij- 1 S i,j S n,

Logo, x € uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre com duas curvaturas principais

distintas e com segunda forma fundamental de Laguerre paralela.
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As hipersuperficies de Dupin no espaco Euclidiano com duas curvaturas principais distintas

sdo conhecidas como ciclides de Dupin.

Antes do préximo exemplo, vamos apresentar algumas informagdes sobre imersdes de
Laguerre 7: URZ™ — UR™™!, para mais detalhes referimos [11]. Seja R o espago de

Minkowski com o produto interno
(X,Y) =X1V1 4+ X1 1Yoy 1 — Xpi2Vny2. (2.29)

Seja v = (1,0,1) o vetor tipo-luz em ]R’IHZ com 0 € R". Considere ]Rg“ o hiperplano
degenerado em R’iH'z definido por

R = {x e RIT2/(x,v) = 0}.
Definimos o fibrado U R'O“rl por
URG™ ={(x,§) e R xRI™?/(x,v) =0,(£,§) =0.(&,v) =1} (230)
e a imersdo de Laguerre 7 : U Rg“ — UR™"! dada por
T(x,§) = (¢,§) e UR™,
onde x = (x1,x0,x1) ERXR"XR, & =(§+1,5,&) e RxR"xRe

X = (—%,xo—’é—:g()),g’: (1+€1—]%) 2.31)

Sejax: M" — Rﬁ“ uma hipersuperficie orientada tipo-espago no espaco degenerado RSH
e & o Unico vetor em R’l”z satisfazendo

(§,dx) =0, (§,5)=0¢e (5,v)=1,

onde v = (1,6, 1) € Rﬁ‘“ é o vetor tipo-luz com 0 € R". Seja {e1,e,...,e,} uma base

ortonormal para TM com relagéo a (dx,dx) tal que

ei(&) = —kiei(x), 1 <i<n. (2.32)
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(ri+r+-+rm)

. 1 .
Supondo que k; # 0, definimos r; = — o raio de curvatura de x e r =
n

i
como o raio de curvatura média de x. Podemos relacionar a imersao x com a correspondente
. L . /
hipersuperficie x' : M" — R""! como segue.

De 7(x,&) = (,&') € UR""!, obtemos uma hipersuperficie x' : M" — R, onde x’ e
&’ sdo dados por (2.31). Queremos agora determinar a relacdo entre as curvaturas principais
das hipersuperficies x e x'. Por (2.31) e (2.32) obtemos que,

i nel) = (i) (e, 9 b))
1 1

ricoei(S1) _ xiei(So) | x150ei(51)

<rie%(1§1) L+ Xleé'ffl)
(—eilx1) | xiei(é))
B ( &1 " &

= ¢(X), 1<i<n.

el T T T T

_ Soei(x1) | x160€i(81) _ x1ei(So)
& * &t &1 )

,ei(xo)

Segue que e; é um vetor principal para a hipersuperficie de Laguerre (x',&') : M" — UR"t!

correspondente ao raio de curvatura
ri=ri€ +x1. (2.33)
A seguir apresentamos o exemplo de hipersuperficies isoparamétrica de Laguerre plana dado

por Li e Wang [12].

Exemplo 11. Para quaisquer inteiros my,my,...,mg,comm)+my~+---+mg=n(s >2)e
constantes distintas ndo nulas A1, A5, ..., A, definimos x : R" — R’é“ uma hipersuperficie
orientada tipo-espaco em RSH dada por

(M\ul|2+12|M2!2+~-+7Ls!us|2 7Ll|u1|2+12!u2|2+'-~+7Ls|us|2)
X = YU U2y o U, 3
2 2
onde (uy,uy,...,us) ER™M xR™ x--- x R"™ =R", |ui|2:ui-ui,i:1,...,se
= 7L]|u1|2+12]u2|2+'-~+7Ls|us|2
= 2 ’ (2.34)

Xo =uy,up,...,uUs.

Neste caso, temos que o campo normal unitério & de x é dado por,

o (PP P
2 ’ o 2

“MurlP = — A l?—1
)L]M] '7_2'31/!57 | 1u1| ’S”S| )7

)
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onde

AP = = A2 -1
& = ) ’ (2.35)
&o=—Mut,...,—Agls.

Temos,
dx = (Murduy + Luyduy + - - - + Asugdug, duy ,duy, - - - dug, Ayurduy + Aurdus + -+ - + Asugduy) .
e
d& = (—(M)Zuldul — oo — (M) usdug, —Mduy, — -+, —Agdug, —(Ay) 2urduy — - - — (ls)zusdus) :

Note que d& satisfaz as condi¢des dadas em (2.30), onde o produto interno é dado por (2.29):

—|7L«1u1|2— cee— Msus\z—l—l
2

<§,dx> = (lluldul—l—---~|—lsusdus) ( ) — Murduy

_ 2_ ... _ 2 _
_ ..-—lsusdus—(lluldul—f-...—{—lsusdus)( |)L«1”1| > VLSMSI 1)
_ 2 _ ... 2
— ()Lll/l]dl/l]‘f—u.—f—lsusdus)( |}Llu1| 2 |A{SMS| )‘i‘(lluldul_i_z +Asu3du3)
—_ 2—.0'— 2
— Muldul—---—lsusdus—(lluldul+---+7Lsusdus)( A 5 Ms”s|)
N (Murduy + - -+ + Asusdug) _o
2
A= = AP+ 1 —Aug = — A2+ 1
I e | e ) G
2 —[Aug]? = — | Agug|> — 1 —|Aug|? = — | Agug|> — 1
+ + (Asuy) ( 5 >

4 2 4
|xlu1|2+--~+|zsus|2)2_(|/11u1|2+-~-+|zsus|2) 1

4 2 4

_ (Mlul\z—l--“—l—\/lsus!z)z_ (IAus 2+ 4 [ Agus ) N |

+ M P+ A - (
=0
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(P == AP+ 1 |Aug |2+ 4 [ Asug)? + 1
= 1.

A primeira e segunda formas fundamentais de x sdo, respectivamente, dadas por

1 = dx-a’x:(lluldul+--~+7Lsusdus)2—l—du1du1+--~+dusdus—()Lluldu1+-~-+lsusdus)2
= dujduy+---+dugdu,

II = —dx-d§=—(Muduy+ -+ Asugduy) (—(ll)2u1du1 — (ls)zusdus)
+ Awuduy + -+ Augdug + (Auyduy + - - - + Asugduy) (—(ll)zuldul — = (ls)zusdus)
Muyduy + - -+ Asusdug.

Note que x estd parametrizada por linhas de curvatura e suas curvaturas principais sao

A, A2, ..., Ay com multiplicidade my,my, ..., m;. Assim,
1 miry+mpry+ -+ mgr
ri=—, r—= .
l,' n

Entdo, obtemos que os invariantes de x sdo dados por

p* = Zmi(h‘—r)z =C1,

C; = —p 2rifei(r)—ei(logp)(r—r)} =0,1<i<n,

~

_ 1 ..
Lj = p *{Hess;j(logp)—rirjei(logp)e;(logp)+ §|V108P|25ij} =0,1<i,j<n,
B = bi5ij, 1<i,j<n,

~

~

onde
r—r;

by = = ¢y, (2.36)
Y jmj(rj—r)

[\
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com cq,c € R s@o constantes. Logo, x € hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Além

disso, por (1.106) temos,
Rijxi = Lix0y+ LyySjx —Lixdjy — L0y =0, 1 <1, j,k, 1 <n,

ou seja, x € hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre plana.
Considerando a imersdo de Laguerre 7 : UR’&Jrl — UR™!, Por (2.31), (2.34) e (2.35)
obtemos a hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre x’ : R” — R"! dada por

o Ailui]?
A w2+ 1

x':((),ul,...,us)+ (l,—llul,...,—lsus), (2.37)

e sua normal unitdria &' : R" — S"

1 S
&= S A2|u2+ 1 (Zili2|ui|2—1,211M1,--->27Lsus)-
1= 1 =

Além disso, segue de (2.33) que as curvaturas principais de x" sdo dadas por

l/ o 2Al
b L)+ AL A () 1

, 1 <i<s.

Em [13], os autores Li, Li e Wang obtiveram um teorema de classificacdo das hipersu-
perficies com segunda forma fundamental paralela em termos das hipersuperficies dadas no

Exemplo 10 e no Exemplo 11. Mais precisamente, mostraram o seguinte teorema:

Teorema 12. Seja x : M" — R uma hipersuperficie orientdvel sem pontos umbilicos com
curvaturas principais que ndo se anulam. Se sua segunda forma fundamental de Laguerre
B é paralela entdo x é Laguerre equivalente a um subconjunto de umas das seguintes
hipersuperficies:
1. A ciclide de Dupin x : St x H"* — R dada por (2.28);
2. A hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre x : R" — R dada por (2.37).

No préximo exemplo, apresentamos a familia de hipersuperficies de Dupin em R
encontradas por Corro, Ferreira e Tenenblat [8] aplicando transformagdes de Ribaucour a um

hiperplano. Retornamos a mencionar este exemplo no Capitulo 3.
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Exemplo 13. Aplicando transformag¢des de Ribaucour ao hiperplano, Corro, Ferreira e

Tenenblat em [8], obtiveram uma familia de hipersuperficies de Dupin em R"! dada por

2Y 51 f

[ f=b 2.38
?:1(f]/')2+b2 (fl f ) ( )

x(uyy... up) = (uy,...,uy,0)—

onde (up,...,u,) € UR" e
fi :bj2u§+bj1uj+bj0, parab;éO,bjz,bﬂ,bjo ceRel<j<n, (2.39)

e bjp # 0 sdo nimeros reais distintos. Fazendo uma translacdo de cada coordenada u; por

jl . 2bjp
—— e considerando b; = e temos,

2b2

fj = bjzu%—l-bj]uj-l-bj()

= b bt \’ b bt 4y
2\ "~ g ) T YT, +hjo
J
2'1
2
bf'zuf_%jj2 bjo,

fi = 2bpuj+bj

— 2 P
- A\, Thj1

= ijzuj.

Substituindo as expressdes de f; e fJ'~ obtidas acima na hipersupersicie dada em (2.38) temos,

2

Y 2bpud + Do 0
) T

Yy 4b%yu;+ b

x(uyy...,uy) = (uy,...,un,0)— (2byauy,. .., 2byu,, —b) — B,
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b b 2b;
em que B = <F1112,...,T”:2,0>. Usando que b; = sz obtemos,
b,
zyzlbbju%ﬁjuzbjo
x(ug,...,up) = (ug,...,u,0)— ; 1b2b2.ujib2 (bbyuy,...,bbyu,,—b) — B
j=17"Y)
b2 2b
oo+ )
J
= (uy,...,un,0) . T b(byuy,...,byu,,—1)—B
£, b (B2 +1)
b3 2bj
(YT YL e E "
J=177%] J=1 bzbj b
= (up,...,up,0)— (bruy,...,byuy,—1)

N biuj+1
Logo, a hipersuperficie dada em (2.38) se reduz, a menos de movimento rigido, a

=i bl Y

—m(blul,---,bnun,—l) (2.40)
J=1"77)

x(uyy...up) = (uy,...,uy,0)

onde b; sdo nimeros reais distintos e ndo nulos e y € R.

Observacao 14. O exemplo encontrado por Corro, Ferreira e Tenenblat [8] engloba o
exemplo dado por Li e Wang [12]. De fato, basta observar que quando y = 0, a familia dada
em (2.40) do Exemplo 13 é, a menos de uma translacdo em R a familia dada em (2.37)

do Exemplo 11.

No que segue, considerando uma hipersuperficie x : M" — R, utilizamos os resultados
sobre tensores isoparamétricos, vistos na se¢do 2.1, a fim de provar o teorema de classificacdo
das hipersuperficies de Dupin com r > 3 curvaturas principais distintas e ndo nula proposto
por Li e Wang [12].

Lema 15. Seja x : M" — R uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Entdo,
o tensor segunda forma fundamental de Laguerre B e o tensor de Laguerre I, dados na

Definicdo 11 sdo tensores isoparamétricos.

Demonstragdo. Considere x : M" — R"*! uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre.
Primeiramente, note que os tensores B = B;;®; ® ®; e L. = L;;0; ® @; sdo tensores simétricos,

pois por (1.95) temos que B;; = Bj; € L;j = Lj;. Vamos mostrar que B = B;;®; ® ®; € tensor

—B.
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isoparamétrico. Por hipétese, x € hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre entdo,
C=0=0C=0,Vi, (2.41)

e as curvaturas principais de Laguerre b;, 1 <i < n sdo todas constantes. Como os autovalores
do tensor B sdo as curvaturas principais de Laguerre, resta verificar que B é um tensor de
Codazzi. De fato, por (1.106) e (2.41) temos,

Bijx — Bik,j = Cj0u — Cy6ij = Bijx = Bi -

Logo, B = B;;®; ® w; € tensor isoparamétrico. Por fim, vamos verificar que L. = L;;®; ® @; €
tensor isoparamétrico. Segue diretamente de (1.106) que L € tensor de Codazzi, pois L;; ; =
L, j. Precisamos mostrar que os autovalores do tensor de Laguerre sdo todos constantes.
Considere {E},...,E,} uma base ortonormal de TM com relagéo a métrica de Laguerre g

formada por autovetores, assim
(Lij) = diag(T1, T2, .., Tn)- (2.42)

Suponha que x tenha r = 2 curvaturas principais distintas. Note que, se x tem duas curvaturas
principais distintas, k| e ko, entdo B possui apenas dois autovalores distintos b; € b, com
respectivas multiplicidades s e n — s, pois b; = p*1 (r —r;). Entdo, pela Proposicdo 10 segue

que B € paralela e por (2.7) temos
Rijij=0,1<i<s,s+1<j<n. (2.43)
Por outro lado, por (1.106) temos
Rijxi = Lix0y+ Lyy6jx — Lixdj1 — Ljj 0 = Rijij = — 7 — 7. (2.44)
Entdo, segue de (2.43) e (2.44) que
O0=Rjjij=—T—-Ti=7=7=—7;, 1 <i<s,s+1<j<n (2.45)
Logo, (2.42) se reduz a

(Lij):diag(fu"'vfu_fu-"u_f)- (246)
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Suponhaquei € {1,2,...,s} ek € {s+1,5+2,...,n} entdo,

T=1T = —Tj = —Tk.
Por (2.4) e (2.47) temos,
By i ;
O = ) ——

Lix i Lix ;0

a)ik:Z(,ri_Tk) :Zi: 20

1

Igualando as expressdes dadas em (2.48), segue que

2T

L, —=———"
lk,l (bl —bz)

Biy ;.

Logo, como L;; x = Li,j, B € paralela e por (2.49) segue que,

2T

Ei(t) = Ex(%) = Liix = Lix; = m

Bii =0,

parai € {1,2,...,s} se k€ {s+1,5+2,...,n}. Agora, suponha que k € {1,2,...

je{s+1,5+2,...,n} entio,
T=—7T="7.

Assim,

Igualando as expressoes dadas em (2.51),

2T
B

L, . =—"" B .
Jk,J (bz—b1) JkyJ

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.51)

(2.52)
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Entdo, utilizando que L;; x = Ljx ;, B € paralela e a expressao (2.52) obtemos,

2T

Ex(7) = Ex(n) = —Ex(7)) = —Ljje = —Ljt,j = (by—b1)

Bji.j =0,

para j€ {s+1,s+2,...,n} se k€ {1,2,...,s}. Logo, E;(t) =0, paratodo 1 <k <n.

Agora suponha que x tenha » > 2 curvaturas principais distintas. Entdo, B tem mais que
dois autovalores distintos. Usando (2.4) para o tensor simétrico LL e o tensor isoparamétrico
B temos

(7 — 7))

Lijk = mBij,k; {i} #{j}- (2.53)

Como L;jx = Ly j, segue de (2.5) € (2.53), que

(i — 1)) . .
Ei(tj) = Ljji=Ljij = Lijj = m&m =0, {i} #{j} (2.54)

Vamos mostrar que E;(7;) =0, i € {j}. Para p € M" fixadoe j = {1,...,n} temos Bj;; =0,
paral <k,l <nouBj; #0,paral <k,I <n distintos. Primeiro suponha que B ; 7# 0 em

uma vizinhanga de p tal que j, k,[ estdo associados a trés curvaturas principais de Laguerre
distintas b}, by e b;. Entdo, por (2.53) temos

(t—%) _ Lige _ Lik _ Liji _ Ly _ (51— %)
(bj—bx) Bjxi Bjx Bix Buj (bi—b)

Dai,

(bj —b)
(b1 — by)
Logo, usando que as curvaturas principais de Laguerre sao todas constantes e o caso (2.54)
temos E;(7j) =0, i€ {/j}.

Tj: (Tl—Tk)+Tk.

Por fim, suponha que B ; =0, para 1 < k,[ < n. Se tiver uma sequéncia de pontos p; — p
em M" tal que o caso anterior acontece nos p; para algum 1 < k,I < n entdo E;(7;) =0,
i € {j} acontece em p pela continuidade. Caso contrdrio existe um aberto U C M" de p tal
que Bji; =0, para 1 <k,I <n. Assim, por (2.6) temos

2
282,

z¢{,~2},{k} (bj =) (b =b1)

Rijicjie = =0,
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para {j} # {k} em U. Por outro lado, usando (1.106), temos que R j;jx = —7; — 7. Entdo,
Tj = —T, parak ¢ {j}. Logo, parai € {j} temos, pelo caso (2.54), que

Ei(t)) = —Ei(5) = 0.

Portanto, os autovalores de L sdo todos constantes, ou seja, L. € um tensor isoparamétrico. [

Teorema 16. Seja x : M" — R" ™! uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Entdo a

segunda forma fundamental de Laguerre é paralela.

Demonstracdo. Sejax:M" — R" ! uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Consi-
dere {Ej,...,E,} uma base ortonormal de TM com relagdo a métrica de Laguerre g formada

por autovetores, assim

(B,'j) = diag(bl,bz, N ,bn),

: : (2.55)
(Lij) = diag(T1,7,...,Tn) =diag(T1, ..., T1, T2, s T2 oo s Tse oo, T),
onde ¢t denota o numero de autovalores distintos de L. Defina o conjunto de indices
{it ={ke{1,2,....n}/5 = 1;}. (2.56)

Como x é uma hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre, pelo Lema 15 temos que L. e B

sdo i1soparamétricos. Entdo, por (1.106), segue que
Rijki = Ljx0iy + Ly Sjx — Lix0j; — Lj 10y = Rijij = — T — 7. (2.57)

Utilizando a identidade de Cartan (2.11) e (2.57) temos,

OZZi:Z#:Z’—JZ_ (2.58)
AT e BT e ()

Na equacdo (2.58), considere Tl% = max{17,...,1°} e seja i = iy entdo,
2 _ 2
T — T4
0= ——L, (2.59)
= (T —Tiy)
j¢lioy M0
ou seja, ’L’l% — TJZ =0, para j € {1,2,...,n}. Assim, ou L possui apenas um autovalor T;,, isto

é,t=1et,=1T = =T, out="2e os autovalores sdo T;, # 7; com multiplicidades s e
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n — s, respectivamente. Suponha que t = 2, entao,

(Lij) = diag(t1,m,...,T,) =diag(t,...,T,—7T,...,—T),

N n—s

para alguma constante T # 0. Com isso, temos que L é tensor isoparamétrico com dois

autovalores distintos. Entdo, pela Proposicao 10, LL € paralelo e por (2.7) temos
Rijij=0,1<i<s, s+1<j<n. (2.60)
Agora, reordenamos a base {Ej,...,E;} tal que
(Bij)1<i j<s = diag(b1,...,bs) = diag(bi,...,b1,by,....by,....by,...,by).

Queremos verificar que / = 1. Para isso, suponha que / > 2. Como B € tensor isoparamétrico,
pela identidade de Cartan (2.11) temos,

Ri:1:
0= S LY 2.61)
1< s PiT b1
Note que, para 1 < j <scom b; # by segue de (2.57) que
lelj :Lj161j+L1j5j1 _L115jj —ij611 ﬁlelj = —T1 — Tj = -271. (262)

Utilizando as expressdes (2.61) e (2.62) obtemos,

Riji; -2t

1<j<s,bj#b) bj—b bj—b

0= =1=0

léfésvbj#bl

0 que € uma contradi¢do, pois estamos considerando constantes T # 0. Portanto, [ = 1

Analogamente, reordenando a base {E;,...,E,} tal que
(Bij)s+l§i,j§n = diag(bsH, een ,bn) = diag(bs+1, e ,bs+1,bs+2, ce ,b_H_Z, e ,bi, ce ,bi)
Suponha que / > 2. Pela identidade de Cartan (2.11) temos,

R ..
0= I 2.63
.Z . b;—b, (2.63)
s+1<j<n,bj#b, =/
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Paras+1 < j <ncomb; # b, segue de (2.57) que

annj :Ljn6nj+Lnj6ﬁ,—L,m5jj—ij5nn :>an,”' = —T,— Tj =27. (264)

Logo, segue das expressdes (2.61) e (2.62) que

0= ¥ -y oo

s+H1<j<n,b;#by bj—bn s+1<j<n,bj#by bj— by

0 que € uma contradicao.

Logo [ = 1. Portanto, B possui no maximo dois autovalores distintos, um com multiplicade s
e outro com multiplicade n — 5. Portanto, pela Proposi¢cdo 10, a segunda forma fundamental
¢ paralela.

Agora, se t = 1 entdo, L;; = 70;j. Seja b; o menor autovalor de B. Por (1.106) e a identidade
de Cartan (2.11) temos

lelj . —-27T

1< j<mby by DI D1 bj—b

0= =1=0.

1<j<n,bj#b;

Entdo L;; = 0, paratodo i, j = 1,...,n. Logo,
Rijx = Ljx6y +LiyyOjx — Lix6j; — Lj; &y = 0.

Portanto, pelo Teorema 7, concluimos que a segunda forma fundamental € paralela e isto
conclui a prova. [

Finalizamos a se¢do com o teorema a seguir, proposto por Li e Wang em [12] que

classifica as hipersuperficies de Dupin com r > 3 curvaturas principais distintas e ndo nulas

Teorema 17. Seja M" uma hipersuperficie de Dupin em R"™ com r > 3 curvaturas prin-
cipais distintas e ndo nulas. Entdo, M" é Laguerre equivalente a uma hipersuperficie
isoparamétrica de Laguerre plana em R se, e somente se, as curvaturas de Laguerre sdo

todas constantes.

Demonstracdo. Seja x: M" — R uma hipersuperficie de Dupin com r > 3 curvaturas
principais distintas e ndo-nulas. Suponha que x é Laguerre equivalente a uma hipersuperficie
isoparamétrica de Laguerre plana % : M" — R""!. Como % ¢ hipersuperficie isoparamétrica
de Laguerre, segue da Proposi¢cdo 11 que X € Dupin com curvaturas de Laguerre constantes.

Mas as curvaturas de Laguerre sdo invariantes por transformagdes de Laguerre entdo, as
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curvaturas de Laguerre de x sdo constantes.

Reciprocamente, suponha que as curvaturas de Laguerre de x sejam constantes. Pela Pro-
posicdo 11, x € hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre. Entdo, segue do Teorema 16
que a segunda forma fundamental de Laguerre é paralela. Assim, x : M" — R""! é uma
hipersuperficie com r > 3 curvaturas principais distintas e ndo nulas com segunda forma fun-
damental de Laguerre paralela. Entdo, pelo Teorema 12, localmente x é Laguerre equivalente

a hipersuperficie isoparamétrica de Laguerre plana & : M" — R""! dada em (2.37). [

Observacao 18. No proximo capitulo, apresentamos o Teorema 22, provado por Cezana e
Tenbenblat [7], que consiste em um resultado mais geral que o Teorema 17. Eles mostraram
que qualquer hipersuperficie de Dupin prépria em R"™ ', com n > 3 curvaturas principais
distintas e ndo nulas, que admite um sistema de coordenadas principais e curvaturas de
Laguerre constantes é dada, a menos de movimento rigido no espago Euclidiano, pela familia

de hipersuperficies dadas por (2.40) no Exemplo 13.



Capitulo 3

Hipersuperficies de Dupin em R""!' com
curvatura de Laguerre constante

Neste capitulo apresentamos os resultados propostos por Cezana e Tenenblat [7]. Con-
siderando uma hipersuperficie de Dupin prépria M" C R""! que admite um sistema de
coordenadas principais e n curvaturas principais distintas e ndo nulas, mostramos uma carac-
terizacdo para que as curvaturas de Laguerre sejam constantes em termos dos simbolos de
Christoffel, de seus raios de curvatura e de sua primeira forma fundamental. Concluimos
este capitulo apresentando explicitamente todas as hipersuperficies que tem curvatura de
Laguerre constante, sendo elas dadas pela familia (2.40) no Exemplo 13.

3.1 Hipersuperficie de Dupin com curvaturas principais

distintas

Nesta secdo, apresentamos resultados necessarios para o estudo sobre as hipersuperfices
de Dupin com curvaturas principais distintas no espagco Euclidiano. A partir de agora,

fixaremos a notagdo subscrito ,i para denotar a derivada com relacao a u;.

Seja U um subconjunto aberto de R" e p = (uy,us,...,u,) € U. Considere x: U C R" —
R uma hipersuperficie de Dupin, prépria, parametrizada por linhas de curvatura, com n
curvaturas principais k;, 1 < i < n, distintas que ndo se anulam e seja & : U C R" — R™1 o

campo vetorial normal unitdrio de x. Entdo, temos as seguintes condi¢des,
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(xi,x j) = 0&iis (3.1)
&= —kixi, (3.2)
kii =20, (3.3)

onde 1 < i,j < n. Além disso, temos a equagdo
xij—Tix;—Tix ;=0 para 1 <i# j<n, (3.4)

em que Ff?j s@o os simbolos de Christoffel. Considerando as derivadas de (3.2) com relagcdo a
uj parai# j, obtemos
Eij = —kijx;i—kix,j. (3.5)

Analogamente, temos
C.ji = —kjix j—kjx ji. (3.6)

Subtraindo as equagdes (3.5) e (3.6) e substituindo (3.4) temos,

Eij—&ji = 0

—kijx;+x;j(kj—ki)+kjx; = 0

—kijx i+ (Thjxi+Tix ) (kj— ki) +kjxj = 0
Ttk —kp) = =Tk — ki) —kjx j + ki

Tomando o produto interno com x ;(k ; — k ;) em ambos os lados da igualdade anterior segue
que,

, ki
i, —=—"% 1<i#j<n. 3.7
0 k) paral <i# j<n (3.7)

. 1 . .
Como o raio de curvatura € dado por r; = o ki # 0, diferenciando com relagdo a u;

1
temos,

2
rijj=— = —kijri.
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Logo,
.
kij=—5, i#] (3.8)
Ti
Substituindo (3.8) em (3.7), temos
. ki
I, L]
K (kj— ki)
- (0
rlz l”l'l’j
Fijrj -
= paral <i#j<n (3.9)
(ri—rj)ri
Pelas equacoes (3.4) temos,
xii =Tjpxi+ Y i+ kigiid,
kFi
xij=Tipxi+Thx g, (3.10)

xji=T0mi+ Y Thxp+kigjk.
=y

Fazendo o produto interno de cada uma das equagdes (3.10) com x; e x ; tem-se as

seguintes relagdes,
i
(xii,x.) = Tiigi,

(xiinx ) = Tlgj,

(xajoxa) = g

(xijsx ) =T 8j),

(x gjsxi) = T8
(xjjsx.j) = T8

Derivando (3.1) com relagdo a u; e utilizando a primeira equacdo de (3.11) temos,

2(xii,xi) = giii
g = giii
i 8iii
ri - S,
! 2gii

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Fazendo a derivada de (3.1) com relagdo a u; e utilizando a primeira equagao de (3.12)
obtemos,

20, %) = &iij

28 = 8iij
] 8ii, j
ri - Sij
Y 2gii
Note que,
(XX i) = gii = 2(xi,Xij) = &ii,j- (3.14)

Derivando (x;,x _j) = 0 com relacdo a u;, usando a segunda equagdo de (3.12) e (3.14) segue
que

(xii,xj) +(xi,x i) = 0
Tigjj+(xix ) = 0

j 8ii, j
L, = g
Jji
ou seja,
i 8ii,j
V.= 2% (3.15)
12 2g]]

Portanto, os simbolos de Christoffel em termos da métrica (3.1) sdo dados por

8ii,i
2gii

_ &ii,j
2gjj

i 8ii, j
) F =

% =0, I = = 7
17 11 L] 2g”

T = (3.16)

em que i, j,k sdo distintos.

Para hipersuperficie de Dupin com curvaturas principais distintas e que ndo se anulam,
as curvaturas de Laguerre, definidas em (1.117), sdo dadas por

Ll — Ekl —kjgkl- — :1 — ;’, para i, j,I distintos. (3.17)
JjIKi j

Como todas as curvaturas principais k; sdo distintas, temos que £/ ¢ {0,1}.
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No que segue, obtemos as relacdes entre as curvaturas de Laguerre,

iz Tl e
rj—rl rl—rj ’
1 rj—rl rj—ri iil
———=1- = =L 3.18
Ell} ry—rj ry—rj ( )
1 ri—rj iil
D il
ﬁlﬂ I”l—l’j
Logo, para todos i, j, [ distintos, temos
- .. 1 .. 1 ..
_ pilj _ pijl - pgil = pijl
=0 = =, = (3.19)
Quando n > 4, temos também a seguinte relagao,
Eilj — EilSESlj’ (320)

para i, j,s,/ distintos.

Observe que para uma hipersuperficie de Dupin, prépria, M" em R"*!, com n curvaturas
principais distintas ndo nulas, as curvaturas de Laguerre sdo determinadas por (n— 2) fungdes.
De fato, considerando em particular as curvaturas de Laguerre LB e 055, qualquer outra

curvatura de Laguerre pode ser obtida utilizando as relacdes (3.19) e (3.20).

Visando demonstrar resultados futuros, vamos obter as derivadas dos simbolos de Ch-
ristoffel e as equacdes de Gauss e Codazzi para uma hipersuperficie de Dupin prépria

parametrizada por linhas de curvatura e com curvaturas principais distintas.

Pela relagdo (3.16) temos,

_ &ii,j

L= 22 = &ii,j = 21};8ii (3.21)

. g ‘

=5t = gy = 2Tl (3.22)
28jj

Substituindo (3.22) em (3.21) temos,

Y

)= T8 paral <i# j<n. (3.23)
8ji
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Derivando (3.7) em relagdo a u; € u;, respectivamente e utilizando (3.3) segue,

Fl — 1 LJ\™],L Ll — L] Fl 1—*] 7 (324)
(k; ki) G-k -t~
e
/= kjﬂj(k k;) kj7i<ki>1 kj J) _ kji ki, F] . (3.25)
(k)2 o) k) Lt |
Logo, por (3.24) e (3.25) temos,
Fﬁjl—FJFl —FIJJJ, paral <i# j<n. (3.26)
Pela equacio (3.4) e por (3.23) temos,
x,ll = ll 7l + Z I_‘ll-x k + klgllé (3'27)
ki
xXji = -1y, Y ﬁxﬁklgﬁé (3.28)
k;él
Agora, derivando (3.23) com relagdo a u; e usando (3.16) obtemos,
i _ i (8ii,j8jj — 8ii&jj.j)
Fzz,] - Fi] j +Fl 2
8ji 8jj
. = &( . _Fz glzj+rz g]]])
e\ 8ii
J _ g” J . .
Chy = o (—Tyj — 2T +2051),) , paral <i# j<n.

Além disso, comparando as equacdes (3.9) e (3.16) obtemos a Equagao de Codazzi,

rigri  _ 8iij
(rj—riri  2gii

, paral <i# j<n. (3.29)

A Proposicdo a seguir fornece a equacdo de Gauss dessas hipersuperficies e sua demons-

tracdo pode ser encontrada em [19].

Proposiciio 12. ([19]) Seja x : U C R" — R uma hipersuperficie de Dupin, prépria,

parametrizada por linhas de curvaturas cujas curvaturas principais k;, 1 < i < n sdo distintas.
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Entdo, a equagdo de Gauss de x é dada por:

Av A T
kkj+ =L 4 Sy kg (3.30)
8ii  8jj  ktitj Skk

ondei# jeAji =T} +T) (Fj:i - Féi)'

3.2 Hipersuperficie de Dupin com curvatura de Laguerre

constante

Nesta secdo apresentamos as caracterizacdes das hipersuperficies de Dupin em R" !,
parametrizadas por linhas de curvatura com n curvaturas principais distintas e nao nulas e

curvatura de Laguerre constante.

Cezana e Tenenblat [6], mostraram que as hipersuperficies isoparamétricas de Laguerre
no espago Euclidiano (n+ 1)-dimensional, com n > 3 curvaturas principais distintas e néo
nulas sdo hipersuperficies de Dupin com curvaturas de Laguerre constantes. Desta forma, as
hipersuperficies consideradas nessa se¢do, sao em particular, hipersuperficies isoparamétricas

de Laguerre.

A primeira proposi¢do apresenta condi¢des para que as curvaturas de Laguerre sejam

constantes em termos de seus raios de curvatura.

Proposicao 13. Seja M" C R com n > 3, uma hipersuperficie propria de Dupin parame-
trizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais k;, 1 < i < n, distintas
que ndo se anulam. As curvaturas de Laguerre de M" sdo constantes se, e somente se, a

menos de reordenagdo do indices, os raios de curvatura sdo dados por

1 1
r=—=-(D-Dh+h+Y (1-—)h,
=% ( Yho + h3 S;l( Ds> s

: (1 1)h+lh +Y h
n=—=\1-%=|h+h 55

"12 b b = (3.31)
ri=— =+t Y (14 ——hy,
Tk T S;( DS(D—I)) g

1
rszk—:Dsr1+(l—Ds)r2parasz4,

S
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onde
- ) s ’
satisfazendo
1
DaDs ER- {07 1}7 Dy 7£ m7 Dy %Dtv paras %ta st > 47 (332)
e hi(u;) parai=1,..., n sdo fungdes diferencidveis tais que,
H:h1+Dh2—h3—l—Z _b hg # 0. (3.33)
s>4 DS(D_ l)

Demonstragcdo. Suponha que as curvaturas de Laguerre s@o constantes. Pela relagcdo (3.17)

temos,
riki "k —Ti
ry — rj
ne—ri = LYr—r))
ri+ (L% =D —£%r; = 0, Vi, j, I distintos. (3.34)

1 . : . P : 3
Como ry = o e M" é uma hipersuperficie de Dupin prépria, diferenciando r; com relagéo a
uy temos,

—_— _kk7k —_—
Tk = (kk)2 =0. (335)

Além disso, por hipétese, as curvaturas de Laguerre sdo constantes entdo suas derivadas sdo

nulas. A partir dessas informacdes, diferenciando (3.34) com relagdo a uy, temos,

rig+ (L) e+ (L% = Ve — (L5 — (L) = 0
rik— (L®Nrie = 0 (3.36)

_kj,k
kijk;

) 1 . .
Derivando r; = o com relacdo a uy temos, rj; = . Diferenciando novamente com

relac@o a u; e usando (3.3) obtemos,

 —kyagkd 2k kj kg 0

rikji = Ok (3.37)
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Fazendo a derivada de (3.36) com relagdo a u; e utilizando (3.37) temos,

i 0
ri,kj—(ﬁfj])”j,k—(ﬁkj)rj,kj =0
rigg = (L)rjgg =0
rigy = 0 (3.38)
Portanto,
rp = Zfik(uk); para i=1,...,n. (3.39)
k#i

Fixamos os indices i =1, j =2 e k=3, e tomando D = £13? segue de (3.34) e (3.39) que,

r—+ (£132 - 1)7‘3 - El3zr2 =0

Y fulu)+(D—-1)Y fa5(us) =D Y for(w) = 0 (3.40)
I1#1 573 152

Expandindo os somatorios da equagdo (3.40) e considerando estas expressdes como uma

soma de funcdes de varidveis distintas, temos

0 = (D—1)f31(u1) —Dfar(ur) + fr2(uz) + (D —1) f32(u2) + f13(u3) — D fo3(u3)
+  fia(us) +(D—1)f34(us) — Dfos(ug) + -
+  Sfin(un) + (D = 1) f30(un) — D fon(un)

0 = ai+art+aztas+---+ay
n
0 = Zas,
s=1
onde

ar = (D—1)f31(u1) — Dfar (u1),

az = fi2(uz) + (D — 1) f32(u2),

a3 = fi3(u3) — Df23(u3),

as = fis(us) + (D —1) fas(us) — D faos(us), paras > 4.

(3.41)
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Com a finalidade de simplificar a notag@o, omitiremos as coordenadas (u,us,...,u,). Rees-

crevendo as expressoes (3.41) temos,

fiz = aa—(D—1)f3,
fi3 = az+Dfy,

fis = as_(D_l)f3s+szs, paras > 4.
[(D—1)f31 —ai]
a1 ) .

n
Denotando a = ap, segue das relagdes (3.34), (3.39) e do fato que Z as = 0 que,

s=1
rn + (D—l)rg—Dl”z:O
ri = —(D—=1)Y f3xs+DY fa

§#£3 s#£2
ri = —D-1)fsi—(D—1)fn—(D-1)Y fis+Dfro1+Dfi3+DY fos. (3.42)
s>4 s>4
Assim,
D—1 —
S = ( l))f31 il = —(D—-1)f51+Df1 = —a. (3.43)
Substituindo (3.43) em (3.42) temos,
ri=—(D-1)fn+Dfz—a+DY for,—(D-1Y f (3.44)
s>4 s>4

Utilizando as relagdes (3.19), (3.34), (3.39) e (3.44), obtemos,

no+ (L =) —£%r =0

I (D-1)
o= l—)i’l‘f' D r3
r = —(D )f32+ (Dfz—a)+ ) fos—
s>4 s>4 s#£3
r = —(D )f32+ (Df23 —a) +Zf2s
s>4 s>4
(D—l) (D—l)
t it L
mz(D)m+(wwm+Zm (3.46)

s>4



3.2 Hipersuperficie de Dupin com curvatura de Laguerre constante 83

Analogamente, de (3.19), (3.34), (3.39), (3.44) e (3.45), segue que

3 4+ (L2 —1)rn—£¥r =0

1
o VR (N
D 1 D
ry = f32_(D—l)f23+(D—1)a_(D—1)§f23+§f3s
D
+ f31+(D_1)(Df23—a)+m§fzs
o= fat+fot ) f (3.47)

s>4

Por fim, tomando D = £ segue de (3.34) que
rs = Dgri 4+ (1 —Dyg)ry, s > 4. (3.48)

Como as curvaturas principais sdo todas distintas, segue que os raios de curvatura sdo todos

1
distintos. Logo, temos a condi¢do que D,D; € R —{0,1}. Além disso, Dy # 1-D para

1
todo s > 4. De fato, suponha que D = - Substituindo na expressao (3.48) e usando
(3.44) e (3.45) temos,

rs = Dsrl +(1_Ds)7'2

1 1
= 1_
s 1—D”+< l—D) 2
—(D—=1)f32+Dfoz—a+DY >4 fos— (D —1) L4 f3s N

—(D—1)
D D—1 1
+ (D—1)<( D )f31+l—)(Df23—a)+ng‘fzs>
re = B+ nt Y, f
s>4
ry = rj3. -

Entdo, k; = k3 0 que é uma contradi¢édo, pois M" possui n curvaturas principais distintas.

1
Portanto, Dy # D para todo s > 4.

Temos também a condi¢do que Dy # D,, parat > 4, comt # s, uma vez que rs # ry, t # s.

Agora, diferenciando (3.44) e (3.45) com relagdo a s, para s > 4, lembrando f;;(u j) é uma

fungdo diferencidvel que depende de u;, a = a; dada por (3.41) e D = £"32 sdo constantes,
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temos

rs= _(D_ 1)f32,s +Df23,s_a,s +D2f25,s_ (D_ 1) Zf3s,s

s>4 s>4
rs= Dst,s - (D - 1)f3s,s-

e (3.49)
D—1 a
s = %fsl,s + fa3,s — Es + ) fass
s>4
ns= f2s,s-

Como rg ndo depende de ug, para s > 4, segue de (3.48) e de (3.49) que

0 = res
= Dsris+rys—Dsryg
= Ds(Dfas;s — (D —1)f355) + fas.s — Dsfas
= DiDfyss—Ds(D—1)f355+ (1 —Ds)fa
= (DsD+1—Dy)fo5s = Ds(D —1) f35,6

— Ds |:<D_1+Dis> f2s,s_ (D_ 1)f3s7s:| .

Como D, # 0 temos,

1
(D— 1 +5) f2s7s_ (D_ 1)f3s7s = O,
s

donde segue que

isto €,

(D_ 1)f3s = <D_1+l%> f2s_b37

1 by
f3s = (1+m) fzs—m7 (3.50)

onde b, é constante.



3.2 Hipersuperficie de Dupin com curvatura de Laguerre constante 85

Introduzindo as seguintes fungdes

hi(ur) = fa1(ur),

by
hy(uz) = fa(u2) _§m7
h3(uz) = Dfa(uz)—a, (3.51)

hs(us) = fos(us), s > 4.

Novamente, com a finalidade de simplificar a nota¢do, omitiremos as variaveis (uy,u,...uy,).
Substituindo (3.50) e (3.51) em (3.44) temos,

ri = —(D—1)fana+Dfiz—a+DY frs—(D—1) Y fa

s>4 s>4
f2s bs
r = +h3+D ) hy—(D—1) {fz -
( =4 ) é s; “TDo-1) (D-1)

rno = +h3+DZhs D-1) Zh——Zh;—kZb

s>4 s>4 s>4 S s>4 s>4
Portanto,

1
r :—(D—l)h2+h3+z (1——) h. (3.52)
>4 Dy
5>
Substituindo (3.51) em (3.45), obtemos
D—
r = ( )f1+ (sza—a + Y fa
s>4
(D— 1) 1
= hi+—h hy. .
r 5 1+D3+s§s (3.53)
Substituindo (3.50) e (3.51) em (3.47) temos,
o= fnt+fut Zf3s
s>4
r3 = h+h+) +Z<f2 fas— b )
s>4 (D s>4 ' _1) ' (D_l)
Logo,
1
r3s=h+hy+ (1+—> hy. (3.54)
s; DD—-1))"
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Portanto, das equacdes (3.48), (3.52), (3.53) e (3.54) temos que as equacdes (3.31) sdo
satisfeitas. Por fim, fazendo a diferenca entre as equacgdes (3.48), (3.52), (3.53) e (3.54)

temos as seguintes relagdes entre os raios de curvatura,

(o-1), .
rp—r = —rn =
—1 —(Dy—1)(D—1
7’2—”3:31‘1, Fs—r1 = (Ds D)( )Ha
(3.55)
Dy(D—1)H (1+DyD—Dy)H
rn—rs= , r3—ry= ,
D D
—(Ds—D;)(D—1)H
rg— 1 = (Ds 3< ) , paras,t >4 comt # s,
onde 5
H =hy{+Dh, — —_— . .
1+Dhy Mfg(mw_w>m (3.56)

Note que H # 0, pois caso contrario teriamos r3 = r; = k3 = k1, 0 que ndo ocorre.

Reciprocamente, se os raios de curvatura sdo dados por (3.31) entdo a diferenca dessas
funcdes € dada por (3.55) em termos das constantes D, D e da fun¢do H dada por (3.56).

Além disso, pelas diferencas dadas em (3.55) temos,

ry—r3 D

=H— =D,
rp—r3 H
(3.57)
ry—ry  Dy(D—-1)H D _p
r—ry D (D-1)H 7
Portanto, por (3.17) segue que
p="11"B_pep TR pn (3.58)
I —1r3 ry—nm

isto é, as curvaturas de Laguerre £3% e £52! sd0 iguais as constantes D e Dy, respectivamente.
Logo, £3% ¢ £52! 30 constantes. Como qualquer curvatura de Laguerre € obtida a partir de
£B% e £52! usando as relacdes (3.19) e (3.20), segue que todas as curvaturas de Laguerre
sdo constantes. 0
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A préxima proposi¢do caracteriza as hipersuperficies de Dupin com curvatura de Laguerre

constante em termos dos simbolos de Christoffel.

Proposicao 14. Seja M" C R com n > 3, uma hipersuperficie propria de Dupin parame-
trizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais k;, 1 < i < n, distintas

que ndo se anulam. As curvaturas de Laguerre de M" sdo constantes se, e somente se,
rily = er§k para i, j,k distintos, (3.59)

1

2

T é o raio de curvatura de M".
i

onde r; =

Demonstracdo. Suponha que as curvaturas de Laguerre de M" sdo constantes. Pela expresséo
(3.9) temos,

; . ririkTk Tili kT Tk Tik
pI i — TNk T :rk< ik _ T > (3.60)
J* jk 1+ ik (l’k—”j)’”j (rk_ri)ri (rk—}"j) (l’k—ri)

Por outro lado, diferenciando (3.17) com relagdo a uy e lembrando que M" é de Dupin temos,

ikj = Ti — Tk _ Tk _(ri_rk)rj,k
(), = (F) =i .

)

Logo, segue de (3.17), (3.60) e (3.61) que

(logﬁikj)yk:%(ﬁikj)k _ (rj—rk> (( Tik _(ri—rk)rj,k)

ri =Tk ri—re)  (rj—re)?
1 ; ;
= r—k(rjl"j.k — I §k> (362)

Como as curvaturas de Laguerre sdo constantes, (L’ikj )7k = 0. Portanto, concluimos de (3.62)
que erj.k — ;[ para i, j, k distintos.

Reciprocamente, suponha que er§k = r,-l“;:k, para i, j, k distintos. Por (3.62) temos,
1 £ikj _ 1 1—*] i\ __ 1 Fj 1’*] _
m( ),k—a(”j ki ik)_r_k(rj k= ilu) =0, (3.63)

isto €, (L’ikj ).k = 0. Entdo, pelas relagdes (3.19) temos,

LY =1-*
; 1 (3.64)
Jik — 1

L =1-
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Diferenciando (3.64) com relagdo a uy e usando que (Likj ).k = 0 obtemos,

—(L®) = (L% =0
(L™ g

([’jik)k — (ﬁikj)ZZ

0.

Analogamente, reordenando os indices da expressdo (3.63) temos,
(£7)1=0, (£7) ;=0.

Entio, diferenciando (3.64) em relagdo a u; e u; e usando que (£/*); =0e (L) ;=0
obtemos

(,Cikj)i

I

=0, (LY%);=0,
(LM); =0, (£);=0

)

Logo, L% ndo depende de u;, u; e u;. Se n = 3, entdo todas as curvaturas de Laguerre sdo
constantes. Se n > 4, seja s qualquer indice distinto de i, j,k, segue da relacao (3.20) que
Lk = ks £ski - Como L% e £% ndo dependem de uy, entdo £*/ ndo depende de u, para

todo s distinto de i, j, k. Portanto, L% ¢ constante. [

O lema seguinte serd usado para provar o resultado principal desta secao.

Lema 19. Seja x: U C R" — R"" com n > 3, uma hipersuperficie prépria de Dupin
parametrizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais k;, 1 <i <n,

distintas que ndo se anulam. Se todas as curvaturas de Laguerre sdo constantes entdo,

Vi (1 — %) =Gji(w) = LI*Gri(w;) para i, j,k distintos, (3.65)

1

1 : .
onde ri = o e Gji(u;) sao fungoes diferencidvel de u; que ndo nulas.
i

Demonstragdo. Pelas equacdes (3.7) e (3.16) temos que

d 1
—In \/ 8ii ki—k' = — W& k,’—k' J
1 gii,j (ki —k;)
= ’ +/8iilkij—kj,j
Va8iilki—kj) | 2\/8ii (ki =ks)




3.2 Hipersuperficie de Dupin com curvatura de Laguerre constante 89

Assim,

V8ii(kj — ki) = Fji(0;), (3.66)

onde Fj;({i;) é independente de u;. Como k; = P obtemos,
J

Fii(0)) = v/gii(kj — ki) = /8ii <rir'_ rj) |

i . (3.67)
Fulte) = vailke —ki) = /ai ( — ) Vi, j,k, distintos.
1
De (3.67) temos,
N ri—7rj N it
Fji(0;) = 8ii< — .]> = \/gii:Fﬁ(uj)(r l_]r.)’
L) ! J
n Iy —rg n riry
Fri(0x) = V/8ii lr,rk = /8ii = Fia(0y) (r; l_ )
l l
Logo,
rirj N riry
F =F;
Jl(u]) (rl — rj) kl(uk) (rl _ rk)
ou seja,
riFji(0;) = L% Fi(Gy), Vi, j, kdistintos. (3.68)

Por hipétese, todas as curvaturas de Laguerre sdo constantes. Como rF; () ndo depende
de uy, pela igualdade (3.68) temos que r;Fj;({1;) também ndo depende de u, onde k € distinto
de i e j. Entdo, r;Fj;({i;), que ji ndo dependia de u;, também ndo depende de u;. Logo,

rjFji(;) depende apenas de u;. Definindo G j; = r;Fj; segue das expressdes (3.66) e (3.68),

que
R .. R ri ..
Vaiilri —rj) = riFji(0))r; = L% nFa(0)r = /g ( - f) = Gji(u;) = L™ Gi(wy),
l
para i, j, k distintos. L]

Com o propdsito de provar o proximo resultado, relembramos as equacdes de Gauss e
Codazzi para uma hipersuperficie parametrizada por linhas de curvatura, cuja curvaturas
principais sdo fungdes k;. Vamos reescrever as equacdes de Gauss e Codazzi dadas em (3.29)
e (3.30) no contexto de formas diferenciais.
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Primeiramente, apresentamos uma sucinta observacao sobre imersdes no espago Euclidi-
ado R"1,

Considere x : M" — R"*! uma hipersuperficie e p € M". Seja {ei,...,en,epr1} um
referencial ortonormal mével em uma vizinhanga V C R"*! de x(p) adaptado a x. Como a

forma dual w,;; = 0, pela equagdo de estrutura temos,

0=dw,11 = Z(D,'/\ Oi(n+1)-

Entdo, pelo Lema de Cartan, existem fungdes hl’.’;rl , com h;j = hj;, tal que

Oty = Y 15 0. (3.69)
i

A forma quadrética = Zhi j@;@; € chamada segunda forma fundamental com relagédo
i7j

aeyt1. Sendo 1"*! uma forma quadrdtica, fica associado um operador auto-adjunto —A"!

tal que a matriz de A""! nesse referencial adaptado é dada por (—h?j“).

Considere agora, um referencial adaptado de dire¢Ges principais, isto &, {e;}?_; sdo os

autovetores associados ao operador —A"!. Como h?fl sdo as componentes da matriz —A" !
temos,

Wit =k e i =0, i+ j. (3.70)

Logo, por (3.69) e (3.70) temos, 0y, 1) = ki®;.
Vamos agora determinar a forma dual o; e a forma de conexdo @;; para a métrica (3.1), dada

por (x;,x j> = 0; ;j&ii- Primeiramente, escolha o referencial
e = ——X ;. (371)
Dado o referencial mével (3.71), consideramos a forma dual @; associada a {e;}?_,, onde @;

sdo 1- forma, ou seja, ; = adu; tais que w;(e;) = 6;j. Assim, obtemos

1 1
1= (Di(ei) = adui(\/?xﬂ-) = a\/g_

Logo,
W; = \/Edui. (3.72)



3.2 Hipersuperficie de Dupin com curvatura de Laguerre constante 91

Vamos determinar a forma de conexio ®;;. Tomando a derivada exterior da expressao (3.72)

temos,

doy = d(\/gi) Adu;

1 dgii
= Zﬁduj/\dui

2\/5 J 8uj

1
= L5 = =i jdui N /8 jdu;
; 2\/8ii\/8jj

= =) Lidui A\ \/gjdu;
j

= Z(ﬁijduj — Ejidui) A\ @duj

J
= Z(Eijduj — Ejidu,-) N ;.
J

Entio,
w;; = Kijduj — Kﬁdui,
onde 5
1 ..
lyj = —— Y80, (3.73)
Vi du;
No que segue, vamos reescrever a equacdo de Codazzi dada em (3.29) e a equacao de
Gauss (3.30) no contexto de formas diferenciais.

Primeiramente, reescrevendo a equagdo de Codazzi dada em (3.29) e usando a defini¢cdo de

raio de curvatura temos,

rijrti o iij 1 (k)*> \ 9 '_
(rj—rr  2gii - (ki),j <(ki—kj) ~ Ju (In/8it)-

Logo,
ki din(/gii)
ki—kj)————=0, Vi#j. 3.74
abtj + ( 1 j) au] ) l 7é J ( )
Em (3.30) a equacgdo de Gauss € dada por,
A rir/
ij k" jk _

Aji
kikj+—5 +—L + 0, (3.75)

8ii 8jj kit j 8kk

ondei#jeAj,-:l“j

J J i
ji,i+rji (rji _rii>'
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Pelas expressoes (3.16) e (3.73) seguem os seguintes cdlculos,

Joar (T -1, p
A Ui + 15 (Fﬂ Fll)_ZgjjgjjJi—Zgjj,i gjji (gjj,i 8ii,i>
g — 5 4 _ ol
gii 8ii 4g7,8ii 2gjjgii \28jj  28ii
_ 1 (_ giisii_ 8ii/8ii _ (81)? )
V8iin/8jj \ 48iin/8iin/8ji  28jj\/8ii  48jj/8ii\/8jj

1 aﬁij>
= . 3.76
v/ 8iin/8jj (aui ( )

Analogamente, temos

. . . j
Ay Lty (Fi'j_rj/)
8jj gjj

— ((Mf’) (3.77)
V8iiy/8jj \uj ) '

Além disso, por (3.16) e (3.73) temos,

y IRah Y i(@) (gjj’k)
kirsj 8kk ke 8k \28ii ) \28jj

1
= ———— Y lily; (3.78)
NN ,q;# it

Portanto, substituindo (3.76), (3.77) e (3.78) em (3.30) obtemos,

8£,~j Mﬁ

3 + 3 + Z gkifkj—l—kikj\/gih/gjjzo, i j. (3.79)
Wi OUj iz
e
dlj; _ e
= —Lliklyj =0, Vi, j, kdistintos. (3.80)
8uk

O Teorema a seguir fornece uma caracterizacdo das hipersuperficies de Dupin em R
n > 3, com todas as curvaturas principais distintas e curvaturas de Laguerre constantes, que
admitem uma parametrizag@o por linhas de curvatura, em termos de seus raios de curvatura e
de sua primeira forma fundamental.

Teorema 20. Seja x: U C R" — R™ ! com n > 3, uma hipersuperficie de Dupin prépria,
parametrizada por linhas de curvaturas x(uy,uy,...,u,), com n curvaturas principais ki,

1 <i < ndistintas e ndo nulas e curvaturas de Laguerre constantes. Entdo, existem funcoes
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diferencidveis F;(u;), i=1,...,n com Fl-/ = 0 e n constantes ¢, C # 0, D e D, s > 4, quando
n > 3 satisfazendo
1

D,Ds eER-— {0, 1}, Ds 7& m, DS #Dt, paras #t, s, Z 4, (381)

1
tal que, a menos de reordenagdo dos indices, os raios de curvatura r; = o sdo dados por
i

D ’ D—1 ) 1 ) _
= |-F—| — | F —F| -C
"Taem—n| 2 ( D ) 3*32(198—1) s|mete
D ) D—1 ) Dy 2 C
= \Ff—| — |+ ) ————F°| ——+¢
" aem-1) | ( D? ) : EZ(DS_I)Z ’ p"* (3.82)
D ’ 2 DDs—Ds+1 _, N
= ———— |DF{+F ———F
BT 2+§3 (D,—1)2 | "¢
rs =Dsry — (Dy— 1)rp, para s >4,
onde D = L13%, Dy = £52! e a métrica diagonal dada por
—Fllrl Fj{rj
e = Ve =, j>2. 3.83
811 11 € \/8jj rj_rlaf_ ( )
Reciprocamente, dadas fungées diferencidveis F;(u;), i = 1,...,n, > 3, com Fi/ #0en

constantes ¢, C # 0, D e Dy, s > 4 satisfazendo (3.81), a menos de movimento rigido,
existe uma vinica hipersuperficie de Dupin em R com curvatura de Laguerre constante
D=,1%% D,= 2 parametrizada por linhas de curvatura, cujos raios de curvatura e a

métrica sdo dadas por (3.82) e (3.83), respectivamente.

Demonstragdo. Considere x: U C R" — R"! com n >3, uma hipersuperficie de Dupin
propria parametrizada por linhas de curvaturas e que possua n curvaturas principais k;,
1 <i < n, distintas que ndo se anulam . Suponha que as curvaturas de Laguerre sejam

constante. Entdo, pela Proposicao 13, a menos de reordenacdo dos indices, os raios de
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curvatura sdao dados por,

1 1
r=—=—(D—-1)hy+h3+ <1——)h
kl ( ) S>Z4 Ds s
1 ( 1> 1
n=—=11—— h2+—h3+2hs
"12 b b = (3.84)
ry=—=h+h+ (1+—>h
STk T S; D(D—1))"
1
ry= - = Dyr1 + (1 —Dy)r, para s > 4,
\)
onde
- 9 s 9
satisfazendo
1
D,Ds GR—{O,I}, Dy 7é m, Dy 7£Dh paras;zét,s,t 24,
e hi(u;) parai=1,...,n sdo fungdes diferencidveis tais que
H=hi+Dhy—h3+ ) D hs #0 (3.85)
= 1 2 3 s24 DS(D—I) S . .

Além disso, a diferenca entre os raios de curvaturas satisfazem (3.55). Note que as curvaturas
de Laguerre LikeRr— {0,1}, uma vez que todas as curvaturas principais sdo distintas e ndo

nulas. Como as curvaturas de Laguerre sdo constantes, segue pelo Lema 19

i ( — Q) = Gi(u;) = L7*Gy;(w;) parai, j,k distintos, (3.86)
ri
onde G ;(u;) sao fungdes diferencidvel de u; que ndo se anulam. Defina Fj(u;), onde F; sao
funcdes diferencidveis que dependem apenas de u; parai = 1,...,n, como segue,
F{(ul):G21(u1) eF]{(uj):Glj(uj), Jj>2. (3.87)

Entdo, das expressoes (3.86) e (3.87) temos a métrica dada em (3.83) como segue,

F{(u)n

— 3.88
(ra—r1)’ (3.88)

.
V& 1-2 =G (u1) = V811 =
r
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€
Fi(uj)rj
r .
rj (rj—rl)

A fim de utilizar a equagdo de Gauss dada em (3.79), queremos obter expressdes para /;;
definidas por (3.73) em termos das fun¢des H;, F,-' e dos raios de curvatura. De acordo com
as expressoes obtidas em (3.55), temos que r; — r; sdo miltiplos de H, consequentemente
podemos escrever In(H) ; = (In(r; —r;));. Entdo,

In(H); = (In(rj—m))
H,; _ (rj—ri)i
H (rj—ri)
H’,' . rj7z
H (”j ri)
Logo,
H; .
rii=—(rj—ri), i#J. (3.90)

H
Segue de (3.73) e (3.83) que se i # je i, j > 2 temos,

P 1 9&ji
K V&i du;

(Fjri)(rj—r1) = (Firj)(rii—rii) \ (ri—ry)
gij . 2 /
(r] rl) F,'rt
Fi(ri—r)
lij = ]—(—rj,irl +ry,rj). (3.91)

F.’ri(rj — I’l)z

1

Substituindo (3.90) em (3.91),

Fi(ri—ry)
j
i = E’ri(rj—r1)2(_rj’irl+rl’irj)
Fi(ri—ry) H,
lij = m(—g’l(n—n)rﬁmm)
1
0 — Fj{(ri_rl) _HJ'I‘]I”J' H7,~r1r,~ _ Hﬂ‘j (r‘_r )
YT Eln(ri—r)? H H H

(—rirler,i—}—rl~2r1H7i—|—r%er7,'—r%riHJ H;r; (r . )2)
- i— 1
ri(rj—r1)*H Hri(rj—r)?
! 2 2 2 2
4. — ﬂ( H; {—rirlrj—krirl+r1rj—r1ri—rj(r1—r,-) ])
12 - .

ri

(3.92)
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Agora, note que

—ririrjtrir iy —riri—ri(ri—r)?  rjl=rini i = (r—r)? = ri(riri—r?)
ri - ri
_ rilln=ri)(n = (n—r)] = ri(ri(r = i)
= -
. rj(rl —ri)r,-—rlri(rl —I’i)
= ;
= (rn—r)(rj—n). (3.93)

Logo, substituindo (3.93) em (3.92) temos,

F/H, —FiH ;(ri—n)

&j:m(m—n)(q—rl): Pl =) i# j, i, >2. (3.94)
1 l

Analogamente, utilizando as expressoes (3.73), (3.83) e (3.90) obtemos,

/
FiH (rs—r1) RH =) oy (3.95)

bj=—7—— {i= T
J Fl’H(rj—rl) / F]{H(rz—rl)

Note que as expressoes de /;; para o caso i = 1 e j = 1 foram obtidas separadamente pois se
i=1em (3.94) temos {1; = 0 e se j = 1, trocando i por j em (3.94), temos ¢;; = 0.

No que segue, como a equacdo de Gauss (3.30) é valida, podemos reescrever a equacao
de Gauss utilizando as equagdes (3.94) e (3.95) como segue.

Primeiro, considere i = 1 ¢ j = 2. Por (3.95) temos,

FJH, F/H,
Dl = L=, 3.96
FIH 21 FIH (3.96)

b=

Diferenciando ¢;; e /1, dadas em (3.96), com relacdo a u; e up, respectivamente temos

201> . le aH_‘l B FZIHJF]” . F2/(H,1)2
dw, F/H owy  (F)*H  F/H* "’

(3.97)
dly  F| 0H, FH)F) F/(Hy)*
du, FH du, (Fj)*H  F,H?
Temos ainda,
—F'F!I(H 2 _ 2
bt = —HBHD (=) (3.98)

(F{)*H?(rp —r1)?
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Por (3.83), obtemos

F/F;
kika/g11\/822 = ﬁ (3.99)
Entdo, pelas expressoes (3.79) e (3.97) a (3.99) temos que a equacdo de Gauss se reduz a,
ol ol
0 = S+t Y lalio+kikay/g11v/82
8u1 81/12 ki k]
,_ B ( : (H)) L ( : (H)> g HBEP B
duy Jduy Wy (Fk’)sz(rz —rp)? F{H?
F/(H F/F;
1(/ 722) L (3.100)
FzH (r2 — rl)
- 2H2
Multiplicando a expressao (3.100) por % obtemos,
112
H 0 H H 0 H;
o ot () 2 ()] o
onde
Q:(}’z—rl)z (?’I) —|_Z (?) (rk—rl) + H~“. (3101)
1 >2 \ Tk

De maneira andloga, considerando i = 1 e j > 3 e substituindo as expressoes (3.83), (3.94) e

(3.95) na equacgao de Gauss (3.79) temos,

,H 0 (H H o (H,
(ry—r1)? Fl our (F})+(r )ZF'a (F,> 0=0, (3.102)

onde Q € dado por (3.101). Considerando i > 2 e j > 3, i # j, e fazendo os mesmos calculos
para obter as equacgdes (3.101) e (3.102), temos

H J (H; H J (H;
(l”i I’)ZF,a (F’/)"*_(rj r)zF/a <F/) 0=0, (3.103)
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onde Q é dado por (3.101). Subtraindo (3.101) de (3.102), com j = 3 e usando (3.55), segue

que existe uma constante tal que,

0 = (rm—r? |22 ﬂ LH 9 (Ha\[_
= (2=n)’ Fl duy T Hon \FH
»H d H »H d H3
R FWH “o s (7)o
_ H 0 H> »H 0 H 3
0 = (rz—”l) leg_ (—>—(F3—”1) F3{8_ (—)
2

(D— I)H H 0 Hz 2H Jd (Hj3
0 = —H — .
D? F’8u2 F’8u3 F3/

Logo,
(D—-1)2 9 H2
DZFZ’ s =A, (3.104)
1 0 (Hj
F’ 8u3 ( ) =A. (3.105)

Subtraindo (3.101) de (3.103), com i = 2, j = 3 e usando (3.55) segue que,

H o (H H o (H
0 = (n—n) {F’& (F})+F’&u ( 2)}_Q

H d H72 2H dJ H,3
- () -t () v
0 = P () -0 (%)
_ (D-IPHH 9 (HI\ o H 9 (Hs
0 = D2 F|du F/ HF3’8M3 F) (3.106)

Entao, utilizando (3.105) em (3.106) obtemos,

(D—1)* 9 (H,
D’F] du,

(D1 3 H1 B
" D2F] duy -

s N
|

wﬁl —
4K
(98]
e
1| T
~__

(3.107)
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Subtraindo (3.101) de (3.102), com s = j > 4 e usando (3.55), temos

rrom (17) "0 ()| €
(33)- et () 0
(%)

0 = r2—r1

'
du;
2 (H

0 = (n—r)? 7 s <—) (rg—r1) F o,

2172 2
o DV H 0 (H2> (—(Ds—l)(D—l)H) HJ (ﬂ)(s.mS)
D Fauz us \ F

L H
_ (1”2—?'1) _
F
o H
7

N

Logo, usando (3.104) em (3.108) temos,
(D-1)% 9 Hz _ —(Ds=1)*(D-1)* 9 (H;
D’F, duy D2F! dug \ F

—(Ds—1)*D—-1)? 9 (H,
( sz(f : o (—,) = A (3.109)

Note que A # 0. De fato, suponha que A = 0. Por (3.55), (3.101), (3.104) e (3.107) temos,

H o H H 0J H> i
(r2=n)” {F’8u1< )+F’8u2( >]_Q =0

(D—1)°H> 9 (H, +(1)—1)2H3 d (Hp 0 = 0
DZF{ aul ! D2F2/ 8u2 le
HA+H’A—Q =

0 =
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Entao,

2 2 2 2 2
Hi\"(D-1) H,\“(D-1)* , [(Hj )
= (— ) Y—LH — | —5—H - | H
0 (F{) D? +(F2’ D? T\ F +

3
HN\> (D= 12(Ds= 17,
+‘§(w) D2 *

H 2(D—1)2 H 2(D—1)2 H 2
_ 2 1 2 3
0 H(<_1/) —2_|_(_2/) —2+(_?:

H\* (D—1)2(Ds—1)?
+ Z(?;) D )D(f ) +1).

Logo, H = 0, o que é uma contradi¢do. Portanto, A # 0.

Integrando as equacdes (3.104), (3.105), (3.107) e (3.109) com relagdo a up, u3, uy, € us
s > 4, respectivamente obtemos,

(D—1)> 0 (H, AD? , ,
—— | 2 | =A=>Hy= ——BF +bF,,
D2F] Juy \ FJ 2= oot en

1 @ [(Hj
—— (=2 ) =A= H;=AFF,+ b;Fi,
F3’8u3<F3’) A=A T
(3.110)
(D—-1)* 0 (H, AD? , ,
D?F{ duy \ F{ 1= o e
(Dy—1)2(D—1)? 0 (H, AD? , ,
2l =A=>H.= FF, +bF,,
DE ous \F BRI
onde b; € R. Agora, considere as seguintes constantes nao nulas,
D? D
A= Ay =
o1 2T 2D-1)2
(3.111)
—1 DD
Az = —, A = : >4
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No que segue, vamos obter uma expressao h;, i = 1,...,n em termos da funcdo F; e das

constantes A, b; e A;. Temos que H é dada por,

D
H:h1+Dh2—h3+Zm

s>4 7S

hy.

Derivando (3.112) com relacdo a u; e utilizando (3.110) e (3.111) temos,

AD? FiF{+bF| = AD? (
TP T b= 1)

Wy=H = ——
T Do

isto €,
By = AA|(F2) + by F|.

Integrando a equacdo (3.113) com relacdo a u; obtemos,
hy =AAL(F)*+b1F +c1,

onde c; € R.
Derivando (3.112) com relacdo a u; e utilizando (3.110) e (3.111) temos,
2

D
5Py Fy + b,

A
Dhy=H, = _ A
2 2 (D—1)

A

entao,
Hy = AAy(F3) + by F.

Integrando (3.114) com relacdo a uy,
hy = AAy(F)* + boFs + 2,

onde ¢; € R.

(3.112)

FA 4+ b F| = AA | (F?) + b F,

(3.113)

(3.114)

Analogamente derivando (3.112) com relacdo a u3 e ug, s > 4 e utilizando as expressoes

(3.110) e (3.111) obtemos,

h3 = AA3(F3)* +b3Fs + c3, € hy = AA((Fy)* +byFy +cy, 5 > 4,

onde c3,c; € R. Portanto, podemos reescrever as expressoes anteriores de maneira geral

como sendo,
hi = AA{(F)* 4 biF; +ci,

(3.115)
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onde ¢; € R. Como a métrica g;; € dada, por (3.83), em termos das derivadas de F; e A # 0

podemos considerar, sem perda de generalidade, b; = 0, isto &,
hi = AAi(F)* +ci, ci € R. (3.116)

Com a finalidade de simplificar a notacdo, denote

DA
T; = 8;1A1 + 6nDAy — O;3A3 + i Z lTil)’

s>4 78

i=1,....n, (3.117)

onde &;; é o delta de Kronecker. Entdo, por (3.55), (3.111) e (3.117) temos,

(D—-1H* D> (D-1)°H*> H?

Ti(r—n)* = A3 D17 D =il Gy

Além disso, por (3.117) segue que,

" T nmTT hh Ty T h,T,
Zzl: 11+22+33+44+”_+nn
= A; Al Ap Az Ay Ay
B hiA +thAz h3Aj hyDA4 fy h,DA,
Al As Aj (Ds(D—1))A4 D,(D—1)A,
hyD
= h+Dhy—h3+ Y ————
gDn(D—l)
ou seja,
Y —=H. (3.119)
T A

Derivando (3.116) em relagdo a u; e usando (3.117), temos para todo i,

H.
i

Portanto, a partir de (3.118) e (3.120), reescrevemos a expressao de Q dada em (3.101) como

segue,

Hi\? H\?
Q = (n-n) (7)) +Z(F) (re—r1)* +H?
1 >2 \ Tk
Q = (QART)(rn—n)’+ Y QART) (re—ri)* + H?
k=2

n
Q = 24°H*Y F'T,+H. (3.121)
i=1
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Segue de (3.55), (3.101), (3.104), (3.107), (3.116) e (3.121) que,

o eH O (Y H D (Ha\]
0 = (n=n) {F{8u1<Fl’)+Fz’8u2 7)) °

H 0 [(H; H 0 (Hj S
0 = (m—m)?|m— (1) + = 2 (22| —242H2Y F2T;, — H?
(r2=r1) [F{&ul(F{)+F2’8u2(Fz’>] Z l

n
0 = 24H°-2A’H*Y F’T,— H’
i

= ((hi—ci
0 = MH3—2AHZZ<%)E—H2.
i

1

Note que, por (3.117) temos

sl ah | ah  al n c4Ty T cnTy
= A Aq Ar A3 Ay A,
csD
= c1+Dcy—c3+ -
SEZDS(D— 1)
Logo, denotamos
csD ciT;
C2261+D62—C3+ _— = .
EtDs(D— 1) = A

Usando as expressoes dadas em (3.119), (3.122) e (3.123) temos,

>—H2:0

2AH® —2AH*(H—C)—H*=0.

LT &l
2AH? —2AH? LI el
(Z A; Z," A,

i

Entao,
1

%7
isto €, C # 0. Logo, reescrevendo (3.116) temos,

A=

h; :AA,‘(Fi)z +ci=hi= i(Fl)z +c¢;.

(3.122)

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)
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Por fim, vamos obter as expressdes dos raios de curvaturas dada em (3.82) a partir das

equacdes (3.31), (3.111) e (3.126) como segue.

- —<D_1)h2+h3+s;<1—Dis)hs
= —(D-1) (Azg?)Z . cz) +A3§;3)2 +o3 +s; (Dg 1) (Asgzg)Z +cs>
- %%)2_62@_1) <Zc) Lico 2(Ds—1)(ﬂ)2+§(DZsl)cs
- ﬁ:-@ (DD >F3+s; _—cz(D—1)+c3+S§1<DSDZl)cs
— ﬁ:—ﬁg (DD F3+s§t :—C+5,
ry = (l—l)h1+ll)h3+s§h
- (%) (M ea) v (M8 o) 2 (M )
- ﬁw%”g”m et §+24c< o L
S O A
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1
= m+h+ Y (1+
3 -t ( D(D—l))hs

s>4
Ay (Fp)? Az(Fz) 1 As(F)?
S 1 5
( o~ ta )t =5g +s; o) o Te
D? D(F,)? 2D(D (D—1)+1)
- = (F)? o\
sp—p P et eny +02+s; 1C(D—172(D, - 1)
1
+ cs| 1+ —F— )
sgi ( Dy(D—1)
D | ., . «(DD—Ds+1) ( 1
= ——— |DF{ +F; + Tttty |1+ —
ac(p—1)2 |7 ; (Ds—12 °* ; Ds(D—1)
D - 2 2 (DDs_Ds+1) 2- ~
= —— _ |DF}+F F
D17 | 1+2+3§ (D, —17 | "¢
onde
CICl+DC2—C3+Zi,
& Dy(D-1)
] (3.127)
E=ci+e+ (1+—>
s; Dy(D—1)

Além disso, por (3.82) temos,
rs = Dsri — (Dg— 1)rp, para s> 4.

Reciprocamente, dadas n fungdes F;(u;) tal que F; # 0 e n constantes denotadas por C # 0,

¢ e D, Dy s > 4 satistazendo (3.81), definimos as fungdes r; como em (3.82), uma métrica

diagonal dada por (3.83) e curvaturas principais dadas por k; = —
ri

Queremos mostrar que, a menos de movimento rigido, existe uma tnica hipersuperficie
de Dupin prépria em R""! com curvaturas de Laguerre constantes D = L3 e Dy =2
onde os raios de curvatura e a métrica satisfazem (3.82) e (3.83). Para isso, vamos verificar
que a equacgdo de Gauss e a equagdo de Codazzi sdo satisfeitas. Primeiramente, fazendo a

diferenca entre os raios de curvatura dados em (3.82) temos,

B D s FZ( 5 (D-1)C
nTN= e TR T T SZ>4F D
D o, (D—l)C
- VY FB+— =, 12
wep-n&TPT D v (3.128)

)
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p [ » F2( ) (D—1)C
n—r = (D—l) 4C(D—1) (FI +F2+ ;F >+ D
b [ b @&, (p-1c] D
- (D-1) 4C(D—1)§{Fi3l+ D _(D—I)V’ (3.129)
1 [ b F2(D ) (D—1)C
e = 5y laem o1 (F1 FE ;F >+ 5
1 [ b &, (p-nc] 1
D) 4C(D—1);Fl T | T oo (3-130)
rg—ri = Dgri+(Dy—1)ra—r;
= —(Ds—1)(ra—r1) = —(Dy—1)V, (3.131)
rs—ry = Dgri+(Ds—1)rp—r
= —Dy(rr—ri) = —DyV, (3.132)

rs—r3 = D1+ (Ds—1)ra—r3

1
= —(Ds—l)(rz—rl)—(r3—r2)Z—(DmLm)V, (3.133)
rs—r; = Dgry+(Dy—1)ry—Diri+ (Dy— 1)

= n (Ds_Dt) _rZ(Ds_Dt)

= (Dy—D;)(ry—r) = (Dy—Dy)V, (3.134)
onde,
D Lo, (D=1)C
V——4C(D_1)i:ZiFl-B,+— (3.135)

e B; sdo constantes dadas por

D—
Bi=06iy+6p+—5"— ( 13+ Z : (3.136)
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Diferenciando V com relacdo a u;, lembrando que D, Dy e C sdo constantes temos,

D

Vv, DFB;
Vi=-———2FF/B = = —

=—-—-,Vi=1,...,n 3.137
14— 1) F ~a2cp—1y T o (3.137)
Além disso,
Bi(r—r)*=V?% Bj(rj—r)*=V3 Vj# 1. (3.138)
Note que, k; —k; = (rj = r,-). Além disso, segue das expressoes (3.82) que r;; = 0, pois
r,-rj

D, D;.¢ e C sdo constantes e Fj(u;) sao fungdes diferencidveis que dependem apenas de u;,

i=1,---,n. Vejamos que a equagao de Codazzi (3.74) é satisfeita. Por (3.83) temos que

(Fl/)zr%
1H=———. (3.139)
CETYE

Diferenciando a equagdo (3.139) em relagdo a u;, j # 1 e dividindo por 2g;;, obtemos

gi (2l =ri) [rj(ra—r) =ri(raj—ri )]\ (n—r1)?
2811 (rp—rp)* 2(F)?rt
rij(ra—r1) —ri(ra;—r1;)

= . 3.140
ri(ro—rp) ( )

Por outro lado, segue das diferencas dos raios de curvatura dadas por (3.128)-(3.134) que
r—r

, J # 1 é constante, logo, diferenciando com relagdo a u; e usando que r;j; = 0,

ri—ri
obtemos ( )
—(r2—ri)rj
ra—ri ) = —— UL (3.141)
( 27] 17J) (r]_r])
Substituindo (3.141) em (3.140), segue que
gn; _ rnjn—rn)—rn;—rn,)
2811 ri(ry—r)
rij(r—r)+riri(rn—r)
ri(ra—r1)(rj—r)
= (3.142)
ri(rj—ri)

Logo, substituindo (3.142) na equacdo de Codazzi (3.74) obtemos,

% (kl_kj)aln,/g“ B _M_’_((I‘j—rl))( rirt,j )

+
&uj &uj r% I”ll”j rl(rj—rl)
= 0 (3.143)




108 Hipersuperficies de Dupin em R"! com curvatura de Laguerre constante

Entao, a equacdo de Codazzi € satisfeita parai = 1. Parai > 2 e j # i, temos

N2.2
gii = ((Ff> i (3.144)

l
ri—ri)?

Diferenciando a equagdo (3.144) em relagdo a u;, j # 1 e dividindo por 2g;;, obtemos

8ij (2(El)zri(ri—r1)[i’i,j(ri—n)—ri(ri,j—h,jﬂ)(ri—rl)z

2gii (ri—r1)* 2(F))*r;
_ rlni—rn) —rilrij—ny) (3.145)
ri(ri—ri)
Por outro lado, segue de (3.128)-(3.134) que nn € constante, logo, diferenciando com
rj —r;
relacdo a u; e usando que r; ; = 0, obtemos
—(r —ri)ri,j
) = i 3.146
Substituindo (3.146) em (3.145), segue que
giij _ rijri—r)—ri(rij—ri)
2gii ri(ri—r1)
rij(ri—r1) +rijri(rn—r)
ri(ri—r1)(rj—ri)
_ it (3.147)
ri(rj—ri)
Entdo, usando (3.147) segue que,
8k,~ +<ki_kj)all’l\/§ _ _172]'_’_ ((rj—r,-)) ( rjti j )
ablj 8uj rl. rirj I’i(l’j—l’l’)
=0 (3.148)

Logo, a equacao de Codazzi € satisfeita para i # 1. Portanto, de (3.143) e (3.148), temos que
a equacao de Codazzi esta verificada.

A fim de provar a equacdo de Gauss, obteremos as expressdes de /;; em termos das
constantes D, V, B;, dos raios de curvatura e das func¢des diferencias F;. Lembre-se que
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oL 9VEii
Y /g O

, entdo, usando (3.83) para i, j > 2, i # j temos,

Y v/ 8ii du;
1 gjji
V&ii 2\/8jj
(2F)ri(ri =) [rya(rp =) = (= )] (=) (ri— )
(l’j — r1)4 2F;erl.’ri
—F} (rjiry —rurj) (ri—r1)
Flri(rj—n)?

(3.149)

r

A ~ 1 . ~
/ ¢ constante , entdo diferenciando com relagdo a u;
ri—ri

Segue de (3.128)-(3.134) que

(rii—ri)(ri—r)+(rj—ri)r,
(r,' — r1)2

0 = rjirt —rirj —rjiti + ryiti = rijifrt —riirj = _ri(rl,i - I’j7i). (3.150)

Substituindo (3.150) em (3.149) e usando (3.137) e (3.138) segue,

—F] (rjiry —rirj) (ri—r)
Flri(rj—n)?
Fi((r1i—rj) (ri—r1)
F/(rj=n)?
B FJ{VVi(ri—rl)
F/Bj(rj—r)*(rj—r1)
FJ{DF,'B,'(U — I’l)

D= 1W(r—r) 702 (3-15)

f,‘j =

Analogamente, parai = 1¢e j > 2 obtemos,

0 - 1 dgj;
V&1l duy

V8I12,/8jj
F]{r“(rz—r])
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Usando (3.137) e (3.138) em (3.152) temos,

Fj{er(l"z — 1’1)
Fi(rj—r)?
F](VVl (rp—r1)
F{Bj(rj—ri)*(rj—n)
FJ{DFlBl(I’z — I’l)

~ DTV ) j>2. (3.152)

ly;

Analogamente, obtemos

F!DF\Bi(r;—ry)
G = —2 ) i > 2. 3.153
/! 20(D—1)WV(r—r) '~ (3.153)

Vamos agora provar que a equagio (3.79) é satisfeita para i # j e i, j > 2. Diferenciando
(3.151) com relagdo a u; e usando (3.137) e o fato do quociente da diferenca dos raios de

curvatura ser constante temos,

agij —DF;Bi(ri—I”])F}, DF;Bi(ri_rl)E'V,i
du;  20(D—1)V(rj—r1) 20(D—1)V2(rj—r)
_ —DFJ{BI'(F,‘ — I )F;/ DFJ{B,‘(FZ' — rl)F}DF},E‘Bi
26(D-1)V(rj—r1)  4C3(D—1)2V2(rj—ry)
'R
_ _EEBiizr)DI1  DF?B; 1 (3.154)
20(D—1)(rj—r) |V 2C(D—1)V2
Novamente por (3.151) e (3.138) segue que,
Y Gt D*F{F!BiBy(ry — 1) F?
kitkj —
T ACX(D—1)*V2(rj—r1)(ri—r1)
D*F'F/
— I Y FlBy. (3.155)

4C2(D—1)2(rj—r1)(ri—r1) ket ik j
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Substituindo (3.154) e (3.155) em (3.79) obtemos,

dlij Il —F/F;Bi(ri—r)D [ | DF?B;
Ol -+ kiki /B /a7 = — S Db
Ju T au,*k;;j" kGBS = 36D 1) (5 — ) |V 2C(D - 1)V

_ FjF/Bi(rj—r)D |1 DF}B,
20(D—1)(ri—r1) |V 2C(D—-1)V?
D*F!F/ F/F!
+ J F2By+ A 3.156)
4CZ(D—1)2(rj—r1)(r,-—r1)k#§;éj B T =) (

4Cz(D— 1)2(rj — I’])(l’,‘ — 7”1)
F!'F!
-

Multiplicando a equagdo (3.156) por temos,

AC3(D—1)*(rj—r))(ri—r) (9l 9 Vv
itj ! i7]

1

DBi(ri—r)2C(D—1) D?B2(ri—r)2F? DBj(rj—r)*2C(D—1) D*B(ri—r)*F}
v * V2 a % * V2

+D* Y FZBi+4C*(D—1)*
ki ]

Agora, utilizando (3.137) e (3.138) na expressao anterior segue

ACHD—1)*(rj—r)(ri—n) [ bi; 9L V/
F.’JF{ au] + 8ujj +k7§é Ekigkj—i_kikj\/g 8ji | =
it ! i7]

—2DVC(D—1)+D*B;F? —2DVC(D— 1)+ D*B;F; +D* Y FZB+4C*(D—1)°
ki)

=D* Y F’By—4CD(D—1)V+4C*(D—1)*+D*FB;+ D*F}B;
oy

(D—1)C

=D* Y F!By—4CD(D—1) 5

kAT ]

D v
mw—n;ﬂﬂ+

+4C*(D—1)* + D*F{B;+ D*F}B;

=D* Y F’By—D*Y F’Bi+DF’B;+D°FB;=0.
ki j i
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4CZ(D— l)z(rj—rl)(ri—rl)

— 2 0 concluimos,
FF]

Como pelas hipoteses,

ol Ol
_ 1J+a Jty Z Uil +kikjn/giin /877 =0, i # J, i,j > 2. (3.157)
A

Por cdlculos essencialmente andlogos, a equacdo (3.79) é satisfeita quandoi =1¢ j # 1. Por
fim, note que a partir das diferencas obtidas entre os raios de curvatura dadas pelas equagdes
(3.128)-(3.134) temos,

£521: I’s—rz _ DSV :Ds
rn—rnr \%

Logo, as equacdes de Gauss e Codazzi sdo satisfeitas. Portanto, pelo Teorema Fundamental
das hipersuperficies de R"! existe, a menos de movimento rigido, uma hipersuperficie de
Dupin parametrizada por linhas de curvatura em R" ™! com curvaturas de Laguerre constantes,

£ =D e £52! = D, onde os raios de curvatura e a métrica satisfazem (3.82) e (3.83). [

Corolario 21. Uma hipersuperficie de Dupin propria de R n >3, com n curvaturas
principais k;, 1 <i <n, distintas e ndo nulas e com curvaturas de Laguerre constante, que
admite sistema de coordenadas principal é determinada por n niimeros reais, a saber, (n —2)
curvaturas de Laguerre £, ESZI, s=4,...,n e dois numeros reais ¢ e C, onde C é ndo

nulo.

Demonstracdo. Pelo Teorema 20 temos que qualquer hipersuperficie de Dupin € determinada
por suas primeira e segunda formas fundamentais, onde o raio de curvatura e a métrica sao
dados por (3.31) e (3.83), onde F;(u;) sdo fungdes diferencidveis tais que Fl-l % 0. Além
disso, D = 5132, D’ = % ,s=4,...,ne¢, C+#0sao n nimeros reais. Concluimos a prova

mudando cada coordenada independente separadamente, tal que Fi(u;) = u;, i=1,...,n. [

No teorema seguinte mostraremos que a familia de hipersuperficies de Dupin em R"*!
dada no Exemplo 13 por (2.40) sdo as unicas hipersuperficies de Dupin com curvatura de

Laguerre constante descritas no Corolario 21.

Teorema 22. Qualquer hipersuperficie de Dupin propria de R com n curvaturas prin-

cipais distintas e ndo nulas, que tem sistema de coordenadas principais e curvatura de
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Laguerre constante, é dada por (2.40), a menos de movimento rigido e a menos de mudanga
de cada varidvel independente separadamente.

i) As constantes associadas a esta hipersuperficie sdo entdo (n—2) curvaturas de Laguerre

by —b3)by (bs —b2)by
D:L”Z:(—,D =L =2 Y g—4 o, (3.158)
(bz—bg,)bl ’ (bl _bZ)bs
e duas constantes b b :
1—b3
= - _ v 3.159
by < 2bs ! (3.159)

ii) Reciprocamente, dado n constantes ¢, C # 0, D e Dy, s > 4 satisfazendo (3.32), seja
X(0)=(0,...,0,y) € R"" 1al que

C [(D—1)D,+1]C

(y+6)¢10.C. 5 ) (3.160)
Seja
[ S by — b
2(yl+c~+C) 2[D(}/4l—)c) —C] (3.161)
Chayer S Y ) Co B W) S N

Entdo, a familia a 2 parametros da hipersuperficie definida por (2.40) tem curvatura de
Laguerre constante D e D;.

Demonstragdo. Os raios de curvatura da hipersuperficie (2.40) sao dados por ([8])

M; ! .
ri = E ondeMi:;bj(b,-—b,-)uﬁ—zb,-wr1, i (3.162)

1
Como k; = — temos
ri

2b; 4
ki= ", onde M; = Y bj(b;—bi)ui —2biy+1. (3.163)
i j=1

Introduzindo a notagao

bjui =S — b;Sy, (3.164)

n
S=Y bj(bj—bi)u; =
=1 1

n
J =

bius — b

n
1 j=

J
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a expressao de M;, dada em (3.163), se reduz a M; = S —2b;y+ 1. Segue de (3.163) e
M; =S —-2b;y+1 que,

/ i
2bi(S —2bjy+1)—2b;(S—2b;y+1)
MM,
—2(biS—b;S+b; —by)
M;M,;
—2(S+1)(bi—by)

= . 3.165
MM, ( )

Como b; sdo distintos e ndo-nulos, para todo j, as curvaturas principais nao se anulam e
terdo multiplicidade um. Segue de (3.17) e (3.165) que

Eijl _ (kl )
(ki — kj)ki
. 4b; S—f—l b b,’) MiMle
B M;MM; 4b;(S+1)(bj —by)
(bj—bi)b
— (3.166)
(bJ —bi)bi
Como bj, j=1,...,n sd0 constantes, temos que as curvaturas de Laguerre sdo todas cons-

tantes. Além disso, por (3.166) temos,

bs—b1)by  (by —b3)by
D=, = ( 3.167
(b3 —b2)by  (ba—b3)by ( )
by — bs)b) (bg—bz)bl
Dy =21 = ( s . s=4,....n. 3.168
: (b2 —b1)bs (b1 —bo)by * " ©.168)
Logo, as (n—2) curvaturas de Laguerre D = £32 e D, = £, s =4,...,nsdo constantes

associadas a hipersuperficie.

Vamos agora obter as constantes C e €. Para isso usaremos o Teorema 20. Note que
estamos nas hipéteses do teorema, pois temos uma hipersuperficie de Dupin prépria em
R"! com n curvaturas principais distintas e ndo nulas e curvaturas de Laguerre constantes.

Primeiramente, vamos calcular as fungdes F;, i = 1,...,n dadas no Teorema 20. De (2.40)

bi(S2+7) 2biu;
i=|1—— i———(bruy,...,byu,,—1)|,
B [ S| [ (s P bt =)

segue que
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onde S; e S sdo dados em (3.164) e {ey,...,e,+1} € base candnica de R Logo, usando
(3.163) e (3.164) segue que

2
M.
gii = (xj,x;) = (Shil) : (3.169)

Substituindo (3.169) em (3.65), obtemos usando (3.162) que

r M, M2b1 b]
Gu=\gul(1-=)= 1— =(1-=). 3.170
. gll( "1> (51+1>( M1b2> ( bz) G170

Como Fll = Gy, integrando (3.170) em u, temos

b
F = (1——1> up+ o,
by

onde ; € uma constante real. Para i # 1, segue de (3.65), (3.169) e (3.162) que

r M; M b; b;
G = Al l——) = 1— =(1——]. 3.171
. g”( r,-) <51+1) ( Mibl) ( bl) ( )

Como F/ = Gy;, para i # 1, integrando em u;, temos

b:
Fi = (l_b_;) u; + 0,

onde 2 < i < n sdo constantes reais. Por uma translagdo no sistema de coordenadas se for

necessario, podemos supor sem perda de generalidade que o) = --- = o, = 0. Logo, em
geral, temos que
b.
- (1 _ _,> i (3.172)
bj

onde j=2,sei=1lej=1,se2<i<n.
Pelas expressoes (3.82), dadas no Teorema 20, e por (3.162) temos,

Fi —( o )F3 +Z—(DS—I)ZFS

A, D R,
%, T aem-1) e G173
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Considerando os termos envolvendo u; em (3.162) e (3.173) e usando a expressao de D dada

em (3.158) temos,

M. D b1 (b1 —by)u? D
M__ D po 1(br—by)uy 2
2by,  4C(D—1) 2b, 4C(D—1)
bi (b1 —ba)ui _ ba(by —bs) 2
2by 4Cb3(by —by) !
2b1b3(by — by)*Cu?
a0 =P2 C _ () (3.174)
b3(by — b3)
Como por (3.172) temos que
F; = (1 —ﬁ) U, (3.175)
bj

onde j=2sei=1ej=1se2<i<n,seguede (3.174) e (3.175) que,

2b1b3 (b1 — bz)ZCu%

F? =
) T )
2b1b3Cu?
Fi(w) = mFlz(ul)
C (b1 —b3)
2biby

Similarmente, considerando em (3.173) os termos envolvendo u3 e ug temos, C =
(b1 —b3)

2b1bs
de C e D temos,

. Considerando os termos independentes da varidavel u; em (3.173) e as expressoes

M C —2b 1 —(by —
My _ €.« o 2y +1 _ —(ba—b3)
2b, D 2bs 2by b3
1
= ¢=——7.
M

Portanto, obtemos as duas constantes C e ¢ dadas em (3.159). Agora, devemos verificar que
as expressoes para os raios de curvaturas, dadas em (3.82), sdo satisfeitas considerando as
constantes (3.158) e (3.159), onde F; sdo dadas em (3.175). De fato,
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D , (D—1\ , 1, 3
e R e gy ) —— _F} —C+é=
acm—1)| 2 ( D ) 3+§(Ds—l) s e
by (br — by)u3 +b3(b3 —b1)ui + Y by(bs — by )u;
_ = FRLINRY
- 2b, W T T
D » (D—1\ , Dy, .| C .
— — |- (= F — = _F} - Z4e=
ac(p—1) | ( D2 ) 3+S§(Ds—1)2 s|Tpte
bi(by —bo)ud +b3(bs — bo)u3 + Y by(bs — ba)u;
_ = FRLENY /S
- b, %y T2k,
D s DD,—Ds+1 ,|
— —~ _ |DF}+F — = __F, =
-1z |0 2*& D=1 s |T¢
bi(by —b3)ul +ba(by —b3)u3 + Y by(bs— b3)u;
_ = LM
- 2D 2y ' 2by Y

_bl(bs - b2) (bZ _bl)(S+ 1) + §—2bsy+1
by(bs—b1) 2b1bs 2b,

My

2_bs =

Dgry — (Ds— 1)rp = Ds(r1 —1r2) + 12

Fs.

Reciprocamente, dadas n constantes ¢, C £ 0, D e Dy, s = 4,. .., n satisfazendo (3.32), pode-
mos obter a hipersuperficie (2.40) definindo as constantes b;, i =1,...,n e Y. Escolhendo
um ponto de R"*! para ser X(0) = (0,...,0,7) tal que a condi¢do (3.160) seja satisfeita.
Entdo, pela expressao (3.159) temos,

by —b3
C pu—
2b1b3

= by = (2Cb; + 1)b3 (3.176)
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1

Substituindo (3.177) em (3.176), segue que
1
b1 =2Cby+1)b3 = b1 =2Ch1+1)=——
1= (2Cb1 +1)b;3 1= ( 1+)2(5+Y)
= 2Cb;1+1=2b1(C+Y)
= b1(2(6+'}’)—26):1
1
= b=—-. 3.178
' 2(y+e-0) ( )
Utilizando (3.158), (3.159) e (3.177), temos
(by — b3)by 2byb3C
D=—"- = D=—"
(by — b3)by (by — b3)
N B 2b,C
2@+ )b —1
= by(2C—-2D(E+7y))=-D
D
= by= . 3.179
> 2D(y+d)—C] (3.179)

Por fim, segue de (3.158), (3.178) e (3.179), que
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(bs —b )
bs(1 _b_1)
(bs_b2>
D.—
y D(y+¢—C)
s (1_D<y+e>—c>
D(y+¢—-C) B

o (1= Biyrae)

i <DS (1 - %) - 1) = g

-D 1
= (spmeaa) b DD(7+E=0)

D(y+¢)—-C

D
bs = 2{D(y+¢)—C[Dy(D—1)+1]}

Logo, as constantes b; sao definidas por (3.161). Além disso, usando as expressoes (3.158),

(3.159) e (3.161) as curvaturas de Laguerre sdao dadas por,

(bz — b3)b1 2b2('}’+ C) —1
b
£521 _ (bs_bZ)bl _ by CDS(D_ 1) —D,.

(b1 —ba)bs

by D(y+¢é)-D(y+é—C)-C

1
by

Como D e D sao constantes, as curvaturas de Laguerre Sa0 constantes.

]

Observacao 23. Usando técnicas distintas, os autores Li e Wang [12] e Cezana e Tenenblat

[7] encontraram exemplos de hipersuperficies de Dupin em R com curvaturas de Laguerre

constantes. Li e Wang [12], em 2015, mostraram (Teorema 17) que uma hipersuperficie de

Dupin com curvatura de Laguerre constante é Laguerre equivalente a isoparamétrica de

Laguerre plana dada por (2.37) no Exemplo 11.

Em 2017, Cezana e Tenenblat [7] mostraram um resultado mais geral (Teorema 22) que

afirma que qualquer hipersuperficie de Dupin em R com n curvaturas principais distintas

e ndo nulas, que admite um sistema de coordenadas principal, com curvaturas de Laguerre



120 Hipersuperficies de Dupin em R"! com curvatura de Laguerre constante

constante é dada pela hipersuperficie (2.40) no Exemplo 13. Observamos que (2.37),no
Exemplo 11, é um caso particular de (2.40), dada no Exemplo 13, quando y = 0.
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