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It’s only natural for living creatures to fight to protect their own lives. But what makes us
human is that we fight for others.

— Phoenix Wright
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RESUMO

METODO SEM MALHA LOCAL - SUBTRACAO DA SINGULARIDADE EM
MECANICA DA FRATURA LINEAR ELASTICA

Autor: Tiago da Silva Oliveira

Orientador: Artur Portela

Programa de Pés-graduacao em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, junho de 2019

Essa pesquisa discorre sobre a formula¢do do método sem malha local, aplicada a solucdo
de problemas bidimensionais no ambito da mecanica da fratura linear eldstica. O método
sem malha local, denominado Generalized-Strain Mesh-Free formulation (GSMF), &
baseado no método dos residuos ponderados e resulta na forma fraca local, que nada mais é
do que o teorema do trabalho advindo da teoria das estruturas. Em uma regido local
arbitrdria, o teorema do trabalho estabelece uma relacdo de energia entre um campo de
tensoes estaticamente admissivel e um campo de deformagdes cinematicamente admissivel,
resultando em uma formulacdo totalmente livre de integracdo numérica e com apenas
termos de contorno com a aproximagdo do campo eldstico pelo método dos minimos
quadrados moéveis (MQM). Aplicagdes do método sem malha local, necessitam de uma
discretizacdo nodal, que requer a especificacdo de dois parametros de discretizacdo: o
tamanho do suporte compacto e o tamanho do dominio de colocacdo, respectivamente. Na
presente pesquisa, esses parametros sdo definidos automaticamente por meio de uma
otimizacao multiobjetiva utilizando algoritmos genéticos. Esse € um dos grandes destaques
da presente pesquisa. As aplicacdes em mecanica da fratura linear eldstica com GSMF sao
realizadas utilizando-se a técnica da subtracdo da singularidade, ou Singularity Subtraction
Technique (SST), que regulariza o campo eldstico antes da solugdo numérica, assim
introduzindo o fator de intensidade de tensdo, ou Stress Intensity Factor (SIF), como
varidveis primdrias do problema. Sendo assim, o modelo numérico realiza o cdlculo do SIF
diretamente, sem a necessidade de uma discretizacdo nodal refinada para se obter resultados
precisos, o que faz desta uma eficiente estratégia de modelagem. Quatro problemas foram
analisados utilizando esses procedimentos, buscando mensurar a eficiéncia e a precisdo do
método proposto. Os resultados obtidos com a andlise estdo em perfeita concordancia com
as solugdes analiticas. A acurdcia e a eficiéncia das implementacdes descritas acima fazem
do método sem malha local uma nova estratégia de modelagem confidvel e robusta, no
ambito da teoria das estruturas.
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ABSTRACT

A LOCAL MESH FREE METHOD WITH THE SINGULARITY SUBTRACTION
TECHNIQUE IN LINEAR ELASTIC FRACTURE MECHANICS

Author: Tiago da Silva Oliveira

Supervisor: Artur Portela

Programa de Pés-graduacao em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, june of 2019

This research is concerned with a local mesh free numerical model (GSMF) developed to
solve two-dimensional problems in linear elastic fracture mechanics. The model formulation
is based in the work theorem, kinematically formulated with a rigid-body displacement and
generalized function. The discretization considers the approximation of the elastic field
with moving least squares (MLS) and is completely integration free, with only boundary
terms. Application of mesh free local numerical methods, to a nodal discretization, requires
the specification of two discretization parameters which are the size of, respectively the
compact support and the local integration domain, of each node. In this research, these
parameters are automatically defined through a multi-objective optimization process, based
on genetic algorithms. This is the novelty of the present numerical method. Linear elastic
fracture mechanics applications of ILMF carry out the singularity subtraction technique
(SST) which regularizes the elastic field, before the numerical solution, thus introducing
the stress intensity factors (SIF) as additional primary unknowns of the problem. Hence, the
numerical model performs a direct computation of the SIF and does not require a refined
discretization to obtain accurate results which, therefore, is an efficient model strategy.
Benchmark problems were solved, for an assessment of the accuracy and efficiency of these
techniques.
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1 - INTRODUCAO

Este capitulo apresenta as consideragdes iniciais que motivam a presente pesquisa,
juntamente com um breve histérico sobre os avangos mais recentes nos métodos sem malha
e suas aplicacdes na mecanica da fratura linear eldstica. Os objetivos gerais e especificos

sdo apresentados no final do capitulo.

1.1 - CONSIDERACOES INICIAIS

No ambito da Engenharia Civil, fratura € uma das vdarias formas de falha estrutural que
uma determinada estrutura pode sofrer ao longo de sua vida util, assim como flambagem,
deformacdo plastica excessiva e fadiga. Geralmente ela é causada por uma trinca, que se
faz presente de alguma forma em todas as estruturas, seja como resultado de defeitos de
fabricagdo ou como dano localizado em fun¢do do uso; que cresce progressivamente ao
longo do tempo. Sendo assim, com o continuo crescimento da trinca, a resisténcia estrutural
decresce até que se torne tao baixa que as cargas em regime de servigco nao podem mais ser

suportadas, consequentemente ocorrendo a fratura.

A mecanica da fratura linear elastica pode ser utilizada para descrever o comportamento
de trincas em geral, que possuem uma tensdo infinita na ponta, como demonstrado por
Brahtz (1933) e posteriormente por Williams (1952), que investigaram a forma analitica
dessas singularidades. O postulado fundamental da mecanica da fratura linear elastica afirma
que o comportamento da trinca é exclusivamente determinado pelo fator de intensidade de
tensdo, que quando definido na ponta da trinca, mede a forca dessa singularidade. Por sua
vez, o fator intensidade de tensdo € funcdo do carregamento aplicado e da geometria da
estrutura trincada, desempenhando assim um papel fundamental nas aplicacdes presentes

nessa pesquisa.

Em geral, os métodos de modelagem numérica tém sido utilizados para a resolucido de
problemas relacionados a mecanica da fratura devido a complexidade de sua geometria,
que estd constantemente mudando a medida que a trinca cresce. Além disso, a presenca
da singularidade no modelo numérico acrescenta considerdveis dificuldades em virtude da
necessidade de representar simultaneamente essa singularidade e o campo de tensdes finito

no modelo em questao.

Um desses métodos mais populares, utilizado largamente por engenheiros estruturalistas, €



o famoso Método dos Elementos Finitos (MEF), onde uma malha de elementos finitos é
associada ao dominio do problema em questdo. O MEEF tradicional tem sido largamente
utilizado, tanto profissionalmente quanto academicamente, para a resolu¢do de problemas
relacionados a mecanica da fratura (Anddjar et al., 2011). Apesar disso, uma das maiores
limitagdes do método € a que a singularidade ndo pode ser capturada corretamente e dessa

forma, o resultado nas proximidades da ponta da trinca ndo sdo confidveis (Liu, 2009).

Alguns métodos foram desenvolvidos para tentar sanar esse problema, dentre eles o Hybrid
Crack Tip Element (HCE) (Tong et al., 1973), que pode ser usado no célculo dos fatores de
intensidade de tensdo como demonstrado por Karihaloo e Xiao (2001) e Xiao et al. (2004).
O HCE representa a trinca como um super-elemento que inclui a ponta da trinca, sendo este
compativel e podendo ser conectado com os outros elementos finitos ao redor. Outra
abordagem desenvolvida por Caicedo e Portela (2017) remove completamente a
singularidade antes da andlise do campo eldstico regularizado, apresentando resultados

precisos e sem dificuldades de convergéncia.

Mesmo com essas melhorias, o MEF ainda possui outra grande desvantagem, sendo essa
o alto custo operacional e computacional para se criar uma malha de elementos finitos
em analises adaptativas, como o crescimento de trincas, que precisam ser constantemente
modificadas a cada nova interagdo. Apesar de alguns métodos atenuarem esse problema,
como demonstrado por Bittencourt et al. (1996) e Bouchard et al. (2003), ele ainda assim

persiste.

Com a maior difusdo e consequente popularidade do método, novas pesquisas surgiram
para tentar sanar essas limitagcdes, tais como o Extendend Finite Element Method (XFEM),
ou Método dos Elementos Finitos Expandido (Belytschko e Black, 1999); e o Generalized
Finite Element Method (GFEM), ou Métodos dos Elementos Finitos Generalizados
(Strouboulis et al., 2000). Dentre esses novos métodos se destacam os métodos sem malha

ou Meshfree, que dispensam o uso da malha em sua formulacdo (Liu e Gu, 2003).

O método sem malha € um método relativamente novo, usado para estabelecer um sistema
de equacgdes algébricas para todo o dominio de um determinado problema fisico, sem o
uso de uma malha pré-determinada para isso. Essa é uma das suas principais vantagens,
J4 que acaba por dispensar a intervencdo humana na constru¢ao de malhas com qualidade,
descartando dessa forma inconveniéncias como remalhamento. Além disso, os métodos sem
malha possuem um melhor fator de convergéncia do que o MEF tradicional (Onate et al.,
1996). Esse método obteve um notdvel progresso ao longo desses ultimos anos onde, em

geral, suas formulacdes sdo baseadas no método dos residuos ponderados (Finalyson, 1972).

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), apresentado por Lucy (1977) e Gingold e

Monaghan (1977), € um dos primeiros métodos sem malha para a resolucao de problemas
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na astrofisica. Libersky et al. (1993) foram os primeiros a aplicar SPH em mecénica dos
sOlidos. As principais desvantagens do SPH s3o os resultados imprecisos perto dos
contornos e instabilidade nas tensdes, primeiramente investigado por Swegle et al. (1995).
O SPH € baseado na formulacdo na forma forte do método dos residuos ponderados, com

descricao lagrangeana.

O método da colocagdo também ¢é baseado na formulagdo na forma forte do método dos
residuos ponderados. Os métodos de colocagdo sem malha foram publicados por Kansa
(1990), Zhang et al. (2001), Liu et al. (2002b), Onate et al. (1996), Lee e Yoon (2004) e Jamil
e Ng (2013). Os métodos de colocacdao dos métodos sem malha t€ém algumas vantagens
atrativas sobre outros métodos sem malha, j4 que um algoritmo simples é implementado
com eficiéncia computacional, sendo verdadeiramente sem malha. Apesar dessas vantagens,
os métodos de colocacdo sem malha tendem a imprecisdo, ndo sdao robustos e, o pior de
tudo, sdo instdveis devido a mé formacdo do sistema de equacdes. Onate et al. (2001)
apresentaram uma técnica de estabilizacdo, introduzindo novos termos nas equacdes que
governam o dominio e nas condi¢Oes de contorno de forcas de superficie. Apesar desses
termos artificiais superarem as dificuldades de estabilizacdo, eles sdo apropriados apenas
para alguns problemas em particular.

Outros métodos sem malha sdo baseados na formula¢do na forma fraca do método dos
residuos ponderados. Depois da discretizacdo, a forma fraca torna-se uma caracteristica
chave das formulacdes usadas para encontrar o sistema de equacdes algébricas, por um
processo de integracdo numérica usando malhas de fundo ou background cells, globalmente
ou localmente construidas no dominio do problema. As pesquisas baseadas nos métodos sem
malha na forma fraca cresceram significativamente apds a publica¢do do Diffuse Element
Method (DEM), apresentado por Nayroles et al. (1992).

O Reproducing Kernel Particle Method (RKPM), apresentado por Liu et al. (1995), e o
Element-Free Galerkin (EFG), por Belytschko et al. (1994a), foram os primeiros métodos
sem malha na forma fraca aplicados a mecénica dos s6lidos. Em contraste ao EFG e ao
RKPM, que utilizam a chamada base intrinseca, outros métodos foram desenvolvidos com
o conceito de bases extrinsecas e conceitos de particao da unidade. Essa base extrinseca foi
utilizada no hp-Cloud Method, apresentado por Duarte e Oden (1996). Melenk e Babuska
(1996) apontaram as similaridades entre os métodos sem malha e o MEF, apresentando o
Fartition of Unity Finite Element Method (PUFEM), que € similar ao hp-Cloud Method e
também inclui a aproximac¢do por minimos quadrados mdveis, ou como € mais conhecido,
Moving Least Square (MLS), ou método dos Minimos Quadrados Moéveis (MQM).

Todos esses métodos sem malha na forma fraca necessitam de background cells para realizar

a integracdo numérica da equacdo dos residuos ponderados no dominio global do problema.



Portanto, eles ndo sdo verdadeiramente sem malha. Para solucionar essa limitacdo, uma nova
classe de métodos sem malha surgiu, baseados na forma fraca local dos residuos ponderados,
como o Meshless Local Petrov—-Galerkin (MLPG), apresentado por Atluri e Zhu (1998) a
Atluri e Shen (2002), o Meshless Local Boundary Integral Equation (MLBIE), apresentado
por Zhu et al. (1998), o Local Point Interpolation Method (LPIM), apresentado por Liu e
Gu (2001a) e o Local Radial Point Interpolation Method (LRPIM), apresentado por Liu
et al. (2002a). Dentre eles, o MLPG se tornou mais popular, baseado na aproximag¢do por
minimos quadrados modveis. A principal diferenga entre 0 MLPG e os outros métodos sem
malha global é que a forma fraca local € utilizada para integragdo em dominios locais com
formato retangular (ao invés da forma fraca global) e assim, consequentemente, nao necessita

de background cells.

Quando comparado com métodos de malha, como o MEF e o MEC, os métodos sem malha
possuem algumas desvantagens, entre elas o grande esfor¢o computacional necessério para
sua aplicacdo, grande parte provinda da integracdo numérica, que requer um nuimero
adicional de etapas para ser realizado; dificuldade de implementacdo nas condi¢des de
contorno essenciais e um esforco extra na realizacdo de simulagdes contendo

descontinuidades advindas da trinca.

A implementacao do Meshless Finite Volume Method, por meio de uma abordagem mista
com o MLPG, foi apresentada por Atluri et al. (2004), para a resolucao de problemas elasto-
estdticos. Nessa abordagem, tanto a deformacdo quanto o deslocamento sdo interpolados
de forma independente em pontos aleatoriamente distribuidos no dominio, por meio de um
esquema de interpolacdo local como o0 MQM. Assim, os valores nodais de deformacgao siao
expressados em termo dos valores nodais de deslocamento, por um simples processo de
imposicao direta da relagdo deformacao-deslocamento nos pontos nodais. Essa formulagdo
elimina o extensivo processo de diferenciacao direta dos deslocamentos para o cdlculo da

deformacio, resultando em um método computacionalmente bem eficiente.

Buscando melhorar ainda mais a eficiéncia computacional dos métodos sem malha, assim
como a precisdo, duas formulacdes foram apresentadas por Oliveira e Portela (2016), a
formulacdo de deslocamento de corpo rigido do método sem malha local ou Rigid-Body
Displacament Mesh-Free formulation (RBDMF), onde a forma local do teorema do trabalho
resulta em uma forma fraca apenas com termos de contorno (auséncia de forgas de corpo);
e a formulagcdo do campo eldstico generalizado do método sem malha local ou Generalized-
Strain Mesh-Free formulation (GSMF), onde a forma local do teorema do trabalho resulta

em uma forma fraca completamente livre de integracdo numérica.

A precisdo e a eficiéncia dos métodos sem malha locais sdo determinadas por dois fatores

adimensionais, sendo respectivamente o suporte compacto de cada né e o tamanho do



dominio local de cada né. O primeiro parametro estd primariamente ligado a precisdo do
modelo, devido ao nimero total de nds utilizados na constru¢do das funcdes de forma de
cada n6 da distribui¢ao nodal, enquanto o segundo estd intimamente ligado a eficiéncia do
modelo, onde a forma fraca da equagdo dos residuos ponderados € definida computando-se

por quadratura numérica ou colocagdo.

Os parametros adimensionais dos métodos sem malha sio muito importantes, e afetam
diretamente a performance e a precisdo de uma andlise utilizando o método. Os dois
parametros geralmente sdo arbitrariamente definidos e podem variar bastante, dependendo
do método sem malha local utilizado, sendo esta a razdo por sempre serem apresentados
juntamente com novos métodos sem malha desenvolvidos. Moussaoui e Bouziane (2013)
realizaram um estudo sobre os efeitos na precisdo e na convergéncia de diferentes
parametros adimensionais para 0 MLPG. A principal desvantagem em definir os parametros
heuristicamente € que eles ndo sdo dnicos, sendo assim, ndo podem ser implementados em

procedimentos automatizados, necessitando sempre da solugdo analitica para sua obtengdo.

Dessa forma, uma otimizagdo utilizando algoritmo genético no MLPG foi apresentada por
Baradaran e Mahmoodabadi (2009), para uma problema bidimensional de condugdo de
calor, e por Bagheri et al. (2011), para um problema elasto-pléstico tridimensional. Uma
otimizagao similar foi proposta por Ebrahimnejad et al. (2015), adicionando uma técnica de
refinamento adaptativo ao processo de otimizagdo, usando o MLPG-FVM. Apesar desses
autores terem sido bem sucedidos em suas propostas, suas tentativas levaram a um método

com alto custo computacional e dependente da solucdo analitica do problema em questdo.

Recentemente, diversos avangos t€ém sido feitos no campo dos métodos sem malha,
principalmente sobre suas novas aplicagdes. Neste contexto, Liu et al. (1996) mostraram a
habilidade dos métodos sem malha ao lidar com simulagdes complexas, como impacto,
fratura e dindmica dos fluidos. Bouillard e Suleau (1998) aplicaram com sucesso o0s
métodos sem malha na resolug¢do de problemas acusticos. Por sua vez, Bonet e Lok (1999)
introduziram um gradiente de corre¢do para preservar o momento linear e angular em
simulacdes com dindmica dos fluidos e Onate e Idelsohn (1998) apresentaram o Meshless
Finite Point Method (MFPM), baseado na aproximagao por minimos quadrados ponderados

com pontos de colocacdo aplicados ao transporte e fluxo de fluidos.

Embora recentemente o XFEM/GFEM esteja recebendo mais atencdo que os métodos sem
malha, esses continuam sendo uma forma eficiente e precisa para resolver problemas
relacionados a mecénica da fratura, apesar de suas desvantagens. Os métodos sem malha
foram empregados para a solu¢do de diferentes tipos de problemas, como interacdo de
multiplas trincas (Muravin e Turkel, 2002), simulacdo de trincas em modelos

tridimensionais (Duflot, 2006) e trincas em materiais elasto-plasticos (Rao e Rahman,



2004), elevando o método a um novo patamar, tornando-o cada vez mais atrativo para

cientistas e engenheiros.

Diferentes técnicas sdo utilizadas para simular descontinuidades nos métodos sem malha,
como pode ser visto em Nguyen et al. (2008). Carpinteri et al. (2004) utilizam uma extensao
virtual da trinca na dire¢do da tangente na ponta da trinca, enquanto Wen e Aliabadi (2007)
consideram funcdes base enriquecidas na interpolacdo por MQM. Fleming et al. (1997) e
Gu e Zhang (2008) modificam a base intrinseca para considerar funcdes especiais, com
conhecimento a priori da solu¢do do problema. Essa técnica é similar aquelas empregadas no
XFEM e sendo assim possui as mesmas limitagdes, tendo em vista que a drea enriquecida tem
que ser limitada, quando multiplas trincas estdo densamente distribuidas ou quando a ponta
da trinca esta proxima do contorno do problema. Uma nova abordagem foi apresentada por
Rabczuk e Belytschko (2007), na qual a representacao da topologia da trinca € necessdria.
Ainda nesse contexto, vale ressaltar a pesquisa de Bordas et al. (2008), no qual apenas um
enriquecimento extrinseco descontinuo € necessario, sem qualquer enriquecimento préximo

a ponta da trinca.

Muitas dessas limitacdes podem ser evitadas quando se considera uma abordagem que
consiste em modificar as funcdes ponderadoras na ponta da trinca, como o método da
visibilidade (Belytschko et al., 1994b), o método da difracdo (Belytschko et al., 1996) e o
método da transparéncia (Organ et al., 1996). Um dos primeiros a ser desenvolvido foi o
método da visibilidade, que € simples de ser implementado quando comparado com os
outros, mas sO apresenta solugdes precisas quando uma densidade nodal muito alta é
utilizada.  Isso ocorre porque as funcdes ponderadoras e as fungdes de forma sdo
descontinuas quando préximas a ponta da trinca e o tamanho da descontinuidade é funcao
do espacamento nodal. Embora o método da difracao ndo possua essas limitagdes quanto a
precisdo, sua implementacdo resulta em uma alta complexidade computacional,
especialmente para o caso de multiplas trincas. O método da transparéncia apresenta
resultados mais precisos que os demais, embora tenha uma restricio quanto a posi¢ao dos

nds, limitando seu uso em andalises de crescimento de trinca dindmicas.

Sabendo disso, a presente pesquisa propde estudar e desenvolver a formulagdo do campo
elastico generalizado do método sem malha local ou Generalized-Strain Mesh-Free
formulation (GSMF), baseada no método dos residuos ponderados e no teorema do
trabalho, estendendo sua base tedrica para a andlise de problemas no ambito da mecénica da
fratura linear eldstica, mais especificamente para encontrar os fatores de intensidade de

tensao.

Primeiramente, os pardmetros de discretizagdo dos métodos sem malha locais, o, € oy, sdo

encontrados de forma totalmente automatizada realizando-se uma otimiza¢do multi-objetiva,



usando algoritmo genético. O processo de otimizacdo € dividido em duas etapas, onde na
primeira, o «, € otimizado com uma fungio objetiva baseando-se na drea do dominio local
de colocacdo de cada nd, enquanto que na etapa subsequente, o oz € otimizado baseando-se

na minimizac¢do da energia potencial total da teoria das estruturas.

O calculo direto do fator de intensidade de tensdo (Stress Intensity Factor - SIF) é uma
consequéncia natural do processo de regularizagcdo, introduzido antes da andlise com o
método sem malha, que utiliza uma solu¢do singular particular para o problema da trinca, e
introduz os fatores de intensidade de tensdo como as varidveis primdrias do problema.
Nesse estudo, o termo singular da expansdo de William, formulado para uma trinca

semi-infinita, é usado para regularizar o campo el4stico.

1.2 - OBJETIVOS

1.2.1 - Objetivo geral

O objetivo principal desta pesquisa € estabelecer uma nova abordagem utilizando a
formulacdo do campo eldstico generalizado do método sem malha local (GSMF),
fundamentada nos principios energéticos da mecénica dos sélidos deformaveis e formulado
localmente no dominio, para a resolucdo de problemas bidimensionais no ambito da
mecanica da fratura linear eldstica. Espera-se contribuir para a validacdo desta classe de
métodos numéricos, bem como estimular sua aplicacio em novas dreas da engenharia,
buscando assim solucionar os problemas comumente encontrados no MEF tradicional e em

outros métodos sem malha.

No ambito do programa de Pds-graduacdo em Estruturas e Construcdo Civil (PECC),
constata-se que as pesquisas em mecadnica computacional se concentram,
predominantemente, em métodos numéricos bem estabelecidos, como o MEF e o MEC, e
suas variacdes. Assim, a investigacdo de métodos alternativos visa diversificar e ampliar o

campo de atuacdo do PECC no cendrio nacional e internacional.

1.2.2 - Objetivos especificos

Para os objetivos especificos deste trabalho, pretende-se:

e Apresentar a forma local do teorema do trabalho para problemas geometricamente

lineares;



Introduzir o método da visibilidade para simular descontinuidades nos métodos sem

malha;

Realizar o processo de regularizacdo e introduzir a técnica da subtracdo da singularidade

na formulagdo para o caso de uma unica trinca;

Estender o processo de regularizacdo e implementar a técnica da subtracdo da

singularidade para o caso de multiplas trincas;

Implementar computacionalmente as formulagdes propostas, utilizando rotinas

programadas na linguagem MATLAB;

Implementar algoritmo genético nas rotinas para otimizar os parametros adimensionais

(a5 € ay) dos métodos sem malha;

Simular o comportamento de sélidos eldsticos em duas dimensdes com exemplos da

literatura;

Verificar a eficiéncia das formula¢des implementadas, avaliando os parametros que afetam

seu desempenho.



2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serd apresentada uma breve revisao tedrica sobre os principios fundamentais
que suportam a andlise linear eldstica de problemas de crescimento de trinca. Topicos de
interesse referentes a modelagem numérica de sistemas fisicos, métodos de aproximacdo
pertinentes e principais métodos numéricos sdo apresentados, assim como topicos

relacionados a teoria da elasticidade, aos principios energéticos e a mecanica da fratura.

No final do capitulo sdo apresentados os conceitos bdsicos sobre otimizacdo utilizando
algoritmo genético e as principais abordagens pertinentes a essa pesquisa. Os aspectos aqui
conceituados sdo fundamentos da formulacao, implementacdo e verificacdo dos algoritmos

propostos nos capitulos seguintes.

2.1 - MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS FiSICOS

A modelagem numérica € uma ferramenta utilizada para solucionar sistemas fisicos por meio
de um processo interativo que envolve a definicio de um modelo matematico equivalente,
chamado de modelo de meio continuo, correspondente ao sistema fisico que pretende-se

estudar.

A complexidade envolvida em considerar todos os parametros relativos a um determinado
sistema fisico levou engenheiros e cientistas a definir um sistema equivalente com apenas
alguns pardmetros, essenciais para a compreensdo desse sistema estudado, geralmente
conhecido como varidveis de estado. A definicio matemdtica desse sistema equivalente € o

primeiro passo no processo de modelagem.

Em geral, esse sistema equivalente € definido por um conjunto de equagdes diferenciais
baseadas na Teoria dos Meios Continuos. As equacdes de equilibrio e as relacdes
constitutivas das varidveis de estado sdo impostas no dominio do problema. O sistema de
equacdes diferenciais, vélidas apenas no dominio do problema, € delimitado por um
contorno e condi¢des iniciais especificas, resultando na definicio completa de um modelo
diferencial de meio continuo, matematicamente equivalente a um sistema fisico. Esse
modelo de meio continuo pode ser descrito por modelos matemdticos de equilibrio, de

propagacdo ou vibragao e de difusdo (Portela e Charafi, 2002).

O modelo de meio continuo possui infinitos graus de liberdade, ja que as varidveis de

campo sao continuamente distribuidas em todo o dominio do problema. A solugdo exata



desse modelo é extremamente dificil, e em alguns casos, praticamente impossivel de ser
obtida, devido a complexidade geométrica desse dominio. Caso essa solu¢do exata possa
ser encontrada, ela é obtida analiticamente por meio de métodos matematicos formais e bem
estabelecidos, conhecidos como métodos exatos. Essa dificuldade na obtencdo de solugdes
analiticas impulsionou o estudo de métodos de aproximag¢do, que visam obter uma solucao

aproximada do problema sem recorrer a artificios matematicos mais complexos.

Com a aplicacdo do método dos residuos ponderados e a discretizacdo do dominio, um
modelo discreto do problema é gerado, que permite que as varidveis de campo sejam
definidas com um ndmero finito de graus de liberdade e parametros, possibilitando sua
resolucdo com ferramentas de andlise numérica (Portela e Charafi, 2002). A Figura 2.1

mostra o processo de modelagem e suas principais caracteristicas.

Problema Fisico

NUmero infinito de parédmetros

Simplificagdo: selecdo dos pardmetros
‘4— — — — — e fundamentais caracteristicos do
problema.

Sistema Equivalente

E ................... »

E e e e Do metros Leis da fisica: aplicacdo dos principios
H ‘4— — — — —— -] fundamentais da mecdnica dos meios
s continuos.

: Modelo de meio

: Continuo

Sescesssccressancas >

Sistema de equacdes diferenciais
Infinitos graus de liberdade
Solucdo exata

Aplicagéo dos residuos ponderados:
transformagdo do modelo continuo
local para o glokal.

Discretizagdo: definicdo do nimero de
graus de liberdade em um ndmero

Modelo Discreto finito de nés.

Sistema de equacdes algébricas
finitos graus de liberdade
Solucdo aproximada

| Anlnnlinnlnlamia

Verificar
aproximagdo

Figura 2.1 — Etapas da modelagdo matematica do problema fisico. Adaptado de Portela e
Charafi (2002).

2.2 - METODOS DE APROXIMACAO

Os métodos de aproximacao utilizados sdo baseados na Teoria dos Residuos Ponderados e
nas condi¢des de admissibilidade presentes em todas as formulacdes que deram origem aos
métodos de discretizacdo diretos e indiretos. As fung¢des ponderadoras podem ser
escolhidas arbitrariamente quando em sua forma forte, originando os métodos de
discretizacdo indiretos; mas caso seja feita a integracdo por partes dos termos de dominio,
as restricoes de admissibilidade precisam ser impostas nesses termos de dominio,
originando a forma fraca da equagdo e, posteriormente, os métodos de discretizacdo direta.

Um diagrama com essa relacdo entre as abordagens pode ser visto na Figura 2.2.
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I Equacao dos Residuos Ponderados ]

[ Fun¢des de aproximacao indireta ] I Fungdes de aproximacao direta ]

v v v ¥ v
Métodos de Métodos de Métodos de Métodos de Métodos de Métodos de
dominio dominio/contorno contorno dominio dominio/contorno contorno
\ 4 y A4 A\ 4 A\ 4 \ 4

[ Forma Forte ] [ Forma Fraca ] Forma [ Forma Forte ] [ Forma Fraca Forma
transposta transposta
I \ 4 \ 4 1
— Y Diferencas | | Elementos Finitos/ Elementos
[ Defini¢ao das fung¢des ponderadoras ] finitas Sem malha de contorno
| |
¥ A 4

Galerkin, colocagéio, minimos [ Defini¢ao das fungdes ponderadoras ]

quadrados entre outros

Galerkin, colocag@ao, minimos
quadrados entre outros

Figura 2.2 — Métodos de aproximagdo e discretizacdo. Adaptado de Portela e Charafi
(2002).

2.3 - EQUACAO DOS RESIDUOS PONDERADOS

Primeiramente, deve-se estabelecer formalmente a equacao dos residuos ponderados, cujos
elementos sdo definidos em termos dos residuos que a solu¢do aproximada introduz nas
equacgdes diferenciais, sendo esses ponderados por fungdes arbitrdrias e distribuidos no

dominio e no respectivo contorno.

Uma terminologia genérica serd considerada nessa se¢do em virtude da variedade de
sistemas fisicos que podem ser resolvidos por meio da equacdo dos residuos ponderados.
Posteriormente, no capitulo 3, esses termos serdo redefinidos para sua aplicacdo na

resolucao de problemas de equilibrio.

Sendo €2 o dominio, com I' sendo o contorno, formado pela soma I' = I'; + I';. Considere a
equacao diferencial no dominio:
Kuy—g=0, 2.1

com as condi¢des de contorno em I'; e I'; respectivamente:

Cug—h=0, 2.2)
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Dug—1 =0, 2.3)

onde K, C e D sdo operadores diferenciais lineares; g, h e 1 sdo fun¢des com valores

prescritos e ug a solucdo exata. A equacdo do residuo ponderado se torna:

/Gﬁm—@M@ﬂl+/@hm—MM&JF+/@MM—DW@dF:Q (2.4)

Q I I

onde Wq, Wr, e Wr, sdo fun¢des ponderadoras arbitrarias. Considerando uma solugdo
aproximada u sendo:
uy =u—+ F, (2.5

onde F é o erro aproximado. Substituindo equacdo (2.5) nas equagdes (2.1) a (2.3), os

seguintes residuos sdao gerados:

Ro=Ku—g#0, (2.6)
Rr,=Cu—h#0, 2.7)
Rr, =Du—1#0. (2.8)

Como os residuos ndo sao nulos, logo obtemos a equagao:

/RM%MQ+/RHW@dF+/RHW@dF#O (2.9)

Q I Iy

Considerando que quanto menores forem os residuos, melhor serd a aproximagio, a
resultante dos residuos é considerada como equivalente a zero. Esse anulamento é obtido
distribuindo-se os residuos no dominio e no contorno, de acordo com as respectivas fungdes
de ponderacdo. Em outras palavras, a soma das integrais dos residuos ponderados se iguala

a zero, dando assim origem a equagao geral dos residuos ponderados:

/ﬁm%m+/MMﬁﬂ+/MM@ﬂ:0 (2.10)

Fl FQ
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2.4 - DISCRETIZACAO INDIRETA COM FUNCOES GLOBAIS

Na discretizagdo indireta, a funcao de aproximagao v pode ser expressa por:
u=aiy+ ot andn = Y it (2.11)
i=1

onde {¢; };—1. ., representa um conjunto de n fungdes linearmente independentes definidas
globalmente e («;);—1. , representa um conjunto de coeficientes generalizados, que sdo as
incognitas a serem determinadas na solucdo aproximada. Como estes coeficientes niao se
identificam com a varidvel v do problema, a discretizagdo € indireta. Por questdes de
relevancia para a pesquisa, apenas os métodos de aproximacdo de dominio serdo

apresentados.

2.4.1 - Métodos de aproximacao de dominio

Nesse método, as fungdes ¢; devem satisfazer todas as condi¢des de contorno,
consequentemente ndo gerando residuo nos contornos, ou seja Rr, = 0 e Rp, = 0. Assim,

a equacdo (2.6) por meio da fungdo de aproximacao (2.11) torna-se:
Ro=Ku—g=> aXK(¢)—g=>Y aiy—g, (2.12)
=1 =1

onde {1;};=1. ., representa um conjunto de n fungdes linearmente independentes contendo
um operador diferencial linear, definidas globalmente. O método de aproximacdo ainda
precisa de uma funcao ponderadora W, para chegar a uma aproximacdo da solu¢do. Muitas
fungdes surgiram ao longo dos anos, mas apenas o método de Galerkin, o método da
colocagdo e o método dos minimos quadrados sdo relevantes para esta pesquisa e serao

apresentados.

2.4.2 - Método de Galerkin

A funcdo de ponderacdo W, é uma variagdo arbitrdaria da funcdo de aproximagdo u,

representado por um 6. Com a equagdo (2.11) e a variag¢@o arbitraria obtém-se:

Wa = ou (2.13)
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Wa = 6ida. (2.14)
=1

Consequentemente, a equagdo dos residuos ponderados se torna um sistema de n equacdes

algébricas com n incognitas:

/RQWQdQ: /RgéudQ: Zéai/RQ@dQ:O. (2.15)

Q Q =1 Q

2.4.3 - Método da Colocacao

Este método baseia-se nas propriedades seletivas da fun¢do generalizada delta de Dirac que

possui as seguintes propriedades seletivas (Hildebrand, 1962):

X T =2
d (x—x;) = (2.16)
0 x#ux
[e'e] x;+a
/6(x—xi)dx:/5(a:—xi)da::1 (2.17)
00 x;+a
/f(x)(S(a:—xi)dx: /f(:r)é(x—xi)dx:f(xi), (2.18)

sendo a uma constante arbitrdria. No método da colocacdo escolhe-se para funcdo de
ponderacgdo W, uma combinag@o linear de fungdes delta de Dirac §(z — x;), definidas nos

pontos = x;, com um conjunto de constantes arbitrrias j;, representadas a seguir:
n n
Wa =Y Bid(z—x)=> B (2.19)
i=1 i=1

Quando as propriedades do delta de Dirac sdo consideradas, a equacdo dos residuos

ponderados se torna apenas um somatorio no ponto r = x;:

/RQWQdQ Zﬁl/Rg §(x — x;)dQ = Z@RQ z;) = 0. (2.20)

Q =1 Q =1
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2.4.4 - Método dos Minimos Quadrados

Neste método, a funcdo peso € escolhida como sendo uma variagdo arbitraria da funcdo
residual, representada por
Wa = dRq, (2.21)

no qual a variacdo estd em termos de coeficientes generalizados. Quando considera-se a

equacao (2.12), temos que

Wa =Y 0o, (2.22)
=1

onde d«; representa uma variagdo arbitraria dos coeficientes a;. Sendo assim, a equagio dos

residuos ponderados se torna um sistema de n equagdes algébricas com n incdgnitas:

/ Ra Wq dQ) = / Rq0Rq dQ = Z Sy / Ra 1 dS2. (2.23)
Q Q =1 Q

2.5 - TEOREMAS DE ENERGIA

Os teoremas de energia sd@o importantes ferramentas para a resolucdo de problemas no
ambito da teoria da elasticidade e sao fundamentais no desenvolvimento de varios métodos

numeéricos e conceitos de mecanica da fratura.

Para os conceitos que serdo apresentados a seguir, considere um dominio de um corpo
homogéneo €2 e I" seu contorno, dividido em I',, e I';, sendo estes respectivamente o contorno

cinematico e estatico.

2.5.1 - Teorema do trabalho

O teorema do trabalho estabelece uma relacdo energética entre qualquer campo de
deformacgdes cinematicamente admissivel com qualquer campo estaticamente admissivel
em um corpo sob regime eldstico (Fichera, 2006). A Figura 2.3 mostra um diagrama com a

relacdo entre esses dois campos.

Um campo cinematicamente admissivel € um campo que satisfaca a relacdo € = Lu, em
um dominio (2 e satisfaca u = u em um contorno cinematico. E possivel observar que, para
um dado campo de deslocamento u, existe apenas um campo de deformacdes € que satisfaca

a relacdo cinemdtica, ja que o sistema € totalmente determinado, com seis equagdes € seis
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Deslocamentos prescritos Deslocamentos Forcas de corpo
u u

Relacdo
=T constitutiva [Tors=0 ] Estatica

Cinematica

Deformacdo | _ | Tensdes Forcas prescritas
3 — g t

Figura 2.3 — Diagrama de Tonti apresentando a ligacdo entre campos cinemaéticos e
estaticos.

incégnitas (Fredholm, 1906).

Um campo de tensdes estaticamente admissivel € um campo que satisfaca a relacdo LYo +
b = 0 em um dominio (2 e satisfaca t = t em um contorno estitico. E possivel observar
que, para um dado sistema de forgas externas aplicadas, hd um nimero infinito de campos de
tensdo que satisfaca a relacdo estatica, ja que o sistema possui trés equacdes € seis incognitas
(Fredholm, 1906).

Como visto no teorema de Kirchhoff (1859), a solu¢do para um determinado problema fisico
€ um campo elastico totalmente admissivel que satisfaca simultaneamente a admissibilidade
cinemadtica e estdtica, sendo esta a tinica capaz de providenciar a linearidade e a estabilidade
admitidas pelo material.

Para um campo de tensdes o que estd em equilibrio com o sistema de forcas externas
aplicadas e um campo de deformacdes €, que é compativel com os deslocamentos prescritos,
o teorema do trabalho pode ser expresso pela equacao:

/ tTu*dl + / b u* dQ = / ole* dQ. (2.24)

r Q Q

O lado esquerdo da equagdo (2.24) representa o trabalho devido as forcas externas ou
trabalho externo
¢ = / tTu*dl + / bl u*dQ, (2.25)
r Q

enquanto o lado direito representa o trabalho devido as forgas internas ou o trabalho interno

e / ole* dQ. (2.26)

Q

Segundo Portela (1993), quando o campo de deslocamentos cinematicamente admissivel

representa uma variacao virtual do campo de deslocamentos, o teorema do trabalho resulta no
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teorema dos deslocamentos virtuais que consequentemente presume linearidade geométrica.
Vale ressaltar que esse teorema nao € restrito apenas para materiais com comportamento

eldstico, ja que nenhuma equacao constitutiva foi utilizada no desenvolvimento das equagdes.

2.5.2 - Energia potencial total

Considere um campo eldstico exato totalmente admissivel de um dado material, que é
restringido por deslocamentos prescritos U e é carregado por forgas externas t. A energia
potencial total 7" € dada por

T=U+P, (2.27)

no qual U € a energia de deformacdo ou energia potencial interna, como visto na

equacao (2.26), definida por

1
U= / Wdn = / §UT€* do. (2.28)
Q Q

onde IV € a energia de deformacdo; e PP € a energia potencial das for¢as externas, como visto

na equacao (2.25), definidas por

P=— / tTurdl — / bTu*dQ. (2.29)

r Q

Quando o teorema do trabalho € aplicado, a energia potencial das for¢as externas se torna

1
P=— / éa'Te* dQ = —2U . (2.30)
Q

Dessa forma, a energia potencial total deste corpo pode ser definida apenas por termos

relacionados a energia de deformacao total como

T=-U. (2.31)
O teorema da energia potencial total estabelece que, o campo eldstico que realmente esta
atuando no corpo € um campo estaticamente admissivel que minimiza a energia potencial

total em um conjunto de campos cinematicamente admissiveis. Esse campo tnico €

obviamente o campo eldstico exato. Esse teorema pode ser expresso matematicamente pelas
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condi¢cdes minimas

0T = 6U 4 0P = / oloe*dQ — / tTou* dI' — / b7 6u*dQ =0, (2.32)
Q r Q
€
8T = / SoTse*dQ) >0, (2.33)
Q

A condicdo (2.32) € verificada pelo teorema dos deslocamentos virtuais, enquanto que a
segunda condi¢do (2.33) € implicita quando se assume a estabilidade do material. Quando a
equacdo (2.31) € considerada, o valor minimo da energia potencial total do corpo pode ser

substituido pelo valor maximo da energia de deformacao.

2.6 - METODOS SEM MALHA

Nessa secdo serdo apresentados os métodos sem malha mais conhecidos e os recentes
avancos no método. Alguns termos e conceitos fundamentais para a formula¢do do método

sdo apresentados.

2.6.1 - Definicao

Os métodos sem malha, diferentemente do MEF, usam um conjunto de nds espalhados
no dominio e no contorno do problema (chamados de nds de campo ou field nodes), de
forma que estes ndo contém nenhuma informagdo sobre a conectividade entre eles para a
aproximacdo ou interpolacao das incdgnitas do campo, ou seja, ndo formam uma malha. A
Figura 2.4 mostra a principal diferenca entre esses dois métodos. Essa distribuicao nodal
ndo necessariamente precisa ser uniforme e pode ser controlada, assim como a densidade,
ou quantidade total de nés (Atluri e Zhu, 1998).

Ele surgiu como uma alternativa ao MEF tradicional, buscando eliminar os problemas
relacionados a malha, como o alto custo para a geracdo da mesma, a baixa precisdo na
recuperacdo das tensdes e a dificuldade de resolu¢do de problemas que exijam andlise

adaptativa, como fratura e grandes deformagdes.

Muitos métodos sem malha obtiveram bons resultados e possuem um grande potencial para
se tornarem poderosas ferramentas numéricas. Mas, em compensacao, esses métodos estao

em fase de desenvolvimento e possuem muitos problemas técnicos que ainda precisam ser
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(a) Elementos finitos. (b) Sem malha.

Figura 2.4 — Representacdo do dominio nos métodos sem malha e no Método dos
Elementos Finitos (MEF).

contornados.

Esses métodos podem ser classificados de acordo com a formulacdo ou método de
aproximacgdo utilizado, bem como o tipo de representacio do dominio. Os principais

métodos e suas classificacdes estdo resumidos esquematicamente na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Métodos sem malha classificados. Adaptado de Liu e Gu (2005).

Classificacio Categoria Exemplos de métodos
Forma forte Colocagdo, FPM etc.

Baseado nas formulagdes utilizadas Forma fraca EFG, RPIM, MLPG, LRPIM, etc.
Combinagao dessas duas formas MWS, etc.

Minimos quadrados méveis (MQM) EFG, MLPG, etc.

Baseado no método de interpolacdo/aproximacado Meétodo da representacdo da integral SPH, etc.
‘ fpolagaoiap ¢ PIM RPIM, LRPIM, efc.
Outras interpolagdes PUFEM, hp-cloud, etc.

Baseado na representacio do domini Dominio SPH, EFG, RPIM, MLPG, LRPIM, etc.
aseado M representagdo o dominio Contorno BNM, LBIE, BPIM, BRPIM, HBRPIM, efc.

Alguns métodos recentes foram deixados de lado por ainda estarem em sua fase inicial de

estudos e por ndo possuirem uma base soélida.

2.6.2 - Funcoes de aproximacao

As funcdes de forma e as fungdes peso ou ponderadoras desempenham um papel essencial
na performance dos métodos sem malha. O campo de deslocamentos © em qualquer ponto

x dentro do dominio € interpolado inteiramente em funcdo dos termos nodais, dentro do
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suporte compacto da funcdo ponderadora desse ponto z, como

u(z) = Z di(z) u; = ®(x)1, (2.34)

onde n é o nimero de nés dentro do suporte compacto do dominio do ponto x; u; € a varidvel
do campo nodal no né ; & é o vetor que contém as varidveis de campo desses n nos e ¢;(z)
¢ a funcdo de forma do n6 7. O suporte compacto, também conhecido como dominio de
influéncia nodal, garante a localidade da aproximacdo e serd definido posteriormente neste

capitulo.

2.6.3 - Funcoes de forma

As fungdes de forma utilizadas nos métodos sem malha devem satisfazer alguns requisitos

basicos, sendo eles:

e Nos arbitrariamente distribuidos, sendo suficientemente robusto para permitir uma

distribui¢cdo razoavelmente arbitréria;
e Numericamente estavel;
e Deve satisfazer uma certa ordem de consisténcia;
e Deve ter suporte compacto, devendo ser considerado zero quando fora do mesmo;

e As fungdes de aproximacao ligadas as funcdes de forma devem ser compativeis ao
longo do dominio do problema quando a forma fraca global € utilizada, ou deve ser

compativel no dominio local da quadratura na forma fraca local;
e E ideal que a funcio de forma possua propriedades do delta de Kronecker;

e Deve ser computacionalmente eficiente.

O desenvolvimento de fun¢des de forma especiais para serem utilizadas nos métodos sem
malha é uma das dreas de pesquisa mais procuradas nesses dltimos anos e, sendo assim,
vdrias aproximagdes foram propostas. Liu et al. (2002b) classificam essas formulagdes em
trés grandes categorias, baseados nos tipos de teoria usadas na aproximacao. As principais

fungdes de forma e suas classificacdes estao resumidos esquematicamente na Tabela 2.2.

No método de representacdo por integral, um dos mais antigos métodos utilizados na

discretizacdo sem malha, a sua fungdo € representada usando suas informac¢des no dominio
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Tabela 2.2 — Métodos sem malha classificados. Adaptado de Liu e Gu (2005).

Categoria Técnicas de aproximagdo

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
Reproducing Kernel Particle Method (RKPM)

Minimos Quadrados Méveis (MQM)
Representacdo por séries Point Interpolation Method (PIM, RPIM)
Fartition of Unity (PoU)

Representacdo por integral

Representagdo por diferencial  Generalized Finite Difference Method (GFDM)

local por meio de uma operagdo com integrais ponderadas. A consisténcia € conseguida

escolhendo-se uma funcdo peso adequada.

Os métodos de representacdo em série possuem um longo histérico. Eles foram bem
desenvolvidos no MEF e agora estdao sendo utilizados nos métodos sem malha, sendo que
seus dois métodos mais conhecidos sao dos MQM ou MLS e o PIM usando fun¢des bases
radiais (RPIM).

O método de representacdo por diferencial vem sendo utilizado por um bom tempo no
método das diferencgas finitas. Essa aproximacdo ndo € compativel globalmente e sua
consisténcia € garantida pela teoria da série de Taylor. Esse método é geralmente utilizado

para estabelecer sistemas de equacgdes baseados na forma forte (Zienkiewicz et al., 2000).

2.6.4 - Funcoes ponderadoras

A continuidade das fungdes de forma ®(x) sdo governadas pela continuidade da base
polinomial escolhida, assim como a continuidade das fun¢des ponderadoras utilizadas. A
escolha das funcdes ponderadoras é na maioria das situacdes arbitrdria, desde que a
localidade da mesma seja garantida; ou seja, que seu valor decresca monotonicamente a
medida que se afasta do ponto de interesse x, € seja nula quando fora do suporte compacto

ou dominio de influéncia.

As fungdes exponenciais e do tipo spline sdo as mais utilizadas na pratica, mas muitos autores
optam por construir suas proprias funcdes ponderadoras, com a ordem de continuidade
desejada, dependendo do problema em questdo. Devido a arbitrariedade dessas fungdes
elas podem ser facilmente construidas, desde que a propriedade de particao da unidade seja
garantida e a primeira e segunda derivada sejam equivalentes a zero no contorno do suporte
compacto. Geralmente as fun¢des exponenciais sao computacionalmente mais custosas, mas

sd0 menos sensiveis ao tamanho do suporte compacto.
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2.6.5 - Suporte compacto

O suporte compacto € um subdominio do né x; onde a funcdo ponderadora é diferente de
zero. A precisdo da interpolacdo para um ponto de interesse depende dos nds no interior
do suporte compacto. Sendo assim, um suporte compacto apropriado tem que ser escolhido
para garantir uma aproximacdo eficiente e precisa, geralmente controlado por coeficientes
adimensionais, que aumentam o raio de cobrimento do suporte c;, controlando o tamanho

desse dominio.

O suporte compacto tem geometria arbitraria, dessa forma por simplicidade, geralmente sdao

escolhidos suportes circulares ou retangulares, como demonstrado na Figura 2.5.

[ ] [ ] ° [ ] L J L J o ® ® o [ J [
° e o ° ° ° o o e o
° e o ° ° ° o/ o e o
° e o ° ° ° f o o e o
° e o ° e o / e o e o o
° o o ° ° ° ° o o e o °
Qg
(a) Suporte compacto circular. (b) Suporte compacto retangular.

Figura 2.5 — Suporte compacto do ponto de interesse em / em diferentes modelos de
métodos sem malha. Adaptado de Chen et al. (2006).

Esse numero € totalmente experimental, deve ser testado e aperfeicoado, ja que, até o atual
momento, ndo existe uma férmula particular para calcular este valor. Geralmente um valor
de a; = 2.0 ~ 3.0 resulta em bons resultados para a maioria dos problemas, como visto em
Liu e Gu (2005) e Atluri e Zhu (2000).

2.6.6 - Dominio de definicao

Dominio de definicdo de um ponto qualquer x € um subdominio no qual a aproximagao é
definida. Esse dominio cobre todos os nés cujos respectivos suportes compactos incluam
o ponto qualquer z. Assim como o suporte compacto, a precisdo da interpolacdo depende
da quantidade de n6s cujo suporte compacto inclua o ponto de interesse. Sendo assim, o
tamanho do suporte compacto influencia diretamente na quantidade de nés que fard parte

desta interpolacao.
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2.6.7 - Imposicao das condicoes de contorno essenciais

As aproximagdes utilizadas pelos métodos sem malha resultam em valores que ndo passam
por parametros nodais. Sendo assim, uma imposi¢do das condi¢es de contorno essenciais €
necessdria para se obter a solucao do problema, aumentando a dificuldade de implementacdo
e o esfor¢co computacional. Para tal propdsito os multiplicadores Lagrangeanos sao os mais
utilizados, mas sao também os mais custosos computacionalmente, devido a ndo positividade

das equacdes discretas (Chen et al., 2006).

2.6.8 - Avaliacao das integrais

Uma das grandes diferengas dentre os diversos métodos sem malha baseados na forma fraca

¢ a forma como as integrais sdo avaliadas.

Nos métodos sem malha baseados na forma fraca global geralmente sdo utilizados
background cells ou malhas de fundo, onde a quadratura de Gauss € realizada dentro dessas
células ou elementos. Essa malha de fundo pode ser um arranjo regular dentro do dominio
ou pode ser uma discretizacdo do dominio, da mesma forma que no MEF, como mostra a

Figura 2.6.

Background cells
para quadratura

Dominio do
problema [Q]

}
|
|
|
-
|
]
}
|
|
|
|
|
}
|
' A |
|
|
|
|
|
RSN TP () .

X Pontos de quadratura
0O: Nos de campo

Figura 2.6 — Uso de background cells em métodos sem malha baseados na forma fraca
global. Adaptado de Liu e Gu (2005).
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Em contrapartida, nos métodos sem malha baseados na forma fraca local a integracdo
numérica € realizada em um dominio de quadratura local predefinida para o nd, também

chamado de dominio local.

Dominio local ou dominio da forma fraca de um né x; é o subdominio onde a forma fraca
local € definida e onde a quadratura de Gauss serd realizada, como mostra a Figura 2.7, para

um né qualquer x. Geralmente o tamanho do dominio local é controlado por coeficientes

Figura 2.7 — Dominio local {25 de um né x. Adaptado de Atluri et al. (2004).

adimensionais, que reduzem o raio de cobrimento do suporte compacto. Esse ntiimero,
assim como o tamanho do suporte compacto, € totalmente experimental, deve ser testado
e aperfeicoado. Geralmente um valor de o; = 0.4 ~ 0.6 conduz a bons resultados para a

maioria dos problemas, como visto em Liu e Gu (2005) e Atluri e Zhu (2000).

2.6.9 - Métodos sem malha baseado na forma fraca global

Os métodos sem malha baseado na forma fraca global sdo geralmente baseados na forma
fraca de Galerkin e definida sobre o dominio global de um problema, usando funcdes de
forma localmente definidas. Multiplicadores Lagrangeanos sao utilizados para impor as
condicdes de contorno essenciais e background cells, ou malha de fundo, sdo utilizadas no

processo de quadratura para avaliar as integrais.

O primeiro método sem malha baseado na forma fraca global foi o Diffuse Element Method
(DEM) proposto por Nayroles et al. (1992). Nesse método o MQM proposto por Lancaster
e Salkauskas (1981) foi criado para gerar as funcOes de forma e a forma fraca de Galerkin,

empregada para construir o sistema de equagdes.

Em 1994, Belytschko et al. (1994a) propuseram o método Element-free Galerkin (EFG),

onde o mesmo MQM foi utilizado para construir fun¢des de forma baseadas em apenas um
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grupo de nds distribuidos arbitrariamente em um dominio local. Esse método utiliza a mesma
forma fraca de Galerkin, mas precisa de um conjunto de background cells para avaliar essas

integrais.

O EFG se mostrou muito mais preciso que o MEF, com um bom fator de convergéncia, tendo
sido aplicado a uma gama de problemas, como fratura e problemas ndo lineares. Todas essas
aplicagdes tornaram o EFG um método bem atrativo e sélido, mas ndo isento de falhas. O
método € computacionalmente mais custoso do que o MEF, além de precisar de background

cells para se calcular o sistema de matrizes, ndo sendo, portanto, verdadeiramente sem malha.

Liu e Gu (1999) propuseram o Point Interpolation Method (PIM) baseado na forma fraca
de Galerkin, onde o dominio era representado por nds propriamente distribuidos. O PIM
também € usado para construir as fun¢des de forma polinomiais, baseado em um grupo
de nos arbitrariamente distribuidos no dominio local. Posteriormente, Liu e Gu (2001b)
desenvolveram o RPIM, que utiliza uma base radial, sendo bem mais estdvel e robusto, mas
que, assim como o EFG, precisa de backgrounds cells, ndo sendo assim verdadeiramente

sem malha.

2.6.10 - Métodos sem malha baseados na forma fraca local

Para evitar o uso de background cells, a forma fraca global é usada por Atluri e Zhu (1998)
para desenvolver o Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG), que também foi desenvolvido

com outras variagoes (Atluri e Zhu, 2000).

Quando a forma fraca local é usada em um campo nodal, a integracdo numérica € realizada
em um dominio de quadratura local predefinida para o nd, que também pode ser o dominio
local onde as funcdes ponderadas sdo definidas. Desta forma, estes métodos ndo necessitam

de background cells, sendo assim, verdadeiramente sem malha.

O procedimento desse método € similar aos métodos numéricos baseados na formulagao
na forma forte, como o FDM. Entretanto, por causa da aproxima¢do MQM empregada,

tratamentos especiais sdo necessdrios para aplicar as condi¢des de contorno essenciais.

Outro método bastante conhecido € o Local Point Interpolation Method (LPIM),
desenvolvido por Liu e Gu (2001a), e o Local Radial Point Interpolation Method (LRPIM),
desenvolvido por Liu et al. (2002a). Nesses métodos, fun¢des de forma polinomiais PIM
sdo utilizadas, o que € responsdvel pela singularidade da matriz de interpolacdo do
momento, sendo assim, um algoritmo de triangulacdo é necessario para evitar o problema.
Ja as fungdes de forma RPIM contornam esse problema, tornando-se uma alternativa

robusta, notadamente, quando dominios definidos com nds aleatoriamente posicionados sdo
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utilizados no problema.

2.7 - MECANICA DA FRATURA LINEAR ELASTICA

Nessa secdo serdo apresentados os conceitos fundamentais para o desenvolvimento e
aplicacdo da técnica da subtragdo da singularidade e a andlise de mudltiplas trincas, no

ambito da mecanica da fratura linear elastica.

2.7.1 - Modos de deslocamento na ponta da trinca

Considere o corpo trincado representado na Figura 2.8, no qual o plano da trinca se encontra
no plano z;x3 e a frente da trinca (crack front) é paralela a dire¢do da coordenada x3. Os
modos bdsicos de deslocamento na ponta da trinca sao apresentados na Figura 2.8. O modo
de abertura, ou modo de tensdo, é aquele no qual a trinca é separada simetricamente com
respeito aos planos x5 € x1x3, denominado modo I. O modo de cisalhamento no plano, ou
modo 11, é aquele no qual os deslocamentos sdo simétricos ao plano x;xy € antissimétricos
ao plano z;x3. O modo de cisalhamento fora do plano, ou modo III, é aquele em que os
deslocamentos que sdo antissimétricos aos planos x1xy € r1x3. A partir desses trés modos
basicos de deslocamento, qualquer deslocamento de trinca pode ser representado por meio
de uma superposicao linear, fazendo-se assim uma combinacao desses modos, como mostra
Irwin (1957).

2.7.2 - Campo elastico local

A formulacao do critério de crescimento de trinca € baseada na forma analitica do campo
eldstico na ponta da trinca. Desta forma, uma investigacdo do campo eléstico nos arredores

da ponta da trinca também se faz necessdria para a presente pesquisa.

Nos limites da elasticidade linear, o campo de tensdes € infinito na ponta da trinca. Brahtz
(1933) foi o primeiro a discutir o assunto e posteriormente Williams (1952), que depois de
realizar uma investigacdo sobre a forma analitica dessa singularidade demonstrou que, sob
todas as possiveis combinacdes de condi¢des de contorno, a tensao se torna infinita na ponta

da trinca.
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(a) Modo I (Abertura). (b) Modo II (Cisalhamento no plano).
(c) Modo III (Cisalhamento fora do plano).

Figura 2.8 — Modos de deslocamento da ponta da trinca bésicos de um corpo trincado.
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2.7.2.1 - O problema plano

O Eigenfunction Expansion Method (EEM) foi utilizado por Williams (1952) para obter
solucdes locais para problemas planos, lineares, eldsticos, semi-infinitos e de fatias
homogéneas (homogeneous wedge). O caso da fatia plana (plane wedge) com tracdes nulas

em ambas as faces do entalhe (notch) serd destacado aqui.

Seja r, # um sistema de coordenadas polares centralizado na ponta de uma fatia semi-infinita,
de tal forma que o eixo # = 0, o bissetor da fatia de angulo 2«, é coincidente com o eixo

cartesiano x, como mostra a Figura 2.9.

Figura 2.9 — Geometria de um entalhe pontudo no sistema de coordenadas polares e
cartesianas.

O angulo total ocupado pelo entalhe é 2y = 2(7m — «). As fungdes de tensdo de Airy y, que
satisfazem a equacgdo bi-harmonica, podem ser utilizadas para expressar os campos de tensao

e de deslocamento nos arredores da ponta do entalhe (notch-tip). No geral

- %Z%( + %g—f, (2.35)

Ogg = %, (2.36)

Grp = —%%+%g—g, (2.37)
4y = % —Z—jf (1 n)rg—g , (2.38)



_ L) 2%
u@—ﬂ[ (=) 87"}’ (2.39)

com 7) = v para o caso de estado plano de deformagdo e 7 = v/(1 + /) para o caso de estado

plano de tensdo; onde v € o coeficiente de Poisson e 1 € o mddulo de cisalhamento. A fungdo

1 é harmonica e estd relacionada com a fungao de tensao y por

2, O ( OV
Vi = o (rae). (2.40)

Seguindo os procedimentos apresentados por Williams (1952), solucdes para x podem ser
obtidas na forma
x =R [PF(6; )] (2.41)

e de forma similar, solugdes para ) na forma
v =RI[r"GO;m)], (2.42)

onde A e m podem ser nimeros complexos. As fungdes F'(6;\) e G(0;m) sdo solugdes
gerais das equacOes diferenciais, obtidas quando (2.41) e (2.42) s@o introduzidas na
equagdo harmonica e bi-harmdnica, respectivamente. A solucdo geral F'(6;\) é vilida
apenas para A # 0,1. Vale ressaltar que esses valores excepcionais também serdo
examinados posteriormente. Usando a relacdo (2.40), pode-se encontrar que m = A — 1 e

G(0; m) sdo transformados em G(6; \). Dessa forma, as tensdes sdo dados por

o =R {7”\_1 [F A+ 1) F} } , (2.43)
ogo = R{r*"" (A + 1) \F} (2.44)
) o0 = —IR {rHAF’} . (2.45)

Os deslocamentos sao dados por

Uy = IR{%TA [— A+1)F+(1—n) G}} (2.46)
u =R {iM [—F” 1= (A—1) G] } , (2.47)

onde as aspas representam a diferenciacdo com respeito a ¢. A solucdo geral apresentada

contém quatro constantes desconhecidas e um parametro A indeterminado.
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Para estabelecer uma solugdo particular para o problema em questdo, um conjunto de
condicdes de contorno sdo necessdrias. Essas condi¢cdes devem ser prescritas ao longo do
contorno da constante ¢, porque as fungdes F' e GG sdo independentes de . Os contornos da
placa com entalhe correspondem as linhas radiais, como mostra a Figura 2.9. Ao longo
desse contorno, tanto deslocamentos nulos quanto tragdes nulas podem ser prescritas para a

maioria dos casos.

Para que se obtenha deslocamentos livres nas duas faces do entalhe, tragdes nulas sdo
prescritas ao longo de § = +a, que nada mais sdo do que, ogy(r, L) = o.9(r, £a) = 0,

que a partir das equagdes (2.44) e (2.45), implicam que
F(O=24a;0)=F (0 =)\ =0, (2.48)

onde A # 0. Quando A\ = 0, as condi¢des de contorno nas faces do entalhe sdo
automaticamente satisfeitas, tendo em vista que og9 = 0,9 = 0 na solucdo do dominio.
Substituindo a solu¢do geral F'(0;\) em (2.48) e depois de algumas manipulagdes
algébricas, dois conjuntos de equacdes independentes sdo obtidos em fun¢do das constantes
de integracdo e de \. Um desses sistemas resulta na solu¢do angular simétrica enquanto o
outro resulta na solucdo angular antissimétrica, sendo esta uma consequéncia natural da
simetria angular completa, resultante da geometria e das condi¢cdes de contorno. Uma
solu¢do nao-trivial desse sistema de equacdes somente € possivel quando o determinante
dos seus respectivos sistemas desaparece, originando assim a equagao caracteristica para os

autovalores de \.

Com relagdo a parte simétrica da solucdo, a equacdo caracteristica € dada por

Asin 2« + sin 22 a = 0 (2.49)
e a parte antissimétrica da solucao € dada por

Asin 2a — sin 2 a = 0, (2.50)

dado A\ # 1. Para A = 1 a equag@o obtida € sin 2« = 0 para a parte simétrica e 2o = tan 2«
para a parte antissimétrica, ao invés das equacgdes (2.49) e (2.50), respectivamente. Isso
ocorre devido a forma degenerada da solugdo geral F'(0; \) e devido a solucdo do sistema
de equagdes, que € nado-trivial apenas quando @ = 90° e = 180°, e @ = 128.725°,
respectivamente para a parte simétrica e antissimétrica (Fenner, 1973). Alids, esse angulo é
associado a um paradoxo na teoria da elasticidade, descrito por Sternberg e Koiter (1958).
Autovalores fisicamente admissiveis, resultando em tensdes singulares na ponta do entalhe,
devem satisfazer a condi¢ao

0 <R[\ <1, (2.51)
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sendo \; o autovalor dominante, como visto em Fenner (1973).

As equacgdes caracteristicas (2.49) e (2.50) podem ser resolvidas numericamente utilizando
o método de interacdo de Muller, como proposto por Portela et al. (1991). A vantagem desse
método em relagdo aos outros possiveis € que, mesmo que a interagdo se inicie com raizes

reais, para um dado angulo «, ela pode convergir para uma raiz complexa.

Um estudo abrangente sobre o comportamento das raizes das equagdes caracteristicas (2.49)
e (2.50) pode ser encontrando em Rosel (1987) e Vasilopoulos (1988). Mesmo assim é
importante ressaltar que a solu¢do angular simétrica € identificada com o modo I, enquanto

a solucdo angular antissimétrica corresponde ao modo I1.

Para uma dada coordenada angular 6, existe um conjunto infinito de autovalores A = \,, na
equacgao (2.49) para o modo I e A\ = (,, na equagdo (2.50) para o modo II; e um conjunto
infinito de autovetores correspondentes. A distribuicdo das tensdes pode ser escrita em

coordenadas cartesianas como:
Ogx =

Z R{r* N\, 3, [(2 4 A, cos 2ar + cos 2,0 cos(A, — 1) — (A, — 1) cos(A,, — 3)6]

n=1
+ 7 [ (2 + G, cos 2a — cos 2¢,a) sin(C, — 1)0 + (¢, — 1) sin(¢, — 3)6]},
(2.52)

Oyy =

Z R{r* X, 3, [(2 — A, cos 2a — cos 2A ) cos(A, — 1)0 + (A, — 1) cos(A,, — 3)6]
n=1

4+ 7710 [(—2 + G c0s 200 — cos 26, sin(C, — 1)0 — (¢, — 1) sin(¢, — 3)6]},
(2.53)

Ogy =

Z R{r* I\, Bn [— (s cos 2a + cos 2X\,,00) cos( A, — 1)8 + (N, — 1) sin(\, — 3)6]
n=1

771G [=(G cos 20 — c08 26,0) c08(Gu = 1)8 + (G — 1) cos (G, — 3)6]}.
(2.54)
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O campo de deslocamentos associado pode ser descrito como

u= Z]R{ " By, [(1n 4 A cos 2a0 + cos 2X,0) cos A — \, cos( N, — 2)6]

(2.55)
- ir "0 [(n + (G, cos 20 — cos 2(, ) sin (,0 — (,, sin(¢,, — 2)0]},
e
U—Z]R{ " B, [(1 — Ay cos 200 — cos 2A,@) sin A\,0 + A, sin(\, — 2)6)]
(2.56)

+ ircnén [(n — ¢, cos 2a + cos 2¢, ) cos (0 + C, sin((, — 2)6]},
0

onde f3, e ¢, sdo autovetores da expansao para o modo I e modo II, respectivamente.

2.7.2.2 - Movimento de corpo rigido

O campo de deslocamentos de William, equagdes (2.55) e (2.56), ndo inclui movimentos
de corpo rigido e consequentemente ndo podem ser utilizados na técnica de subtragdo da

singularidade, na forma como esta apresentada.

Os pardmetros A = 0 e ( = 0 ndo sdo autovalores do problema, ja que eles resultam em
tensdes igualmente nulas ao longo do dominio da solucdo. Dessa forma, esses parametros
podem ser utilizados para representar um movimento de corpo rigido, que neste caso, nada
mais € do que a translag¢@o do corpo. Efetivamente, quando A = 0 e ( = 0 sdo introduzidos

nas equacoes (2.55) e (2.56), obtém-se os seguintes deslocamentos

77+1

Bo = Pr (2.57)

—1
dp = O, (2.58)
2

Vr =

onde [, e 0g sdo constantes arbitrarias que definem a translagdo de corpo rigido nas

coordenadas x e y, respectivamente.

Um campo de rotacdo de corpo rigido também pode ser definido a partir dos deslocamentos
nas equacgdes (2.55) e (2.56), que correspondem as equagdes caracteristicas (2.49) para o
modo de deformacdo simétrico e (2.50) para o modo de deformacdo antissimétrico. O
parametro ( = 1 ndo € um autovalor do problema, ja que este resulta em tensdes igualmente
nulas de modo II ao longo do dominio da solu¢do. Dessa forma, esse parametro pode ser

utilizado para representar um movimento de corpo rigido, que neste caso, nada mais € do
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que a rotacdo do corpo. Efetivamente, quando ( = 1 € introduzido nas equacdes (2.55) e

(2.56), obtém-se os seguintes deslocamentos

1
UR = _nt rdysinf = —drrsinf (2.59)
1
© 1
VR = 772+ rd1 cos ) = dgrcosb, (2.60)
1

onde Jr é uma constante arbitraria que define o movimento.

Por fim, os campos de deslocamento de corpo rigido (2.57) a (2.60) podem ser usados para

generalizar o campo de William como

U = Ur + UR + Uy (2.61)

vV = Ur + VR + Vw, (262)

onde as componentes uy € vy representam o campo de deslocamentos de William obtidos
pelas equacdes (2.55) e (2.56), respectivamente. Pode-se observar que as equagdes (2.61) e

(2.62) introduzem trés novas varidveis desconhecidas (81, o7 € dg).

2.7.3 - Fator de intensidade de tensao

Na ponta de um entalhe pontudo (tip of a sharp notch), os fatores de intensidade de tensdo
sdo os coeficientes das tensoes singulares e podem ser definidas de forma similar a utilizada

por Irwin (1957), como

Ky =+V2n lir% r Moy, (r,0 = 0,a) (2.63)
r—
e
Ky = Var lim ', (r,0 = 0,a) (2.64)
r—
que nada mais é do que
K; = V2rAp1(1 4+ Ay — Ap cos 2a0 — cos 2A @) (2.65)
e
K =Vv2m(101(—1+ ¢ — (3 cos 2a — cos 2( ), (2.66)

onde A\, B e (1, 0; s@o os pares dominantes do modo de abertura e de cisalhamento,

respectivamente.
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Como apontado por Portela (1993), vale ressaltar que, de um ponto de vista estritamente
matematico, os fatores de intensidade de tensdo também podem ser definidos a partir do
primeiro termo da série do campo de deslocamentos, equacgdes (2.61) e (2.62). Nesse caso,

o processo de limitacdo € realizado ao longo da superficie do entalhe (coordenada 6 = +q).

2.7.4 - Postulado fundamental

A expressdo analitica da série de expansiao do campo de tensdes na ponta da trinca, equacdes
(2.53) a (2.55), mostra que apenas o primeiro termo da série, para cada modo de deformacao,
tem uma contribui¢do nao-trivial para o estado de tensdo na ponta da trinca. Em virtude da
forma analitica desses termos, o campo de tensdes € da ordem O(r*1~1), para o modo 1
e O(r*~1) para o modo II, tornando-se assim singular 2 medida que r tende a zero. Isso
significa que a forca dessas singularidades € o tnico parametro que pode caracterizar o
carregamento e a deformacgdo sofrida pela ponta da trinca. Por consequéncia, o fator de
intensidade de tensdo, que mede a forca dessas singularidades, determina completamente
o comportamento da trinca. Esse € o postulado fundamental da mecanica da fratura linear

eléstica introduzido por Irwin (1957).

2.7.5 - Campo elastico na ponta da trinca

Para a andlise de problemas envolvendo trinca no ambito da mecénica da fratura linear
eldstica, a série de expansao de Williams do campo eldstico na ponta de um entalhe,
equacgoes (2.52) a (2.54), serdo apresentadas para o caso de uma trinca (v = 180°). Além do
mais, como o comportamento de uma trinca é completamente determinado pelos fatores de
intensidade de tensdo, equacdes (2.63) a (2.66), apenas o primeiro termo da série de
expansao precisa ser considerado. Dessa forma, para o caso em que o = 180°, a tensdo na

ponta da trinca é dada por

K; 0 .0 . 30 Kp . 0 < 0 30)
Ogw = cos=[1—sin—sin— | + sin - | 2+ cos - cos— |, 2.67
V2rr 2 < 2 2 ) V2rr 2 2 2 .67
K; 0 .0 . 30 Kpo . 0 0 30
= -1 —sin — | — — COS — — 2.68
Oyy \/Z_WCOSQ < +81n251n 5 ) \/ﬁstcochos 5 ( )

Ky CoS 4 sin 4 cos 30 + K cos i (1 sin 4 sin 30) (2.69)
Opy = — sin — — = — —sin — )
V222 2 \2mr 2 2 2
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e os deslocamentos dados por

_ K 0 30| Ku | .0 . 30

u= o\ 2 {(21{: 1)cos2cos 2} + 1\ 2 |:(2]€+3) sin o sin 2} (2.70)
_ KI r . 0 P 30 K[] r 0 30

v = 4M”27T [(2/{:+1)s1n25m 2] + I Vi [(2/4: 3)6082008 2] , (2701

onde K; e K;; sdo os fatores de intensidade de tensdo de abertura e de cisalhamento,
respectivamente. A constante ;1 é o médulo de cisalhamento e a constante k € dada por
3 — 4v, para o estado plano de deformagio, e (3 — v)/(1 + v), para o caso de estado plano
de tensdo, onde v € o coeficiente de Poisson. Com relagdo ao campo eldstico de Williams
vale ressaltar que, como o campo eldstico foi formulado a partir de uma trinca semi-infinita e
andlise com autovalores, ele € valido nos arredores da ponta de uma trinca de borda arbitraria

(tip of an arbitrary edge crack) e é valido para carregamentos arbitrarios remotos.

A caracteristica intrinseca que distingue uma trinca de borda (edge crack) de uma trinca
interna (internal crack) € que, no primeiro caso, todo o caminho percorrido pelo
carregamento (um padrdo de curvas que indicam como o carregamento € transferido ao
longo do objeto em estudo) passa a frente da ponta da trinca. Além disso, uma trinca
emanando de um furo em uma placa retangular carregada € considerada uma trinca interna,
porque apenas parte do caminho percorrido pelo carregamento passa a frente da ponta da

trinca.

O campo eléstico ao redor da ponta de uma trinca interna pode ser formulado a partir de
uma andlise do valor limite com varidveis complexas, como apresentado por Sih e
Liebowitz (1968). Nesse método de analise, o carregamento remoto aplicado desempenha
um papel fundamental na derivagao da solucao eldstica. A base desse estudo foi o caso de
uma placa retangular infinita contendo uma trinca inclinada interna, livre de forgas de
superficie, de angulo «, sujeita a uma tensdo biaxial remota com componentes o e ko,
aplicadas uniformemente em relagdo a borda da placa, com angulos de « = 7/2 e a = 0,
respectivamente. Esse caso foi estudado por Eftis et al. (1990) por meio de uma andlise do
valor limite com uma representacdo complexa do campo eldstico obtido por Muskhelishvili
(2010). Nesse caso, a aproximac¢do de primeira ordem do campo de tensdes na regido da
ponta da trinca € idéntica a correspondente aproximacao do campo de tensdes nos arredores
da ponta da trinca de borda (edge crack), equacdes (2.67) a (2.71), com uma constante
adicional na expressdo da tensdao normal na direcdo do eixo da trinca. Essa tensdo normal é

definida por ambos os termos referentes ao carregamento, o e¢ ko, como também pelo
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angulo de orientacdo da trinca o como sendo

0z = 0(1 — k) cos 2a. (2.72)

Para o # m/4, esse termo adicional é cancelado apenas para o caso em que k = 1, que
corresponde a estados de tensdo idénticos aplicados nos contornos remotos da placa. As
implicagdes desse resultado sdo aparentemente dramdticas, tendo em vista que as mesmas
invalidam o postulado fundamental da mecénica da fratura linear eldstica. Efetivamente, o
carregamento ou a deformacao sofrida pela ponta de uma trinca interna € caracterizada pelo
termo constante (2.72), adicionalmente aos termos singulares usuais (2.67) a (2.69) e
consequentemente, os fatores de intensidade de tensdo ndo podem determinar
completamente o comportamento da trinca.  Contudo, ao invocar o principio da
superposicao da elasticidade linear, o postulado fundamental da mecanica da fratura linear
eldstica pode ser restaurado, ja que o termo constante da tensdo, dada pela equagdo (2.72),
representa uma constante subjacente simples do estado de tensdo em uma placa infinita sem
trincas, que pode ser considerada separadamente como um problema independente, cujos

resultados s@o impostos no estado de tensdo na ponta da trinca.

Os resultados expressos pela equagdo (2.72) sdo validos para o caso de uma trinca interna
em uma placa retangular infinita, carregada por uma tensao de tracdo uniforme aplicada
na borda da placa ou contorno da placa. No caso de uma trinca interna em uma placa de
geometria arbitrdria sujeita a um carregamento arbitrdrio, a solucdo eldstica ndo pode ser
derivada analiticamente e sendo assim, os termos nao singulares adicionais correspondentes
ao estado de tensdo subjacente da placa sdo desconhecidos. Neste caso, uma aproximacao é
introduzida na anélise, que considera apenas os termos singulares na representacdo do campo
eldstico na ponta da trinca. Isso significa que o campo eldstico na ponta da trinca de uma
trinca interna pode ser representada por um campo eldstico na ponta de uma trinca de borda,

apenas como uma primeira aproximagao.

2.8 - INTRODUCAO A OTIMIZACAO NUMERICA

Otimizagao é o processo de ajustar os dados de entrada ou caracteristicas de um determinado
sistema, processo matemdtico, ou experimento, buscando assim encontrar os dados de saida
minimos ou maximos, podendo este ser ou ndo o resultado final (Haupt e Haupt, 2004).
A resolucdo de problemas de engenharia envolve tomada de decisdes em varios estagios.
O objetivo final de todas essas decisdes € minimizar o esforco necessario ou maximizar o
beneficio desejado, como visto em Rao (2009). Como o esfor¢o necessario ou o beneficio

desejado, em qualquer situacao préatica, pode ser expresso como uma fun¢do de determinadas
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varidveis de decisdo, a otimizacdo pode ser definida como o processo de encontrar a condi¢ao

que determina o valor mdximo ou minimo de uma funcao.

Virias técnicas foram desenvolvidos ao longo dos anos para a resolucdo de diferentes tipos
de problemas de otimizacdo. As técnicas de programacdo matemética, também conhecidas
como métodos de busca da solug¢do 6tima, sdo boas em encontrar o minimo de uma fungao
com vadrias varidveis, sob um conjunto de restricdes impostas. Ja as técnicas de processo
estocésticos podem ser usadas para analisar problemas descritos por um conjunto de
variaveis aleatdrias em uma distribuicdo probabilistica. Por fim, os métodos estatisticos
permitem a andlise de dados experimentais e construcdo de modelos empiricos, buscando

assim obter a representacdo mais precisa da situacao fisica (Goldberg e Holland, 1988).

Existem varias formas de se classificar problemas de otimizagdo. Quanto a existéncia ou
ndo de restricdes, eles podem ser classificados em restringidos ou ndo restringidos. Com
relacdo a natureza das varidveis de decisdo, eles podem ser classificados em duas grandes
categorias: primeiramente, como parametro ou otimizacdo estdtica, segundo, como uma
trajetéria ou otimizacdo dinamica. Classificacdes entre problemas lineares, ndo lineares,
geométricos e quadraticos podem ser atribuidos com relacao a natureza das expressdes para
a funcdo objetivo e as restricoes. Baseado nos valores permitidos para as varidveis de
decisdo, eles podem ser classificados em inteiros ou valores reais. Com relacdo a natureza
deterministica das varidveis, o problema de otimizacdo pode ser classificado como
deterministico ou estocdstico. Quanto a separacdo entre as funcdes objetivo e as restri¢des,
ele pode ser classificado como separdvel e ndo separdvel. Por fim, dependendo do nimero
de fung¢des objetivo a serem minimizadas, o problema e otimizagao pode ser classificado em

mono-objetivo e multi-objetivo, assim como visto em Rao (2009).

Recentemente, surgiram algoritmos com 6timos resultados, dentre eles o Algoritmo
Genético (AG) ou Genectic Algorithm (GA), desenvolvido por Holland (1975), o
Anelamento Simulado ou Simulated Annealing, desenvolvido por Kirkpatrick et al. (1983),
a Otimizagdo por Enxame de Particulas ou Particle Swarm Optimization, apresentado por
Parsopoulos e Vrahatis (2002). Esses métodos evoluciondrios geram novos pontos no
espaco de busca, aplicando operadores aos pontos atuais € movendo-se estatisticamente
para locais 6timos no espaco. Os 6timos resultados sdo frutos de uma busca inteligente em

um espaco de solugdes grande, mas finito, usando métodos estatisticos.

Os métodos de otimizagdo cldssicos sdo 6timos em encontrar uma tnica solu¢cdo em apenas
uma interacdo, tornando-os assim, inconvenientes para a resolu¢do de problemas com
multiplas fungdes objetivo. Em compensag¢do, como demonstrado por Deb (2001), os
algoritmos evoluciondrios podem encontrar vdrias solucdes Otimas em apenas uma

interacdo, gracas ao seu processo de busca no espaco amostral, principalmente a mutacao e
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o crossover. Dessa forma, esses métodos sdo ideais para aplicacdes relacionadas a

problemas multi-objetivos, como os problemas relacionados com a presente pesquisa.

2.8.1 - Otimizacao mono-objetiva

Atualmente, existem técnicas de otimiza¢cdo mono-objetiva que realizam a busca no espaco
amostral de forma heuristica e por gradiente. Além dos principios deterministicos envolvidos
no algoritmo, também existem os principios de busca estocdsticos, que permitem que o

algoritmo encontre a solucao 6tima global de forma mais eficiente.

Um problema de otimiza¢do mono-objetivo pode ser definido como

minimizar y = f(x)
sujeitoa  e(x) = (e1(x), e2(x), ..., en(x)) <0 (2.73)
onde x = (21, %9,...,2,) € X.

A solu¢do minimiza o escalar f(x) onde x é um vetor de varidvel de decisdo de
n-dimensdes do universo X. Observe que e(x) representa as restrigcdes que precisam ser
atendidas enquanto se otimiza (minimizar ou maximizar) f(x). X contém todos os
possiveis x que podem ser utilizados para satisfazer uma avaliagdo de f(x) e suas
respectivas restrigdes. Naturalmente, x pode ser um vetor de varidveis discretas ou

continuas assim como f pode ser continuo ou discreto.

O método para encontrar o 6timo global (pode nio ser tinico) de qualquer func¢io € chamado
de otimizagdo global. Dada a fun¢do f : X C IR" — IR, X # (), para x € X o valor
f* £ f(x*) > —oo é considerado o minimo global se, e apenas se, ¥x € X : f(x*) < f(x).
x* € a defini¢do da solu¢do minima global, f é a funcdo objetivo, e o conjunto X € a regido

vidvel de x, assim como visto em Coelho et al. (2007).

2.8.2 - Otimizacao Multi-objetiva

Uma otimizag¢do multi-objetiva, também conhecida como otimiza¢do de multiplos critérios, é
definida como o ato de encontrar um vetor de varidaveis de decisao, satisfazendo as condi¢des
impostas, que resultem em valores aceitdveis para todas as fungdes objetivo, como visto
em Deb et al. (2002). Em geral, essa otimizacdo estd associada a dois tipos principais
de dificuldade, sendo elas os vérios objetivos diferentes conflitantes e o espago de busca
altamente complexo. Ao invés de uma Unica solucdo 6tima, como € o caso da otimizacao
mono-objetiva, objetivos conflitantes resultam em vérias solu¢cdes ndo dominantes, em que

todas podem ser consideradas 6timas do ponto de vista matematico; geralmente denominadas
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solucgdes 6timas de Pareto.

Um problema geral de otimizacdo multi-objetiva inclui um conjunto de n parametros, que
sdo as varidveis de decisdo, um conjunto de k fungdes objetivo, e um conjunto de m
restricdes. As funcdes objetivo e as restricdes sdo funcdes das varidveis de decisdo. O

principal objetivo da otimizagdo €

minimizar y = f(x) = (fi(x), fa(x), ..., fr(x))
sujeitoa e(x) = (e1(x), e2(x), ..., em(x)) <0 (2.74)
onde x = (1, T, ...,2,) € X
(

Yy = W1, Y2, 7yk) € Y7

no qual x é o vetor de decisdo, y € o vetor objetivo, X representa o espaco de decisdo e
Y representa o espago objetivo; as restricdes e(x) < 0 determinam o conjunto de solugdes

aceitaveis.

2.8.2.1 - Dominéancia de Pareto

Para dois vetores a e b,

a > b (adomina b) se f(a) > f(b)
a = b (a domina fracamente b) se f(a) > f(b) (2.75)
a ~ b (a é indiferente a b) se f(a) # f(b) A f(b) # f(a).

As defini¢des para um problema de minimizagdo (<, =) sdo analdgicas.

Na Figura 2.10b, o retangulo cinza claro engloba a regido no espaco objetivo que é dominado
pelos vetores de decisdo representados por B. O retangulo cinza escuro contém os vetores
objetivos cujos vetores de decisdo correspondentes dominam as solu¢des associadas com 5.
Todas as solugdes, para a qual o vetor objetivo resultante ndo estd em nenhum dos retangulos,

sdo indiferentes a solu¢do apresentada em B.

Baseado no conceito de dominancia de Pareto, os critérios de otimalidade para os problemas
de otimizacdo multi-objetiva podem ser introduzidos. Referindo a Figura 2.10b, A € tnico
entre B, C, D, e I/, tendo em vista que seu vetor de decisdo correspondente a ndo é dominado
por nenhum outro vetor de decisdo. Isso significa que, a é 6timo no sentido de que, nao pode
ser melhorado em nenhum objetivo, sem causar a degeneracao de pelo menos um dos outros

objetivos. Tais solugdes sdo consideradas Pareto 6timas.
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(b) Possiveis relacdes entre as solucdes.

Figura 2.10 — Representagdo da otimalidade de Pareto no espago objetivo e as possiveis
relagdes entre as solugdes no espago objetivo.

2.8.2.2 - Otimalidade de Pareto

Um vetor de decisdao x € X € considerado ndo dominante, em relagdo a um conjunto
A C Xy,

sefacA:a>x. (2.76)

Sendo assim, x € dito como Pareto 6timo se x € ndo dominante com relacdo a X;.

Como visto na Figura 2.10a, os pontos brancos representam a solu¢io 6tima de Pareto. Elas
sdo indiferentes entre si. Nao existe apenas uma solucao 6tima, mas sim um conjunto de
solu¢des que melhor definem o problema. Nenhuma dessas solucdes pode ser considerada
melhor do que a outra, a ndo ser que uma preferéncia seja incluida, com o objetivo de
classificar as solugdes. O conjunto contendo todas as solugdes 6timas de Pareto é chamada
de conjunto 6timo de Pareto; os vetores objetivos correspondentes formam a frente 6tima de

Pareto ou superficie 6tima de Pareto.

2.8.2.3 - Conjuntos e frentes ndo dominantes
Seja A C Xy. A fungdo p(A) origina o conjunto de vetores de decisdo ndo dominantes em

A:

p(A) = {a € A | a é ndo dominante, com respeito a A }. (2.77)

Assim sendo, o conjunto p(A) é o conjunto ndo dominante com respeito a A, o conjunto
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de vetores objetivos correspondentes f(p(A)) é a frente ndo dominada com respeito a A.
Além disso, o conjunto X, = p(Xy) é chamado de conjunto 6timo de Pareto e o conjunto

Y, = f(X,) é denominado como frente 6tima de Pareto.

2.8.2.4 - Conjunto 6timo de Pareto Global e Local

O conjunto A é um conjunto 6timo de Pareto Local
se VacA: IxeX;:x=aA |[|[x—al<eA ||[f(x)—f(a) <, (2.78)
onde || . || € uma distancia métrica correspondente com e > 0 e § > 0.

O conjunto A ¢é um conjunto 6timo de Pareto Global

seVaGA:iﬂXEXf:x>a. (2.79)

Note que, um conjunto 6timo de Pareto Global ndo necessariamente contém todas as
solugdes otimas de Pareto e todo conjunto 6timo de Pareto Global também € um conjunto

otimo de Pareto Local.

2.8.3 - Algoritmo Genético

O algoritmo genético (AG) pertence a uma classe de métodos computacionais evoluciondrios
e € definido como um procedimento de busca baseado no mecanismo da selecao natural e da
genética. Esses métodos geram novos pontos no espago de busca aplicando operadores aos
pontos atuais existentes e movendo-se estatisticamente para os melhores lugares no espago
de busca. Eles se baseiam em uma busca inteligente, dentro de um amplo espaco de solucdo,

mas finito, usando métodos estatisticos (Haupt e Haupt, 2004).

Um algoritmo genético permite que uma populacdo composta de vérios individuos evolua
conforme regras de selecdo especificas, para um estado que minimize a fungdo de custo ou
funcao de aptidao (fitness function), que se deseja otimizar. O método foi desenvolvido por
Holland (1975) ao longo dos anos 1960 e 1970 e, finalmente, popularizado por Goldberg e
Holland (1988), que conseguiram resolver um problema complexo envolvendo o controle de

transmissao de um gasoduto utilizando o algoritmo.

O algoritmo genético, quando comparado com outros métodos tradicionais, apresenta as

seguintes vantagens:
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e Otimiza com varidveis continuas ou discretas;

e Naio requer informacgdes derivadas de outras;

e Simultaneamente procura em uma grande amostragem;

e [ida com um grande niimero de varidveis;

e E compativel com computagio em paralelo;

e Fornece uma lista de varidveis 6timas, ndo apenas uma tnica solucio;

e Funciona com dados gerados numericamente, dados experimentais ou fungdes

analiticas.

O procedimento geral do AG pode ser resumidamente dividido em algumas etapas, como

mostra o diagrama na Figura 2.11. No primeiro passo, uma populacdo inicial €

Critério de otimizagao

Melhores individuos

(Geragao da populagao Avaliagao da fungao

inicial aleatéria atendido?
7Y T
1 1 Nao
i |m—————————— -
1
H [
1 — v
——
H Selecdo
1
1
! ! Geragéo de uma
1 4 N nova populagéo Resultado
N final
Mutagao === Crossover

J

Figura 2.11 — Diagrama da légica computacional de um algoritmo genético simples.

aleatoriamente criada para o problema em questdo. Cada individuo dessa populacdo, ou
seja, um cromossomo ou um conjunto de varidveis, é considerado na andlise como uma

possivel solucdo para o problema.

No segundo passo, cada individuo dessa populagdo € utilizado para resolver o problema e as
boas solugdes sao escolhidas de acordo com a fung¢do de aptidao ou fitness function, que sera

responsdavel por orientar a evolugdo das proximas geracoes.

Sendo assim, para se produzir uma nova populacao, cada individuo é manipulado por uma

imposig¢ao iterativa de operadores genéticos, como selecdo, crossover/cruzamento € mutacao.

A selec@o é um processo estocdstico para selecionar uma nova populagdo dada uma antiga
populacdo, com base no principio da sobrevivéncia do mais apto e pode ser realizada de

vdrias maneiras, incluindo roleta russa, torneios, esquemas de classificagdo, etc.
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O Crossover é um operador genético que troca partes de solugdes parentais, ou cromossomos
parentais, para formar novas criangas possivelmente melhores, realizando uma combinacgdo
genética de forma eficiente. Assim, como o anterior, essa operacdo pode ser realizada
de vdrias maneiras, incluindo com um ponto, dois pontos, pontos multiplos, cruzamento
uniforme, etc. O Crossover permite que o algoritmo extraia os melhores genes de diferentes

individuos e os recombine em criangas potencialmente superiores.

A mutacdo é o processo que introduz novas informagdes para uma populacdo simplesmente
modificando um unico individuo aleatoriamente. A mutacdo aumenta a diversidade de uma

populacdo e aumenta a probabilidade do algoritmo gerar individuos com melhores solugdes.

Como visto em Gen e Cheng (2000), os dois operadores genéticos, mutacdo € Crossover,
sdo de fundamental importincia no processo de otimizacao do AG. O primeiro € usado para
explorar aleatoriamente dreas no espago de busca amostral além do 6timo local encontrado;
enquanto que, o segundo € usado para realizar uma pesquisa local no espago amostral,

tentando sempre encontrar melhores solucdes do que as ja encontradas.

No final do processo, € criada uma nova populacdo chamada de gerac@o e assim o processo
se repete. Este algoritmo iterativo termina se um dos seguintes critérios comuns de parada
for satisfeito: alcancar o nimero maximo permitido de geragdes, alcancar o tempo maximo

de computacgao predefinido ou quando niao houver nenhuma melhoria nos resultados.

Apesar de ser muito eficiente, 0 AG ndo é a melhor maneira de resolver todos os tipos de
problemas. Por exemplo, os métodos tradicionais foram refinados de forma a encontrar
rapidamente a solucdo de uma funcdo analitica convexa bem-comportada e com apenas
algumas varidveis. Para esses casos, os métodos matemadticos tradicionais superam o GA,
encontrando rapidamente o minimo, enquanto o AG ainda estd analisando os individuos da
populacdo inicial. No entanto, muitos problemas reais ndo se enquadram nesta categoria,
mostrando assim a relevancia do AG na resolu¢do de problemas complexos, como no caso
da otimizacdo dos parametros adimensionais dos métodos sem malha, objeto de estudo da

presente pesquisa.
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3 - FORMULACAO DO METODO SEM MALHA LOCAL

A formulag@o proposta na presente pesquisa tem fortes influéncias da equacdo dos residuos
ponderados e do teorema do trabalho, que estabelece uma relagdo energética entre campos

de tensdo estaticamente admissiveis e campos de deformacao cinematicamente admissiveis.

3.1 - METODOS DOS MINIMOS QUADRADOS MOVEIS

A aproximagio pelo método dos Minimos Quadrados Moéveis (MQM) ou Moving Least
Square (MLS) foi concebida por Lancaster e Salkauskas (1981), para a reconstrucao de
superficies e ajuste de dados pontuais arbitrariamente dispersos. Nayroles et al. (1992)
introduziu o uso dos MQM para a constru¢do de funcdes de forma para a solugdo de

problemas de mecanica dos sélidos deformaveis.

A aproximacao pelos MQM ¢é composta por trés componentes: uma fun¢do peso do suporte
compacto associada a cada n6 da discretiza¢cdo, uma base polinomial completa e um conjunto
de coeficientes em funcao das coordenadas espaciais, conforme apresentado por Atluri e Zhu
(1998). Todas as terminologias utilizadas na presente pesquisa seguem o modelo proposto
por Atluri e Zhu (2000).

Considere €2 o dominio de um corpo com contorno I" e seja N = {z1,z9,..., 25} € Q
o conjunto de nds espalhados ao longo desse dominio, que representam uma discretizagao
sem malha, no qual alguns deles estdo localizados no contorno I', como pode ser visto na
Figura 3.1. Os suportes locais circulares ou retangulares, centralizados em cada ponto nodal,
podem ser utilizados. Nos arredores de um ponto = qualquer, o dominio de defini¢do da

aproximacio pelos MQM ¢€ o subdominio €2, € €2, com um contorno local I',.
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Figura 3.1 — Representacdo de uma discretizagdo do dominio global €2 usando o método
sem malha, com um contorno I' = I';, + I';, com uma distribui¢cdo nodal x;. €2,
representado como (2p, ) e {2, € o suporte compacto do noé; €2 é o dominio de defini¢do
de um ponto qualquer x e €2, é o dominio da forma fraca local ou dominio de quadratura do
no X;.

3.1.1 - Funcoes de Forma

Considere (25 o dominio de definicdo de uma aproximacgdo pelos MQM em uma regiao nos
arredores de um ponto x qualquer, demonstrado para uma aproximacao unidimensional na

Figura 3.2.

ul A

»
>

T

Figura 3.2 — Exemplo unidimensional da aproximagdo pelos MQM, onde u"(x;) # ;.

Para aproximar o deslocamento u(x) € €, a partir de um certo nimero de nds espalhados

ao longo do dominio x;, ¢« = 1,2,...,n, onde esses parametros nodais ,; sdo definidos, a
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aproximacdo pelos MQM ¢ dada por
u"(x) = p’ (x)a(x) 3.1)

para x € (), em que
P’ (x) = [1(%), p2(%), -, (X)), (3.2)

¢ o vetor da base polinomial de ordem m e a(x) é o vetor de coeficientes a;(x), j =

~ ~ .. T
1,2,...,m, que sdo fun¢des das coordenadas espaciais x = [z, x5]", em problemas 2-D.

O vetor de coeficientes a(x) é determinado a partir da minimizagdo da norma ponderada

discreta L,
J(x) =5 Y wilx) [u () — )" = 5 3 wi(x) [p (xalx) — i), (33)

com respeito a cada termo de a(x), onde w;(x) é a fung@o peso associada ao né i, com
suporte compacto w;(x) > 0, para todo x no suporte de w;(x). A Figura 3.1 demostra
esquematicamente o suporte compacto das funcdes peso dos MQM associadas a alguns nos,
que nada mais sdao do que os dominios de influéncia de cada um desses ndés. Encontrando o

extremo de J(x) com respeito a cada termo de a(x) obtemos

A(x)a(x) = B(x)u, (3.4)
no qual
A(x) = Zwi(X)P(Xi)pT(Xi), (3.5)
B(x) = [wi(x)p(x1), w2 (x)p(x2), - - ., wn(X)P(x2)] (3.6)
e
@ = [fin, dia, .. ., i) - (3.7)

a(x) = A '(x)B(x)a, (3.8)
desde que n > m, para cada ponto qualquer x, como uma condi¢do necessdria para uma

aproximagdo bem definida. Substituindo a(x), obtido na equacdo (3.8), na equacdo (3.1)

obtém-se a equacao final da aproximacgao pelos MQM

uh(x) =) ¢i(x)i;, (3.9)
i=1
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onde

6i(%) = 3 _pi(x) [ATx)Bx)], (3.10)

€ a fungdo de forma da aproximacao pelos MQM correspondente ao néd x;, esquematicamente
representado na Figura 3.3b. E importante notar que as funcdes de forma dos MQM nio sdo

interpolantes nodais, ndo apresentando assim a propriedade do delta de Kronecker, ou seja,

¢i(x;) # 0ij-

T2 0.5 0 T T2 0.5 0 1

(a) Func@o peso. (b) Func¢do de forma.
Figura 3.3 — Tipica fun¢do peso e fungdo de forma de uma aproximagdo pelos MQM para

umné z = [1/2 0]F

Como ¢;(x) desaparece para qualquer x que ndo esteja no dominio local do né x;, como
pode ser visto na Figura 3.3b, o carater local da aproximacao pelos MQM ¢€ preservada.
As derivadas espaciais da fungdo de forma ¢;(x) sdo obtidas com

Gik = Z [pj,k(AilB)ji +p;j(AT'B —AT'A, AilB)ji] ; (3.11)

Jj=1

onde (-) , = 0(-)/0xy.

3.1.2 - Funcoes de Ponderacao

As fungdes peso w;(x), ilustrada na Figura 3.3a, introduzidas na equagio (3.3) para cada né
x;, tem suporte compacto que define o subdominio, onde w;(x) > 0 para todos os x. Por

simplicidade, suportes compactos retangulares ou circulares serdo considerados nas analises
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desta pesquisa, com suas funcdes peso definidas por

w;(x) = wi, (x) w;, (x)

com fungdes ponderadoras spline de quarta ordem dadas por

di,\* | o (di’ di,\"
1—6( I) +8( z) —3( ””> para0 < d; <,
W;, (X) = Tig Tig Tig

0 parad;, > 1;,
e
i, \” i\’ i, \"
1-6 (ﬁ> +38 <ﬁ> -3 (ﬁ) para0 < d;, <y,
w;, (x) = T, T, Ti,
0 para d;, > r;,,

(3.12)

(3.13)

(3.14)

onde d;, = |x — x;| e d;, = |y — y;| sdo as distdncias entre as coordenadas [x,y] e 0s n6s

[x;,y:], onde r;, e r;, sdo os tamanhos do suporte nodal para a fungdo peso w;(x). A fungdo

das equacdes (3.13) e (3.14) tem continuidade C" e, portanto, as funcdes de forma em (3.11)

também tem a mesma ordem de continuidade em todo o dominio.

3.1.3 - Campo Elastico

Agora o campo eldstico deve ser aproximado nas proximidades de x. Assim, considerando a

equagdo (3.10), pode-se apresentar a aproximagao pelos MQM do campo de deslocamentos

ulx) — u"(x) _ H(x) 0 ... ou(x) O @:1 el
(%) Lh(x)] [ 0 ¢(x) ... 0 énl(x) u ®(x)

e do campo de deformacdes especificas
e=Lu=L®u=Bu,
assumindo linearidade geométrica no operador diferencial L(-), entdo tem-se que

p1a 0 .. ¢ppa O
B = 0 ¢1,2 e 0 ¢n,2
¢1,2 gbl,l e ¢n72 ¢n,1
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Finalmente, o campo de tensdes pode ser aproximado pela lei de Hooke generalizada
oc=De=DBn, (3.18)
assim como as componentes das forcas de superficie
t=no=nDBnu, (3.19)

onde D representa a matriz constitutiva do material, dada por

1—v v 0 1 v 0
E E
D= v 1—-v 0 ou v 1 0 3.20
(1+v)(1-2v) 1—2v 1 -2 1—v (20
0 0 0 0
2 4 \ 2 4
Estado PlaHg de Tensao Estado Plano?lre Deformacao

e n € a matriz das componentes do vetor normal unitério, definida por

n = [nl ¥ ”2]. 3.21)

0 No Ny

As equagdes (3.15) a (3.21) mostram que, em um ponto x qualquer, as varidveis do campo

elastico sdo definidas em termo das incégnitas nodais .
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3.2 - FORMA LOCAL DO TEOREMA DO TRABALHO

A solugdo para um determinado problema fisico nada mais € do que um campo eldstico
totalmente admissivel, que satisfaca tanto a admissibilidade cinemadtica quanto a estética.
Sendo assim, se essa solugdo existe, como visto em Fichera (2006), ela € a unica capaz de

promover a estabilidade e a linearidade admissivel pelo material.

Baseando-se na teoria fundamental do calculo variacional, essa solu¢do tinica proposta leva
diretamente ao teorema do trabalho virtual, que nada mais € do que a minimizagdo da energia

potencial de um problema fisico (Reddy, 2006).

O teorema geral do trabalho estabelece uma relagdo energética entre um campo de tensodes
estaticamente admissivel qualquer com um campo de deformacdes cinematicamente
admissivel qualquer, em um mesmo corpo ou dominio. Derivado diretamente da equacao
dos residuos ponderados, o teorema do trabalho serve como uma base unificadora para as

formulagdes numéricas de modelos continuos (Brebbia e Walker, 2013).

Seja €2 um dominio bidimensional com contorno definido por I' = I, UT';. Considera-se um

campo de tensdes estaticamente admissivel, ou seja, que satisfagca a condi¢c@o de equilibrio
Lo +b=0, (3.22)
vélida no dominio €2, com a condi¢do de contorno na fronteira natural I';
t=no =t, (3.23)

onde o vetor o representa as componentes de tensdo, L € o operador de derivadas matricial, o
vetor t representa as componentes das forgas superficiais, t sdo valores das forcas superficiais

prescritas e n € o vetor unitario normal ao contorno I'.
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X2

Figura 3.4 — Representacdo do dominio global €2, suas fronteiras natural ['; e essencial I, e
os subdominios §2¢ associados ao né (), com contorno interno I'g = I'g;, UT'g, U T'g,. N6s
P e R, de forma similar, possuem dominios locais correspondentes a {2p e (1.

Seja () um ponto do dominio 2 contido em um subdominio arbitrdrio {2 com fronteira
constituida por I'g = I'g; UT'g; UT'g,,, onde I'g; designa o contorno interno do subdominio,
I'ge=TvNT'gel'g, = I',NI'g, como mostrado na Figura 3.4. Devido a sua arbitrariedade,

o dominio local pode se sobrepor a outros dominios locais similares.

A forma forte da equacdo dos residuos ponderados para o dominio local do ponto () pode

ser escrita da forma
/(LTa'—i—b)TWQ dQ + / (t—%)" Wrdr =0, (3.24)
QQ FQt

onde W, e Wr sdo fungdes peso arbitrarias definidas em (2 e ', respectivamente. Integrando
o termo de dominio da equacgdo (3.24) por partes (teorema da divergéncia), obtém-se a forma

fraca local da equacdo dos residuos ponderados

/(na)T Wodl — / (6" LWg —b"Wy) dQ + / (t—%)" Wrdl =0. (3.25)

Tq Qq Lot

Por conveniéncia, a fungdo peso do contorno, Wr, € avaliada como
Wr = —Wq, (3.26)
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no contorno I'g,. Assim, a equacdo (3.25) resulta em
/ t"Wodl + / t' Wodl - / (6" LWg — b"Wg) dQ = 0. (3.27)
FQ*FQt FQt QQ

Nota-se que W, deve ter ordem de continuidade compativel com o operador L, pois esta é

uma condi¢do de admissibilidade para a integragao.

Seja €* um campo de deformacgdes cinematicamente admissivel, associado a um campo de
deslocamentos u* com derivadas suficientemente pequenas para garantir-se a linearidade
geométrica, dado por

e =Lu", (3.28)

no dominio {2, com condi¢des de contorno
ut = (3.29)
vélidas em '} . Considerando as fungdes peso arbitrarias W como
Wq = u¥, (3.30)
a equacgao dos residuos ponderados (3.27) reduz-se a
/ tTu* dl + / 7wt dr + / turdr — / (67 Lu* —bTu*) d2 =0, (331)
Io-Tqt=Tqu I'Qu Lot Qq
que pode ser escrita de forma compacta
/ tTurdl + / bTu*dQ = / ole* dQ. (3.32)
T'o Qg Qg

Essa equacdo, que expressa a dualidade estatico-cinematica, € a forma local do conhecido
teorema do trabalho, uma das identidades fundamentais da mecanica dos sélidos

deformaveis, como proposto por Sokolnikoff (1956).
A equacdo (3.32) é o ponto de partida da formulacdo cinematicamente admissiveis do

método desenvolvido neste trabalho, que merece algumas ressalvas, sendo elas:

e O campo de tensoes o, € qualquer campo que satisfaca o equilibrio das forcas externas
b e t aplicadas, ndo sendo necessariamente o campo de tensdes que efetivamente esta

atuando no corpo;

e O campo de deformacdes €*, é qualquer campo gerado por u* que seja compativel
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com as restricdes u* = U, ndo sendo necessariamente o campo de deformagdes que

efetivamente estd atuando no corpo;

e Tanto o campo de tensdes o quanto o campo de deformagdes €, ndo estdo conectados
por qualquer relagdo constitutiva. Esses campos sdo completamente independentes,

como uma consequéncia da arbitrariedade da fun¢ao ponderadora Wg;

e Por fim, o dominio local €2 é qualquer subdominio arbitrdrio atuando no corpo, onde

os campos independentes o e €* podem ser definidos.

A independéncia dos campos relacionados na equacdo (3.32), € a caracteristica que torna
possivel e inédita a formulacdo do método sem malha local, pela escolha de um campo de
deslocamentos cinematicamente admissivel. E importante notar que nenhuma relacio
constitutiva foi adotada na dedugdo da equacdo (3.32). Portanto, pode-se tratar tanto de
problemas da elasticidade quanto da plasticidade, desde que se garanta a linearidade

geométrica.

Como estratégia de modelagem, considera-se que o campo local estaticamente admissivel
¢ um campo totalmente admissivel. Assim, além de satisfazer as condi¢des das equacdes

(3.22) e (3.23), também satisfaz a condi¢do de admissibilidade cinemédtica, ou seja
e=Lu (3.33)
valida no dominio €2, com condicao de contorno
u=1u (3.34)

na fronteira cinematica I',,. Assume-se que o campo de deslocamentos u € continuo e tem
derivadas suficientemente pequenas para que seja valida a hipétese da linearidade geométrica
do campo de deformacdes €. Sendo assim, a equacdo (3.34) deve ser imposta no modelo

numérico, para que se obtenha a solugdo tnica para o determinado problema.

Para uma discretizacio de um corpo, a forma fraca local do dominio ou dominio de
quadratura €1, centralizado em um né (), pode ser definido como o subdominio local

daquele nd, podendo este ser circular ou retangular, como mostra a Figura 3.4.

3.3 - CAMPO ELASTICO GENERALIZADO (GSMF)

A formulacdo do campo eléstico generalizado segue uma tendéncia de reducdo do esforco

computacional nos métodos sem malha, eliminando todo o processo de integragdao numérica
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da montagem das matrizes do dominio local, com uma operag¢do realizada apenas no
contorno desse dominio, na auséncia de for¢as de corpo. Para tanto, é necessario abordar a

descricdo matematica dos campos eldsticos sob uma nova perspectiva.

Na forma local do teorema do trabalho, equacdo (3.32), assumiu-se que o campo de
deslocamentos cinematicamente admissiveis u* € uma funcio continua, o que acarreta em
um campo de deformacdes cinematicamente admissivel €* continuo, regular e integravel.
No entanto, a condicdo de continuidade dos campos eldsticos ndo € absolutamente
obrigatdria e pode ser violada, visto que € vantajoso representar €* em termos de funcdes

generalizadas, no sentido da teoria das distribui¢cdes (Gelfand e Shilov, 1964).

Assim, o campo de deslocamentos € representado por uma funcdo continua segmentada
definida em termos da funcdo Heaviside step function gerando, consequentemente, uma
func¢ao generalizada correspondente a um campo de deformagdes definido pela funcdo delta

de Dirac.

Com o intuito de simplificar as expressdes matemadticas, quando se trabalha com funcdes
Heaviside e delta de Dirac em duas dimensdes, considera-se uma func¢ado distancia escalar d,
dada por

d=0 sex=xq

d=|x—xq| queé (3.35)

d>0 sex #xgq,
que representa a funcido de valor absoluto da distincia entre um ponto X € um ponto de
referéncia x¢, no dominio local 2y U I' pertencente a um né (). Assim, essa defini¢do
sempre assume que d = d(x,Xg) > 0 tem valor positivo, ou nulo toda vez que x e X sdo
pontos coincidentes. E importante lembrar que, na equagdo (3.35), tanto o ponto X quanto o

ponto de referéncia x¢ nio precisam ser necessariamente pontos nodais do dominio local.

Considerando a fungéo escalar d D d(x, X(), a fungdo Heaviside pode ser definida como

1 sed<0(d=0parax =xg),
H(d) = =0@=0p 2 (3.36)

0 sed>0queéx # xgq,

onde assume-se a descontinuidade em x. Consequentemente, define-se a fungdo delta de

Dirac com as seguintes propriedades

, oo sed=0queéx=xq, "
d(d) = H'(d) = e / s(d)ydl' =1, (3.37)
0 sed#0(d>0parax # Xg) o

onde H'(d) representa a derivada de H(d) com respeito a d. Note que a derivada de H(d),
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com respeito a coordenada z;, pode ser definida como

Como o resultado dessa equacdo nao € afetado pelo valor da constante n;, ela sera
convenientemente redefinida posteriormente. Considere agora que d;, d; e dj, representam a
funcao distancia d, definida na equacgao (3.35), para os correspondentes pontos de colocacdo
X;, X; € X. Assim, quando as equagdes (3.35) a (3.37) sdo consideradas, o campo de

deslocamentos cinematicamente admissivel pode ser convenientemente definido como

. Li n; Lt nt S no
W) = | 5D H) 4D H() 4y Hd) fe. (3.39)
1=1 j=1 k=1
onde e = [1 1]7 representa a métrica da diregdo ortogonal; n;, n; € ng representam o

numero de pontos de colocagdo, respectivamente no contorno local I'g; = I'g — ', — 'y
com comprimento L;, no contorno local estatico I'g; com comprimento L; e no dominio local
Q¢ com drea S. Esse campo de deslocamentos definido u*(x), ¢ um deslocamento unitdrio
de corpo rigido discreto definido nos pontos de colocagdo, esquematicamente representado

na Figura 3.5.

® Colocagdo no contorno
X Colocagdo no interior

Figura 3.5 — Esquema representando o deslocamento u*(x), dado pela equagdo (3.39), um
deslocamento unitédrio de corpo rigido discreto definido nos pontos de colocagao, da
formulagdo do GSMF, para um dominio local arbitrério associado ao né Q).

Sendo assim, quando a equacéo (3.38) é considerada, o campo de deformagdes €*(x) pode
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ser dado por

e*(x) = Lu*( [n ZLHler—ZLH +EZLHdk]

=1

. no
[mz&dl n—t;5(d +%Zadk ]

=1 k=1

(3.40)

onde n é dado pela equagdo (3.21), com as componente arbitrdrias n; que serdao definidas

posteriormente.

Tendo definido os deslocamentos e as componentes da deformacdo do campo
cinematicamente admissivel, respectivamente as equagdes (3.39) e (3.40), o teorema local

do trabalho, equacao (3.32), pode ser escrito como
/ t7u* dl’ + / tTutdl + / bTu* dQ = / oTer dQ (3.41)
FQ*FQt FQt QQ QQ

resultando em

n S no
T T _
EZ /t HdledFJr—Z/t H(d edF+EZ/b H(dy)edQ =
llFQ To
nQ
Z/ o6(d,)n"edQ.

k 1 Qo
(3.42)

Considerando as propriedades da funcdo Heaviside, definidas na equacdo (3.36), a

equacdo (3.42) resulta em

L ng L nt

T 7 t T

P DA DA +2
=1 j=1

no

by, — Z / dkadQ]—O (3.43)
1

k:

que, apds considerar as propriedades seletivas da funcdo delta de Dirac, resulta em

LZ- n; S no Lt nt _ S ngo
Eztxl_@nza"“_n—t ‘ txj—%z by, - (3.44)
=1 k=1 j=1 k=1

Finalmente, quando a varidvel n, dada pela equacdo (3.21), € arbitrariamente definida com

componentes nulas n; = 0, como apresentado na equagdo (3.38), a equagdo (3.44) resulta
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cm

L i ty, = L i ts, — ERs by, - (3.45)
1

n; — ny <

A equacdo (3.45) demonstra o equilibrio das forcas de superficie e das for¢as de corpo,

pontualmente definida nos pontos de colocacdo, como demonstra a Figura 3.6; que na

b,

Figura 3.6 — Esquema representando o equilibrio das for¢as de corpo e forcas de superficie,
da equacao (3.45), pontualmente definidas nos pontos de colocagao de um dominio local
associado ao n6 (), da formulagdo do GSMF.

verdade € equivalente a versdo pontual do principio das tensoes de Euler e Cauchy. Essa € a
equacgado utilizada na formulagdo do campo eldstico generalizado do método sem malha
local ou Generalized-Strain Mesh-free formulation (GSMF), que € livre de integracdo
numérica. Como o teorema do trabalho é a forma fraca advinda dos residuos ponderados, é
facilmente perceptivel que essa formulacdo nada mais é do que uma colocacdo na forma
fraca. A colocacdo na forma fraca supera as dificuldades conhecidas da coloca¢do na forma
forte, como baixa precisdo e instabilidade da solug¢do, o que torna esta uma formulagdo

confiavel e robusta.

Discretiza-se a equagdo (3.45), introduzindo-se as equacdes do campo eldstico, dada pelas
equagdes (3.15) a (3.21), gerando um sistema linear de duas equagdes referentes ao n6 () €

(2 em fungdo das incognitas nodais G

LZ' ng L nt _ S no
= ngDByii=——") &, — — Y by, (3.46)
n; ny < no
=1 j=1 k=1
que pode ser reescrito como
Kou =F, (3.47)
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onde K é a matriz de rigidez nodal do dominio local {2, uma matriz 2 x 2n dada por

Li
Ko=—)Y n,DB, (3.48)

n
t=1

e Fg, € o respectivo vetor de for¢as dado por

Lt ne B S nQo
Fo=—— ty, — — by 3.49
Q nt jzl J nQ p k ( )

A equacdo (3.47) € aplicada aos M dominios internos, gerando um sistema global 2M x 2N

Ka=F. (3.50)

Finalmente, para um né no contorno cinemético, uma interpolacao direta pode ser utilizada

para impor as condi¢des de contorno como

com k = 1,2, onde u;, é a componente do deslocamento nodal prescrito. A equagdo (3.51) é

diretamente adicionada no sistema global, equacio (3.50).

3.4 - COMPORTAMENTO DA FORMA FRACA LOCAL

O método sem malha local apresentado na presente pesquisa pode ser utilizado para a
solucdo de problemas no ambito da elasticidade geral. Apesar disso, a forma fraca local
dessa formulacdo, dado pela equacdo (3.45), ndo descreve uma equacdo variacional que
surge como uma condi¢do necessdria para a minimiza¢do de um funcional, como visto na
teoria geral do célculo variacional. Consequentemente, uma andlise do ponto de vista
matematico se torna bem complexa e trabalhosa, porque as propriedades inerentes como
definicdo positiva e simetria da matriz de rigidez ndo sdo vélidas e, sendo assim, ndo existe
minimizacdo da energia embutida nas formulagdes. Dessa forma, a andlise matematica da
formulacao do método sem malha local ndo consegue acompanhar exatamente a teoria dos

elementos finitos.

A dependéncia Continua de solu¢des baseadas em dados por meio de testes é geralmente a
estratégia adotada nas andlises e assim, a forma fraca local (3.45) € vista como um sistema de
equacdes (3.50). Em geral, esses testes trabalham com as combinag¢des lineares das fungdes
teste para obter um nimero de equagdes para os coeficientes dos MQM. Em particular, os

testes realizados com a forma fraca local analisam cada equagdo separadamente e consideram
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diferentes solucdes possiveis. A andlise matematica desses testes € complexa porque, devido
ao uso de uma quantidade finita de equagdes teste, € necessdrio garantir que a solucao
aproximada esteja proxima da solug¢do real em todo o dominio do problema. A teoria
matematica necessdria para superar esse efeito da discretizacdo é um grande desafio e esta

muito além do escopo da presente pesquisa (Schaback, 2010).

Sendo assim, testes padrdes populares e condi¢des consistentes devem ser usados para
analisar essas formulagdes, assim como sdo realizados no MEF. O patch test se tornou uma
ferramenta amplamente utilizada na verificagdo e validagdo dos métodos sem malha. A
ideia € que as formulacdes locais sejam capazes de resolver problemas simples com
exatiddao. O teste aplica forcas de contorno a uma regido nodal local e verifica se as
respostas dessa regido condizem com o estado constante de tensdo. Uma vez que as
formulagdes locais do método sem malha passem no teste com consisténcia e estabilidade
numérica, a convergéncia é garantida a medida que a discretizacdo dos nds se torna mais

refinada.

E importante analisar o comportamento da forma fraca local (3.45) do GSMF, juntamente
com outro método sem malha local similar, como a formulacdo de deslocamento de corpo
rigido do método sem malha local ou Rigid-Body Displacament Mesh-Free formulation
(RBDMF), apresentada por Oliveira e Portela (2016), e o método Integrated Local Mesh
Free (ILMF), apresentado por Oliveira et al. (2019); para um estado de tensdo em particular.
Considere, apenas por questdo de simplicidade, o caso de um dominio local retangular 2¢,
com dimensdes L X L, sob um estado de tensdo constante e uniforme que resulta em uma
carga constante t ao longo de cada lado do contorno I'y do dominio local, como apresentado

na Figura 3.7. Ao longo de cada lado L, do contorno do dominio local, a forma fraca do

L [ ]
- Q o
t(— :v L—>—>

Vool

Figura 3.7 — Dominio local interno {2, com dimensdes L x L, sob carregamento constante
t, ao longo de cada lado do contorno I'; a equacdo da forma fraca local da integracdo de
contorno do RBDMF ¢ idéntica as equagdes da forma fraca local do contorno de colocagao
do GSMF.
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RBDMF ¢ calculada como quadratura de Gauss com um ndmero qualquer de pontos de

Gauss (neste caso um) levando a

/tdF =Lt =0. (3.52)

Lo

Ja a forma fraca local (3.45) do GSMEF, € calculada como
L n
— E ty, = Lt =0, (3.53)
n
=1

para um nimero n de pontos de colocacdo definidos no contorno do dominio local. Nota-
se que esse processo pode ser visto como uma forma de quadratura de Gauss, com pesos
unitdrios e pontos de Gauss arbitrarios, o que o torna similar a equagdo (3.52). Como as
equacdes (3.52) e (3.53) sdo idénticas, elas serdo apenas similares para um estado de tensao
arbitrario nao constante, dependendo do ndmero e da posi¢ao dos pontos de colocacdo no
contorno. Para uma mesma precisdo, a coloca¢do no contorno da forma fraca local do
GSMF ¢, em geral, bem mais eficiente que a integracdo de contorno da forma fraca local
do RBDMEF, como pode ser observado nos resultados numéricos apresentados em Oliveira e
Portela (2017).
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4 - MECANICA DA FRATURA LINEAR ELASTICA

Este capitulo contém informacdes pertinentes a implementacdo dos conceitos relacionadas a
mecanica da fratura linear eldstica na formulacdo do campo eldstico generalizado do método
sem malha local (GSMF), apresentada anteriormente. Os diferentes métodos para simular a
descontinuidade sdo apresentados juntamente com a técnica da subtracdo da singularidade,

ambos usados na analise de crescimento de trincas.

4.1 - METODO DA VISIBILIDADE, DA DIFRACAO E DA TRANSPARENCIA

Existem basicamente quatro abordagens para se modelar descontinuidade nos métodos sem
malha, sendo: (1) modificacdo das fungdes ponderadoras de forma intrinseca, como o
método da visibilidade, da difracdo e da transparéncia; (ii) modificacdo de bases intrinsecas
para incorporar funcdes especiais; (iii) métodos baseados no enriquecimento extrinseco dos
minimos quadrados méveis (MQM); e (iv) métodos baseados no enriquecimento extrinseco

do método de particao da unidade.

O método dos minimos quadrados méveis (MQM) usado no GSMF permite que o nimero
de bases polinomiais seja independente do nimero de graus de liberdade. Dessa forma, o
campo pode ser enriquecido de forma intrinseca, sem a adi¢do de varidveis extras, o que €
desejavel do ponto de vista computacional. Outra vantagem do enriquecimento intrinseco é

que ele elimina o problema do mau condicionamento no cdlculo da matriz de rigidez.

Uma das formas mais simples de realizar esse procedimento ¢ o método da visibilidade,
apresentado por Belytschko et al. (1994b), onde o dominio local é truncado na face de uma
trinca. O dominio local de um no € restringido para as areas do dominio visiveis pelo nd,
com a face da trinca funcionando como uma barreira opaca. Se uma linha entre o né e o
ponto de interesse intersectar uma trinca, € se a ponta da trinca estiver contida no dominio
local daquele n6, o n6 ndo terd influéncia sobre aquele ponto; em termos matemaéticos, a

linha entre aquele ponto e o né € modificada para
di =00. 4.1
Por exemplo, considere um dominio local intersectado por uma trinca, como o da Figura 4.1.

O dominio local do né z; € truncado por essa trinca, e apenas a drea mais escura estd incluida

no dominio de influéncia daquele n6. Aqueles nds que se encontram no lado oposto da
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Figura 4.1 — Dominio local de um né z;, truncado na face de uma trinca, € um n6 x;,
truncado na face de uma trinca e préximo a ponta da trinca, para o método da visibilidade.

trinca sao excluidos da aproximac¢ao do campo de descolamentos. Esse truncamento ird criar
uma descontinuidade na fun¢do de forma do né z; e assim resultar em um deslocamento
descontinuo através da trinca. Para o n6 proximo a ponta da trinca, como o n6 x;, algumas
dificuldades surgem, tendo em vista que uma descontinuidade adicional indesejada talvez
seja produzida por esse método. Apesar disso, Krysl e Belytschko (1997) mostrou que o

método, mesmo assim, resulta em solu¢des convergentes.

Uma abordagem alternativa € o método da difracado, apresentado por Belytschko et al. (1996),
onde ao invés de utilizar um truncamento total, o dominio local pode difratar ou deformar
ao redor da ponta da trinca, em que a distancia € definida como o caminho difratado entre o

ponto de interesse e o nd. Por exemplo, como demonstrado na Figura 4.2, se a linha ro(z),

Xy
Ve ()
\ AN
7“0(5E) \ N
\ PA T
7

o “ra(z)
T

Figura 4.2 — Dominio local de um né z;, truncado na face de uma trinca e préximo a ponta
da trinca, para o método da difracao.

que junta o ponto de interesse x € 0 nd x;, se intersectar com a face da trinca e a ponta da
trinca estiver contida no dominio local daquele né, entdo a distancia d;(x), na equagao (3.13),
serd modificada para

T+ 7”2(1’ )

S ey

ro(z) (4.2)

onde r; = |z; — x| é independente de z, as igualdades o = |z — x| e 1o = |z — x| sdo
validas, x. é a coordenada da ponta da trinca e A é o parametro de dilatacdo, que controla
a distancia w;(x) no lado oposto da trinca. Bons resultados podem ser obtidos quando A =
1 < A < 1.5, como pode ser visto em Belytschko et al. (1996).
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Esse método é um aperfeicoamento do método da visibilidade, retirando as descontinuidades
indesejadas proximas a ponta da trinca. Apesar de ser conceitualmente simples, o método
da difracdo se torna computacionalmente complexo para trincas nao planares em 3D ou

multiplas trincas em 2D e 3D.

O método da transparéncia foi desenvolvido como uma alternativa para o método da difracao,
desenvolvido por Organ et al. (1996), criado especialmente para ser computacionalmente
mais f4cil de implementar em problemas tridimensionais. No método da transparéncia, a

trinca € transparente proxima a ponta da trinca, assim como mostra a Figura 4.3, necessitando

Z;
N
\ N
TO('r) \ S N Te

\«———>
V7 ()
(@
xr

Figura 4.3 — Dominio local de um né x;, truncado na face de uma trinca e préximo a ponta
da trinca, para o método da transparéncia.

de uma condig¢do adicional imposta nos nés préximos a trinca. Como o dngulo entre a trinca
e a linha que liga o n6 até a ponta da trinca é pequeno, ocorre um gradiente acentuado nas
funcdes ponderadoras, através da linha a frente da trinca. Buscando reduzir esse efeito,
Organ et al. (1996) impds que todos os nds devem ter uma distancia minima em relacdo a

face da trinca.

4.2 - TECNICA DA SUBTRACAO DA SINGULARIDADE

A técnica da subtracdo da singularidade ou singularity subtraction technique (SST) é uma
técnica muito eficiente e precisa na andlise de placas com a presenga de trincas em modo
misto, que realiza o cdlculo direto do fator de intensidade de tensdao. A técnica da subtracao
da singularidade seré propriamente introduzido no GSMF nessa se¢@o, sendo implementada

pela primeira vez em um método sem malha.

Uma das principais vantagens dessa técnica é que ela regulariza por completo o campo
eldstico, por meio da subtracdo das singularidades existentes na ponta de todas as trincas,
antes que a andlise numérica seja realizada, o que adiciona o fator de intensidade de tensao
como uma varidvel primaria do modelo numérico. Como essa formula¢do elimina a
singularidade da ponta da trinca do problema, a analise numérica usando o GSMF ¢
realizada apenas no campo regularizado, o que resulta em solugdes altamente precisas e

sem problemas de convergéncia.
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4.2.1 - Campo elastico original

Seja {2 um dominio bidimensional com uma trinca plana e com contorno definido por I' =
I'y U TY. Considera-se um campo eldstico na auséncia de forcas de corpo, que satisfaga a

condicdo de equilibrio

LTo =0, (4.3)

€ = Lu, 4.4)
€

oc=De, 4.5)

valido no dominio €2, com as condic¢des de contorno
u=u, (4.6)

no contorno cinematico I',, e
t=no =t, 4.7)

no contorno estatico I';; onde o vetor o representa as componentes de tensdo, L € o operador
de derivadas matricial, o vetor € representa o campo de deformacdes, D € a matriz contendo
as constantes eldsticas, o vetor u representa as componentes dos deslocamentos, 1 os valores

dos deslocamentos prescritos, o vetor t representa as componentes das forcas superficiais, t

sdo valores das forcas superficiais prescritas e n € o vetor unitdrio normal ao contorno I'.

4.2.2 - Campo elastico regularizado

Em virtude das dificuldades que surgem em modelar numericamente problemas
elastoestaticos com campos singulares, cujo campo de tensdes € singular nos arredores da
ponta da trinca, ¢ conveniente subtrair essa singularidade do problema original, antes

mesmo de realizar a analise com o método sem malha local.

Considere, entdo o caso de uma placa qualquer com m pontas de trinca e que esse campo
eldstico possui comportamento linear, onde o principio da superposicao € vdlido, e com isso
podemos decompor esse campo em uma parte regular (R) e outra singular (S), como pode
ser visto em

0 = (cr,-j — o —---—U-S-m) + (05-1 +---+0$~m) =ol 407 (4.8)

ij 1J i
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Sy Sim Sy Sm R 8
u; = (u; — coe— )+ (U ) =gt 4 (4.9)
f— o — S]‘ —_— . s — S f— . — S]‘ —_— e e — S 3
onde 05} =0, —0;; o e ull = u; —u; u;™ sdo as componentes regulares,

respectivamente, do campo de tensdes e de deformacdes do problema original; ofj = ofjl +
i -—i—afjm eud = ud 4. .4ui™ sdo, respectivamente, as componentes do campo de tensdes
e deformacdes da solugdo particular do problema original, representando o campo eléstico
singular. Se as funcOes apropriadas forem escolhidas para esse campo singular particular,

entdo, as equacdes (4.8) e (4.9) regularizam completamente o problema original, tendo em
R
ij
eldstico agora pode ser realizada apenas no campo regular, representada pelas componentes

05 e ul, uma consequéncia do processo de regularizagdo. As componentes afj

campo singular automaticamente satisfazem as equacdes de campo, porque elas siao definidas

vista que as componentes de tensdo o;; sdo ndo singulares agora. A andlise do problema

e uy do

como a solugdo particular do problema original. Dessa forma, as equacdes elésticas (4.3)

a (4.5) podem ser escritas como

LTo® =0, (4.10)
e =Lu® 4.11)
€

u=u-u’ (4.13)

no contorno cinematico I',, e
tR =% —t° (4.14)

no contorno estatico I';.

E importante observar que esse campo eldstico regularizado é governado pelas mesmas
equagdes do campo original, exceto pela condi¢do de contorno (4.13) e (4.14), onde os
termos adicionais u® e t°, estido agora, respectivamente, inclusos. Esses termos adicionais,
componentes de uma solugdo particular do problema original, representam o campo eléstico

singular.

4.2.3 - Solucao particular singular de Williams

S
j
, representam o campo eléstico singular nos arredores da ponta da trinca. O primeiro

A solucdo particular utilizada nas equacgdes (4.8) e (4.9), definidas pelas componentes o

s
e u;
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termo da série de expansdo de William, para um entalhe semi-infinito (semi-infinite edge
crack), é considerado. As componentes de tensdo sdo dadas pelas equacdes (2.67) a (2.69)
e os deslocamentos associados sdo dados pelas equagdes (2.70) e (2.71). O sistema de
coordenadas polares (7, ) é centralizado na ponta da trinca, de forma que # = 0 é o eixo
da trinca, a frente da ponta da trinca, como apresentado na Figura 2.9. Note que o campo
de tensdes é da ordem de 7~'/2, que se torna singular & medida que r tende a zero. Vale
ressaltar, também, que o campo de deslocamentos ndo inclui termos de corpo rigido, dessa

forma, resultando em componentes nulas na ponta da trinca.

Caicedo e Portela (2015) demonstraram que o primeiro termo da série de expansao de
Williams, a partir da ponta de um entalhe, também pode ser utilizado para representar o
campo eléstico ao redor da ponta da trinca, onde a tensao singular ¢ dominante, para o caso
de multiplas trincas internas planas em uma placa infinita, sob deformac¢ao em modo misto.
Dessa forma, a estratégia de modelagem da técnica da subtracdo da singularidade, que é
baseada na superposi¢do do campo eldstico de Williams em cada ponta de trinca, pode ser

usada para lidar com vdrias trincas simultaneamente.

O campo de tensoes singular, definido pelas equacdes (2.67) a (2.69), € usado para definir as

componentes das for¢as de superficie no contorno como

s _ ty _ ofy o3| |m g g | K|
=1 = ¢ = =gk, (4.15)
& 012 O] | M2 912 g22| | Knr
onde n; denota a componente do vetor unitdrio normal ao contorno e as fungdes
Gij = g,-j(r_l/ 2 0) sdo introduzidas na equagdo como uma notagio conveniente advinda das
equacdes (2.67) a (2.69) e o vetor k contém o fator de intensidade de tensdo. Para o caso de

uma placa com m pontas de trinca, com a equacdo (4.15) valida para cada ponta de trinca, o

principio da superposi¢do resulta em

tS =g ki 4+ + g kn. (4.16)
De forma similar, o campo de deslocamentos, equagdes (2.70) e (2.71), pode ser definido

us = luil _ [fn f21] [KI] _fk 4.17)
U Jiz S| | Kor

onde as fungdes f;; = fij(rl/ 2 0) sdo introduzidas na equagdo como uma nota¢do

como um vetor

conveniente das equagdes (2.70) e (2.71). Para o caso de uma placa com m pontas de trinca,

com a equagdo (4.17) vélida para cada ponta de trinca, a componente singular é dada por

w=fik +-+£f,k,. (4.18)
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4.2.4 - Analise com a formulacio do campo elastico generalizado (GSMF)

Tendo em vista que a solugdo formal do modelo eldstico regularizado, definida pelas
equacdes de campo (4.10) a (4.12), com condi¢des de contorno (4.13) e (4.14), ndo pode ser
obtida para problemas praticos, uma discretizacio deve ser utilizada para se obter a solucao

aproximada.

A andlise utilizando a formulacdo do campo elastico generalizado (GSMF) do método sem
malha local € realizada em termo das varidveis regularizadas u*. Temos que a formulagio
do campo eléstico generalizado, dado pela equagdo (3.45), na auséncia de forgas de corpo,

pode ser escrita como

ZtR = (t — %), (4.19)

7=1

A equacdo (3.45) e consequentemente, a equagao (4.19), demonstram o equilibrio das forgas
de superficie e as forcas de corpo, pontualmente definidas nos pontos de colocagdo, obtidas

no contorno do dominio local, onde a equagdo dos residuos ponderados esta definida.

Discretiza-se a equagdo (4.19), introduzindo-se as equacdes do campo eldstico, dada pelas
equagdes (3.15) a (3.21), gerando um sistema linear de trés equacdes referentes ao né () €

(2 em fungdo das incognitas nodais 1, resultando em

Li g ) Lt nt S Lt ng _
il DB, i — =N R, 4.20
> mDBgii— RSt = — ; ; (4.20)

=1 j=1

que pode ser reescrito como
Ko+ Ggi ki + -+ + Gom ki, = Py, (4.21)

onde K ¢ a matriz de rigidez nodal do dominio local (), uma matriz 2 x 2n, onde n é o

nimero de nds incluidos no dominio de influéncia do né (), dada por

L
Ko Z n,, DB,,, (4.22)

n;
t=1

Ggm, com m pontas de trinca, € a respectiva matriz nodal 2n x 2 contendo as fungdes de

Williams e k,,, é o vetor contendo os fatores de intensidade de tensdo K e K, dados por

Gomkn = — Z 5 — tz [911 921] [[[é[[] (4.23)

U j=1 gi2  g22
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e P, € o respectivo vetor de forgas dado por

Li x— -
Py = n—z > (4.24)
j=1

Vale ressaltar, para o caso dos nds interiores, que as matrizes G, e o vetor P sdo nulos.

Para os N — M nés no contorno cinemdtico, uma interpolagdo direta pode ser utilizada para

impor as condi¢des de contorno como

Ly & K
R S S LR N (4.25)
= e S| Ko

que pode ser reescrito como
Koi+Fg ki + -+ Foukn = Ug, (4.26)

onde K’Q corresponde a matriz nodal contendo ®¢, F € a matriz contendo as fun¢des de
Williams e Ug € o vetor contendo os deslocamentos nodais prescritos. A equagdo (4.21) é

aplicada aos M dominios internos e contornos estdticos, gerando um sistema
Ki+Gk=P, (4.27)
enquanto a equacao (4.26) € aplicada aos M contornos cinemdticos, gerando um sistema
K+ Fk=U, (4.28)
que juntos formam o sistema global 2(M + 2) x 2N de equagdes

~

u
k

K G
K F

P
U

(4.29)

Destaca-se que esse sistema global de equagdes adiciona duas novas varidveis, sendo elas
os fatores de intensidade de tensdo K; e K;;, representadas pelo vetor k; - - - k,,,, para cada
ponta de trinca. Consequentemente, para que se tenha um problema bem condicionado com
uma solucdo tnica, devemos especificar duas restricdes (constraints) adicionais,

necessitando-se de uma para cada modo de deformacao incluido na andlise.

68



4.2.5 - Equacoes adicionais

Restri¢cdes adicionais podem ser especificadas de vérias formas, embora elas tenham que
resultar no cancelamento da singularidade no campo regularizado, introduzido nas
equacoes (4.8) e (4.9). A forma mais simples de se garantir essa condi¢cdo € considerar que
o campo de tensdes € nulo na ponta da trinca, ou seja

0'5 =0—=0y= Ufj, (4.30)

que garante que o campo eldstico original € singular na ponta da trinca.

Dessa forma, como o problema € formulado em termos das componentes do deslocamento
regularizado ul, as restrigdes adicionais devem ser definidas em termos das componentes

nodais incluidas no vetor de varidveis 1, para que sejam efetivas. De certa maneira, a
R

condi¢do (4.30) ndo ¢é definida em termos dessas componentes, u;* e u, e sendo assim,
nao pode ser utilizada simplesmente na forma como estd, necessitando de tratamento para
satisfazer de forma efetiva as restri¢cdes exigidas pela equacdo (4.29). Para superar essa
dificuldade, a condicdo (4.30) primeiramente deve ser reescrita em termos das respectivas

componentes das for¢as de superficie, definidas na ponta da trinca como
thF=noec=0-—t=t" (4.31)

onde o vetor n representa as componentes unitdrias normais as faces da trinca, assim como

esta esquematicamente representado na Figura 4.4. Essa equacao resulta em

Figura 4.4 — Componentes das forcas de superficie de um campo eldstico regularizado na
ponta de uma trinca.

t? = (nDB), " = 0, (4.32)
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onde
t; = (nDB); --- (nDB),,. (4.33)

Com a introdugdo das restricdes adicionais (4.32), para m pontas de trinca, o sistema de
equacdes (4.29) resulta no sistema global (2M + 2m) x (2N + 2m)

Kla] .. p
K |F : ~|lu|, (4.34)
t |0 0

que agora pode ser resolvido.
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5 - OTIMIZACAO DOS PARAMETROS DE DISCRETIZACAO DOS
METODOS SEM MALHA

Neste capitulo serdo abordados os principais aspectos referentes a implementacdo do
algoritmo de otimizacdo dos parametros adimensionais, usando algoritmo genético. As
fungdes objetivo, ligadas a cada um dos parametros de discretizagdo, sdo definidas

juntamente com a metodologia de implementacdo do algoritmo.

5.1 - PARAMETROS DE DISCRETIZACAO

Para cada n6 de uma discretizacao utilizando o método sem malha, o tamanho r_ do suporte
compacto {2, onde as fungdes de forma dos MQM estdo definidas; e o tamanho rq, do
dominio de colocagdo (2,, onde o teorema do trabalho é definido, sdo pardmetros muito
importantes que afetam de forma significativa o comportamento dos métodos sem malha
locais. Para um n6 genérico ¢ de uma discretizacdo sem malha, ambos os pardmetros podem
ser definidos como

ro, = Qs C; 5.1

ro, = QqCi, (5.2)

em que ¢; representa a distancia do n6 ¢ até o nd mais préximo em sua vizinhanga, enquanto
as € oy $30 0s parametros adimensionais constantes que precisam ser definidos para qualquer

aplicacao do método.

Para garantir uma alta precisdo na modelagem utilizando métodos sem malha locais, os
pardmetros de discretizacdo adimensionais, o, € ¢, definidos nas equacdes (5.1) e (5.2),
precisam ser apropriadamente refinados para que valores apropriados de rq, € ro, sejam
obtidos. Em geral, esses valores adimensionais sdo definidos arbitrariamente e geralmente
as > 1.0 e oy < 1.0 s@o considerados. De certa forma, para valores muito pequenos de rq_,
o algoritmo da aproximagdo por MQM pode ser singular, impossibilitando a construcio das
funcdes de forma por falta de nés em €2, para a interpolacdo. Por outro lado, o dominio de
colocagdo local €2, pode intersectar outros dominios de colocagdo, embora o tamanho 7q,
deva garantir que o dominio local dos nds internos esteja inteiramente dentro do dominio da

solugdo, sem intersectar o contorno do problema.

Os parametros de discretizagdo desempenham papéis diferentes nos métodos sem malha
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locais, que podem ser definidos como:

e O suporte compacto de cada né determina diretamente o tamanho do dominio de
influéncia de seu respectivo nd. O dominio de influéncia é completamente definido
pelo nimero total de nés usado para construir as funcdes de forma daquele né, para
assim realizar a aproximagao das varidveis de campo. Por essa razdo o parametro o €

primariamente ligado a precisdo da modelagem.

e O tamanho do dominio de colocagdo local de cada nd, onde a forma local do teorema
do trabalho estd definida, € usado para construir a matriz de rigidez daquele né e, dessa
forma, deve estar inteiramente no interior do dominio, sem intersectar o contorno do
corpo. Com isso, demonstra-se a ligacdo do pardmetro de discretizagdo o, com a

eficiéncia da modelagem.

Historicamente, esses pardmetros, o, € oy, sao definidos heuristicamente e seus respectivos
valores, dependem basicamente do método sem malha utilizado e da distribui¢do nodal
adotada. Na presente pesquisa, os valores apropriados dos pardmetros de discretizacdo,
definidos pela equacdo (5.1) e (5.2), respectivamente, serdo obtidos automaticamente por

meio de uma rotina multi-objetiva de otimizacao, usando algoritmo genético.

5.2 - FUNCOES OBJETIVO

No presente capitulo serdo apresentadas as principais funcdes objetivo utilizadas na técnica

de otimizagdo, conforme descrito em 2.8, que serd apresentada posteriormente.

5.2.1 - Parametro dos Minimos Quadrados Méveis

A definicao da funcio objetivo tem um impacto profundo no comportamento do processo
de otimizagdo. Considerando as caracteristicas do pardmetro de otimizacio do MQM ay,
apresentado na secao (5.1), se faz necessdrio definir uma fungdo objetivo que possa controlar
a precisdo do modelo numérico, ndo importando o estado do campo eldstico totalmente
admissivel do corpo. Sabendo disso, é conveniente que a fungdo objetivo esteja intimamente
ligada com a energia potencial total do campo eldstico totalmente admissivel presente no
corpo. O teorema cldssico da energia potencial total afirma que a energia potencial total
presente no campo eldstico real, que estabelece o corpo, deve ser minima, partindo do
principio que a solugdo analitica do campo elédstico ndo € conhecida, buscando assim, garantir

uma boa precisdo no modelo numérico.
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Para qualquer estado do campo eldstico totalmente admissivel de um corpo, a energia
potencial total, dado pela equacdo (2.27), pode ser manipulada por meio da energia de
deformacdo U, dado pela equacdo (2.28), e a energia potencial P, dos carregamentos

externos, dados pela equagdo (2.29).

Considerando a forma local do teorema do trabalho, dado pela equagdo (3.32), mas agora
aplicada ao dominio global do corpo, para o caso do campo eldstico que realmente estabelece
o corpo, pode-se facilmente demonstrar que P = —2U, e dessa formalT = —U e T = P/2.
Esses resultados demonstram que o valor minimo para a energia potencial total de um corpo

corresponde a duas possibilidades:

e O valor médximo para a energia de deformacdo U e

e O valor minimo para energia potencial P.

Para avaliar a energia de deformagdo U de um corpo, se faz necessario computar todos os
valores nodais do campo de tensdes, o que € computacionalmente ineficiente, tendo em vista
que requer o cdlculo das derivadas das funcdes de forma, que pode degenerar a precisiao
numérica. Por outro lado, para avaliar a energia potencial P, se faz necessario computar o
campo de deslocamentos apenas nos nds do contorno estético, aqueles com carregamento nao
nulo aplicado, que é computacionalmente eficiente, tendo em vista que € calculado apenas

para alguns ndés e ndo requer o célculo da derivada das fun¢des de forma.

Por fim, uma funcdo objetivo eficiente pode ser definida como a conformidade estrutural

(compliance) C, definida como

1 _r 1
=— | t udl=—=-P. 53
c 2/ u . (53)

Iy

Sendo assim, o valor minimo da energia potencial P corresponde ao valor maximo de —C,

que € equivalente ao valor minimo de C'.

5.2.2 - Parametro do Dominio Local

Outra fungdo objetivo pode ser definida, agora para controlar a eficiéncia do modelo
numérico, levando em consideracdo as caracteristicas do parametro do dominio local de
colocagdo «,, presente na se¢do 5.1, onde a colocag@o de contorno sera realizada. Sabendo
disso, € conveniente que a fungdo objetivo seja aquela cuja combinagdo da drea do dominio
local de colocacao de cada n6, em uma discretizacdo sem malha, seja 0 mais proximo

possivel da area total do dominio do corpo. Nesse processo, os nds internos ndo podem
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intersectar o contorno global, embora possa haver sobreposi¢io desses dominios se

necessario.

A funcdo objetivo pode ser definida como a drea do domino local resultante dada por

n
Aq,

A, = q.
q

5.4)

=1

no qual Ag, considera a equagdo (5.2) para calcular a drea do subdominio de colocagdo de
cada nd e 2, € a drea total da solu¢do do problema, para os n nés da distribui¢do nodal que

discretizam o corpo.

Como o dominio local, na maioria dos casos, possui uma forma regular arbitrdria, sendo
esta retangular ou circular, a eficiéncia da aproximagdo depende da geometria do problema
em questdo. Essa desvantagem aparente pode ser facilmente superada adicionando-se mais
nds na distribuicao nodal, da mesma forma que € feito com métodos numéricos tradicionais,

quando enfrentam dificuldades similares.

Valores minimos para a equagdo (5.4) efetivamente correspondem a area do dominio do
corpo que melhor representa a forma fraca global do problema em questdo, ao
geometricamente combinar as dreas da forma fraca local de cada um dos nés que

representam esse corpo.

Vale ressaltar que Ag, geralmente assume um formato retangular ou circular para a maioria
das aplicagdes com métodos sem malha, enquanto que a geometria do problema, dado por
(},, ¢ inteiramente arbitrdria. Dessa forma, a geometria do problema e do dominio local

usada na aproximacao influencia diretamente na eficiéncia do algoritmo.

5.3 - FORMULACAO E IMPLEMENTACAO

O objetivo da otimizagdo de problemas numéricos € minimizar a func¢ao objetivo do modelo
considerando o GSMF em sua andlise, o que gera diferentes resultados, dependendo da
funcdo escolhida, encontrando valores 6timos dos parametros adimensionais dos métodos
sem malha o e/ou ¢, de forma que esses satisfacam as restricdes geométricas do problema.
Nessa, pesquisa trés esquemas de otimizagao sao apresentados: o primeiro, baseado no erro
relativo; o segundo, baseado na conformidade estrutural e o ultimo baseado no dominio
local; cada um deles considerando diferentes fungdes objetivo e parametros de otimizacao.

A formulacdo matemadtica correspondente a primeira otimizacdo multi-objetiva pode ser
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descrita como

minimizar re(os, og)
ru(0s, 0g)
sujeito a e(as) = a,™" < ay < a0

. (5.5)
e(th> — aqmm S a, S Oéqmax

onde as = (g1, Qgoy .y gy) € @

ag = (aqy, gy, - Qq,,) €

onde r. e r, sdo, respectivamente, o erro relativo de energia e de deslocamento, apresentados
na se¢do 6.3; o, /a,™" e " /a,™" que denotam os limites minimos e maximos
permitidos para os pardmetros de discretizagdo sem malha o, e oy, respectivamente. Para o

segundo esquema de otimizacao multi-objetiva, a formulagdo matemadtica pode ser descrita

como
minimizar Clas)
CPU time(a)
. (5.6)
sujeito a elas) = a"" < ay < oM
onde as = (g, Qgo, .oy Q) €

no qual C' € a conformidade estrutural ou compliance e CPU time é o esforco computacional,
em segundos, necessdrio para gerar a matriz de rigidez e resolver o sistema de equagdes
algébricas. A formulagdo matemadtica do ultimo esquema de otimizacdo mono-objetivo é

apresentado como

minimizar A (o)
sujeito a e(ay) = a,"™ < a, < o™ (5.7
onde ag = (g, 0y, .y 0, ) €

onde A, e a drea do dominio local resultante, como apresentado em 5.2.2.

Para a otimizacdo mono-objetiva, a funcdo de aptidao (fitness function), que € a funcdo
contendo o algoritmo do GSMF, deve aceitar um vetor, cujo tamanho é o ndmero de
varidveis independentes oy, e retornar o valor escalar (A,), da fungdo objetivo. Para a
otimiza¢do multi-objetiva, a fun¢do deve retornar um vetor linha contendo os valores das

funcdes objetivo C, CPU time, r. e 7.

Para se utilizar multiplos processos de otimiza¢do na mesma rotina, os dados de saida de
uma fase de itera¢do da otimizagdo (o,) podem ser carregados para a proxima iteracdo, por

meio de varidveis globais no MATLAB. Isso permite que o proximo processo de otimizagcdo
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utilize essa varidvel em sua proxima etapa, quando a funcdo de aptidao for avaliada para a

nova func¢do objetivo (o).

Os parametros de otimizacdo do AG, como tamanho da populagdo, fungdo de selecao, funcao
de escala e etc, sdo diferentes para cada esquema de otimizacdo e serdo oportunamente

discutidos na secdo 7.1.

5.4 - OTIMIZACAO AUTOMATICA DOS PARAMETROS DE DISCRETIZACAO

A rotina de otimizacdo dos parametros de discretizacdo dos métodos sem malha combina as
duas abordagens anteriormente apresentadas em uma unica rotina, para calcular ambos os

pardmetros adimensionais, o, € ¢, de uma forma eficiente e totalmente automatizada.

Processo de otimizacdo € divido em duas etapas principais, como mostra a Figura 5.1.
Primeiramente, o, € otimizado utilizando a abordagem apresentada na se¢do 5.2.2, uma
otimiza¢do mono-objetiva, considerando o modelo numérico do GSMF para avaliar a fungao
objetivo A,. O resultado é um vetor n x 1 contendo «, otimizados, que serd introduzido
na proxima etapa, onde n corresponde ao numero total de nés em uma discretizacdo sem
malha. Na segunda etapa, o, é otimizado com a abordagem apresentada na se¢do 5.2.1,
uma otimizag¢do multi-objetiva considerando o modelo numérico do GSMF para avaliar a
conformidade e o tempo de processamento, definidas como fungdes objetivo dessa andlise.

O resultado € um valor escalar a; otimizado, tnico para o problema em questao.

Nessa tltima abordagem, o, independe de o e pode ser calculado considerando apenas o
problema em questdo e a geometria do dominio local de colocacio de cada nd. Esse processo
garante que a colocacao na forma fraca serd eficientemente computada na préxima etapa de
otimizacdo. Nessa proxima etapa, as € calculado considerando a conformidade e o tempo
de processamento, para assim garantir um processamento rapido, sem graves consequéncias

para a precisao da solucdo.

Ao combinar a precisio obtida com a otimiza¢do usando a func¢do objetivo dos MQM, com
a eficiéncia obtida com a otimizagdo usando a funcio objetivo do dominio local, a rotina
totalmente automatizada consegue otimizar um modelo numérico utilizando o método sem
malha, ndo importando a geometria e sem a necessidade de recorrer a solucio analitica do
problema. Embora, na presente tese, apenas a otimizacdo do GSMF tenha sido realizada, as
rotinas podem ser facilmente adaptadas para qualquer método sem malha local que se deseja
otimizar. Por fim, a eficiéncia da rotina pode ser melhorada se o processamento em paralelo

for utilizado, realizando varias analises simultaneamente.
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[ Inicio da otimizagao ]

[ Inicio da 1% etapa ] — Inicio da 2% etapa ]
Fungao objetivo: A, Funcoes objetivo: C e CPU Time
Variavel independente: oy (vetor) Varidvel independente: «y
Restrigoes: [0.5 0.95] Restrigoes: [1.5 10]
f Criagdo da populagdo inicial ou ) )
uso de uma populagao aleatoria [ Criacao da populagao inicial (20)
de anélises anteriores (200) )
f Rodar o modelo do GSMF ) Rodar o modelo do GSMF
e avaliar a fungao objetivo e avaliar as fungoes objetivo
( Escolha dos individuos da populacao ) Escolha dos individuos da populacao )
por meio de uma selecao estocastica por meio de uma selecao por torneio

Crossover (restringido) Crossover (restringido)
Mutagao (restringido) Mutagao (restringido)
Criagao de uma nova populagao Criagao de uma nova populacao

~ Critérios Critérios
Nao
de parada de parada -
atingidos? atingidos? Nao
Sim Sim
aq otimizado (vetor) [ a otimizado ]
[ Fim da otimizagao ]

Figura 5.1 — Fluxograma da rotina totalmente automatizada; a primeira etapa €é apresentada
na direita, enquanto que a segunda etapa é apresentada na esquerda.

77



5.5 - ASPECTOS ESPECIFICOS DA IMPLEMENTACAO NO MATLAB

Essa secdo contém detalhes sobre a implementacdo computacional da rotina de otimizacdo
usando algoritmo genético, que neste caso € aplicada na determinacdo dos pardmetros de
discretizagdo dos métodos sem malha locais, utilizando o software MATLAB 2015a. O
MATLAB Optimization Toolbox, uma plataforma com interface grafica dentro do MATLAB
2015a, também pode ser utilizada, caso apenas um unico processo de otimizacdo seja

desejado.

O algoritmo genético pode ser chamado pela funcao ga no MATLAB, para otimizagdes

mono-objetivas, ou seja, quando se possui apenas uma fun¢do objetivo, conforme a sintaxe:

[x fval] = ga(@fitnessfun, nvars, options)

Em contrapartida, para otimizagdes multi-objetivas, o algoritmo genético pode ser chamado

pela funcdo gamultiobj:

[x fval] = gamultiobj(@fitnessfun, nvars, options)

Para ambas as situacdes @fitnessfun configura a funcdo de aptiddo, nvars € o nimero de
variaveis independentes para a respectiva fungdo de aptidao e options € a estrutura contendo
as opcoes especificas que podem ser configuradas no algoritmo genético. Se nenhum valor
ou comando for atribuido a sintaxe option, as fun¢des ga e gamultiobj usam as configuragdes
predeterminadas do MATLAB. Os resultados sdo dados por x, que € o ponto no espago onde
o resultado € obtido, e fval é o valor final da func¢do de aptidao, contendo a fun¢@o objetivo

desejada.

A funcdo de aptidao ou fitness function, que nesse caso, € a rotina que contém a formulagdo
do campo eldstico generalizado do método sem malha (GSMF), € flexivel e deve ser
preparada para retornar a fungdo objetivo como dado de saida. Para cada funcdo, os
pardmetros adimensionais (o e/ou «;) sdo dados de entrada e devem ser corretamente

definidos, conforme apresentado abaixo.

function obj = GSMF_Fitness_Function (xt)

A funcdo deve aceitar um vetor, cujo tamanho é determinado pelo nimero de varidveis
independentes (xt) e retornar um valor escalar (0bj). Para uma otimiza¢dao multi-objetiva, a
funcdo deve retornar um vetor linha contendo os multiplos valores escalares da funcao
objetivo. Apesar do GSMF ser o tinico método sem malha implementado na presente
pesquisa, essas rotinas podem facilmente ser implementadas para qualquer método sem

malha local que se deseje otimizar.
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Qualquer uma das opcdes disponiveis podem ser especificadas assinalando uma estrutura de

dados de entrada para as func¢des ga ou gamultiobj, usando a funcdo gaoptimset,

options = gaoptimset (Qga)

que apresenta o resultado baseado em valores predeterminados pelo MATLAB. Para
modificar um valor padrdo, como por exemplo o tamanho da populacdo no algoritmo

genético de 50, que é o valor preestabelecido, para 150, utiliza-se a configuragao

PopulationSize entre apéstrofos, seguida por uma virgula e pelo valor desejado

options = gaoptimset ('PopulationSize’,150)

Essa sintaxe cria uma estrutura de opg¢des com todos os valores predeterminados pelo
MATLAB, exceto pelo tamanho da populagdo, que agora é de 150. Algumas varidveis da
estrutura de op¢des ndo suporta valores escalares, mas sim comandos, como € o caso da
funcdo PlotFcns, que pode ser modificada pelo comando @gaplotbestf, que plota
graficamente a melhor funcio de aptiddo para cada geracdo. Pode-se chamar essa estrutura

de dados com a sintaxe:

options = gaoptimset (options,’PlotFcns’, @plotbestf)

Esse comando vai plotar o grifico desejado com todas as outras opg¢des predefinidas pelo
MATLAB.

A lista a seguir mostra as opc¢des que podem ser modificadas mais pertinentes a essa pesquisa,
com sua respectiva sintaxe em parénteses, € suas funcdes dentro do MATLAB. Mais op¢des
e comandos, que estdo fora do escopo da pesquisa, podem ser encontrados no guia do usudrio
do MATLAB 2015b. As principais opc¢oes utilizadas sdo:

Population size (PopulationSize): especifica quantos individuos existem em cada

geragio;

e Population initial rage (PoplnitRange): especifica a abrangéncia dos vetores na

populacao inicial que é gerada;

e Scaling function (FitnessScalingFcn): especifica a funcdo responsavel pelo
escalonamento. A fun¢do predefinida de classificacdo, rank (@fitscalingrank), é

usada;

e Selection function (SelectionFcn): especifica como o algoritmo genético escolhe os
pais para a proéxima geracdo. Na presente pesquisa, a selecdo estocasticamente
uniforme (@selectionstochunif) e a sele¢do por torneio (@selectiontournament) sao

consideradas;
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e Generations (Generations): especifica o nimero miximo de interacdes que serdo

realizadas pelo algoritmo genético;

e Function tolerance (TolFun): programa o algoritmo para interromper a andlise se a
média relativa de mudanca no melhor resultado para a fitness function for igual ou

menor a tolerancia da funcao;

e Plot options (PlotFcns): permite plotar os dados do algoritmo genético enquanto ele
ainda estd realizando a andlise. As fungdes de plotagem mais utilizadas sdo:
(@gaplotbestf), para plotar o melhor valor da fitness function para cada geracao;
(@gaplotstopping), para mostrar os critérios de parada da andlise e
(@gaplotdistance), para plotar a distancia média entre os individuos de cada geracao.
Ja para a otimizacdo multi-objetiva temos (@ gaplotpareto), para mostrar a fronte de
pareto para duas primeiras fungdes objetivo e (@ gaplotparetodistance), para mostrar

a distancia média entre os paretos.

e Level of display (’Display’): especifica quanta informacao serd mostrada na linha de
comando do MATLAB, enquanto o algoritmo ainda estd realizando a andlise. Pode ser
modificada para desligada ("off”), interativa (’iter’), diagndstico (’diagnose’) e apenas
o resultado final ('final’);

e Parallel processing (UseParallel): chama a fitness function para ser processada em
paralelo, utilizando o ambiente em paralelo preestabelecido nas configuracdes do
MATLAB.
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6 - METODOLOGIA

6.1 - ASPECTOS GERAIS

A formulagdo do método sem malha local presente neste trabalho foi implementada
computacionalmente por meio de rotinas codificadas em linguagem MATLAB, escolhida
por sua capacidade computacional simbdlica e saida grafica. Um resumo dos principais
aspectos do processo de modelagem utilizado estd descrito na secdo 6.2, referentes ao
processo de otimizacdo dos pardmetros de discretizacdo e posteriormente a introdugdo da
técnica da subtracdo da singularidade para o célculo do fator de intensidade de tensdo, para

uma tnica trinca e para multiplas trincas.

Primeiramente, para validar as rotinas de otimizacdo dos parametros adimensionais dos
métodos sem malha, um problema cldssico no ambito da elasticidade linear foi selecionado.
Em seguida, para fazer a validagdo do GSMF para a resolucdo de problemas no ambito da
mecanica da fratura linear eldstica, exemplos cldssicos da mecanica da fratura linear eldstica
foram testados, sendo eles: uma chapa com um entalhe vertical de borda carregada em modo
I, uma chapa com um entalhe vertical de borda carregada em modo II, uma chapa com um
entalhe diagonal de borda carregada em modo misto e uma chapa com uma trinca interna
inclinada em modo misto, cujas solu¢des analiticas, obtidas em Civelek e Erdogan (1982), e
as solugdes altamente precisas obtidas com J-DBEM em Aliabadi e Portela (1999), servem

de comparagdo para as solucdes numéricas.

O erro relativo foi calculado e utilizado para avaliar a precisio e a convergéncia do método,
conforme descrito na secdo 6.3. O tempo de processamento também foi considerado para

determinar a eficiéncia numérica do mesmo, utilizando fun¢des embutidas no programa.

6.2 - PROCESSO DE MODELAGEM COMPUTACIONAL

A implementacdo inicial segue os mesmos procedimentos e estrutura basica de um programa
de métodos sem malha para a resolucdo de problemas lineares eldsticos, como pode ser
visto em Atluri e Shen (2002), trazendo apenas modificagdes em algumas dessas etapas,

pertinentes a nova formulacao proposta.

Nesta etapa foram considerados dominios locais da forma fraca (2, retangulares e circulares

nos exemplos, onde pontos de colocacao foram aplicados em cada um dos lados do retangulo
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e para cada quadrante do circulo. No primeiro exemplo, para a integracdo da forma fraca
local do GSMF foram aplicados pontos de colocacdo igualmente espacados nos contornos

do dominio local retangular e circular, conforme exemplificado na Figura 6.1a e 6.1b.

S o YR B S -
(a) Pontos de colocagdo do (b) Pontos de coloca¢do do
GSMF (1 ponto) em um GSMF (1 ponto) em um

dominio retangular. dominio circular.

Figura 6.1 — Distribui¢cdo de pontos de colocac¢ao, no contorno de cada dominio local, para a
integracdo da forma fraca local do GSMF.

Um processo automatizado de otimizacio dos pardmetros adimensionais dos métodos sem
malha foi desenvolvido e implementado nas rotinas, utilizando ferramentas e funcgdes
disponiveis pelo proprio MATLAB. Inicialmente, essa rotina foi testada com um exemplo
cldssico da teoria da elasticidade no estado plano de tensdo, buscando assim comprovar sua
eficiéncia e validar o procedimento. Logo apds os testes iniciais, o processo automatizado
foi incorporado nas rotinas desenvolvidas posteriormente, estendendo assim sua aplicacdo
para problemas relacionados a mecénica da fratura. A implementacdo da otimizagdo dos
parametros adimensionais usando algoritmo genético, apresentado na Figura 5.1, segue os

procedimentos apresentados a seguir:

1. Implementacdo da funcao objetivo na rotina do GSMF, para a otimizacao do parametro

o, por meio da conformidade ou compliance (C');

2. Implementacao da funcao objetivo na rotina do GSMF, para a otimiza¢do do parametro

g, por meio da drea do dominio local;

3. Implementagdo da rotina de otimizagdo totalmente automatizada, contendo as duas

rotinas desenvolvidas anteriormente, uma para cada um dos parametros adimensionais;

4. Defini¢do dos parametros na estrutura de opg¢oes ideais para uma boa otimizagdao, como

o tamanho da popula¢do, nimero de individuos, processo de mutagdo etc;

5. Resolugdo de um problema classico da elasticidade linear, seguindo os procedimentos

apresentados anteriormente;
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6. Demonstracdo dos resultados desejados ou plotagem dos resultados referentes ao

processo de otimizacao.

Em seguida, os procedimentos necessarios para fazer a anélise de problemas relacionados a
mecanica da fratura linear eldstica foram introduzidos na formulagdo do GSMF. O método

adota, os procedimentos apresentados a seguir:

1. Introdu¢do do método da visibilidade para simular descontinuidades no GSME,

modificando as fun¢des ponderadoras dos MQM;

2. Modificacdo das fung¢des dos dominios locais para simular descontinuidades na

colocacdo na forma fraca;

3. Introducdo da técnica da subtrac@o da singularidade no GSMF para o cédlculo do fator

de intensidade de tensdo;

4. Extensao da técnica da subtracdo da singularidade para a resolug@o de problemas com

multiplas trincas;
5. Resolugdo de problemas cldssicos da mecénica da fratura linear elastica;

6. Comparagdo grifica da precisdo e eficiéncia dos resultados obtidos com outros

métodos.

No geral, a presenca da trinca em uma placa requer um tratamento especial quanto a
descontinuidade, tendo em vista que a andlise numérica é realizada em um dominio nio
convexo. As faces da trinca sdo modeladas com duas linhas de nds sobrepostos, de tal
forma que os nds de cada linha tem influéncia apenas em seu respectivo lado, enquanto que
a ponta da trinca é modelada com um unico nd, com influéncia em ambos os lados, assim
como mostra a Figura 6.2. Em cada um dos n6s da discretizacdo, o método da visibilidade
foi utilizado para definir o suporte compacto e o dominio da forma fraca ou dominio de
colocacio foi programado para considerar a trinca um contorno do problema e adaptar sua
geometria, de forma que esta ndo atrevesse a trinca de nenhum dos lados. Para garantir bons
resultados numéricos, na ponta da trinca, o dominio de colocagdo é definido como metade

do tamanho do dominio dos nds interiores.

Para o célculo da matriz g e f, da solucao particular de Williams para cada ponta de trinca,
respectivamente, equacdes (4.16) e (4.18), foram considerados 3 pontos de Gauss na

integracdo numérica.

Por fim, a estrutura modificada da rotina contendo o GSMF com a técnica da subtracdo da

singularidade segue, em detalhes, o procedimento seguinte:
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Figura 6.2 — Representacao esquematica do dominio de colocag@o dos nds sobrepostos ao

1.

10.

11.

12.

longo da trinca e na ponta da trinca.

Leitura dos dados introduzidos no programa e definicio do tamanho das matrizes a

serem utilizadas;

. Leitura dos dados da trinca e montagem das matrizes relacionadas a trinca;

. Discretizacdo do dominio com nds espacados automaticamente pelo programa, de

forma regular ou ndo;

Discretizacdo da trinca e da ponta da trinca;

. Defini¢do dos dominios locais de cada um dos nds da distribuicdo, introduzindo a

descontinuidade nas funcdes;

Determinacao dos nés dentro do dominio de influéncia que participam da interpolagcao

para ponto de coloca¢do ou quadratura de Gauss;

. Célculo das fung¢des peso, determinacdo das matrizes A e B e, por fim, determinagdo

das funcdes de forma dos MQM por meio do método da visibilidade;

. Calculo da matriz de Williams e o vetor de for¢cas para cada um dos dominios locais

no contorno do problema;

. Calculo da matriz de rigidez e da matriz de Williams para cada um dos dominios locais

ao longo da trinca e na ponta da trinca;
Célculo da matriz de rigidez local para cada um dos dominios locais restantes;

Organizagdo da matriz de rigidez e o vetor de forcas de cada um dos dominios locais

em uma matriz global e um vetor de forcas global;

Organizagdo da matriz de Williams de cada um dos dominios locais do contorno na

matriz global e no vetor de for¢as global;
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13. Aplicacdo das condicdes de contorno no sistema de matrizes e vetores;
14. Célculo das equacdes adicionais na ponta da trinca;

15. Resolucdo do sistema de equacdes para os parametros nodais;

16. Com os parametros nodais, cdlculo das varidveis nodais;

17. Calculo das varidveis secundarias;

18. Geragdo de uma malha para o cdlculo do erro relativo;

19. Estimacdo do erro relativo de deslocamento e de energia;

20. Demonstracao dos resultados desejados ou plotagem dos resultados.

6.3 - ERRO RELATIVO

O célculo dos erros relativos foi feito com base nas normas de energia utilizadas por Atluri e

Zhu (2000). Assim, para o campo de deslocamentos tem-se que

1/2
uf| = </uTudQ> ©.1)
Q

e para o campo de deformagdes

1 1/2
lel| = ( 5/ sTDedQ) (6.2)
Q

O erro relativo para ||ul| € definido como

Hunum . uanaliticoH
Tu = Huanaliticou (63)
e, para ||| N
||€num o €anal1tzcoH
re = (6.4)

H Eanalitico H

As solugdes analiticas foram integradas numericamente utilizando a quadratura de Gauss
com 15 pontos. Vale ressaltar que background cells foram utilizados apenas para o calculo

do erro relativo, ja que o presente método é verdadeiramente sem malha.

A energia de deformagdo e o campo de deslocamentos foram utilizados para estimar o erro

total das distribuicdes nodais.

85



7 - RESULTADOS E DISCUSSOES

A estratégia de modelagem do método sem malha local, apresentada na Se¢ao 6.1, foi usada

para obter os resultados numéricos e calcular o erro relativo apresentados neste capitulo.

Para testar as rotinas de otimizacdo dos parametros de discretizacdo dos métodos sem
malha, um exemplo cldssico foi escolhido: uma viga em balanco com uma carga
concentrada na ponta, sem forcas de corpo, para o caso de estado plano de tensdo. Como
dito anteriormente, as solu¢des analiticas encontradas na literatura servem de base de

comparacao para as solu¢des numéricas encontradas com a formulagao.

Para as aplicagdes relacionadas a mecénica da fratura linear eldstica, dois exemplos de uma
placa retangular com trinca de borda, respectivamente, sob carregamentos em modo I e modo
II, foram considerados. Adicionalmente, uma terceira e quarta placa retangular com trinca
inclinada de borda e uma placa retangular com uma trinca interna inclinada, sob deformacao

em modo misto, foram consideradas.

Os resultados obtidos tanto com a otimizagdo numérica quanto com as aplicagdes em
mecanica da fratura sdo evidéncias claras da precisdo e confiabilidade do GSMEF,

demostrando sua robustez em lidar com diferentes problemas numéricos.

7.1 - OTIMIZACAO DOS PARAMETROS ADIMENSIONAIS

O primeiro exemplo € uma viga em balanco com uma carga parabdlica na ponta, sem forcas

de corpo atuando, ilustrada na Figura 7.1,

Ly A

\
&g'

— 7
~+~
N

~

< >
< >|

Figura 7.1 — Estado Plano de Tensdo - Viga de Timoshenko engastada de Largura Unitéria.

86



com carga parabdlica dada por

_ P /D2
fa(rs) = — 2 (T - x) . .1

A solugdo analitica pode ser obtida utilizando-se polindmios de Airy de quarta ordem e
aplicando as respectivas condi¢des de contorno, como visto em Mase (1999). Com isso, a

solugdo analitica do campo de deslocamentos € dada por

Pz D?
U1($1,$2) —6T; |:(6L—3I1>£U1 +(2+V) (ZL’% — I>:|
TP D% -2
ug(x1, x9) ol {Bng(L—x1)+(4+5z/) ! +(3L—x1)xﬂ

onde / é momento de inércia da secdo transversal, v € o coeficiente de Poisson, £/ € médulo
de elasticidade longitudinal e G é médulo de elasticidade transversal. Sendo assim, a solug@o

analitica para o campo de tensodes € dada por:

[ _P(L—(L’1>ZB2 ]
I
011
022 = 0 > (7.3)
o
12 _£ D_2 _:U2
27\ 4 7))

onde 01, € a tensdo na direcdo X, 099 € a tensdo na direcdo y e 015 € a tensado transversal.

Para a aplicacdo desse exemplo foi considerada uma viga com comprimento de L = 48 e
altura de D = 12, com uma carga aplicada na ponta de P = 1000, médulo de elasticidade

longitudinal £ = 3.107 e coeficiente de Poisson de v = 0.3.

Uma distribui¢do regular dos nds ao longo do dominio foi escolhida, como mostra a Figura
7.2, comum total de 13 x 4 = 52, 33 x 5 = 165 e 65 x 9 = 585 nds. Foram considerados
dominios locais retangulares, assim como esquematicamente apresentado na Figura 6.1a,
com apenas 1 ponto de colocagdo centralizado em cada contorno do dominio local (2, para
computar a integracao da forma fraca local. Na aproximacao pelos MQM bases polinomiais
de primeira ordem e fun¢des ponderadoras quartic spline foram consideradas. Todas as
rotinas foram executadas em MATLAB 2015a com um computador Intel Core 17-4700MQ
com CPU de 2.4GHz e 16 GB de meméria RAM.
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(b) Distribuicao nodal regular com 33 x 5 = 165 nos.

3 -1 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
é\] O -1 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
—3 -1 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

—6 - 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

0 6 12 18 24 30 36 42 48
Zq

(c) Distribuicao nodal regular com 65 x 9 = 585 nds.

Figura 7.2 — Distribui¢do regular dos n6s de uma viga engastada em balanco, discretizada
com 52, 165 e 585 nods.

88



7.1.1 - Otimizacao baseada no erro relativo

No primeiro esquema de otimizacdo, o algoritmo genético (AG) ¢é implementado
considerando a minimizagdo do tempo de processamento (CPU Time) e os erros relativos 7.
e 7y, escolhidos como as funcdes objetivo desta rotina. O principal objetivo desta
abordagem ¢é avaliar o comportamento dos parametros adimensionais com relacdo a
precisdo e o esforco computacional. Apenas os maiores custos computacionais foram
considerados, sendo estes, o custo de gerar a matriz de rigidez e resolver as equagdes
algébricas. As varidveis a serem otimizadas, oy € oy, sdo definidas como continuas e
seguem o intervalo

as=[1.110] e a,=1[0.10.9]. (7.4)

Geralmente, o parametro a; € tomado como maior do que 1, para garantir que o suporte
compacto terd a quantidade minima necessaria de nés para a constru¢do das fungdes de
forma. Neste exemplo, o limite superior € definido como 10, para reduzir o esforco
computacional, limitando o espaco de busca com valores razodveis. Além do mais, o
parametro a, € tomado como menor do que 1, para garantir que o dominio local interno de
um noé esteja completamente dentro do dominio da solucdo, sem intersectar o contorno

global.

As fungdes objetivas estdo diretamente relacionadas com as varidveis a serem otimizadas.
Isso significa que, ao selecionar diferentes valores para as varidveis o, € o, no espago de
busca amostral, diferentes resultados para o tempo de processamento (CPU Time), r. € 1,
sao obtidos, para cada andlise com GSMEFE. Claramente esse € um processo de otimizagao
com trés funcdes objetivo e assim, uma frente de Pareto € obtida no final do processo de

otimiza¢do, mas apenas duas fungdes sdo demonstradas graficamente.

A populacdo inicial € aleatoriamente gerada de acordo com o tamanho predefinido de 20
individuos. Em seguida, a fun¢do de aptidao € calculada para cada membro da populacdo
e escalonada utilizando um processo de classificacdo (rank), que serd posteriormente usado
no processo de selecdo. O operador de reproducdo € implementado baseando-se em uma
selecdo do tipo torneio, onde a mutacdo e o crossover sao limitados pelas restricdes impostas,
equacdo (7.4). Esse AG descrito gera uma sequéncia de varidveis, que sdo avaliadas pelas
fungdes objetivo escolhidas. Finalmente, o processo de otimiza¢do termina quando o niimero
maximo de geracoes € atingido ou quando a mudanca média na funcao custo for menor que

um valor determinado, nesse caso 100 e 1 x 10~°, respectivamente.
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7.1.1.1 - Frente de Pareto

Os resultados da otimizagao multi-objetiva sdo apresentados na Figura 7.3 e nas Tabelas 7.1

a 7.3, nos quais todos os pontos apresentados sdo ndo dominantes entre si € considerados

Tabela 7.1 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva para uma distribui¢do nodal
regular com 52 nodes, referente a Figura 7.3a

Indice Tempo de processamento (s) Te Tu Qs ay
1 0.2513 0.06615  0.06682 1.3628 0.4930
2 0.6347 1.413E-5 4.772E-4 3.9200 0.506
3 0.6437 7.194E-4 4.211E4 3.7666 0.5109
4 0.2507 0.2327 0.2531 1.3818 0.5067

Tabela 7.2 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva para uma distribuicao nodal
regular com 165 nodes, referente a Figura 7.3b

Indice Tempo de processamento (s) re T Qg 0y
1 3.7081 6.557E-5 2.009E-7 5.2789 0.5138
2 3.6090 1.336E-7 7.075E-5 5.2775 0.5137
3 3.6585 5.171E-5 1.552E-5 5.2788 0.5139

Tabela 7.3 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva para uma distribuicao nodal
regular com 585 nodes, referente a Figura 7.3c

Indice Tempo de processamento (S) Te T o 0y
1 10.8267 6.190E-10 0.0001 7.2685 0.4971
2 5.2903 0.0002 1.314E-07 4.2103 0.4971
3 10.8503 3.733E-05 6.978E-05 7.2686 0.4973
4 1.5595 0.0042 0.0046 1.7677 0.4995

6timos do ponto de vista computacional. Para cada um desses pontos, um par de o e «
otimizado € apresentado. Os resultados da otimizacdo demonstram uma boa concordincia
com a solug¢do analitica, resultando em erros relativos r. e r, baixos para todas as
configuragdes nodais, até mesmo em pontos onde o tempo de processamento foi mais
baixo. Outro ponto que vale destacar € que a convergéncia € garantida, tendo em vista que

um aumento na quantidade de n6s na discretizagdo sem malha, também aumenta a precisao.

Quanto ao comportamento dos parametros adimensionais, observa-se que o «, muda
constantemente para diferentes configuracdes nodais, geralmente aumentando a medida em
que mais nos sdo adicionados a andlise. Em contrapartida, o «, tem seu melhor resultado

sempre associado a valores proximos de 0.5.
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(c) Distribuicdo nodal regular com 65 x 9 = 585
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Figura 7.3 — A frente de Pareto da otimiza¢do multi-objetiva para trés distribui¢coes nodais
regulares da viga engastada em balango, em func¢do do erro relativo r., do tempo de
processamento (CPU Time) em segundos e do erro relativo r,,; apenas os dois primeiros
foram apresentados graficamente.
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A principal desvantagem dessa abordagem de otimizacdo é o esfor¢o computacional
extremamente alto, necessdrio para realizar essa andlise, que pode levar horas e,
dependendo da discretizagdo nodal utilizada, até dias para ser realizada, mesmo quando
processada em paralelo. Outra grande desvantagem € que as solugdes analiticas sdo
necessdrias para o cdlculo do erro relativo, e dessa forma, ndo estdo disponiveis para
problemas mais complexos. Ambas as desvantagens apresentadas sdo inaceitdveis e

demonstram a necessidade de uma abordagem de otimizacdo mais eficiente.

7.1.1.2 - Deslocamentos e tensoes

Os deslocamentos obtidos com o GSMEF, para uma distribuicio nodal com 165 nos,
considerando oy = 5.2775 e o, = 0.5137 obtidos pelo processo de otimizagdo,
representados na Figura 7.4, mostraram uma boa concordancia com os resultados analiticos.

As tensdes, calculadas no centro da viga, em x; = L/2 e zy € [—D/2,D/2], também

1 -
— Analitico — Analitico
o GSMF * GSMF
0.8
S 0.5 4 2
g g
8 = 0.6 7
g s
5 07 5
Z. Z. 0.4 1
S 051 N
0.2
14 0 -
r T T T 1 r T T T T 1
—0.5 —0.25 0 0.25 0.5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Iz/D Il/L
(a) Paraxgo = 0 (b) Paraxy = L/2

Figura 7.4 — Deslocamento vertical e horizontal normalizados em uma viga engastada com
uma discretizagdo de 33 x 5 = 165 nos.

apresentaram bons resultados, quando comparadas com as respostas analiticas, como

mostra a Figura 7.5.

7.1.2 - Otimizac¢ao baseada na conformidade estrutural

Buscando solucionar as principais desvantagens apresentadas pela abordagem anterior, uma
nova fun¢do objetivo se faz necessdria. A conformidade estrutural (Compliance), também

conhecida como flexibilidade estrutural do material, derivada do teorema do trabalho local e
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Figura 7.5 — Distribui¢@o de tensdes de uma viga engastada em z; = L/2 e
x9 € [-D/2, D /2] com uma discretizagdo de 33 x 5 = 165 n&s.

calculada apenas no contorno estatico I';, foi escolhida como a principal fun¢do objetivo

desse abordagem, juntamente com o tempo de processamento. As Figuras 7.6 a 7.8

1072
—4.1 1 100
-+ GSMF -+ GSMF

—4.2 1 50 -
© 43 =
(]
g g 60
T —444 =
g 2
S _ 45 4 =
CO) 4.5 &

—46 20

—4.7 - 1-

r T T T T T 1 r T T T T T 1
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
g Qg

Figura 7.6 — Comparacdo entre o indicador de conformidade (C) e o Erro relativo 7., para
uma viga engastada em balanco com uma discretizacao de 13 x 4 = 52 nds, para um valor
fixo oy = 0.5.

mostram o comportamento do indicador de conformidade (C') e o erro relativo r., para
diferentes valores de s, considerando o, = 0.5 fixo. Essa andlise demonstra a similaridade
entre ambos os pardmetros com relagdo ao ay, € comprova a capacidade do indicador de
conformidade como potencial fun¢do objetivo a ser minimizada pelo AG. Uma das
vantagens do indicador de conformidade (C') como fungdo objetivo € a sua alta eficiéncia,
que reduz o esforco computacional necessdrio para realizar a otimizacdo em

aproximadamente 15 vezes, se comparado com a otimizagdo baseada no erro relativo r..
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Figura 7.7 — Comparagdo entre o indicador de conformidade (C') e o Erro relativo r., para
uma viga engastada em balanco com uma discretizacdo de 33 x 5 = 165 nds, para um valor

fixo a; = 0.5.
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Figura 7.8 — Comparagio entre o indicador de conformidade (C') e o Erro relativo ., para
uma viga engastada em balango com uma discretizac¢do de 65 X 9 = 585 nos, para um valor
fixo oy = 0.5.
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Sendo assim, o AG foi implementado e preparado para minimizar o tempo de processamento
e o indicador de conformidade (C'), escolhidos como fung¢des objetivo dessa abordagem de
otimizacdo. Apenas os maiores custos computacionais foram considerados, assim como na
abordagem anterior. A varidvel o a ser otimizada € classificada como continua e segue o
intervalo

as = [1.5 10]. (7.5)

A populagido inicial de 20 individuos foi aleatoriamente gerada. Em seguida, a fun¢do de
aptidao foi calculada para cada membro da populagdo e escalonada utilizando um processo
de classificagdo (rank), que sera posteriormente usado no processo de selecdo. O operador de
reproducdo foi implementado baseando-se em uma sele¢do do tipo torneio, onde a mutacao e
o crossover foram limitados pelas restricdes impostas, equacao (7.5). Finalmente, o processo
de otimizac¢do termina quando o nimero maximo de geracdes de 100 € atingido ou quando a

mudanga média na fungdo de aptiddo for menor que 1 x 1075,

7.1.2.1 - Frente de Pareto

Os resultados da otimizagdo multi-objetiva sdo apresentados na Figura 7.9 e nas Tabelas 7.4
a 7.6, nos quais todos os pontos apresentados sdo nao dominantes e 6timos de um ponto de

vista computacional.

Tabela 7.4 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva para uma distribui¢do nodal
regular com 52 nodes para o, = 0.5 fixo, referente a Figura 7.9a

Indice Tempo de processamento (s) Conformidade (C') Te Tu Qg
1 0.0427 -4.1332 0.0993 0.1069 1.3585
2 0.0923 -4.6573 0.0051 0.0042 3.1515
3 0.0726 -4.6077 0.0044 0.0067 2.0053
4 0.0528 -4.4619 0.0346 0.0373 1.7414

Tabela 7.5 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva para uma distribui¢do nodal
regular com 165 nodes para o, = 0.5 fixo, referente a Figura 7.9b

Indice Tempo de processamento (s) Conformidade (C') Te Tu o
1 0.4131 -4.5655 6.660E-04 5.510E-04 4.4932
2 0.4940 -4.5711 0.0019 0.0017 4.7085
3 0.1730 -4.5325 0.0064 0.0066 1.8935
4 0.3835 -4.5401 0.0049 0.0050 3.9966
Para cada um desses pontos, um «; foi apresentado, considerando o, = 0.5 fixo e os
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Figura 7.9 — A frente de Pareto da otimizagdao multi-objetiva para trés distribui¢coes nodais

regulares da viga engastada em balanco, em func¢do do indicador de conformidade C' e do
tempo de processamento (CPU Time) em segundos.

Tabela 7.6 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva para uma distribui¢do nodal
regular com 585 nodes para o, = 0.5 fixo, referente a Figura 7.9¢c

Indice Tempo de processamento (s) Conformidade (C') Te Tu Qg
1 2.5991 -4.4798 4.022E-04 3.821E-04 4.4965
2 3.7328 -4.4806 2.040E-04 1.883E-04 4.5330
3 1.0455 -4.4775 8.209E-04 8.768E-04 1.8733
4 7.5833 -4.4844 6.614E-04 6.352E-04 9.6232
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erros relativos r. e r, calculados posteriormente, apenas para efeito de comparacdo. Pode-
se observar que a presente otimizacdo resulta em uma otimizacdo altamente precisa em
todos os pontos da frente de Pareto, diferente da abordagem anterior, em que o tempo de
processamento era priorizado e os erros relativos eram ligeiramente maiores. Esse resultado
demonstra que o conjunto 6timo de Pareto obtido com essa otimizacdo é mais eficaz para

essa fungdo objetivo. Assim como na abordagem anterior, a convergéncia € garantida.

Vale ressaltar que o menor erro relativo ndo € sempre obtido para o menor valor do indicador
de conformidade (C'), embora isso ndo seja necessariamente um problema, ja que todos os
pontos na frente de Pareto geram bons resultados. Esse resultado infere que o conjunto 6timo
de Pareto local estd sempre préximo ao conjunto 6timo de Pareto global no espago amostral
de busca. Outra vantagem dessa abordagem € que o esforco computacional necessdrio para
realizar a andlise € muito menor que o necessario pela abordagem baseada no erro relativo r.,
levando minutos para a maioria das distribui¢des nodais analisadas ao invés de horas, como

era anteriormente.

7.1.3 - Otimizacao baseada no dominio local

Uma otimizacdo completa do problema em questdo requer também uma otimiza¢do do
pardmetro c,. A forma mais simples de realizar essa otimizac¢do € garantindo que a drea
do dominio local de todos os nds de uma discretizacdo sem malha, onde estd definida a
forma fraca local, seja o mais préximo possivel da drea total do dominio do problema. Dessa
forma, o AG foi implementado considerando o somatdrio das dreas dos dominios locais de
cada n6, dado pela equacdo 5.4, como a fun¢do objetivo dessa otimizacdo mono-objetiva.
Considerando que o problema tem um total de [V nés, a varidvel ¢, serd um vetor contendo

N componentes e seguindo o intervalo
a, =[0.5 0.95], (7.6)

para garantir que o dominio local dos nds internos esteja contido inteiramente dentro do
dominio da solu¢do, sem intersectar o contorno global; e também para garantir que o dominio
local esteja, no minimo, intersectando outros dominios locais de outros nds. Ambas as
restricdes sdo impostas para garantir uma boa precisdo, tendo em vista que valores muito

pequenos de «, degeneram rapidamente a solugdo.

Nessa abordagem, a populacdo inicial foi aleatoriamente gerada de acordo com o tamanho
predefinido de 200 individuos. Especificamente nessa abordagem, populacdes de andlises
anteriores foram aleatoriamente inseridas nas otimizac¢des posteriores, buscando assim

melhorar a eficiéncia computacional em distribui¢des nodais maiores. Em seguida, a fungdo
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aptiddo foi calculada para cada membro da populagdo e escalonada utilizando um processo
de classificagcdo (rank), que serd posteriormente usado no processo de selecdo. O operador
de reprodugdo é implementado baseando-se em uma selecdo estocasticamente uniforme,
onde a mutacdo e o crossover foram limitados pelas restricdes impostas, equacao (7.6).
Finalmente, o processo de otimizagdo termina quando o nimero méiximo de geracdes de

400 é atingido ou quando a mudan¢a média na funcdo aptiddo for menor que 1 x 107°,

7.1.3.1 - Convergéncia do dominio local de colocagdo do GSMF

Os resultados obtidos para essa otimizagdo mono-objetiva, considerando o, = 4.5 fixo e
nimero maximo de geracdes de 100, 200, 400 e 800 nos critérios de parada, sdo apresentados
na Figura 7.10, onde observa-se que a maior precisdo foi obtida quando valores de A,

0.04

-+ GSMF
0.03

0.02

Erro relativo (r.)

0.01 -

I T T TTTTTq T T TTTTTg T T TTTTT] T T TTTTT
10~ 10-3 102 101 100
Aq

Figura 7.10 — Erro relativo r. em funcdo da relagdo A,, entre o somatdrio das dreas dos
dominios locais dos nds na discretizacdo sem malha com a drea do dominio global do
problema, para o, = 4.5 fixo e nimero méximo de geragdes de 100, 200, 400 e 800; para
uma distribui¢ao nodal com 165 nos.

sdo menores, convergindo para a drea do dominio do problema em questdo. O esfor¢co
computacional reduzido necessdrio para realizar essa andlise € uma caracteristica chave
dessa abordagem, gerando boas aproximagdes em questdo de minutos, sendo até mesmo

mais rdpida que a abordagem anterior.

O esfor¢o computacional pode ser reduzido ainda mais se forem consideradas populagdes
aleatdrias de andlises anteriores. Com essa estratégia, uma primeira andlise, de preferéncia
com uma distribuicdo nodal reduzida, pode ser realizada de forma rdpida e a populacao
gerada salva na memoria interna do MATLAB. Em seguida, quando uma distribui¢ao nodal
maior foi considerada, a otimizagdo realizou a andlise mais rapidamente utilizando a

populacdo da andlise anterior, acelerando ainda mais todo o processo de otimizacao.
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Esse processo de otimizacdo pode ser facilmente combinado com o processo de otimizagdo

anterior, para gerar uma rotina totalmente automatizada, assim como demonstrado a seguir.

7.1.4 - Otimizacao automatica dos parametros de discretizacao

A abordagem de otimizagdo apresentada combina as caracteristicas chaves das duas
abordagens apresentadas anteriormente, secdo 7.1.2 e 7.1.3, em uma tnica rotina para
calcular ambos os parametros adimensionais dos métodos sem malha locais, o € ay,

automaticamente e de forma eficiente.

A implementa¢do do AG foi dividida em duas etapas. Primeiramente, o, foi otimizado
usando A, como fung¢do objetivo, que resultou em um vetor contendo um valor escalar
de o para cada n6 que compde a distribui¢do nodal em questdao. Em seguida, o o, foi
otimizado usando a conformidade (C') e o tempo de processamento como fungdes objetivo,
considerando os resultados obtidos na andlise anterior. E importante ressaltar que as mesmas

opgoes e parametros das andlises anteriores foram utilizadas nessa abordagem.

7.1.4.1 - Frente de Pareto

Os resultados obtidos com essa otimizagdo multi-objetiva dos parametros do GSMF sao

apresentados na Figura 7.11 e nas Tabelas 7.7 a 7.9, nos quais todos os pontos apresentados

Tabela 7.7 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva da rotina totalmente
automatizada, para uma distribui¢do nodal regular com 52 nos e diferentes valores de ¢,
para cada né da discretizagdo sem malha, referente a Figura 7.11a

Indice Tempo de processamento (s) Conformidade (C') Te Tu o
1 0.0495 -4.3999 0.0495 0.0522 1.6919
2 0.0773 -4.6216 0.0046 0.0051 2.9747
3 0.0821 -4.6668 0.0052 0.0043 3.1443
4 0.0649 -4.5932 0.0091 0.0117 1.9415
5 0.0507 -4.4756 0.0091 0.0117 1.7464

sdo ndo dominantes entre si €, ndo apenas vidveis, mas também considerados 6timos de um
ponto de vista computacional. Para cada um dos pontos, um «, otimizado foi apresentado,
considerando o «, obtido na primeira etapa da andlise, garantindo que A, < 1 x 10°.
Os resultados mostraram que a rotina apresentada resulta em solugdes altamente precisas
para todos os pontos na frente de Pareto, de forma rdpida e eficiente; além de garantir a

convergéncia, assim como as abordagens anteriores.
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regulares da viga engastada em balanco, em funcdo do indicador de conformidade C', do

tempo de processamento (CPU Time) em segundos e da relagdo A,, para a rotina totalmente
automatizada de otimizagao.
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Tabela 7.8 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva da rotina totalmente
automatizada, para uma distribui¢do nodal regular com 165 nés e diferentes valores de o,
para cada n6 da discretizacao sem malha, referente a Figura 7.11b

Indice Tempo de processamento (s) Conformidade (C') Te Tu o
1 0.3744 -4.5695 0.0083 0.0083 3.8145
2 0.4575 -4.6182 0.0023 0.0022  4.6639
3 0.1713 -4.5682 0.0084 0.0087 1.9470
4 0.4330 -4.6069 1.281E-04 1.980E-04 4.3474
5 0.4059 -4.5806 0.0059 0.0059 3.9606

Tabela 7.9 — Os resultados da frente de Pareto multi-objetiva da rotina totalmente
automatizada, para uma distribui¢do nodal regular com 585 nés e diferentes valores de o,
para cada n6 da discretizacdo sem malha, referente a Figura 7.11c¢

Indice Tempo de processamento (s) Conformidade (C') Te Tu Qg
1 0.7201 -4.4851 0.0016 9.535E-04 1.5
2 2.8858 -4.4936 1.660E-04 2.557E-04 4.5010
3 1.8870 -4.4918 2.463E-04 6.637E-05 3.4838
4 7.9617 -4.4968 9.110E-04 9.074E-04 9.5744

Assim como, na abordagem que deu origem a rotina, o menor erro relativo ndo é sempre
obtido para o menor valor do indicador de conformidade, gerando bons resultados em todos
os pontos na frente de Pareto; inferindo mais uma vez que o conjunto 6timo de Pareto local
estd sempre proximo ao conjunto 6timo de Pareto global no espaco amostral de busca. O
esforco computacional reduzido € fruto da combinacdo da eficiéncia das duas abordagens,

resultando em uma otimizagao eficiente.

7.1.4.2 - Deslocamentos e tensoes

Os deslocamentos obtidos com o GSMEF, para uma distribui¢io nodal com 165 nos,
considerando oy = 4.3474 e o vetor contendo valores nodais de «, obtidos pelo processo de
otimizacdo, representados na Figura 7.12, mostraram uma boa concordincia com o0s
resultados analiticos. As tensdes, calculadas no centro da viga, em z; = L/2 e
ry € [—D/2,D/2], também apresentaram bons resultados quando comparadas com as

respostas analiticas, como mostra a Figura 7.13.
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7.2 - MECANICA DA FRATURA LINEAR ELASTICA

O GSMF foi comparado com os resultados obtidos pelo Dual Boundary Element Method
(DBEM) com a técnica da integral J (J-DBEM), que ¢ um método numérico muito preciso.
Aliabadi e Portela (1999) apresentam a estratégia de modelagem do DBEM, que considera
trincas retas por partes, que sdo modeladas com elementos de contorno quadraticos
descontinuos retos. Elementos de contorno quadréticos continuos sdo utilizados ao longo
dos contorno do restante do problema, exceto na intersecdo entre a trinca e uma borda, onde

elementos de contorno semi-descontinuos sao utilizados na borda.

Para as aplicacdes em mecanica da fratura linear eldstica presentes nesta secido, o AG foi
implementado e preparado para minimizar o tempo de processamento e o indicador de
conformidade (C), escolhidos como fungdes objetivo desta etapa. A varidvel o, ¢ fixada
em virtude da descontinuidade existente no modelo. A varidvel o, a ser otimizada foi
classificada como continua e segue o intervalo a; = 1.5 ~ 10. A populagdo inicial foi
de 20 individuos, a funcao de aptidao foi escalonada utilizando um processo de classificagao
(rank), o operador de reproducdo foi implementado baseando-se em uma sele¢do do tipo
torneio, onde a mutacdo e o crossover foram limitados pelas restricdes impostas. Por fim, o
processo de otimizac¢ao termina quando o nimero méaximo de geracdes de 50 € atingido ou

quando a mudanca média na funcdo de aptiddo for menor que 1 x 1076,

7.2.1 - Placa com trinca de borda — Modo-I

Uma placa retangular com uma trinca de borda, esquematicamente representada na
Figura 7.14 foi considerada para a primeira andlise. O comprimento da trinca € dado por aq,
a largura da placa é dada por W e a altura é dada por h = w/2. A placa é carregada por
uma tragfo uniforme t = o, aplicada simetricamente nas extremidades. Resultados foram
obtidos para o caso h/w = 0.5, para serem comparados com os valores altamente precisos
obtidos por Civelek e Erdogan (1982). Cinco casos foram considerados, com
a/w = 0.2,0.3,0.4,0.5 ¢ 0.6. O GSMF foi modelado com dominios locais de colocagio
retangulares e parametros de discretizagdo a; = 1.5 ~ 3 e ay = 0.5, obtidos com a rotina

de otimizac¢do apresentada anteriormente.

A aproximagdo com o MQM considera base polinomial de primeira ordem e fungdes
ponderadoras do tipo quartic spline. A andlise numérica foi realizada considerando-se a
distribuicdo nodal representada na Figura 7.15, onde para todos os cinco casos de
comprimento de trinca considerados, apenas a distribuicdo nodal ao longo da trinca foi

modificada, sempre sem considerar nenhum refinamento ao redor da ponta da trinca.
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Figura 7.14 — Placa retangular com uma unica trinca de borda sob carregamento em modo-I
(h/w = 0.5).
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Figura 7.15 — Discretiza¢do de uma placa com uma distribuicdao nodal regular de
10 x 10 = 100 nds, com nds sobrepostos adicionais ao longo da trinca, para a/w = 0.5. A
linha vermelha representa as faces da trinca.

104



Os resultados obtidos s@o apresentados na Tabela 7.10 e atestam a alta precisao do método,

Tabela 7.10 — Placa retangular com uma trinca de borda tinica sob carregamento em modo-I.
GSMF representa os valores obtidos na presente pesquisa e J-DBEM representa os valores
obtidos com o DBEM utilizando a integral J (Aliabadi e Portela, 1999). A porcentagem dos
erros foi calculada a partir do valor de referéncia obtido em Civelek e Erdogan (1982).

K/ (ty/ma) % Erro
a/w GSMF J-DBEM Civelek GSMF J-DBEM
0.2 1520 1.495 1.488 0.0216 0.005
0.3 1.967 1.858 1.848  0.0647 0.005
04 2413 2.338 2.324  0.0387 0.006
0.5 2973 3.028 3.010 0.0122 0.006
0.6  3.991 4.184 4.152  0.0387 0.008

quando comparado com Civelek e Erdogan (1982).

Os resultados obtidos com o GSMF

também sdo muito precisos quando comparados com os resultados obtidos pelo J-DBEM.
Nessa andlise, o fator de intensidade de tensio do modo-II é sempre menor do que 1077,
tendo em vista que esse € um problema de modo-I. A configuracdo deformada da placa estd

esquematicamente representada na Figura 7.16.

0.75
0.5 e som e s

0254 " . t. o

—0254 o, g ® e
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Figura 7.16 — Configura¢do deformada da placa, para a/w = 0.5, sob carregamento em
modo-I. Os nés vermelhos representam os nds sobrepostos ao longo da trinca e na ponta da
trinca.

E importante ressaltar a alta precisdo obtida com essa andlise, considerando uma

configuracdo nodal simples, sem qualquer refinamento ao redor da ponta da trinca. Essa é
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uma consequéncia direta da técnica da subtracdo da singularidade, implementada no GSMF,

que resulta em campos de tensdo regularizados ao redor da ponta da trinca.

Outra grande vantagem do GSMF, quando comparado com outros métodos sem malha, é a
composi¢do da sua matriz de rigidez, que € esparsa e com valores em banda, o que contribui

para sua alta efici€ncia; advinda do processo de constru¢do nodal da mesma.

7.2.2 - Placa com trinca de borda — Modo-11

Uma placa retangular com uma trinca de borda, esquematicamente representada na

Figura 7.17 , foi considerada para a primeira andlise. O comprimento da trinca é dado por a

Sl
ol

2h

Figura 7.17 — Placa retangular com uma tnica trinca de borda sob carregamento em
modo-II (w = 2h).

e a relac@o entre a largura e o comprimento da placa é dada por h/w = 0.5. A placa é
carregada por uma tragio uniforme t = o, paralela a trinca e € aplicada anti-simetricamente

nas laterais, caracterizando assim um carregamento de modo-II.

Este ¢ um exemplo muito dificil, do qual ndo existem resultados analiticos de referéncia
publicados. Desta forma, os resultados obtidos com este problema, utilizando o GSMF
implementado com a técnica da subtracdo da singularidade, foram comparados com os
resultados obtidos com o J-DBEM, utilizando o software apresentado por Aliabadi e Portela
(1999).

Cinco casos foram sdo considerados, com a/w = 0.2,0.3,0.4,0.5 e 0.6. Uma base
polinomial de primeira ordem e fungdes ponderadoras do tipo quartic spline foram

consideradas na aproximac¢do com os MQM.
O GSMF foi modelado com dominios locais de colocacdo retangulares e parametros de
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discretiza¢do oy = 2 ~ 3.5 e oy = 0.5, obtidos por otimiza¢do numérica. A andlise numérica

foi realizada considerando-se a distribui¢do nodal representada na Figura 7.18, onde para

0.5 7

02594 & v o o o o o o o o o o o o o
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0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 7.18 — Discretizag@o de uma placa com uma distribui¢io nodal regular de
16 x 16 = 256 nds, com nds sobrepostos adicionais ao longo da trinca, para a/w = 0.5. A
linha vermelha representa as faces da trinca.

todos os cinco casos de comprimento de trinca considerados, apenas a distribuicdo nodal
ao longo da trinca foi modificada, sempre sem considerar nenhum refinamento ao redor da

ponta da trinca.

Os resultados obtidos apresentados na Tabela 7.11 demonstram a alta precisao do método.

Tabela 7.11 — Placa retangular com uma trinca de borda dnica sob carregamento em
modo-II. GSMF representa os valores obtidos na presente pesquisa e J-DBEM representa os
valores obtidos com o DBEM utilizando a integral J (Aliabadi e Portela, 1999). A
porcentagem dos erros foi calculada a partir dos valores obtidos com o J-DBEM.

K[]/(f\/ﬂ'a)
a/w GSMF J-DBEM % Erro

02 0416 0.435 0.0436
0.3  0.338 0.358 0.0532
04  0.296 0.304  0.0261
0.5 0.248 0.262  0.0522
0.6 0218 0.223 0.0218

Nessa andlise, o fator de intensidade de tensdo do modo-I é sempre menor do que 1073,
tendo em vista que este € um problema de modo-II. A configuracido deformada da placa esta

esquematicamente representada na Figura 7.19.

2

E importante ressaltar a alta precisdo obtida com essa andlise, considerando uma
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Figura 7.19 — Configuracdo deformada da placa, para a/w = 0.5, sob carregamento em
modo-II. Os nés vermelhos representam os nds sobrepostos ao longo da trinca e na ponta da
trinca.

configuracdo nodal relativamente simples, sem qualquer refinamento ao redor da ponta da
trinca. Esta € uma caracteristica chave do GSMF implementado com a técnica da subtracdo

da singularidade.

7.2.3 - Placa com trinca de borda inclinada — Modo misto

Agora considere uma placa retangular com uma trinca de borda inclinada, esquematicamente
representada na Figura 7.20 , em deformag@o de modo misto devido a uma tracdo remota
t = 0. O comprimento da trinca é dado por a, a largura da placa é dada por W e a altura é

dada por h = w/2.

trés casos foram considerados, com fatores de

Para a andlise desse problema,
a/w = 0.2,0.4 e 0.6 para « = 30° e dois casos, com fatores de a/w = 0.2 e 0.4, para
a = 60°. A aproximagdo com o MQM considera base polinomial de primeira ordem e
fungdes ponderadoras do tipo quartic spline, assim como dominios locais de colocagdo

retangulares e parametros de discretizagdo oy = 2 ~ 12 e oy = 0.5, obtidos por otimizagdo
numeérica.

A andlise numérica foi realizada considerando-se a distribui¢do nodal representada na

Figura 7.21, onde para todos os casos de comprimento de trinca considerados, apenas a
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Figura 7.20 — Placa retangular com uma tnica trinca inclinada de borda sob tra¢ao remota.
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Figura 7.21 — Discretiza¢do de uma placa com uma distribui¢cao nodal regular de
16 x 16 = 256 nds, com nds sobrepostos adicionais ao longo da trinca, para a/w = 0.5. A
linha vermelha representa as faces da trinca.

109



distribuicdo nodal ao longo da trinca foi modificada, sempre sem considerar nenhum

refinamento ao redor da ponta da trinca.

Os resultados obtidos s@o apresentados na Tabela 7.12 e Tabela 7.13 , respectivamente para

Tabela 7.12 — Placa retangular com uma trinca inclinada de o = 30°. GSMF representa os
valores obtidos na presente pesquisa € J-DBEM representa os valores obtidos com o DBEM
utilizando a integral J (Aliabadi e Portela, 1999). A porcentagem dos erros foi calculada a
partir do valor de referéncia obtido em Murakami (1986).

K;/(oy/ma) % Diferenca
a/W GSMF J-DBEM Murakami GSMF J-DBEM
0.2 1.164 1.082 1.100 0.058 0.016
0.4 1.513 1.545 1.550 0.024 0.003

0.6 2.732 2.572 2.550 0.071 0.009

Tabela 7.13 — Placa retangular com uma trinca inclinada de o = 30°. GSMF representa os
valores obtidos na presente pesquisa e J-DBEM representa os valores obtidos com o DBEM
utilizando a integral J (Aliabadi e Portela, 1999). A porcentagem dos erros foi calculada a
partir do valor de referéncia obtido em Murakami (1986).

Kir/(oy/ma) % Diferenca
a/W GSMF J-DBEM Murakami GSMF J-DBEM
0.2 0.325 0.351 0.350 0.071 0.003

0.4 0.471 0.474 0.470 0.002 0.009
0.6 0.580 0.700 0.700 0.171 0.000

os valores de K;/(ov/ma) e Kir/(0+/ma), assim como a diferenga relativa em porcentagem
dos valores obtidos em Murakami (1986), para o = 30°. As tabelas 7.14 e 7.15 apresentam

Tabela 7.14 — Placa retangular com uma trinca inclinada de o = 60°. GSMF representa os
valores obtidos na presente pesquisa e J-DBEM representa os valores obtidos com o DBEM
utilizando a integral J (Aliabadi e Portela, 1999). A porcentagem dos erros foi calculada a
partir do valor de referéncia obtido em Murakami (1986).

K;/(oy/ma) % Diferenga
a/W GSMF J-DBEM Murakami GSMF J-DBEM

0.2 0.543 0.495 0.500 0.086 0.010
0.4 0.603 0.592 0.600 0.055 0.013

respectivamente os valores de K;/(o+/ma), Kjr/(oy/ma) e a diferenca relativa em
porcentagem dos valores obtidos em Murakami (1986), para o = 60°. Os resultados

obtidos estdo em perfeita concordancia com aqueles obtidos em Murakami (1986) e em
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Tabela 7.15 — Placa retangular com uma trinca inclinada de o = 60°. GSMF representa os
valores obtidos na presente pesquisa e J-DBEM representa os valores obtidos com o DBEM
utilizando a integral J (Aliabadi e Portela, 1999). A porcentagem dos erros foi calculada a
partir do valor de referéncia obtido em Murakami (1986).

Ki/(oy/ma) % Diferenca
GSMF J-DBEM

a/W GSMF J-DBEM Murakami
0.360 0.092 0.011

0.420 0.045 0.017

0.2 0.327 0.356
04 0.439 0.413

Hiroshi et al. (2000), assim como os resultados obtidos com o J-DBEM. A alta precisao

obtida pode ser facilmente evidenciada, considerando a configuracdao nodal simples e sem

qualquer refinamento ao redor da ponta da trinca.

A configuracao deformada da placa estd esquematicamente representada na Figura 7.22.
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Figura 7.22 — Configuracdo deformada da placa, para a/w = 0.5, sob carregamento em
modo misto. Os nés vermelhos representam os nds sobrepostos ao longo da trinca e na
ponta da trinca.

7.2.4 - Placa com uma trinca central inclinada — Modo misto

Em muitos problemas préticos, o caminho da trinca, apesar de ser curvado na maioria dos
casos, pode ser efetivamente modelado como uma trinca reta por partes. Para uma trinca
reta arbitraria, o campo de Williams pode ser usado localmente, em cada ponta de trinca,

111



como uma solug¢do particular, assim como demonstrado por Caicedo e Portela (2015). Desta
forma, para lidar com vdrias trincas simultaneamente, a estratégia de modelagem da técnica
da subtracdo da singularidade € baseada no principio da superposicao, de tal forma que, nos
arredores de cada uma das pontas de trinca, o campo de Williams € usado localmente na
regularizagdo. Como uma consequéncia direta dessa abordagem, uma trinca central pode ser

considerada como um problema com multiplas trincas, com duas pontas de trinca.

Considere uma placa retangular com uma trinca central inclinada e reta, esquematicamente

representada na Figura 7.23, carregada por uma tragdo uniforme t, aplicada simetricamente

frrTTfrrese

Ly by bbbl

Figura 7.23 — Placa retangular com uma trinca reta central inclinada sob carregamento
uniforme t.

nas extremidades. A relacdo entre a largura e a altura é dada por h/w = 2. A placa tem um
comprimento de 2a e faz um angulo de # = 45° com relagado a dire¢ao horizontal. Valores

altamente precisos para este problema cldssico foram publicados por Murakami (1987).

Para a andlise deste problema, trés casos foram considerados, com a/w = 0.2,0.4 e 0.6. A
aproximagdo com o MQM considera base polinomial de primeira ordem e fungdes
ponderadoras do tipo quartic spline, assim como dominios locais de colocagdo retangulares.
O GSMF foi modelado com parametros de discretizagdo a, = 5 ~ 8 e oy = 0.5, obtidos

com a rotina de otimizagao.

A andlise numérica foi realizada considerando-se a distribui¢do nodal representada na
Figura 7.24, onde para todos os casos de comprimento de trinca considerados, apenas a
distribuicdo nodal ao longo da trinca foi modificada, sempre sem considerar nenhum

refinamento ao redor da ponta da trinca.
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Figura 7.24 — Discretizacdo de uma placa com uma distribuicao nodal regular de
7 x 12 = 84 nbs, com nds sobrepostos adicionais ao longo da trinca, para a/w = 0.6. A
linha vermelha representa as faces da trinca.

Os resultados obtidos s@o apresentados na Tabela 7.16 e Tabela 7.17 , respectivamente para

Tabela 7.16 — Placa retangular com uma trinca central inclinada de § = 45°, para os valores
de K;/(t\/7a). GSMF representa os valores obtidos na presente pesquisa e J-DBEM
representa os valores obtidos com o DBEM utilizando a integral J (Aliabadi e Portela,
1999). A porcentagem dos erros foi calculada a partir do valor de referéncia obtido em

Murakami (1987).

K/ (ty/a) % Diferenga
a/W GSMF J-DBEM Murakami GSMF J-DBEM
0.2 0.519 0.521 0.518 0.002  0.006

04 0.575 0.576 0.572 0.005 0.007
0.6 0.626 0.666 0.661 0.053 0.001

os valores de K;/(ov/ma) e Kir/(0+/ma), assim como a diferenga relativa em porcentagem
dos valores obtidos em Murakami (1987), para = 45°. Para uma distribui¢do nodal
simples, como a apresentada, os resultados obtidos com o GSMF sao muito precisos, mesmo

sem qualquer refinamento ao redor da ponta de nenhuma das trincas.
A configuracio deformada da placa estd esquematicamente representada na Figura 7.25.

Uma outra configuracdo nodal foi considerada, agora com um nimero maior de nés no
segmento de trinca, com 10 nds, procurando assim melhor representar os fatores de

intensidade de tensdo. Os resultados obtidos com essa nova configuracao foram similares
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Tabela 7.17 — Placa retangular com uma trinca central inclinada de # = 45°, para os valores
de K;;/(t\/ma). GSMF representa os valores obtidos na presente pesquisa € J-DBEM
representa os valores obtidos com o DBEM utilizando a integral J (Aliabadi e Portela,
1999). A porcentagem dos erros foi calculada a partir do valor de referéncia obtido em

Murakami (1987).

K1/ (ty/7a) % Diferenga
a/W GSMF J-DBEM Murakami GSMF J-DBEM
0.2 0.529 0.508 0.507 0.043  0.002

04 0.532 0.529 0.529 0.005 0.001
0.6 0.585 0.569 0.567 0.032  0.003

aos obtidos nas tabelas 7.16 e 7.17, sendo apenas ligeiramente mais precisos que a
configuracdo anterior. A configuragdo deformada da placa estd esquematicamente
representada na Figura 7.26.

7.2.5 - Placa com uma trinca interna de angulo raso — Modo misto

Para um teste final, foi considerada uma placa retangular, com uma trinca interna de angulo
raso, representada esquematicamente na Figura 7.27. Um dos segmentos da trinca é
horizontal com comprimento a enquanto o outro segmento forma um angulo de 45° com a
trinca horizontal e tem o comprimento b; a proje¢do horizontal da trinca total é dada por
2¢c = a + /2b/2. O centro da placa é o centro de encontro entre esses dois segmentos de
trinca, que tem a altura equivalente ao dobro da largura, e é carregada nas pontas com uma

tracdo uniforme de t. Trés casos foram considerados, b/a = 0.2, 0.4 € 0.6, com a/w = 0.1.

Para esta ultima aplica¢do, uma nova rotina inovadora de otimizacao com AG foi preparada,
adicionando a quantidade de nds no segmento de trinca como uma varidvel que deve ser
minimizada. Sendo assim, o AG foi implementado e preparado para minimizar o tempo de
processamento, o indicador de conformidade (C) e a quantidade de nds nos dois segmentos
de trinca, escolhidos como fungdes objetivo dessa etapa. A varidvel o, foi fixada em virtude
da descontinuidade existente no modelo. A variavel «, a ser otimizada foi classificada
como continua e segue o intervalo oy = 1.5 ~ 10. A populacdo inicial foi de 30 individuos,
a funcdo de aptiddao foi escalonada utilizando um processo de classificacdo (rank), o
operador de reproducdo foi implementado baseando-se em uma sele¢do do tipo torneio,
onde a mutacdo e o crossover foram limitados pelas restricdes impostas. Por fim, o processo
de otimizacdo termina quando o nimero maximo de geracdes de 50 € atingido ou quando a

mudanca média na funcdo de aptiddo for menor que 1 x 1076,

A andlise numérica foi realizada considerando-se a distribui¢do nodal representada na

114



1.25 1

1 I e St S :

:o [ L] L] L] [ ‘b

e

0.5 4 i. . . . . . ’

:. . . 4 o, L

:o o ° ] . . :‘

S 0_ 3. : :

L s

—0.5 A 3' R

3' . . . . o d:

—0754 |

14 1;,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,J
—1.25-

I T T T T T 1
-0.101 03 05 07 09 1.1

x1

Figura 7.25 — Configuracdo deformada da placa, para a/w = 0.6, sob carregamento
uniforme. Os nés vermelhos representam os nés sobrepostos ao longo da trinca e na ponta
da trinca.
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Figura 7.26 — Configura¢io deformada da placa, para a/w = 0.6, sob carregamento
uniforme. Os nds vermelhos representam os nds sobrepostos ao longo da trinca e na ponta
da trinca.

115



fTrrrfrfye

il

Figura 7.27 — Placa retangular com uma trinca interna de angulo raso sob carregamento
uniforme t.

Figura 7.28, onde para todos os casos de comprimento de trinca considerados, apenas a
distribuicdo nodal ao longo da trinca foi modificada, sempre sem considerar nenhum

refinamento ao redor da ponta da trinca.

O fator de intensidade de tensdo obtido para as pontas de trinca A e B, com uma

distribuicdo nodal de 91 nds, sdo apresentados nas tabelas 7.18 e 7.19. Para efeito de

Tabela 7.18 — Placa retangular com uma trinca interna de angulo raso, para os valores de
K /(t\/ma). GSMF representa os valores obtidos na presente pesquisa e -DBEM
representa os valores obtidos com o DBEM utilizando a integral J (Aliabadi e Portela,
1999). A porcentagem dos erros foi calculada a partir do valor de referéncia obtido em
Murakami (1987).

K/ (ty/ma) % Diferenga
b/a GSMF J-DBEM Murakami GSMF J-DBEM
0.2 0.988 0.993 0.995 0.007  0.002

04 0.987 0.989 0.990 0.002 0.001
0.6 0.923 0.987 0.986 0.063  0.001

comparacao, resultados precisos foram apresentados por Murakami (1987). Novamente,
para uma distribuicdo nodal simples, como a apresentada, os resultados obtidos com o
GSMF foram muito precisos, mesmo sem qualquer refinamento ao redor da ponta de
nenhuma das trincas. A otimizacdo numérica demonstrou que apenas alguns nés no
segmento de trinca sdo necessdrios para se obter bons resultados de forma rdpida e precisa,

tornando a abordagem ainda mais eficiente.
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Figura 7.28 — Discretizacao de uma placa com uma distribuicao nodal regular de
7 x 12 = 84 nbs, com nds sobrepostos adicionais ao longo da trinca, para a/w = 0.1. A
linha vermelha representa as faces da trinca.

Tabela 7.19 — Placa retangular com uma trinca interna de angulo raso, para os valores de
Ki1/(t\/ma). GSMF representa os valores obtidos na presente pesquisa e J-DBEM
representa os valores obtidos com o DBEM utilizando a integral J (Aliabadi e Portela,
1999). A porcentagem dos erros foi calculada a partir do valor de referéncia obtido em
Murakami (1987).

Ki1/(ty/ma) % Diferenca
b/a GSMF J-DBEM Murakami GSMF J-DBEM
0.2 0.032 0.030 0.028 0.125  0.067

04 0.037 0.036 0.033 0.108 0.083
0.6 0.031 0.032 0.030 0.032  0.063
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8 - CONCLUSOES E RECOMENDACOES

8.1 - CONCLUSOES

A formulagdo da técnica da subtracdo da singularidade foi estendida para o método sem
malha local GSMF, resultando em uma forma eficiente e precisa de analisar deformagdes de

modo misto de placas trincadas.

O método sem malha local, denominado Generalized-Strain Mesh-Free formulation
(GSMF), € baseado no método dos residuos ponderados e resulta na forma fraca local, que
nada mais € do que o teorema do trabalho advindo da teoria das estruturas. Em uma regido
local arbitréria, o teorema do trabalho estabelece uma relagao de energia entre um campo de
tensOes estaticamente admissivel e um campo de deformagdes cinematicamente admissivel,
resultando em uma formulacdo totalmente livre de integracdo numérica e com apenas

termos de contorno.

Tanto distribui¢cdes nodais regulares quanto irregulares podem ser consideradas com o
GSMF. Para cada n6é de uma distribuicio nodal, o tamanho do suporte compacto e o
tamanho do dominio local de colocacdo sdo parametros importantes para a andlise
numérica, que pode afetar significativamente o desempenho da solu¢do, como uma
consequéncia direta do padrao da distribuicao nodal. O GSMF tem a capacidade de definir
automaticamente os parametros de discretizagdo de uma distribui¢do nodal, por um

processo de otimizacao multi-objetiva usando algoritmo genético.

A anélise de placas trincadas com deformagdao em modo misto pode ser realizada de forma
bastante eficiente com o GSMEF, que utiliza a técnica da subtracdo da singularidade,
permitindo, assim, o cédlculo direto dos fatores de intensidade de tensdo, como varidveis
primdrias do modelo numérico. Baseada no principio da superposi¢do, a técnica da
subtracdo da singularidade regulariza o campo eldstico através da subtracio da
singularidade de cada ponta de trinca, antes de sua solucdo com o método numérico. Como
uma consequéncia dessa abordagem, a andlise nido necessita de distribuicdes nodais

refinadas préximas da ponta da trinca, diferente de outros métodos numéricos conhecidos.

Os resultados numéricos, obtidos para os quatro casos de uma placa com trinca de borda
com carregamento em modo-I, modo-II e modo misto, assim como o caso de uma placa
com uma trinca central, mostraram uma notdvel precisdo, para uma distribui¢do nodal

relativamente simples, sem qualquer refinamento na ponta da trinca. Esses resultados
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claramente demonstram a precisdo da estratégia utilizando a técnica da subtracdo da
singularidade, implementada no GSMF, tornando-o uma Otima ferramenta para analisar

placas trincadas em modo misto.

Outra caracteristica do GSMF que merece destaque € a composicao da sua matriz de rigidez,
que € esparsa e em banda, o que contribui para sua alta efici€éncia; advinda do processo de

construcdo nodal da mesma.

Precisdo e confiabilidade sdo duas caracteristicas essenciais para métodos numéricos
eficientes. Os resultados obtidos com a presente pesquisa estdo em perfeita concordancia
com as solucdes analiticas disponiveis. Desta forma, a alta precisdo e estabilidade do
GSMF implementado com a técnica da redugdo da singularidade, tornam o método

confidvel e robusto para a andlise de placas com multiplas trincas em modo misto.

8.1.1 - Publicacoes

Com o intuito de dar publicidade aos trabalhos que foram desenvolvidos por meio desta
pesquisa e incentivar o desenvolvimento de novos trabalhos utilizando a formulagdo
proposta, foi elaborado em paralelo o artigo inovador: A Local Mesh Free Method with the
Singularity Subtraction Technique, que apresenta toda a base tedrica necessaria para a
aplicagdo das formulacdes do método sem malha local com a técnica da subtracdo da
singularidade.  Adicionalmente, outros dois artigos foram publicados, baseados nos
trabalhos desenvolvidos nesta pesquisa: A Local Mesh Free Method for Linear Elasticity
and Fracture Mechanics, como um tributo ao professor Brebbia contendo as etapas iniciais
do desenvolvimento das aplicacbes em mecanica da fratura, e Meshfree Method with
Reduced Integration and Automatic Parameter Optimization, com toda a parte de

otimizacdo numérica dos parametros adimensionais dos métodos sem malha.

Todos os artigos foram submetidos e aceitos para publicacio pela ELSEVIER
(https://www.elsevier.com/) em seu journal: Engineering Analysis with
Boundary Elements (http://www. journals.elsevier.com/

engineering-analysis-with-boundary-elements/), que tem classificacdo
Al pela CAPES.

A ELSEVIER ¢ a maior editora de literatura médica e cientifica do mundo, fazendo parte
do grupo Reed Elsevier. Localizada em Amsterdd, a companhia tem grandes operacdes no

Reino Unido, EUA, Europa e no Brasil.
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8.2 - SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como foi demonstrado neste estudo, as formula¢des do método sem malha local resolvem
com precisdo, eficiéncia e 6tima performance problemas relacionados a teoria da elasticidade
classica e mecanica da fratura linear elastica. Entretanto, ainda existem muitas areas a serem
exploradas, principalmente, considerando que este ¢ um método novo e inovador. Sendo

assim, como recomendagdes para trabalhos futuros, propoe-se:

e A expansdo dos conceitos tedricos, procedimentos e estratégias empregadas neste

estudo para a andlise de dominios tridimensionais;

e A criacdo de novas formulacdes baseadas em um conjunto de campos de deformagdes

cinematicamente admissiveis;

e Ampliacdo da base teérica do GSMF para a resolu¢do de problemas de crescimento e

propagacdo de trincas, no ambito da mecénica da fratura linear eléstica;

e A expansdo dos conceitos tedricos, procedimentos e estratégias empregadas para a

resolugdo de problemas relacionados a teoria da plasticidade;

e Otimiza¢do dos parametros adimensionais dos métodos sem malha utilizando outros
métodos de otimizacdo recentes como o Symbiotic Organisms Search e o Particle

Swarm;

e Modificacdo do método de aproximagdo, aprimorando o método dos minimos
quadrados moéveis ou substituindo por outros métodos, como o método dos minimos

quadrados méveis com polindmios ortogonais;

e Automatizacdo completa do processo de geracao de distribui¢cdes nodais em métodos

sem malha.
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