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Resumo

A discussdo sobre solucdes exatas remonta o inicio da ciéncia. Com o desenvolvimento da
matematica e da fisica, cientistas perceberam que nem tudo pode ser exatamente resolvido.
Porém, alguns sistemas especiais sim. A tentativa de encontrar solu¢des existe desde a meca-
nica cldssica e o formalismo Hamiltoniano. Liouville atrelou que o sistema € dito Integravel
se existe um conjunto de quantidades conservadas em convolugdo. Com o desenvolvimento
da Mecéanica Quantica, surgiu um mundo novo de solu¢des a serem descobertas, além da se-
guinte pergunta: existe um andlogo quantico para integrabilidade? O modelo de Rabi descreve
a interacdo entre um atomo e um campo magnético rotacionando. O caso mais simples € um
oscilador harmodnico com dois niveis, andlogo a um modelo de spin-1/2. Recentemente, o mo-
delo tem atraido vividamente aten¢do, pois hd muito tempo que tem sido um desafio provar
exatamente sua solvabilidade. Em 2011, Braak resolveu o modelo em uma representacdo de
Bargmann (estado coerente), obtendo de forma sistemética o seu espectro regular como zeros
de uma funcao transcendental. A tese avanga em algum esclarecimento na dire¢do de provar
que o modelo de Rabi ndo € apenas soluvel, mas também integravel. O ponto de partida é
a representacdo de Bargmann do modelo de Rabi. Nesta representacdo, o modelo € descrito
por uma equagdo de Heun confluente. Os dados da monodromia destas equacdes podem ser
expressas em termos da funcdo-tau da transcedental Painlevé V obtidas através de equagdes
isomonoddmicas. As propriedades globais estdo codificados na no¢ao de monodromias com-
postas, definindas através do parametro de monodromia composta do modelo. Finalmente,
discute-se em termos gerais como se poderia usar este parametro composto de monodromia
para obter o espectro do modelo de Rabi.

Palavras-chave: Modelo de Rabi, Painlevé V, Deformagdes Isomonodromicas.
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Abstract

The discussion of exact solutions goes back to the beginning of science. During the develop-
ment of mathematics and physics, scientists have realized that not everything can be exactly
solved. However, some special systems can. The attempt to find solutions exists from classi-
cal mechanics and Hamiltonian formalism. Liouville pointed out that the system is said to be
integrable if there is a set of conserved quantities in convolution. When Quantum Mechanics
appeared, a new world of solutions to be discovered has emerged, in addition, the following
question: Is there a quantum analog for integrability? The Rabi model describes the interac-
tion between an atom and a rotating magnetic field. The simplest case is a two-level harmonic
oscillator analogous to a spin-1/2 model. Recently, the model has attracted vivid attention. It
has long been a challenge to prove its solutions exactly. In 2011, Braak solved the model in a
Bargmann representation (coherent state) and systematically he obtained its regular spectrum
as zeros of a transcendental function. The present thesis advances at some clarification in the
direction of proving Rabi’s model integrability. The starting point is Bargmann’s representation
of Rabi’s model. In this representation, the model is described by a confluent Heun equation.
The monodromy data of these equations can be expressed in terms of the transcendental Pain-
levé V tau-function obtained by isomonodromic equations. The global properties are codified
in the notion of composed monodromy, the monodromy parameter of the model. Finally, it
is discussed in general terms how one could use this parameter composed of monodromy to
obtain the spectrum of the Rabi model.

Keywords: Rabi Model, Painlevé V, Isomonodromy Method, Integrability
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CAPITULO 1

Introducao

A discussdo sobre solucdes exatas remonta o inicio da ciéncia. Com o desenvolvimento da
matematica e da fisica, cientistas perceberam que existem sistemas especiais, os Sistemas in-
tegrdveis. Liouville percebeu que um modelo € dito integravel se existe um conjunto, cuja
dimensao € igual ao nimero de graus de liberdade do problema, de quantidades conservadas
em convolugdo. A integrabilidade nao € apenas assunto da moda na drea da Fisica tedrica, vem
na natureza do cientista querer respostas simples, repletas de simetria. O como acontece’ na
Fisica-matematica € muito mais interessante que simplesmente uma resposta final.

Com o desenvolvimento da mecanica quantica, surgiu um mundo novo de solucdes a serem
descobertas, além das seguintes perguntas:

Existe um andlogo quantico para integrabilidade? Pode um modelo ser soliivel e
ndo-integrdvel? O que significa ser ’integrdvel’? Qual a diferenga entre ’integrabilidade’ e
'solvabilidade’?

De acordo com J. S. Caux em [38], uma defini¢@o precisa de Integrabilidade Quantica deve
satisfazer trés requisitos

1. Nao deve ser ambigua,
2. Deve particionar o conjunto de todos os modelos quanticos possiveis em classes,

3. Diferentes classes devem ter comportamento fisico distintos.

A discussdo sobre integrabilidade quantica leva a perguntas mais bdsicas sobre as dife-
rencas entre o mundo cldssico e o quantico. A auséncia de uma defini¢do consistente mostra
a ignorancia humana em relacdo ao mundo quantico e sua correspondéncia com a mecanica
cléssica.

Em 1931, Bethe [26] resolveu um modelo de cadeia de Spin, a cadeia de spin XXX-1/2,
conhecido como modelo de Heisenberg. O modelo descreve um metal unidimensional. A
técnica conhecida hoje em dia como Bethe Ansatz Coordenado (Coordinate Bethe Ansatz)
[78]] consiste em uma sugestdo inteligente para a funcdo de onda do sistema da cadeia de spin
baseada na simetria translacional do problema.

Com a conservacado de energia € momento, duas particulas idénticas que interagem afetam
a funcdo de onda apenas por uma mudanca de fase. Na esséncia, o significado de integravel é
que qualquer interacdo pode ser decomposta em sucessivas interacdes entre pares de particulas
e, na maioria das vezes, a ordem ndo importa (caso bosonico). Este € o significado da equagdo
de Yang-Baxter (YB).
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Uma vez que o efeito das interagdes pode ser codificado nas fases, o ansatz da fungdo de
onda pode ser construido em termos de superposi¢des de ondas planas com quasi-momentos
desconhecidos. Aplicando essa fun¢do de onda de coeficientes indeterminados num sistema
Hamiltoniano, geramos equagdes de consisténcia conhecidas como as equacoes de Bethe. Fi-
nalmente, aplicam-se condicdes periddicas de contorno.

Depois deste procedimento, obtém-se para um sistema de N particulas um conjunto de N
equagoes algébricas acopladas em N quasi-momentos desconhecidos e dependendo de N para-
metros. Estes pardmetros sd@o na verdade nimeros inteiros, eles especificam o estado quantico
do sistema que estamos interessados. Resolvendo o conjunto de equacdes algébricas para obter
0s quasi-momentos, obtém-se uma completa descri¢cao das autofun¢des do modelo.

Resumindo, o problema de resolver a equagdo diferencial relacionado ao problema de au-
tovalor da Hamiltoniana da cadeia de Heisenberg € reduzido pelo Bethe Ansatz a um problema
de sistema de equacdes algébricas. Mais uma simplificacdo emerge quando tomamos o limite
termodinamico. Neste caso estamos interessados na distribui¢ao de quasi-momento, solucao de
uma equacao integral cujas solucdes tanto numéricas quanto analiticas podem ser encontradas.
A funcdo distribui¢do pode ser usada para formular todas as quantidades termodinamicas do
sistema. Portanto, o Bethe Ansatz € uma ferramenta muito eficiente para descrever a termodi-
namica de um sistema integravel.

A maior limitacdo desta técnica € que ela provém apenas um conhecimento implicito das
autofungdes. Portanto, o cédlculo das func¢des de correlagdo ndo € direto. Em muitos exemplos,
até mesmo a abordagem numérica nas solu¢des do Bethe Ansatz nao passam apenas de "forca
bruta".

O método Bethe Ansatz Algébrico (Algebraic Bethe Ansatz, ABA) € essencialmente uma
segunda quantiza¢do do Coordinate Bethe Ansatz. De fato, € a versao quantica do Inverse Scat-
tering Method (ISM) [78]: um formalismo que, através da representagdo de Lax das equacdes
classicas de movimento, permitiu estender e construir sistematicamente solugdes solitonicas
em teoria de campo. O método consiste em encontrar uma matriz de monodromia 7,(A) que
satisfaz a dlgebra de Yang-Baxter. As equagdes de Bethe emergem como condicao de consis-
téncia.

A técnica do ABA para resolver um modelo integravel envolve um aumento do espaco de
Hilbert fisico através de um espago auxiliar. O intuito € desacoplar’ a interagdo de forma que os
graus de liberdade ndo interajam. Ao final, basta tomar o traco sobre esse espaco auxiliar para
projetar a solucdo no espaco fisico. Podemos pensar nesse espaco auxiliar como um campo de
gauge que engloba a interacao entre todas as particulas livres.

Essa construgdo l6gica nos permite, a partir da matriz de monodromia, construir um modelo
integravel, como as cadeias de Heisenberg [84] e modelos mais gerais [[126],[127]]. A procura
pela classificacdo de todas as possiveis solucdes da equacdo de Yang Baxter foi iniciada por
trabalhos como os [83]][85]], mas isso ainda € uma questdo em aberto.

A descoberta de Bethe para a solu¢ido exata do problema é atemporalmente bonita e de
extraordindria importancia para matéria condensada e fisica matemdtica. O método continua a
ser relevante para uma variedade de diferentes problemas. O exemplo da cadeia de Heisenberg
se encontra no apéndice desta tese.

Paralelamente, em 1936, Isidor I Rabi investigou a versdao semi-cldssica de um modelo
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que agora possui o seu nome [109]. O modelo de Rabi descreve a mais simples interagdo
entre um atomo de dois niveis e um campo eletromagnético cldssico. A versdo completamente
quantizada foi apresentada por Jaynes e Cummings em 1963 [71].

Batchelor e Zhou [22] levantaram a seguinte questio: serd o modelo de Rabi integrdvel em
Yang-Baxter (YBI)? Eles tiveram sucesso em mostrar YBI para dois pontos especiais no espago
de parametros do modelo de Rabi. Para um ponto genérico neste espaco moduli, YBI ainda era
uma questdao em aberto.

Em 1898, Painlevé [106]] escreveu uma série de artigos nos quais ele introduziu uma classe
de equacdes diferenciais de segunda ordem nao-lineares cujas singularidades sdao apenas pdlos.
As solucdes apresentavam a Propriedade de Painlevé: as solugdes sao livres de pontos criticos
removiveis, i.e, a localiza¢do dos pontos de ramificacdo ndo dependem das condig¢des iniciais.

A lista completa com as equagdes que possuem esta propriedade foi apresentada por Gam-
bier e Garnier[l60, 61]], existindo apenas 50 [69]. Cada uma pode ser integrada em termos das
func¢des conhecidas (hipergeométrica, seno, eliptica, etc) ou mapeada para um conjunto de seis
equagdes, que ndo sdo integraveis por fungdes conhecidas. Essas seis equagdes especiais sao
as chamadas equacées de Painlevé.

As transcendentais de Painlevé tem aplicagdes em vdrias dreas da fisica e da matematica.
As equacdes de Painlevé apareceram como redu¢do de equacdes diferenciais parciais muito
famosas como a equagdo de Kortweg-de Vries (KdV) (P and Pj), equagdo de Schrédinger ndo
linear (Py), equacdo de Ernst (Pyy) e a de Sine-Gordon (Pyyy).

Ha também aplicacOes muito relevantes em fisica estatistica e teoria quantica de campos, e
algumas das mais importantes estao citadas em [55]: As fung¢des de correlagao de dois pontos
para o modelo de Ising bidimensional [19], o modelo de gds de Bose impenetravel unidimen-
sional a temperatura zero [[/4] e o modelo XY unidimensional isotropico [99]. Aplicagdes em
teoria topoldgica de campos podem ser encontradas em [43]], e também sobre a funcao de parti-
¢ao de modelos de gravidade quantica em 2D [32,164]. Esta dltima aplicacao esté ligado a teoria
de matriz aleatéria (random matrix) e polindmios ortogonais, a distribui¢cao Tracy-Widom de
autovalores (que tem importantes relagdes com os processos de percolagdo e crescimento) € aos
determinantes de Fredholm e Toeplitz [41, 45, [125]]. Por exemplo, determinantes de Fredholm
podem ser calculados em termos da solu¢do da forma sigma da Py. O uso da Painlevés na di-
namica de fluidos, particularmente no estudo de superficies que evoluem no tempo em fluxo de
Hele-shaw com tensdo superficial, pode ser encontrada em [56]. Finalmente, ha também uma
aplicacao muito interessante em Teoria dos nimeros: ha evidéncias analiticas e numéricas de
que a distribui¢do de zeros da fungdo-{ na linha Rz = 1/2 segue 0 mesmo comportamento que
a distribuic@o de autovalores do conjunto unitdrio gaussiano na teoria da matriz aleatdria [76]].

As transcendentais de Painlevé sdo melhor compreendidas em termos da teoria de deforma-
¢oes isomonodromicas.

A descoberta das fungdes transcendentais de Painlevé ampliou o conhecimento humano
sobre fun¢des especiais, sendo tdo importantes e fundamentais como por exemplo as fungdes
Airy, func¢des de Bessel, entre outras. Devido ao estudo continuo dessas novas funcdes, agora
¢ possivel derivar férmulas de conexdo para as fungdes Painlevé, relacionando os parametros
assintdticos relevantes em diferentes pontos criticos. Este fato, aparentemente desconhecido
pelo P. Painlevé e seus contemporaneos, baseia-se no Método de Isomonodromia.
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Riemann, em seu artigo de 1857, foi o primeiro a introduzir o conceito de deforma¢do uma
equacao diferencial linear ordindria (EDO) preservando a representagdo do grupo de monodro-
mia. O problema proposto foi resolvido apds sua morte, por Schlesinger [112], Fuchs [59], e
Garnier [|61]].

Surgiu uma poderosa ferramenta matemdtica, o método de Isomonodromia, utilizada de
forma exaustiva para atacar diversos problemas, como por exemplo os dificeis problemas de
conexao por equagdes diferenciais ndo lineares. Uma fun¢do é determinada por suas expansdes
locais (que podem ser assintéticas) em torno de seus pontos singulares e como essas expansoes
se relacionam uma com a outra. O comportamento global de uma funcdo € simplesmente
obtido pela “colagem” de expansdes locais convergindo para o préximo singular ponto. Essa é
a esséncia do problema de conexao.

O ponto de partida do método € uma EDO linear ¢ homogénea de ordem N, escrita na
forma matricial como um sistema de NV EDOs lineares de primeira ordem acopladas de primeira
ordem. Um sistema de EDOs € dito Fuchsiano quando todas as sua singularidades sdo pdlos
simples. O problema de representacdo do grupo fundamental ou representagdo de monodromia
de CP; \{ay,...,am—1,0s}, onde ay,v = 1,...,m — 1,00 sdo singularidades do sistema de EDO,
¢ frequentemente referido como o problema de Riemann-Hilbert:

Dada uma equagdo diferencial com m pontos singulares, encontre uma representagdo de
monodromia associada aos seus pontos singulares. Se houver pontos irregulares, também
encontre as matrizes Stokes.

Esta € sua versdo direta. A sua versao inversa €

Dada uma representagdo irredutivel do grupo fundamental da esfera de Riemann perfurada,
encontre uma equagdo diferencial Fuchsiana com representa¢do de monodromia.

Em geral, o mapa do problema inverso ndo € injetivo. Apenas para o caso hipergeométrico,
m = 3, o nimero de parametros coincide e a correspondéncia entre representacdes do grupo
monodromia e da EDO Fuchsiana € unica.

Portanto o objetivo da teoria da deformagdo isomodromica € descrever uma familia de equa-
¢oes diferenciais que compartilham a mesma representacao de monodromia.

O trabalho de Jimbo, Miwa, e outros [72, [73| [70] é fascinante. Foi parte natural desta
tese rever essa literatura, estudar a correspondéncia entre as transcendentais de Painlevé e as
equacgoes de Heun.

Na falta de uma defini¢@o final para a versdao quantica de Integrabilidade, o método de
Isomonodromia aparece como uma nova ferramenta para descrever sistemas integraveis. A
ideia desta tese foi aplicar a mesma ferramenta matemadtica ao problema de Rabi e através do
método de Isomonodromia propor uma maneira mais sistemadtica de tratar a integrabilidade
do modelo. Substituimos o problema de encontrar a solug¢do explicita do problema para o de
encontrar matrizes de monodromia, culminando no trabalho [[34]. O método de Isomonodromia
jé havia sido utilizado para encontrar coeficientes de espalhamento em buracos negros [35]. O
método possibilitou encontrar uma equacao de Yang-Baxter escrita em termo das matrizes de
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monodromia associadas ao problema de autovalor do modelo de Rabi. Uma razio pela qual
antes ndo havia uma resposta para a integrabilidade do modelo de Rabi estd no fendmeno de
Stokes associado a singularidade irregular no infinito. Sem o método de Isomonodromia nao
seria possivel levar em conta a singularidade irregular.

O ponto de partida desta tese € a representacdo de Bargmann para modelo de Rabi. Nesta
representacio, pode-se mostrar que o modelo de Rabi € descrito por uma equagdo de Heun
confluente. Um fato conhecido [72,70] € que os dados da monodromia destas equacdes podem
ser expressas em termos da funcdo-tau da Painlevé V [73] obtida através de transformacgdes
isomonodromicas.

As propriedades globais, relevantes para o problema do espectro e para integrabilidade no
sentido Yang-Baxter, estdo codificadas na no¢do de monocromias compostas. Serd apresen-
tado o parametro composto de monodromia do modelo de Rabi e como se poderia usar este
pardmetro para obter seu espectro.

Este trabalho consiste na apresentacdo das monodromias associadas aos pontos singulares
da equacdo diferencial decorrente do problema do autovalor do Rabi. Sera discutida a rele-
vancia do fendmeno Stokes, a fim de obter conjunto completo de dados de monodromia. O
surgimento do fendmeno de Stokes fendmeno gera necessidade de pardmetros extras no con-
junto de dados de monodromia, dificultando a demonstragdo completa da integrabilidade no
sentido de Yang-Baxter do modelo de Rabi.

1.1 Organizacao da Tese

No capitulo 2, sera apresentada o embasamento tedrico de sistema de EDOs lineares com ape-
nas uma singularidade, introduzindo o conceito de Fendmeno de Stokes. No capitulo 3, ge-
neralizamos o caso para m singularidades e discutiremos 0 método de Isomonodromia. No
capitulo 4, o modelo Rabi serd escrito como um sistema Fuchsiano padrao e, em seguida, serd
discutido o método de Isomonodromia aplicado ao modelo, encontrando as monodromias em
torno dos pontos singulares. A situagdo especial acontece para a monodromia em torno de um
tnico ponto singular irregular, o ponto no infinito, surgindo o Fendmeno de Stokes. Como re-
sultado, obtemos a relagc@o geral de grupo para as monodromias e como elas estio relacionadas
com equacdo de Yang-Baxter. Em seguida, serd discutido o método de isomonodomia visando
a escrita da monodromia composta em termos do parametro monodromia no ponto irregular
e dos parametros de stokes. Por outro lado, a existéncia de matrizes de monodromia para o
sistema original € obtido a partir da fun¢do-tau da Painlevé V.






CAPITULO 2

Sistema de equacoes diferenciais

Para discutir o método de Isomonodromia, precisamos revisar teoria de sistema de equagdes de
diferenciais ordinarias (EDO), com foco na versdo matricial das EDOs. Sera discutido a exis-
téncia das solugdes, grupo de monodromia e como as solugdes se comportam em vizinhangas
de pontos singulares regulares e irregulares.

2.1 Notacao

Considere o seguinte sistema de equacdes diferenciais lineares
w =A(2)w, .1)

w(z0) = wo,

onde A(z) é uma matriz n X n e holomorfa em z. Daqui em diante, usaremos as seguintes
notacoes

Def 1. O M(n x n,C) € o espago das matrizes n X n nos nimeros complexos C.
Def 2. O GL(n,C) é o grupo de matrizes n X n invertiveis.

Def 3. Se X é uma Superticie de Riemann, entio o mapa
A:X — M(nxn,C) (2.2)

aij:X—>(C

¢ holomorfo se todos os a;;j forem mapas holomorfos. O conjunto M (n x n,0(X)) é o conjunto
de todos os mapas holomorfos A em X.
2.2 Grupo de Homotopia
Seja X um espaco topoldgico e seja I = [0, 1] um intervalo. O mapa
y:I—X

é um caminho de xy a x| se

¥(0) =x0 e y(1)=x;. (2.3)

7
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Se ¥(0) = (1) = xo, entdo temos uma curva fechada (loop) com ponto base xy.
O mapa 7, : [ — X € dito constante se

%) =x, Viel (2.4)
Sejam 71,7, : I — X caminhos tais que
n(1) = 1(0),

0 produto de caminhos, Y - » = Y%, € o caminho em X definido por

1
1(2t), 0<t< 3
Nny= (2.5)

r2t—1), =<t<I1

O caminho inverso y~! é definido por

ylt)=y(1—-1), tel (2.6)

Sejam Y e p» loops em xq. Eles sdo homotopicos, i.e,
n~mnr

se existe um mapa continuo F : I x I — X tal que

F(t,0)=n(), Vtel,

F(t,1)=n(), Vtel, 2.7)

F(0,s) =F(l,s) =xp, Vs €I,

O mapa F(t,s) é chamado de homotopia entre ¥, e . Duas curvas sdo homotdpicas se existe
uma func¢do entre elas que satifaz (2.7). Denotamos por y; ~ 7.

Teorema 1. A relacdo de homotopia, i.e,
nh~mvr (2.8)
é uma relagdo de equivaléncia.
Para que uma relagdo seja uma relagc@o de equivaléncia deve satisfazer
1. Reflexibilidade: y ~ y. A homotopia dada por F(z,s) = y(t) para todo s € 1

2. Simetria: Se y; ~ 7>, entdo y» ~ ;. Se F(t,s) com

F(1,0) =n()

F(t,1) = ()
for a homotopia entre ¥; e 5, entdo a homotopia > ~ y; é dada por F(r,s —1).
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3. Transitividade: Seja 71 ~ 75 € 5 ~ 13, entdo ¥, ~ ¥3. Se F(t,s) for a homotopia entre
71 e %> e G(t,s) a homotopia entre }» e 3, entdo a homotopia entre ; e 3 ¢ dada por

1
F(t,25), 0<s< 3
H(t,s) = (2.9)

2.2.1 Grupo fundamental de homotopia

Como a homotopia é uma relacao de equivaléncia, entdo podemos separar os loops em classes
de equivaléncia. Neste caso, chamaremos de classe de homotopia. Seja Y um loop, sua classe
de homotopia é denotada por [7].

Seja X um espaco topoldgico. O conjunto de todas as classes de homotopia em xg € X €
chamado de grupo fundamental de X em xy, denotado por 7y (X, xp).
O produto entre duas classes de homotopia [Y1] e [y»] é definido como

nl-nl=hn-r (2.10)

i.e, o produto entre classes de equivaléncia € a classe de equivaléncia do produto dos loops. O
produto independe da escolha do representante da classe de homotopia.
Este produto satisfaz os axiomas de grupo:

1. Associatividade: ([y1]-[%]) - [13] = [n]- ([r]- 1))
2. Elemento unitdrio: [y1]- [ =[Y] e [®] - [11] = [7]
3. Elemento inverso: [y1] - [7/1_1] = [%], logo [Yl_]] =[n]™!

Def 4. Suponha X e Y espacgos topolégicos e p : Y — X um mapa continuo. Parax € X, o
. -1 < -1 5

conjunto de pontos p~' (x) é chamado de fibra de p sobre x. Os pontosy € p~" estio sobre x.

Se considerarmos dois mapas p:Y — X eq:Z — X e se existirum mapa f : Y — Z tal

que o diagrama abaixo é comutativo,

ZLY

X‘l ,
X
ie,
p=foq

A partir da defini¢do de fibra, podemos definir
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Def 5. Suponha X e Y espagos topolégicos. O mapa p : Y — X é chamado de Mapa de
cobertura se Yx € X, existe uma vizinhanga aberta U, x € U, tal que sua pré-imagem p~'(U)
pode ser representada como a unido de abertos E;’s

p~'(U)=JE;
jel
(2.11)
ENE; =9
e as restri¢oes
plg, :Ei—U (2.12)

sdo homeomorfismos.

Def 6. Sejam X eY espacos topologicos conectados e p : Y — X mapa de cobertura. O mapa
p: X — Y € dito mapa universal de X se satisfizer a seguinte propriedade universal: Para
todo mapa de cobertura q : Z — X, Z conexo, e para qualquer escolha de yy € Y e zg € Z com
p(yo) = q(z0) existe exatamente um mapa continuo f : Y — Z que preserva a fibra tal que

(o) = zo. (2.13)

Teorema 2. Suponha X eY variedades conexas e Y simplesmente conexo e p : y —> X mapa
de cobertura. Entao p é cobertura universal de X [57].

Teorema 3. Suponha X uma variedade conectada. Entdo sempre existe uma variedade conec-
tada e simplesmente conexa X e um mapa de cobertura p : X — X [57].

Em suma, a cobertura universal (X, p) é um par de um espago simplesmente conexo com
uma cobertura. Esse par sempre pode ser encontrado [S7].

2.3 Equacao diferencial de ordem r vs Sistema linear de primeira
ordem com n equacoes

Considere a seguinte equacao diferencial ordindria (EDO) de ordem n:

w £ a1 w D £ ar (2w + L+ an(2)w =0, (2.14)
onde
) = 4w
=

A equacdo ([2.14]) pode ser escrita como um sistema de n de EDOs de primeira ordem acopla-
das:
dw

—— =A(z)w(z), (2.15)
dz
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onde A(z) é uma matriz n X n e w(z) é um vetor com N componentes. Reciprocamente, dado
um sistema como ([2.15]), cada componente de w(z) satisfaz uma EDO da forma (2.14). A
solugdo geral para (2.15)) é:

w(z) =C1wi(2) +... + Cywy(2), (2.16)

onde wi(x), ..., W,(z) sdo n solugdes particulares linearmente independentes. Elas forma um
espaco de solucdes Ly, onde dim Ly = n. Podemos reescrever a equagdo acima como o seguinte
produto de matrizes

w(z) = [Wi(2) ... wa(2)][C1 ... Ca]T. (2.17)

Entdo a base de L4 define uma matriz invertivel
®(z) = [wi(z) ... wa(z)] € GL(n,C) (2.18)
¢ chamada de Matriz solucdo fundamental. Ela também satisfaz ([2.15])

do
— =A(2)®(2). (2.19)
dz
Para o caso n = 2, temos
dWl
dz _ 11 12 1
("%) a (A21 Azz) (Wz) ) (2.20)
Z
entao
d2W] (A’)12) dWl ( , (A/)12
-\ A+ Ly (DetA — (A1 + (A o, -
dz? ( I (A ) dz e (AN +A)n (A)IZ)WI ( )

O Wronskiano W (®;z) é definido como o determinante de ®(z)
W (®;2) = Det®(z). (2.22)

Quando as solugdes sdo linearmente independentes, W (®;x) # 0 e P(z) é invertivel.
Em uma superficie de Riemann, uma equacgdo diferencial linear pode ser escrita da forma

dw = Aw, (2.23)
onde A € M(n x n,Q(X)), sendo Q(X) o espago de 1-forma em X, i.e,
A= (aij), aij € QX).

Desta forma, a equagdo diferencial fica independente do sistema de coordenadas. Quando
necessdrio usar algum especifico, basta escolher uma carta (U,z) em X e escrever A explicita-
mente como a 1-forma

A=Fdz, FeM(nxn,0(X)),

recobrando a forma original da equagao

dw_

— =Fw. 2.24
dz v ( )
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2.4 Sobre existéncia e unicidade das solugoes

As solugdes da equagdo () existem nas seguintes condigdes:

2.4.1 Em um disco aberto D
Teorema 4. SejaA € M(n x n,0(X)) mapa holomorfo no disco
D={z€Cllzl <R}, 0<R<co. (2.25)
Entao Vwgy € C", 3w : D — C", com w tnico, tal que que
1. w=A(z)w, VxeD

2. w(0) = wy.

2.4.2 Superficie de Riemann simplesmente conexa

Teorema 5. Suponha X uma superticie de Riemann simplesmente conexa, A € M(n x n,Q(X))
e xo € X. Entéo, para qualquer ¢ € C", existe uma solugdo tinica w € O(X)" para a equago
diferencial

1. dw=A(z2)w,

2. w(xg) =c.

2.4.3 Superficies de Riemann gerais: Cobertura Universal

Com esses dois teoremas, podemos generalizar para o caso de uma equacgdo diferencial em uma
superficie de Riemann geral.

Teorema 6. Suponha X uma superficie de Riemann, p : X — X sua cobertura universal, x) € X
eyo € X tal que
p(yo) = xo. (2.26)

Suponha A € M(nxn,Q(X)) ec € C". Entdo existe uma tinica solu¢dow € O(X)" na cobertura
universal X tal que
dw = (p*A)w, (2.27)

w(xo) = wo.
No caso do sistema de solugdes fundamental, P satisfaz
d® = (pxA)D. (2.28)

O Teorema 1 mostra existéncia e unicidade de solu¢des da equacdo diferencial em um
disco. O Teorema 2 generaliza para superficies de Riemann simplesmente conexa. O Teorema
3 diz que se temos uma superficie de Riemann geral, podemos sempre encontrar uma cobertura
universal simplesmente conexa de forma que o Teorema 2 é vélido e a equacao diferencial sera
representada por ([2.27]).
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2.5 Fatores de Automorfismo

Def 7. Suponha X e Y espacos topologicos e p : Y — X um mapa de cobertura. Entende-
se por transtormacao de cobertura deste mapa (transformagoes de Deck) um homeomorfismo
h:Y — Ytal que o diagrama abaixo é comutativo,

y sy

b

p=poh.
O conjunto de todas as transformagoes de Deck formam um grupo [57] e € denotado por

ie,

I' = Deck(Y — X). (2.29)
A partir de agora, Y = X.
Teorema 7. Suponha X variedade conectada e p : X — X sua cobertura universal. Entio
[ = Deck(X — X) = m(X). (2.30)

A prova deste teorema se encontra em [S7]].
Como a equagdo depende de p, pode-se definir a acdo de um elemento 0 € ' em ®
como
ob=doo . (2.31)

Note que 0P satisfaz
d(c®) = (p*A)(c®), (2.32)

portanto encontramos outro sistema fundamental de solugdes da equacdo ([2.27)). Com isso,
vemos que o leva solucdes em solugdes, logo existe uma transformacdo de simetria entre os
@’s. Essa simetria é representada por uma matriz T € GL(n,C)

0P = PT;. (2.33)
Caso exista um outro elemento 7 € I', entdo
DT = (10)D = 1(PT5) = (1P)T5 = PT; T (2.34)
A correspondéncia o +— T define um homomorfismo de grupo
I'=m(X) — GL(n,C). (2.35)

Essas matrizes sdo chamadas de fatores de Automorfismo de ®. Por outro lado, suponha o
homomorfismo
T:I" — GL(n,C),
(2.36)
c—Ts
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e um mapa holomorfico
®:X — GL(n,C)

tais que
od =PT,, Vo el

(2.37)

(2.38)

A matriz (d®)-® ! € M(n x n,Q(X)) é invariante sob transformagdes de cobertura. Isso
deriva da defini¢do (2.31]) e do produto de funcdes. Considere duas funcdes fi e f, o produto

delas é definido como
(fi-2)(x) = filx) fa(x).
Pela definicao da acado , temos
o(fi-f)x) = (fi-f2)(0" (x)),
= fi(e™ () fa(o™ ' (%)),
=(0/1)-(0/2).

Aplicando em (d®) - ®~!, vemos que

o((dD)- &) = [d(0D)|(0D) " = (dPT5)(®To) ! = (d)- D,

2.6 Disco Perfurado

Considere o caso especial do disco perfurado
X=D—{0}={z€C;0< |z <R}, R>0.
Seja a cobertura universal X
X =exp ' (X) = {Z € C[Re(?) < 0},
entao
p=-explz: X —X.
Defina a acdo de um gerador ¢ € I' como
c:X—X,
0(2) =7—2mi,

entao
ci=0'(7) =z +2mi,

logo
I'={c":neZ}.

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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Se ¥ € GL(n,0(X)) for outra solugdo de (2.19)), entdo existe uma matriz S € GL(n,C) tal
que ¥ = PSS

P =7,
odS =ws!Ts, (2.46)
o¥ =YT,

entdo existe uma escolha de y que o fator de automorfismo estd na forma normal de Jordan.
Teorema 8. Suponha T € GL(n,C) e B€ M(n x n,C) tal que
exp(2miB) =T. (2.47)
Considere a seguinte equagio diferencial em D — {0}
w = %Bw. (2.48)
Entao

®( = exp(logBZ) (2.49)

é um sistema fundamental de solugdes de ([2.19)) na cobertura universal com fator de automor-
fismo
0Py =PyT (250)

onde o estd definido pela equagdo ([2.44)).
Para demonstrar o teorema, considere A € M (n x n,O(X) uma matriz que satisfaz
A-dA = dA A,

entao
d(expA) = dAexpA = expAdA.

Derivando ([2.49))

d®y = d(BlogZ)®dy,
2.51)

2|

dz q)Ov
Portanto, @y é solucdo de (2.48)). Além disso,

0Py (2) = Po(0~' (2))
— exp(Blog(o(2))
= exp(Bolog(?)) (2.52)
= exp(B(logZ +2mi))
= exp(BlogZz)exp(B 2mi)
— ®,T
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Teorema 9. SejaA € M(nxn,0(X)) e aequagio (2.19)), entido ela possui sistema fundamental
de solugdes ® € GL(n,0(X)) da forma

b = PP, (2.53)

onde ®( = exp(Blog?Z) para uma matriz constante B € M(n x n,C) e ¥ é invariante sob trans-

formagoes de cobertura, i.e,
oV =¥ (2.54)

Suponha @ € GL(n,0(X) que satisfaz
od =T, (2.55)
pelo teorema anterior, podemos encontrar ®y = exp(Blog?) tal que
oy = PyT, (2.56)
entio para ¥ = & - (dg) !, vemos

0¥ = (6®)- (6®)) !
= ®TT ! (dDg) ! (2.57)
=Y.

Conclusdo: a solugdo da EDO (2.19) em X = {0 < |z| < R} do tipo
w = Aw (2.58)
pode ser representada pelo produto de uma fun¢ao multivalente
®) = exp(Blogz) (2.59)

e uma fun¢@o monovalente ¥, que pode ser expandida em série de Laurent.

2.6.1 Sistemas equivalentes: Transformacao de Gauge

Def 8. Seja g(z) uma matriz invertivel com entradas sendo fungdes holomorfas em um aberto
U € C. Entao dois sistemas lineares

do

— =A(z)® 2.60

o =AQ) 2.60
© d¥Y

— =B(z)¥ 2.61

o =B 261)
sdo equivalentes de gauge se existe uma transformagao

_ dg(z) _
BE) = 8(ARs () + E g o) 6

As solugdes se transformam da seguinte forma

D(z) — ¥(z) = g(2)P(2). (2.63)
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Seja ®(z) solugdo do sistema de equagdes (2.19)). Entdo, a férmula seguinte é valida

dInDet®d(z)

i =TrA(z). (2.64)

em particular,
TrA(z) = 0 <= Det®(z) = constante.

Usando a férmula (2.64)) e escolhendo a matriz de gauge como

2(z) = exp (—]lv/ZTrA()L)dl) I,

derivando dg(2) .
g(z
=——TrA(z)I.
Substituindo na equagio (2.62), encontramos
1
B(z) = A(z) — 4 TrAQ)L,

pois g(z) comuta com A(z).
Como o trago é um operador linear, ao tomar o trago de B(z), vemos que

TrB(z) = 0. (2.65)

Conclusdo: sempre podemos encontrar um sistema equivalente com traco nulo.

2.7 Singularidades: Teoria local

A teoria local de sistemas lineares de EDOS lida com o comportamento das solugdes da equa-
¢do (2.19) na vizinhanga de um dado ponto zg € CP'. Podemos encontrar trés tipos de com-
portamento:

1. O coeficiente da matriz A(z) é holomorfo no ponto zy. Se zg = oo, entdo A(z) possui um
zero no infinito de, no maximo, segunda ordem. O ponto zq € dito regular.

2. O coeficiente da matriz A(z) possui pdlo simples no ponto zy. Se zp = oo, entdo A(z)
possui um poélo no infinito. O ponto zq € dito singular regular ou Fuchsiano.

3. O coeficiente da matriz A(z) possui pdlo miiltiplo no ponto zp. Se zp = oo, entdo A(z)
possui um polo multiplo no infinito. O ponto zg € dito singular irregular.

Defina a varidvel & como

- Z— 20, zo%w, 2.66)
e disco D, centrado em z
) {zeCGlél<pt 0<p <o, zoF#eo
0 . . (2.67)
{ze 8| >plu{eo}, 0<p <o, zg=o0
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2.7.1 Ponto regular

O ponto zg é um ponto regular do sistema de EDOs ([2.19)) se A(z) é uma matriz holomorfa em
Z = Zp, com a seguinte expansio na série de Taylor

A(z) =) Awlz—20)". (2.68)
k=0
Caso zg = oo, a expansao de Taylor é dada por
-2
AR) =Y A7t (2.69)

k=—o0

Em termo da varidvel &, podemos unificar as equagdes (2.68)) e (2.69))
A(z)dz = (ZAk§k> d§, zeD,. (2.70)
k=0
A solugdo do sistema (2.19)) pode ser escrita em série de poténcias

P(z) = i DiEx 2.71)
k=0

Substituindo (2.71)) e (2.70) em ([2.19)), encontramos do lado esquerdo

[e )

do
o= kd k*l’
JE /;1 K&
(2.72)

= i (k+1)Dsp1*
k=0

e do lado direito

8

A(2)®(z) = (Zmﬂ) (i cbmé”’) :
m=0

k=0

oo o0

=Y Y A, g, (2.73)
k=0m=0

ok

= Z Akfmq)mg ",
k=0m=0
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Igualando (2.72]) e (2.73]) e isolando os termos de mesma poténcia em &, encontramos a se-
guinte relac@o de recorréncia

(k+1)Ppy1 = ZAk mPmS"™, 0,1,.... (2.74)

Junto com as condi¢des iniciais
D(z0) = Do,

a relac@o ([2.74]) determina unicamente os coeficientes @ da solugdo de (2.19).

2.7.2 Ponto singular regular

Um ponto z = z( é uma singularidade regular do sistema de EDOS (2.19) se (z—z9)A(z) € uma
matriz holomorfa em z = z9. A expansdo de Laurent da matriz A(z) em uma vizinhanga do
ponto zg é

AR) =Y Acii(z—z20)", (2.75)
k=—1

onde Ap # 0. O ponto no infinito é um ponto singular regular se zA(z) é holomorfica no infinito.
A expansdo de Laurent da matriz A(z) é dada por

-1
— Y At (2.76)
k:—oo

Em termo da varidvel £, podemos unificar as equagdes (2.73)) e (2.76)

A(x)dz = < Y A& )d!j, z€ D\ {z0} (2.77)
k=—1
com Ay # 0.
Utilizando o seguinte exemplo de A(z)
A
AlD)=——, weC, (2.78)
Z—20
a equagdo ((2.19)) se torna
do A
i (2.79)
dz  z—2

Integrando ambos lados da equagao, encontramos
P(z) = (z—20)", (2.80)

onde o termo (z —z9)4° é definido pela equacio (2.150) no apéndice deste capitulo e com
®( = I, por conveniéncia.
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Podemos encontrar uma matriz P invertivel tal que
Ao =P 'AgP, DetP #0, (2.81)

onde Ay é uma forma canonica de Jordan de Ag. Usando a equacdo (2.139)), podemos escrever
a solucdo ([2.80)) como
P(z) = P(z—z0) P,

onde P é uma matriz constante. A fun¢do
P(z) = P(z—20)™ (2.82)

também é solugdo de (2.19)). Usando a definicdo da varidvel (2.66|), podemos reescrever a

equagdo (2.82))
®(&) = PE™. (2.83)

No caso de uma matriz A(z) geral, a solu¢do ®(z) pode ser expandida na série de Laurent em
torno de uma vizinhanga dos pontos singulares regulares da seguinte forma

O) =7 Y Lt (2.84)
k=0

Substituindo (2.84) na equag@o (2.19)), o lado esquerdo da equag@o pode ser escrito da forma
dd
av _ Z‘Dk(kl—f—%)ék_‘—d_l (2.85)
s =

e o lado direito escrito da forma

A(§)D = i Api1EF i D, £
k=—1 m=0

(2.86)
o [ &
=) < ) Am—k+1‘1>k) gmte
k=0 \m=—1

Comparando os termos de mesma poténcia m das equagdes (2.85)) e (2.86)), encontramos
as seguintes possibilidades

1. Casom = —1: As equagdes (12.83)) e (2.86|) se tornam

D/ E7 = AgPoE”, (2.87)
Escolhendo ©; como
CI)() =1 ou q)() = l], (288)
encontramos
o =Ay, (2.89)

coerente com o encontrado em ([2.83]).
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2. Casom # —1:
Substituindo .7 = Ay em (12.83)) e (2.86]), temos
m—1
D, (ml +Ag) = Ao®pm+ Y An—iPr,

k=0

m—1
m @y, — (Ag P — Py Ag) = Y APy, (2.90)
k=0
m—1

m @, — [A07q)m] = Z Ap— 1Py
k=0

Em suma, temos para o caso Fuchsiano a solugdo

D) =P( Y " | &M, Py=1 2.91)
k=0
com os coeficientes d; satisfazendo a relagdo de recursio (2.90)).

2.7.3 Pontos singulares irregulares

Seja zg um ponto singular ndo-Fuchsiano da equagio (2.19) escrita em série de poténcias como

i —( Y A a:k) ®(z), 2€Dsy\ {20} 2.92)

dz k=—r—1

onde Ay sdo matrizes constantes € A 7 0. O nimero r € um inteiro positivo, chamado de rank
de Poincaré da singularidade 7. Se r =0, recobramos o caso regular. Se r > 0, a singularidade
€ dita irregular. Assumiremos que a matriz A_, tem autovalores distintos. Portanto, existe P
matriz invertivel tal que

P'A_,P=A_,, detP+#£0, (2.93)

A_, =diag(M,...,An), Ai# Ajparai j, (2.94)

A primeira diferenca entre o caso Fuchsiano e o caso irregular € a estrutura das solugdes
formais. Considere a equagdo

dd A,
T . 2.95
d& ér—i-l ( )
Integrando ambos lados, encontramos a seguinte solu¢ao
Ay
CI>:Pexp{—|§|_’}. (2.96)
r

O fator da exponencial indica a existéncia de uma singularidade essencial.
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Teorema 10. Sob as condi¢des (2.94)), a equagdo (2.92)) tem uma tinica solugdo formal

<1>f<z)=P(i <I>k5"> M) @y =1, (2.97)
k=0
onde
] Ak .
A(€)=k_2_r7€ +Aglné& (2.98)

onde Ay, k = —r,...0 sdo matrizes diagonais e a matriz A_, € definida pelas condigoes .
Os coeficientes @y e A(E) sdo determinadas recursivamente, via , como polindémios dos
coeficientes das matrizes, k > —r [55,166]. Quando r = 0, recuperamos o caso Fuchsiano e o
termo da exponencial se torna idéntico ao da equagdo (2.91).

Segunda diferenga € que a série nio converge. Na verdade, a solugdo formal ®(z)
da equacdo ([2.97)) representa o limite assintotico (ver Apéndice do capitulo) da solug¢do genuina
da equacdo (2.19)), quando z — zg. Para que isso aconteca, z deve pertencer a um setor contido
em D,, com propriedades especiais.

2.7.4 Linhas de Stokes

Em qualquer discussdo sobre equacdes diferenciais, levanta-se a questdo da unicidade das so-
lucdes. No caso irregular, ndo temos as solucdes genuinas da equacdo ([2.19)), entdo devemos
introduzir as linhas de Stokes.

Suponha que a solugdo P(z) satisfaga o seguinte limite assintdtico

D(z) ~Pr(z), z—>20, 2EQ (2.99)
para um dado setor Q definido como
Q={£cC|0<|é|<p, O <argé < 6,}. (2.100)

Para determinar 6; e 6,, suponha ®(z) outra solucio para mesma EDO (2.19)) e que tenha a
mesmo limite assintético ®(z) quando z — zg. De acordo com a defini¢do de fatores de
automorfismo, existe uma matriz 7" constante que conecta as duas solucdes

®(z) = P(2)T, (2.101)

Como T ¢é independente de z, temos T = [®(z)] " 'd(z) e

T= lim [®(z)]'®(z), z€Q. (2.102)

Z—20

Usando a equagdo (2.97)), a equagdo acima pode ser escrita como

T = lim e 21+ 0(&)}e M%), EcQ, (2.103)
E—0
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em componentes
T;; = lim MEiAils. 4 0(8)}), Eeq. (2.104)
E—0
Para que ®(z) e ®(z) coincidam e a solucio de (Z.19) seja tnica, T deve ser a matriz
identidade, i.e,

T;j = 0jj. (2.105)
Para isso, o setor 2 deve conter a0 menos um raio que satisfaga a seguinte relagao
Re{(A;— A)E "} =0, V(i,j),i< | (2.106)
A matriz A em componentes é dada por
S
Ajj = 2/, (2.107)

Note também que dado um nimero complexo
z=x+1y,
para que a parte real seja nula, o nimero deve ser puramente imagindrio, ou seja,
|zl = [3(2)| = Iy,

entdo z deve ter a seguinte forma

z=ye k), (2.108)
onde k € Z. Voltando a equagao (2.106|), vemos que

/li . Arj _ Ae[iarg(l,-—lj)]

&—r _ Be[—irargé}
onde A = |A; — Aj| e B= ||, entdo
()Li . A«j)é_r _ pei[arg(l,-—/lj)—rargf}‘ (2'109)
usando e (2.109), encontramos
mgzéwg&—ng(%+0. 2.110)

Note que se k = 2r, as solucdes comegam a se repetir, portanto k deve assumir os seguintes

valores
0<k<2r—1, (2.111)

Def 9. Os raios de Stokes sdo as linhas no plano complexo que satistazem

ﬁ”z@ﬂ<P;mﬂZ%MﬂM—MHg(%+O}» (2.112)

k=0,1,...2r—1,
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Nessas linhas, (2.106)) ¢ satisfeita, entdo
Ti=1, Vj=1,...,n. (2.113)
Para cada par (i, j), i # j, podemos escolher um caminho ao longo de & = 0 tal que
Re{(A(£))}; — (A(&))i} <0, (2.114)
e assim o termo exponencial de decai. Neste caminho, temos
T;j=0, Vi#]j, (2.115)

Juntando as condig¢des (2.113) e (2.113)), temos

T=1I (2.116)
Def 10. Um setor 2 que contém exatamente uma linha de Stokes da familia
{1y 2.117)

para cada par (i, j) é chamado de setor de Stokes no ponto z = zg. Assim, a solugao ®(z) estd
unicamente determinada, neste setor, pelas condi¢ées assintéticas (2.99)).

2.7.5 Soluc¢oes Canonicas

Seja o angulo 6 o argumento da diferenga entre A; e A;
0 =arg(A; —A;). (2.118)

De acordo com a defini¢do de setor de Stokes, dado um 6 > O suficientemente pequeno, qual-
quer setor da forma

Q={|E|<p EC;6—5<arg§<6+§} 2.119)

¢ um setor de Stokes. Portanto, o setor

Q={|¢|<p €C; 0 <argé < 6,}, (2.120)
com -
6,— 06, =—+9, (2.121)
r
também € um setor de Stokes, assim como todos os setores €
Q=D (2.122)
T T
Q= {& |0< || <p, 91+7(n—1) <argé < 92+7(n—1))}, (2.123)
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Note que
Q=erk-mgq (2.124)

portanto
Q= Qi1

entdo o disco perfurado D, \ {zo} pode sempre ser coberto por 2r setores de Stokes.
Para cada setor Q, existe uma tnica solugdo ®; da equacdo (2.92)) que satisfaz a seguinte
condic¢ao assintdtica

Q(z) ~P(z), z—>20, 2E€EY (2.125)
k=1,..,2r

As fungdes Py (z) sdo chamadas de solugdes candnicas da (2.92) no ponto irregular z.
Observe que, mesmo que os setores satisfacam

Q= Q1 (2.126)
as solucdes candnicas nio, i.e,
D (z) # Pory1(2). (2.127)
Na verdade, temos
Dy,41(z) = @y (z)e*™ Mo, (2.128)

2.7.6 Matrizes de Stokes e Fenomeno de Stokes

Def 11. Dada as solugdes fundamentais @y e Py, | da mesma EDO, existe uma matriz constante
Sk tal que
Sk=@ ' () Pri1(z), k=1,..,2r (2.129)

independente de z. Essas matrizes sdo denominadas matrizes de Stokes e suas entradas nao-
nulas sdo os multiplicadores de Stokes.

As matrizes de Stokes ndo sdo trivialmente a matriz identidade, diferente da matriz T
discutida anteriormente. De fato, ®; e ®; | estdo definidas em setores diferentes, logo apenas
podemos comparé-las na interse¢do Q; N Q1. Na intersecdo dos setores, ndo existe linhas de
Stokes, portanto as condi¢des (2.106)) e (2.114) ndo sido satisfeitas.

Def 12. Dado o conjunto de setores de Stokes {Q}3' , a cole¢ao de dados
SPhyy = {A—r,A_ri1,..,A1,A0; S1,...,52+} (2.130)
é determinada unicamente via os coeficientes da matriz A(z), dada a matriz de transicdo P

definida em (2.94)). O conjunto (2.130]) é chamado de fendmeno de Stokes da equacio ([2.92))
correspondente ao ponto irregular z.
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O fendmeno de Stokes SPh;, caracteriza totalmente o comportamento local da solugdo de
um sistema linear na vizinhan¢a de uma singularidade irregular. Além disso, se dois sistemas
compartilharem do mesmo fendmeno de Stokes, eles serdo equivalentes. De fato, suponha dois
sistema lineares

dd

- =A(z)® (2.131)
© dD

27 —Bx)® (2.132)

dz

que possuem o mesmo ponto singular zg € CP! irregular de mesmo rank de Poincaré r > 0.
Além disso, suponha que

SPh;,(A) = SPh,,(B). (2.133)
Com essas condicdes, os sistemas sao localmente equivalentes de gauge, i.e,
_ -1 dg _y
B(2) =g(x)Al2)s () + g, (2.134)
ou equivalentemente, existe
¥(z) = g(2)®@(z) (2.135)

para alguma matriz g(z) holomoforma e invertivel no disco D,,, logo os dois sistemas sdo
compativeis.

2.8 Apéndice: Exponencial de Matrizes

Def 13. A exponencial de uma matriz A é definida como a série de Taylor

expA = ) A (2.136)
k=0
Sejam A e B matrizes que comutam, i.e,
AB = BA, (2.137)

entdo a igualdade
exp(A+ B) = expAexpB (2.138)

¢ valida. Seja S uma matriz invertivel, entao
exp(ST1AS) = S~ ! (expA)S. (2.139)

Def 14. O espectro de uma matriz A é o conjunto de niimeros A;, chamados autovalores ou
valores caracteristicos, raizes da equacao caracteristica

Det[A] —A] =0. (2.140)

Os A;’s podem ter multiplicidade r # 1.
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Def 15. O resolvente da matriz A, R(A,A), é a matriz inversa de Al — A, i.e,
R(AA) = (AT—A)"L. (2.141)
Logo, R(A,A) é uma matriz racional com polos em A;.

Suponha A = a um autovalor com multiplicidade r. O resolvente entdo tem a forma

r—1
R(?L,A):Aia-l-(l ﬁa)z-l-...-l-()iv_a)r. (2.142)
A matriz P é chamada de projecao e satisfaz
pP>=P (2.143)
e N € uma matriz nilpotente, tal que
N1 240, N =0. (2.144)
No caso de vdrios A;’s, o resolvente se escreve como
14 . : ri—1
R()L,A):i; Af’lﬁ(l iVl}L,—)ZJ“‘Jrﬁ (2.145)

onde r; sdo as multiplicidades do autovalor A;.
O niimero de projetores € igual ao nimero de A;’s distintos e eles satisfazem as equagdes

P1—|-...-|-Pp:I, Pin:(siij, (2.146)
conhecida como resolu¢do da identidade. Além disso
A=MPi+..+ AP, +Ni+...+N,. (2.147)

Note que
PN;=N,P,=0;jN;, NiN;=0,i# j. (2.148)

Com essas informagdes, podemos escrever a matriz exp(zA) como

2 ri—1
N N”

P N,
exp(zA) = Zel"z {P,- +Niz+ > 2o+ ﬁzrfl} , (2.149)
i=1 . rj—1)!

substituindo z = log u, obtemos a expressio para u

P N2 Nri—]
— Ai | p. : 2 1
MA—Z;M {R+N110gu+2—’!(logu) +...+m(10gu)’1 } (2.150)
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2.9 Apéndice 2: Séries Assintdticas

Vamos considerar expansdes em torno da origem, sem perda de generalidade. Seja S um setor
§={z€C| <argz< 6,,0 < |z| <R}. (2.151)
Se 01> = 6, — 0; > 21, S é um setor de uma superficies de Riemann multifolhada.

Def 16. Uma série de poténcias, em geral divergente, é uma expansio assintdtica de f(z) em S

se
tim T (152
para todo N > 0.
Essa afirmacgdo € expressa pela notacao
N
fz)~ /;)kak : (2.153)

Portanto, existe um ndmero infinito de funcdes que possuem a mesma expansao assintética em
S. Conhecer uma expansdo assinttica ndo € suficiente para determinar a fungio f(z), mesmo
que ela convirjaem S. O simbolo ~ permite adicdo de ambos lados, multiplicagao, composic¢ao,
inversa, sem restricdo. Integracdo também € vélida. Se a abertura do angulo 81, em S ndo for
nula, entdo diferenciacdo também € vélida dentro de um subsetor proprio de S.

Se f(z) for analitica em S, entdo a série de Taylor

> fR0) 4
k;() I (2.154)

¢ a série assintdtica de f(z) em S.

Considere agora uma fungdo f(z,¢) de duas varidveis z e ¢, analitica em z. Seja T uma
regido limitada e fechada no plano complexo t. Assuma que, para cada ¢ fixo em T, f(z,7)
admite a expansao assintética

[z~ Y i), (2.155)
k=0

1sso significa que
N
) [f(z,t) - Zk:()f(t)kzk}
lim
z—0 ZN
paratodo N > 0etodot € T. Se a convergéncia de ([2.156|) é uniforme em ¢, para todot € T,
entdo dizemos que a expansdo assintética ([2.155)) é uniforme em t. Com isso podemos definir

a derivada de f(z,¢) com respeito a t como

Af(zt) o dfi(t) &
ot NZ dr

=0 (2.156)

(2.157)
k=0



CAPITULO 3

Isomonodromia

No capitulo anterior, revisamos a teoria de sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem
sob uma esfera de Riemann com uma singularidade zo. Neste capitulo, generalizamos o caso
do capitulo anterior para m singularidades, {ay},'_,. Em seguida, descreveremos o método de
Isomonodromia.

3.1 Sistema de EDOs com m singularidades

3.1.1 Notacao
Defina a varidvel &, como

év:{z_av’ w7 3.1)

1/Z7 av:OO

com Vv =1,...,m. Toda a discussao do capitulo anterior serd generalizada para m singularidades.
A expansdo em série de Laurent da matriz A(z) em torno da singularidade ay é dada por

- \4 d v
A(z):< Y A,ﬁjl 55) di, z€D,, \{ay}. (3.2)
k=—ry—1 <

Note que os coeficientes da matriz agora sdo representados por

A — A

e rank de Poincaré associado a singularidade a, € dado por
r ? rV7
com ry = 0 se ay for regular e ry, > 0 se for irregular.

O coeficiente da série de Laurent associado ao termo

1

e ayyil (33)

¢ agora denotado por

v)

—ry*

A_,—A

29
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(v)

—ry

Suponha que cada A'/ admita uma forma de Jordan, i.e, existe matriz P, € GL(N,C) tal que

r

P'AY) P, = AY) | DetP, #0. (3.4)

Portanto, a matriz de diagonaliza¢éo (2.81]), do capitulo anterior, agora também depende do
indice v,
P— Py.

3.1.2 Estudo das singularidades

Para m singularidades, existe as seguintes possibilidades:

1. Se o caso for regular, ry =0, A(()v) ou admite uma forma de bloco de Jordan

A =al+, (3.5)
onde J € uma matriz nilpotente, i.e,
— N _
Jij =611, JW =0, (3.6)

ou ¢ diagonalizavel com autovalores distintos médulo inteiro ndo-nulo

A =48y, A A ¢ z. 3.7)
O conjunto de solugdes candnicas em torno de a, consiste em uma Unica fung¢do o) ()
definida pela equagado

o . v
q)(v)(z) =P, (Z ¢§V)éd> é‘//\o 7 cpéV) =7 (3.8)
Jj=0

Os dados de monodromia correspondentes as singularidades regulares a, sao os expoen-
tes de monodromia

AV v=1,..m.

0 >

Y

v)

2. Se o caso for irregular, ry > 0, A(,rv ¢ uma matriz diagonal com autovalores distintos

(A(v) )ij = ﬂu(v)sij’ ;Li(V) 7£ ;LJ(V)a I 7£ J (3'9)

—ry i

O conjunto de setores de Stokes centrados em a, é dado por

1 1
Q,Ev)={§v , 0< vl <p, 9v+£<k——> <argéy < Oy +— (kv+—)},
ry 2 ry 2

com
k=1,..2r,+1.
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O conjunto de solugdes candnicas consiste em 2ry + 1 funcdes d),(cv) (2),k=1,....2r,+1,

definida pelas seguintes condicdes assintdticas
- i v)
() ~ P, ( ) <I>§-V)€$> &,
j=0

o) =1, (3.10)

com AV) () definida por

—1 AV

A
AME = Y %éknt/\g“)lng? (3.11)
k=—ry
onde as matrizes A,((v), k = —ry,...,0, sdo definidas pela equacdo ([3.4)).

Temos a seguinte condicao de contorno para cada d),((v) (2)

(v)

) (2) =\ ()X (3.12)

zrv+1

Os dados de monodromia local correspondentes as singularidades irregulares a, sdo da-
dos pelo Fendmeno de Stokes

SPRY) = {AY) AY) Ay s s (3.13)
Note que as matrizes de Stokes agora possuem o indice v, associando-as as singularida-
des ay
A (3.14)
com
o\ (2) =@ ()8, (3.15)

Z€ Q,Ev) N Q,(cvjl

3.1.3 Matrizes de Conexao

Fixando a condigdo inicial ®y € GL(M,C) e seja ®(z) a solugdo fundamental de (2.19)) deter-
minada pelo par {ag, Py}, i.e,
CI)(CZ()) == CI)().

Cada uma das fungdes ®(z), ®(V)(z), e <I>](<v) (z) é solugdo da mesma EDO, portanto, elas dife-
rem apenas por uma matriz constante, chamada Matriz de Conexdo:
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Def 17. As matrizes de conexao E\, sdo matrizes constantes definidas pela equacao

®(z) = 2V (2)Ey, (3.16)
se ay € um ponto singular regular, e pela equacao

o(z) = 0" (2)Ey. (3.17)

se ay € um ponto singular irregular.

3.1.4 Dados de monodromia global

Pode-se organizar todas as informagdes sobre a monodromia em um conjunto denominado
Dados de monodromia local da equagéo (2.19)), definido como

M= {ay,..am A, ..., AP, SPRPTD  SPR™:E, ... E,}, (3.18)

onde os pontos singulares a, foram ordenados de forma que os pontos singulares regulares,
se existirem, ar,...,a,, 0 < p < m. Se p = m, entdo ndo hd pontos singulares irregulares € a
outra parte do conjunto, os fendmenos de Stokes, ndo existe. Os termos Ey, V =1,...,m sdo as
matrizes de conexao.

3.2 Grupo de Monodromia

Def 18. O grupo de monodromia do sistema linear (2.19)) € definido como a representacdo
do grupo fundamental m; (CP'\ {ay}7_,).

Fixe um ponto base ag € (CP'\ {ay }"_,. Seja uma matriz @y € GL(N,C) tal que ®(ag) =
®y. Podemos continuar analiticamente ®(z) ao longo de um loop y € 7,

D(z) — Py(z). (3.19)

Como ambas fungdes satisfazem (2.19)), pela equagdo (2.33)), a transformacéo (3.19) resulta
em uma multiplicacdo matricial, constante em z, pela direita

Dy (z) = P(2)M. (3.20)
Como fixamos o ponto aq e D¢, a matriz M depende apenas do loop 7,
M=M(y),

entdo a correspondéncia
Y= M(7) (3.21)

é uma representagdo linear de 7 (CP'\ {a, }"_,.
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Sejam 7, ..., ¥, loops geradores do grupo fundamental de 7;, onde cada 7y, representa um
loop em torno do ponto ay. Entdo as matrizes

My=M(y), v=1,2,...m (3.22)

formam um conjunto de geradores do grupo de monodromia.

Conclusdo: As matrizes de monodromia sdo os fatores de automorfismo e portanto formam
um grupo chamado Grupo de monodromia.

Como o produto de todas as curvas 7, € homotdpico ao ponto ay, i.e,

Yi--Ym ~ {ao}, (3.23)

entdo as matrizes de monodromia satisfazem a relagdo ciclica

M. My =1 (3.24)

3.2.1 Solugoes
3.2.2 Caso regular

Suponha que a matriz A(z) tenha apenas polos simples e assuma que o m-ésima singularidade
seja no infinito, i.e, a,, = co. Portanto, podemos escrever a equagao (2.19]) como

do "=l oA,

(3.25)

com .
Z A, =0. (3.26)

(v)

Sejam M, matrizes de monodromia, A, ’ formas candnicas de Jordan e E, matrizes de
conexdo. A solugio P(z) pode ser escrita em torno de a, como

(Z‘I’ (z—av) )(z ay) ~'E,,

oy =1, (3.27)

Z—ay —>z*1, casoVv =m

Continuando analiticamente a solu¢do (3.27) em um loop centrado em ay, obtemos

i (v) A (V)
D((z—ay)e 2m+a (ZCD (z—ay j 27tlj> (Z_av)(on eZmAOV Ey,

A (V)
= ®(7)E, "N E,. (3.28)
Comparando as equacdes (3.28)) e (3.20]), encontramos

A (V)
My, =E; '™ E, v=1,...m. (3.29)
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3.2.3 Caso Irregular

No caso irregular, temos r, > 1. Além dos dados anteriores, precisa-se das matrizes de Stokes

st para descrever completamente a solugdo ®(z) em termos de ®;(v)(z). O cdlculo das
matrizes de monodromia segue o mesmo argumento que ([3.28)), porém, lembremos que

®(z) = ") (2)Ey,

3" (z) =@ (2)s{")..s,
portanto
o(z) =2 (s LSV E,. k>3 (3.30)

Quando realizamos o loop em torno da singularidade ay, ®(z) se transforma da forma
®((z—ay)e™ +ay) =Y (S SV E

Por outro lado

Doy i1 (v) = DY (g) 27" (3.31)
entao
_ 27 —_ oW 2miAY) [ o(V)1-1 (V-1
D((z—ay)e™ +ay) =D, (2) e S5, ] - [S17] Ev,
(3.32)
_ —1 2miAM) 1o(V)—1 (V)1-1
=P()E, e [1S5,.1 . [S17] Ev.
(3.33)
Comparando as equagdes ((3.32)) e (3.20]), encontramos
My =E; " 27N s sV, (3.34)

3.3 Problema Direto e Inverso: Problema de Riemann-Hilbert

O foco principal da teoria global de sistemas de EDOs lineares com coeficientes racionais é a
andlise dos mapas direto,
A — M, (3.35)

€ inverso,

Mo — A (3.36)

associado a equagdo (2.19)). O problema de Riemann-Hilbert, também conhecido como vi-
gésimo primeiro problema de Hilbert, consiste em provar a existéncia de um sistema Fuchsi-
ano dado um conjunto {a}y—1, , de pontos singulares regulares e dado grupo monodromia.
Birkhoff generalizou o problema de Riemann-Hilbert para equa¢des nao-fuchsianas, provando
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a existéncia de uma EDO linear da forma dado um conjunto {a}y—1 .., de pontos singu-
lares, regulares ou ndo, dado grupo monodromia e o dado fendmeno de Stokes em cada ponto
singular irregular.
Seja
o ={A(z)} (3.37)

o conjunto de todas as matrizes racionais com m poélos e multiplicidade r para cada polo. Seja
também

Me = {M}, (3.38)
o conjunto de dados de monodromia do sistema de EDO (2.19).

Teorema 11. O mapa
Alz) e o - Me M,, (3.39)

é injetivo.
Para demonstrar, sejam A(z),B(z) € 4/ e suponha que
M (A(z)) =M (B(z)). (3.40)

Sejam ¥(z) e P(z) solugdes fundamentais das equagdes

d¥Y
— =A(x)¥ (3.41)
dz
© do
= B(7)® 3.42
2 — B0 (3.42)
respectivamente. Considere a matriz
2(2) = @)V 1 (2). (3.43)

A fung¢do matricial g(z) possui as mesmas propriedades analiticas que as ¥(z) e ®(z). A re-
lagdo implica que as equagdes e possuem exatamente o mesmo grupo de
monodromia, i.e, as fun¢des ¥(z) e ®(z) sdo multiplicadas a direita pela mesma matriz M,
quando continuadas analiticamente em torno da singularidade a,. Portanto, a funcdo g(z) é
monovalorada no espago base X = CP'\ {a,}"_,. Na verdade, as singularidades de e
sdo canceladas quando combinadas na funcdo g(z). Entdo, cada ponto a, é uma singu-
laridade removivel de g(z). Como ambas fungdes sdo normalizadas pelo mesmo par {ag, ¥y},
conclui-se que g(z) = I. Em outras palavras,

¥(z) = P(2), (3.44)
implicando A(z) = B(z).

Com esse teorema, concluimos que o sistema linear (2.19]) € unicamente determinado por
seus dados de monodromia estendidos.
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3.4 Exemplos

3.4.1 Dois pontos regulares

Seja o sistema

dd A
F _g (3.45)
dz 2
onde z = 0 é uma singularidade. Fazendo a transformacao
1
w— —,
Z
entiao
d dwd  ,d
dz  dzdw dw’
Com isso
z=o00—w=0
© do
— = WALP, A = —Ay, (3.46)
dw

entdo o ponto z = o também € uma singularidade regular.
Uma solugdo fundamental ®(z) possivel é

Quando continuamos analiticamente em torno do ponto singular, ®(z) se transforma da forma
D (ze?™) = 4020 — B () M. (3.47)
Pela relagdo ciclica ((3.24)), temos

My = [M..] "' = ¥, (3.48)

3.4.2 Trés pontos regulares
Seja a equagao

dd A A
a® _ [_0 N 1_] ®. (3.49)
dz z  z—1
com z =0, 1 e oo singularidades regulares.
Pelo resultado (2.63)), podemos escolher TrA(z) = 0. Além disso, temos a liberdade de

gauge para normalizar em relacdo a matriz de monodromia no infinito

a4 (7 0
Aw—Aw—<0 _y). (3.50)
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As matrizes Ag, A| € Aw = —Ag — A1 possuem autovalores ndo-nulos, na forma de Jordan
(a0 (B 0
AO_(O —(x)’ Al—(o —ﬁ) (3.51)
A forma geral das matrizes Ag e Ay €
_(a b (e f
= () (1) asm

Aplicamos as seguintes condi¢des para fixar os parametros

1. Condicao 1: TrA, =0

a+d=0
e+h=0
entao
_(a b (e f
Ay = (C ——a)’ Al = (g __e> (3.53)
2. Condicao 2: Ag+A; +Ax =0
at+e=—Yy
f+b=0
c+g=0
_fa b _(—Y—a b
e (t ) = (T a5
3. Condicao 3: Ao diagonalizar Aj e A, temos que obter os autovalores corresponden-

tes.

Denotemos a = w. Ao diagonalizar A(, encontramos

Det|" % P ‘:o, (3.55)

C —w—-«uo

bc=w?—a*=(w+a)(w—a).
Podemos escolher
b=—-ulw—oa),

1
c= ;(w—i—a)‘
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Assim,

AO:(1 " _”(W_O‘)>, A1:( e ”(W_O‘)). (3.56)

~(w+a) —w ~lwt+a) y+w

Como os autovalores de A| sdo £f3, entdo temos

- —32_;‘;_72. (3.57)
Vemos que as matrizes sao parametrizadas por 4 quantidades, , 8, 7,u, dando
dim.ge/ =4. (3.58)
Por outro lado, usando
TrAy =0=DetM, =1, v=0,1,00,
Mo My My =1, (3.59)

27iy 0
e
M. = ( 0 ez;m) .

Com essas equagdes, vemos que o nimero de parametros livres do grupo de monodromia € 4,
logo
dlm %g - 4,
portanto
dim.«/ =dim.Z .

Entdo, existe um mapa bijetivo entre os pontos singulares e os dados de monodromia.

3.4.3 Quatro pontos regulares
Seja a equacgdo
—=|—+——+—|P
dz z z—1 z—t
com z =0, 1,¢ e oo singularidades regulares.

Podemos escolher TrA(z) = 0 e as matrizes Ay, A, Ay € Aw = —Ag —A] — Ay possuem
autovalores ndo-nulos, na forma de Jordan

vy (6y O - -
Ay _<0 _9v>, v=0,1,2,0c0. (3.61)

do {Ao Al A } (3.60)

Usando a liberdade de gauge para normalizar em relacio a matriz, temos

o 0
Am:AN:(0 _5> (3.62)

A forma geral das matrizes Ag, A1 e A; sdo

_f(a b (e f (P q
A0—<C a,),Al—(g h),Az—(r s>' (3.63)
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1. Condicao 1: TrA, = 0 Temos

a+d=0,
e+h=0,
p+s=0,

entao

_f(a b (e f (P q
Ao—(c _a), Al—(g _e), Az—(r _p). (3.64)

2. Condicao 2: Ay+A;+A2+A=0

ate+p=-9,
J+b+q=0,
c+g+r=0.

Redefinindo os pardmetros

a=wy, e=wy, p=wy,

R e R G
c  —Wwy g —wi r—wp

3. Condicao 3: Ao diagonalizar, temos que obter os autovalores correspondentes.

temos

Ao diagonalizar Ag, encontramos
be = wg— 65 = (wo + 60) (wo — 6p).
Podemos escolher
b= —up(wo— 6p),

1
c=—(wp+ 6p).
uo

Logo, Ag tem a forma

Ay = ( ] wo —up(wo — 90))
%(WQ—F 90) —Wp
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Pelo mesmo raciocinio, podemos encontrar entdo a féormula geral para todas as matrizes

. Wy —uy(wy — 6y)
Av == (i(wv + Gv) —wy ) ) (365)

comV=0,1,2,00,
O conjunto {Ay}, v =0,1,2,00, sd0 parametrizadas por dez pardmetros

57 Wy, Uy, 6V7 V:O71,2

e possui duas equagdes de vinculo
2
Z uy(wy —0y) =0,
v=0

2
Z — Wv + 0\/ = 0
= uy
somando um total de 8 parametros, entao
dim &/ = 8. (3.66)
Por outro lado, usando
TrAy =0=DetMy =1, v=0,1,2,00,

Mo My My My =1, (3.67)

27id
e 0
M = ( 0 e—27ri5) ’

vemos que o nimero de parametros livres do grupo de monodromia € sete, logo
dim.Z, =1
portanto
dim« + 1 =dim.Z,.

Esta € a principal diferenca entre o caso anterior. Existe uma defasagem na contagem de
parametros, portanto o mapa

A — M, (3.68)

ndo € mais injetivo. E o primeiro encontro com um caso onde precisa-se do método de isomo-
nodromia.
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3.5 Meétodo de Isomonodromia

A teoria das deformagdes isomonodromicas estuda a familia de equagdes (2.19)) que tém os
mesmos dados de monodromia. Comecou com o problema de classificar equagdes da forma

Uzz :R(Z,M,I/lz), (369)

onde p 2

", = d—;‘, U, = d—zg‘ (3.70)
e R(z,u,u;) fungdo analitica em z, racional em u e u;. As solu¢des apresentavam a Propriedade
de Painlevé: as solugdes sdo livres de pontos criticos removiveis, i.e, a localizagdo dos pontos
de ramifica¢do ndo dependem das condi¢des iniciais.

A lista completa de equacdes com esta propriedade foi apresentada por Gambier e Garnier[60,
61], existindo apenas 50 [69]. Cada uma pode ser integrada em termos das fungdes conheci-
das (hipergeométrica, seno, eliptica, etc) ou mapeada para um conjunto de seis equagdes, que
ndo sdo integraveis por fungdes conhecidas. Essas seis equagdes especiais sdo as chamadas
equagoes de Painlevé.

Riemann foi o primeiro a introduzir o conceito de deformagdo de uma equagao diferencial
linear ordindaria preservando a representacdo do grupo de monodromia. O problema proposto
foi resolvido apds sua morte, por Schlesinger [[112], Fuchs [S9]], e Garnier [61]. A ideia é
associar a equagdo diferencial inicial ndo-linear da forma a um certo sistema linear

do
e =A(z,t,u,u;)P (3.71)

com A(z,t,u,u;) uma matriz racional em z.
As deformagdes dos coeficientes ao variar ¢ € tal que os dados de monodromia do sistema
(2.19) sdo conservados. Por exemplo, a Painlevé 11

Uy, — U — 2P =v (3.72)
esta associada ao sistema

2 ST iv
@ _ <—4Z'Z —it— 211;tv 4l'Z;t — 2uz _72> P (3.73)
dz —4izu —2u, + = 4iz= it + 2iu
Portanto, os dados de monodromia da equagio linear (2.19) representam as primeiras inte-
grais da equag@o diferencial ndo-linear (3.70). Entdo, o problema de resolver esta equacédo é
substituido pelo problema de encontrar os mapas direto (3.35)) e inverso (3.36).
Por simplicidade, denotaremos

A(z) — A(z,1), (3.74)

onde ¢
t=(t1,...,t5), > 1, teV, (3.75)

'E 0 mesmo sistema (2.19)), apenas explicitamos a dependéncia em u e u,.
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com V conjunto aberto em C4.
Observacdo: A transformacao € dita admissivel se as seguintes condi¢des forem satisfeitas

1. O nimero de singularidades ndo depende de ¢, i.e, ndo haverd mais ou menos singulari-
dades ao final da transformacao;

2. A natureza das singularidades ndo mudam com a transformacao;
3. O tipo de bloco de Jordan ndo muda com a transformacao;

4. O rank de Poincaré da singularidade irregular r, ndo muda com a transformacao.

3.5.1 A I-forma ©(z,1)

Seja ®(z) solugdo da equagdo (2.19). Considere a seguinte 1-forma

O(z,1) =d®- (®) !, (3.76)

onde 9o
do =) =—di;. (3.77)

j J

De acordo com (2.40)), essa forma € invariante. De fato, se fizermos a continuagio analitica em
torno da singularidade ay, vemos que ela se transforma da forma

O((z—av)e*™ +ay) = O(2) = d(2) - (P(2))

= (dD(2)My) (P(2)My) "
(3.78)
= (d®(2)) MyM,, " (®(2)) "

=d®-(®) ! =0(z,1)

3.5.2 Comportamento local de ©(z,7)

Para analisar o comportamento da 1-forma ®(z,7) em torno das singularidades ay, v=1,...,m,
usaremos

A AW
d(z) =P, V) (z) &° E, (3.79)

se ay forem singularidades regulares, onde o) (z) é uma fung@o holomérfica. Caso ay seja
um singularidade irregular, ela serd caracterizada pelo fendmeno de Stokes

A s sy (3.80)

e a fungdo P(z) tem o seguinte comportamento assintético

SPhy = {AY) . ALY,

o) ~ P, ®V(2) M E,, (3.81)
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Z G Qg‘/), Z—>av.

Logo
s (v)
®(z) ~ P DV () S 5 B
ze Y 7 ay, (3.82)
n=1,...,2r,+1.

Tanto a série convergente quanto a série assintética podem ser diferenciadas em relagdo a ¢
termo a termo.

Teorema 12. A forma diferencial ®(z,t) definida em (3.76]), é uma fung¢do matricial racional
em funcao de z, seus polos estao localizados ay, Vv =1,...,m — 1,0, e a decomposicao em série
de poténcias associada a parte principal é dada por

m—1
0(z) =0 (2)+ Y 0)(z), (3.83)
v=1
onde
ry+1
V() =Y (z—ay)* 6, (3.84)
k=1

v=1,...m—1

v ~ . A . ~ A . . ..
e ®1(< ) sdo coeficientes. Por conveniéncia de notagdo, a dependénciat foi suprimida. Se 7 = oo
é um ponto regular, entdo o termo ©(*) (z) € identicamente zero. Se z = oo é um ponto singular
irregular, entiao

0)(z) = Y. . (3.85)
k=0

. . . . . \%
Para mostrar o teorema, suponha que ay seja uma singularidade irregular. As matrizes A(() ),

S,((V) e Ey sdo independentes de 7, entdo em cada setor Q,((v), k=1,...,2ry, temos

~ v ~ v _1
0(z) ~d (pv<p<v>eA< ><§v>> . <pvcp(")e/\( >(§v>> , (3.86)

Calculando a diferencial

d <pvci>(v>eA<v><¢v>> —P,d (@(v)) AVE) L p &V <6A<V>(¢v>) ,

—Pd (@(v)) AV L) gAW) (€)M (3.87)
quando substituimos (3.87) em ((3.86]), encontramos

O(z) ~ P,dY) . dAV (&) - [PV&M] Ty 0(<"), (3.88)
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Z—>av.

Lembrando que AY)(&,) é um polindmio,

ry (v)

AV = Y ek +AM g,
k=1

e fazendo k —» —k, a diferencial dA(") em (3.88) ¢é dada por

d& = —day,
d(&, %) = —k&, N (~day),
d(In&,) = 5(—&1\,),

ZA évk Y(—day) - Zév day,
portanto (3.88]) tem comportamento polinomial.
Supondo O(z) uma série de poténcias em torno da singularidade a,

rv+1

=Y, 0VE o).
k=1

Comparando as equacdes ([3.88)) e (3.90|), pode-se determinar os coeficientes ®

regular, r, = 0, entdo o segundo termo da equagdo ((3.89)) desaparece.

(3.89)

(3.90)

(v)

P No caso

Para o caso em que o infinito € um ponto singular, podemos aplicar a transformacao de

coordenadas :
- —w,
Z

entdo a 1-forma ®(w) é dada por

O(w) = i wk®,((v) +0 <v1_v)

k=0

e seus coeficientes sdo determinados por

i w"@,&” = ) (w) - (dA("")(w)) ) [ci)(oo) (w)] .

k=0
Como
Too A(°°)
AP (w) = = Y —Ewk = AT I,
k=0
entao
Too k

) _ WA
dA >_—];l7d/\k.

(3.91)

(3.92)

(3.93)



3.6 TEOREMA DE SCHLESINGER 45

3.5.3 Condicao de compatibilidade

A fungdo ®(z,t) satisfaz, além da equagdo em z

2 —a@e (3.94)
um sistema linear auxiliar em relagdo ao parametro ¢
dd =0(z)P. (3.95)
Expandindo na base das 1-forma
0(z) = Y 0;(z)d1;, (3.96)

a equacdo ([3.95]) assume a seguinte forma

P
%, =@ (3.97)

Aplicando a diferencial em (2.19)) e usando a equagdo (3.93)), encontramos a seguinte condi¢do
de compatibilidade ou condi¢cdo de curvatura zero. Se definirmos a curvatura ' como

00
F=dA———[0,A], (3.98)
dz
e impormos
F=0 (3.99)
teremos P
dA = —+[0,A]. (3.100)
dz
Em componentes
dA  00;
—=—+4+0;A 101
at aZ + [ ] ] (3 O )

Ambos os lados da equacdo (3.100)) sdo fungdes racionais em z. Esse sistema forma as equa-
coes de deformagdo isomonodbémicas.

3.6 Teorema de Schlesinger

Considere um sistema fuchsiano, i.e,

dd
CZ ZA(R)®
dz (2)
no A
Az) = .
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onde
m
A=) Ay
v=1

€ uma matriz diagonal. As deformacdes de isomonodromia associadas a este sistema foram
descritas por Schlessinger [?], que escolheu os pontos ay, ...,a, como os proprios parametros
de deformagao

t=A{ay,...,ay}. (3.102)

A 1-forma ©(z), neste caso, ¢ dada por

o)=Y o)

v=1
onde de acordo com (3.84)) com (|3.88]),
V() = p AV [P d
(Z)——Z_av v Ly [Py] ay,
(3.103)
A
= — v dav
— av
Assim, a equagdo ((3.95)) torna-se
m Ay
dd=—Y" P day (3.104)
v=1%" v
o 2 A
=———®, v=1,..m (3.105)
aav Z—ay
Portanto, a equagdo de deformagéo isomonoddmica (3.100) € equivalente ao sistema
AL day—d
dAy= Y [AgA, ) (3.106)
p#v.u=1 dp—dv
v=1,..m
A forma em componentes do sistema
dAy i
== Z [AﬂvAV]
day p#v,u=1
(3.107)
dA
2a, ~ Pt

€ conhecido como as equagoes de Schlesinger.
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As equacdes de compatibilidade

i@ & Ay
77 _ d
9z vg’lz—av
(3.108)
0P _ Ay @
day Z—ay

as equacoes (3.108)) formam um par Lax para as equagdes de Schlesinger. O sistema nao linear
(3.107) descreve as deformacdes isomonodromias da equacdo em z em (3.108).
O sistema (3.107)) possui as seguintes quantidades conservadas:

1. O espectro de Ay, ou seja, os expoentes de monodromia A(()V), v=I,..,n.

2. Asoma .
Y Ay = A=A = cre (3.109)
v=1

A colecao {A(()v)} representa a parte "trivial"do conjunto total de quantidades conservadas
de (3.107) formado pelos dados de monodromia da equagéo (2.19),

My ={NE} i (3.110)

Vale salientar que no caso Fuchsiano genérico, o conjunto completo das primeiras integrais
(quantidades conservadas) de (3.107)) pode ser descrito como o conjunto das matrizes de mo-

nodromia de (2.19)),
o ={M}Y, v=1,..m. (3.111)

A relagdo entre os conjuntos (3.110) e (3.1TT)) é expressa através da equagio

A (V)
My =E;' N B, v=I .. n. (3.112)

3.6.1 Deformaciao Isomodromica para Painlevé VI

O caso nao-trivial da aplicagdo das equacdes de Schlesinger € o que as matrizes Ay
sd0 2 x 2 com trés singularidades a distancia finita. Via uma transformagdo de Moebius [535],
podemos fixar duas delas em ag =0 e a; = 1 e a ultima em a; = ¢. O parametro ¢ serd o
parametro da deformacao do sistema:

9 _ [Ao(r)  Ar(r) | At)
azq)(z’”— . 71 7-q D(z,1), (3.113)
J A
5 2@ = ——— (1), (3.114)
Denotaremos
0 o). (3.115)
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Aplicando o sistema nas equagdes de Schlessinger (3.107)) , temos

. 1
Ayg = —;[Ao,At], (3.116)
. 1
A1 == —l—t[Al,At], (3117)
. 1 1
A= ;[onAz] - ;[Al»At]~ (3.118)
Como o infinito é um ponto regular, temos
Ag+A1+A+A-=0. (3.119)
Podemos remover o A; usando essa relagao
, 1
Ayg= ;[AO,Al + A, (3.120)
, 1
A= —:[Al,Ao + A (3.121)
(3.122)

Escolhendo o gauge onde TrA, = 0, os autovalores das matrizes Ay sdo denotados por

v)_ (6 O
Ay = (O _9v> . (3.123)
Escolhendo A. diagonal, temos
() (6 O
A=Ay = ( 0 _900) ) (3.124)

Como fizemos no exemplo de 4 singularidades regulares, as matrizes podem ser parametrizadas
da seguinte forma

Wy —uy(wy — 6y)
Ay = 3.125
v <% (Wv + 0\/) —Wy ) ( )
Defina a fungdo y(z) como o zero da entrada [A(z)]12 da matriz A(z), entdo
k(z)(z—y(z
A1 = SDE_IE) (3.126)

z(z—1)(z—1)

A fungio y(z) satisfaz a equagdo de Painlevé VI.
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3.7 Apéndice: Classificacao de Heun e Transcendentais de Painlevé

3.7.1 Equacido de Heun

Em 1889, Heun escreveu uma artigo [65] sobre as solugdes de uma equagdo diferencial de
segunda ordem Fuchsiana com quatro singularidades regulares. Essa equagdo ficou conhecida
como equacdo de Heun. A classe de equagdes diferenciais de Heun engloba todas as equa-
coes obtidas a partir do processo de confluéncia dos 4 pontos regulares, a depender do tipo de
processo. A equagdo basica de Heun na forma candnica natural é

Lgl’l’l;l)(a,b,c,d;t;G)y(z) =0

c d e ab(z—t)—o
D>+ —+—+—>D+— =0 3.127
{ (Z z—1 z—1 2(z—1)(z—1) 7@ G120
com
H_d
Cdz

Os nimeros 1 —c, 1 —d e 1 — e sdo os expoentes caracteristicos das solucdes do tipo Frobenius
nos pontos z =0, z =1 e z = oo, respectivamente, a € b sdo os expoentes caracteristicos no
infinito e todos devem satisfazer a condi¢cao de Fuchs

a+b+1l=c+d+e (3.128)

3.7.2 Equacao de Painlevé

As solugdes sdo as funcoes de Painlevé e as formas canOnicas das equacdes sao

. PI
Uz = 6u* + 2 (3.129)
. PII
Uy = zu—+2u — o (3.130)
« PIII
1 u, 1 19)
ey = iz =+ (ol + B) oy’ + (3.131)
.« PIV
_ 1 2 3 3 4 2 2 2 B 3.132
uzz—zuz—kiu—k u”+2(z —Oc)u—i—; (3.132)
. PV
3u—1 1 —1)? 5 1
PP ek S L PN k) - B O LG (3.133)
2u(u—1) z 7 u z u—1
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_1 1+ 1 n 1 2 1+ 1 n 1
M=o\ u a1 u—z o 7z z—1 u—z =

u(u—1)(u—7z)
ZZ(Z— 1)2

* PVI

(a+ﬁ%+7(;__11)2 +5ff,z__$3) (3.134)

3.7.3 Equacoes de Painlevé como analogos classicos das equacoes de Heun

Na fisica, existem duas formulagdes sobre uma mesma teoria: dada uma Hamiltoniana H(p, q,1),
uma fungdo das varidveis canoOnicas ¢, p e t, podemos escrever as equagdes de movimento em
termos de ¢(¢) e p(t), solugdes das equagdes de Hamilton. Por outro lado, o formalismo La-
grangeano estuda a funcdo ¢(t), solu¢do das equagdes de Euler-Lagrange.

Fuchs em seu artigo [S9] encontrou uma relacdo entre a equacdo de Heun e a Painlevé
VI. Em seus estudos, a PVI apareceu como condi¢ao de compatibilidade. Depois, Schlesinger
[112] encontrou um sistema de equacdes diferenciais parciais onde a PVI aparecia [[72, 73] 154,
obtidas a partir do método baseado em manter as caracteristica de monodromia invariantes.
Esse € o atual conhecido método de Isomonodromia [[10].

Foi demonstrado que a Painlevé VI pode ser considerada uma equacao Newtoniana

91 = F(q,9:,1,6;) (3.135)

para um problema quintico de autovalor (i.e, ¢ e p sdo operadores que satisfazem [q, p] = i)
correspondente a Hamiltoniana

H(q,p,t,6:)y(q,t) = Ay(q,t) (3.136)

onde y(g,t) é solugdo da equacgdo de Heun [118 /93] [105].

3.7.4 Classificacio das confluéncias da equacio de Heun

A classificacdo principal das equacdes de Heun baseada nos processos de confluéncia foi pro-
posta em [[119] e completada por [[120]. Esta classifica¢do inclui as seguintes equagdes:

1. A equagdo bésica de Heun (EH)

2. Quatro tipos de casos confluentes:

(a) A equacao confluente de Heun (ECH), uma equacao com duas singularidades regu-
lares e uma irregular no infinito;

(b) A equacdo biconfluente de Heun (EBH), uma equag¢do com uma singularidade re-
gular e uma irregular no infinito resultante da confluéncia de trés singularidades
regulares;

(c) A equacio confluente dupla de Heun (EDH), uma equagdo com duas singularidades
irregulares, em zero e infinito;
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(d) A equacdo triconfluente de Heun (ETH), uma equag@o com uma singularidade irre-
gular no infinito como resultado da confluéncia de quatro singularidades regulares.

3. Cinco tipos de casos confluentes reduzidos:

(a) A equacdo confluente reduzida de Heun (ECRH);

(b) A equacao biconfluente reduzida de Heun (EBRH);

(c) A equacdo duplamente confluente reduzida de Heun(EDRH);

(d) A equacio triconfluente reduzida de Heun (ETRH);

(e) A equacdo dupla confluente duplamente reduzida de Heun (EDRDH).






CAPITULO 4

Rabi e suas monodromias

Neste capitulo final, serd aplicado o método de isomonodromia ao modelo de Rabi.

4.1 Apresentando o modelo

O modelo de Rabi descreve a interagdo entre um dtomo e um campo magnético rotacionando
[109]. O caso mais simples € um oscilador harmonico com dois niveis, analogo a um modelo
de spin-1/2. Na aproximacgao de dipolo, quando o comprimento de onda do campo é maior que
o tamanho do 4tomo, a interagdo 4tomo-campo faz com que os estados do sistema oscilem entre
si. Essa oscilagdo € chamada de oscilacdes de Rabi [115]. Bloch e Siegert [27]] descreveram
o caso do campo varidvel nao-rotativo, encontrando um shift (deslocamento) na posi¢ao da
ressondncia - chamado shift de Bloch-Siegert. E um modelo simples e ainda assim tem um
espectro interessante € rico.

Recentemente, o modelo tem atraido vividamente aten¢do devido a razdes matematicas. O
modelo quantico de Rabi € descrito pela Hamiltoniana (7 = 1)

Hg = Ac. + wa'a+go(a' +a), 4.1)

onde a e a' sdo, respectivamente, os operadores de destruicio e criacdo para o modo bosdnico
de frequéncia w, o, e 0, sdo as matrizes de Pauli, A é uma constante referente a energia do va-
cuo e g é a constante de acoplamento da interacao entre o0 modo bosdnico e o campo magnético.
Em funcio dos operadores 6+
1
+ .
o= E(zel:ldy),
o termo de interacdo se torna

go(d'+a)=g(c d" +0Ta)+g(cTa" +07a),
sendo conhecidos como
Termo de rotagdo = g(6 a' + o7 a),

Termo de contra-rotagdo = g(G*aT +0 a).

Jaynes e Cummings estudaram a primeira forma do modelo de Rabi em 1963 [71], des-
crevendo um atomo de dois niveis que interage com um modo quantificado em uma cavidade
optica. O objetivo era estudar a relacdo entre a teoria quantica da radiacdo e a teoria semi-
classica correspondente. Essa teoria é uma aproximacio da Hamiltoniana do Modelo de Rabi
quando desprezamos o termo de CRT,

53
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Hic=Ac,+wd' a+g(c d +0"a). (4.2)
Neste modelo, o operador nimero
N=d'at+o"c"
comuta com Hj¢, logo existe autovetor | f,) € 7 (Hyc) tal que

Entdo, o espago de estados do modelo de Jayne-Cummings, ¢ (H,c), decompde-se em uma
soma infinita de subespacos invariantes

[fn) € e, A (Hjc) = ®p=1 7

onde dim .77, = 2 para cada n. No modelo de Rabi, essa simetria € quebrada com a reintrodugio
do termo de CRT.

Os varios regimes de acoplamento do modelo de Rabi quantico podem ser definidos em
termos do valor de 2A, da frequéncia do modo @ e da constante de acoplamento g entre os dois
sistemas. Esses regimes sao [123]]

1. regime de desacoplamento: 2A < g < @,

2. regime de JC: g < ,2A e |0 —2A| < |0+ 24|,

3. regime anti JC: g < ®,2A e |0 —2A| > |0 + 24|,

4. regime intermedidrio: 2A ~ g < @,

5. regime da dispersdo degenerado:g < @, 2A, |w — 24|, |@+ 24|,

6. regime de acoplamento forte: 0.1 < g < @,

7. regime de acoplamento muito forte: g > ®.

Recentemente, em 2011, Braak [29] resolveu o modelo em uma representagdo de Bargmann
(estado coerente), obtendo de forma sistemdtica o seu espectro regular como zeros de uma
funcdo transcendental. A parte excepcional do espectro ja era conhecida desde o final dos anos
1970 [75]], mas também pode ser obtido pelo método proposto por Braak [20]. A equacdo
de movimento do modelo era uma equagdo de Heun. Em paralelo, Cunha e Novaes [35, 130]
encontraram a mesma equacao de Heun no problema espalhamento em buracos negros. A ideia

aqui € aplicar o método de Isomonodromia desenvolvido nos capitlos anteriores e encontrar
uma equacdo de Yang-Baxter associada ao Rabi, mostrando que o modelo € soluvel e integravel.
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4.2 Problema de Autovalor

Seja a Hamiltoniana de Rabi

Hg = Ao+ wd'a+go(a’ +a),

55

(4.3)

onde a e a' sdo os operadores de destruicio e criacio para o modo bosdnico de frequéncia
®, Oy € O, sdo as matrizes de Pauli, A € uma constante referente a energia do vicuo e g € a

constante de acoplamento da interacdo entre 0 modo bosdnico e o campo magnético.

Defina um autoestado para o modelo de Rabi como

Y1
v) = ,
Y2
Hg|y) =E|y).
Uma vez que as matrizes de Pauli sao
0 1 0 —i 1 0
GX = , Gy g , GZ =
1 0 i 0 0 —1

podemos escrever a forma matricial de Hg
wa'a+A gld"+a)
Hp =
gla"+a) wa'a—A
Quando aplicada no auto estado |y), obtém-se o sistema de equagdes acopladas
wa'a+A gla'+a)\ (i E v
gla"+a) wa’a—A) \y, E v,

na forma de sistema de equacgdes

(wa'a+ Ay +gla’ +a)ys = Ey,

[wa’a — Alys + g(a’ 4 a)y, = E,.

4.2.1 Solucao de Braak

4.4)

4.5)

(4.6)

“.7)

(4.8)

4.9)

Em seu artigo [29], Braak apresentou uma solugdo analitica para o modelo quantico de Rabi

utilizando o espaco de Bargmann-Fock de funcdes analiticas.
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Def 19. O espago de Bargmann-Fock % é o espago de fungdes holomorfas F em n-varidveis

complexas que satistaz a condi¢ao de quadrado integravel

7= =" [ IF@)F e Fas

com
dz = H?:] dz;idz;

(4.10)

(4.11)

Para o caso do modelo de Rabi, n = 2, os operadores bosdnicos de criagdo e destruicao tem

a seguinte representacao

T d
a'" —z, a— —,
dz
logo
da= L
_Zdz’

entdo a Hamiltoniana nesse espaco se escreve
d d
i 0z +A gz+ )
Hg =
d d
8 (Z + d_z) wz 4 A

Nessa nova representacdo, o sistema de equagdes se torna

d d
wzﬂjtg(zl//ﬁ&) +Ayy = Evyq,

dz dz
d d
a)z£+g zl//1+ﬂ — Ay, = Evyn,.
dz dz
Fazendo a seguinte mudanca de base
Si Vit Yo Vi
p— pu— W ,
f2 Vi— )
onde
1 1
W = ,
1 -1
encontramos o sistema de equacgdes
d E—gz A
i - o fl - f27
dz  wz+g wz+g
dﬁ _ E+gz A

f_ f17

dz  wz—g'% wz—g

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)

(4.19)



4.2 PROBLEMA DE AUTOVALOR 57

matricialmente,
M E—gz A
dz wz+g wz+g f 1
= . (4.20)
dfy A E+gz
dz wz—g wz—g f 2

A partir de agora, faremos @ = 1. Fazendo uma seguinte transformag¢do de coordenadas

w=—2g(z+3g),
4.21)
= _4g27
temos
d dzd
dw dwdz’
(4.22)
d d
R, Pt
dz S aw’
logo, cada termo da matriz (4.20]) se torna
E—gz {(E%—gz) 1}
= — + =,
Z+g w 2
A 2
Sl (4.23)
z+g w
A 2
___“8 A,
7—g w—t

i—8 2

w—t 2
Substituindo (4.23)) na equagdo (4.20]), encontramos o seguinte sistema de EDOs lineares e
trocando z por w, temos

E+g:_%FEEﬁ 1

d
L A@rG), @24)
z
onde A(z) é uma matriz dada por
(E+g?) | 1 _A
z 2 z
Alz) = . (4.25)
_A (Bt 1
z—t 7=t 2
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4.3 Integrabilidade do Rabi

Podemos escrever o sistema matricial (4.25]) usando a matriz de solugdo fundamental ([2.18])
de forma que

do
— =A(7)P(z) (4.26)
dz
Reescrevendo a matriz (4.25)) em termos das matrizes de Pauli, encontramos
1 1 1
A(z) =03+ -Ap+ Ay, (4.27)
2 z 7—t
com )
_(E+g" —A (0 0
Ao—( 0 0>, A,—<_A E+g2)' (4.28)

A matriz possui dois pontos singulares regulares em z = 0 e z = ¢, e um ponto irregu-
lar singular em z = o com rank de Poincaré r.. = 2. A estrutura analitica do sistema em torno
das singularidades regulares € caracterizado pelas matrizes de monodromia My and M;, com

®((z—ay)e*™ +ay) =D(zx)My, v=0,1. (4.29)

Além disso, podemos escolher as condi¢des iniciais de tais que, em torno do ponto
singular ay, v = 0,¢, tenhamos o seguinte comportamento

(v)
D(2)| g, = (2 —av)™ (4.30)
onde A(()v) sdo as formas de Jordan das matrizes A,
v _(a 0 _
Ay’ = ( 0 av>, v=0,t. (4.31)

De acordo com (3.29)) uma matriz de monodromia M, pode ser escrita genericamente como

A (V)
My, =E, &#™N E;T (4.32)

onde Ey € GL(2,C) séo as matrizes de conexdo. Para propdsitos algébricos, apenas a diferenca
dos autovalores das matrizes Ay

0y ==(oy —a, ),v=0,t (4.33)

importa.
Vimos no capitulo 3 que o ponto singular irregular, no caso do Rabi em z = o, apresenta o
Fenomeno de Stokes, dado pela equacdo (3.13). O sistema no infinito tem a seguinte forma

d® 1 Ap+A
—¢_1:——G3+ 0+ A

-2
I 3 +0(z77). (4.34)
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A partir do coeficiente A, = —(Ag +A;) do termo z~!, podemos definir a monodromia em
7 = oo, dada por
— 3 (°<') 00)q o)1 —
M. =E.' &N 8501 LS E, (4.35)

sendo a diferenca de autovalores de A
0. = (a5 — 0h) /2. (4.36)

Para descrever o fendmeno de Stokes do modelo de Rabi, onde r.. = 2, a equag@o (2.123)
pode ser escrita da forma

U

> 1 (4.37)

T
Qj:{zE(C|(2j—5)§<argz<(2j—1)

J € Z, utilizando (#.36). Para cada Q;, temos o seguinte comportamento assintético para as
solugdes do sistema (4.277)):

1
D(z) = Gj(z_l)exp(%zog)z_TG“@, (4.38)

onde G;(z7!) =1+ 0(z7!) é uma matriz analitica na vizinhanga de z = c. O fendmeno de
Stokes relaciona solugdes do sistema (4.38) em diferentes setores Q

Dj1(z) =P;(2)S; (4.39)
onde S sdo as matrizes de Stokes (2.129). Como
Dj(e*Mz) = Djya(z)e M, (4.40)

temos que
Sj+2 — i6=03 Sj ememog7 (4.41)

portanto, podemos escolher uma base em que

1 s 1 0
SZj = <O ij> ) SZ]-H - (S2j+l 1) ) (4.42)

onde os numeros s; sdo chamados de multiplicadores de Stokes. Por identificagdo dos S; >
com rotagdes de 277, podemos definir a monodromia no infinito no setor €2 ; por

Moo|gzj = Sij+1€m9°°G37 (4.43)
que satisfaz a relacdo ciclica com as outras matrizes
MMMy =1. (4.44)

Note que uma vez que escolhemos um setor Q ;, basta conhecer apenas dois parimetros conse-
cutivos de Stokes s1 € s para reconstruir toda série de matrizes de Stokes S .
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O resultado da analise acima é que o conjunto de dados de monodromia (3.38)) ¢ dado, no
caso do Rabi, por
//e :{90,9,,9w,s1,sz}. (4.45)

Eles sdo suficientes para determinar as matrizes de monodromia.
A existéncia das matrizes de monodromia fornece uma representacao explicita do grupo de
permutacdo S3 agindo nas M, como

0;j(M;) = MMM ',

» (4.46)
0;j(M;) = (M;Mi)M;(M;M;) ™"
Esses geradores satisfazem

0ij 0 Oji © Ok; = Ojk © Ok j© Oji, (4.47)

conhecida como a relacdo de Yang-Baxter[42].

Portanto, a existéncia de matrizes de monodromia garante que o modelo de Rabi é integrd-
vel no sentido de Yang-Baxter. Encontrar uma forma exata para as matrizes de monodromia
nao € uma tarefa trivial, como os resultados negativos de [21] podem atestar.

4.4 Método de Isomonodromia aplicado ao Rabi

A existéncia das matrizes de monodromia descrita acima estd profundamente relacionada com
o problema de Riemann-Hilbert. O caso do Rabi € o problema inverso: dado o sistema de
Schlesinger (4.27)), queremos encontrar as matrizes de monodromia descritas na se¢éo anterior.
Para resolver essa questdo, notamos que existem diferentes familias de Ay’s que tem a mesma
monodromia (Capitulo 3). Schlesinger quem primeiro descreveu como encontrar essa familia
[[72,173,70], entendido mais facilmente em termos de conexao plana [[11].

4.4.1 Condicao de curvatura nula

Suponha F uma curvatura associada a uma conexdo <. Entdo
F=dod+d N (4.48)
Quando F =0, temos que .« é uma conexao plana. No caso do Rabi, temos
F = 0,4, — 0.4, + | ot., o (4.49)

o3 +A0(t) +A,(t) _ 9dP(z,1)

JMZ(ZJ): 2 z Z_t - az

@ (z,1), (4.50)

como a componente z da conexdo /. E imediato ver que, se considerarmos a componente ¢

como A
1
[ = ( ), (4.51)
Z—1
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entdo a curvatura (4.49) associada se anula se 0s Ay () satisfazem o sistema de Schlessinger

dAy 1

— = —[A1, Ao,

0
A a ! | (4.52)
a—tt = —;[At,AO] - E[Az,@],

lembrando que as matrizes Ag € A; podem ser interpretadas como um par de Lax para o fluxo
de isomonodromia.

Pode parecer que o problema de Rabi estd sendo abordado de uma maneira mais compli-
cada, porém as equacdes de Schlesinger possuem uma estrutura Hamiltoniana. Esco-
lhendo o gauge

TrAcw = O, (4.53)

considere o termo fora da diagonal (A(z))> da equacdo (@.50), ele pode ser escrito em termo
de k(z,t) e u(z,t), fungdes lineares de (Ag)12 e (A;)12 [40, 6],

(A(2)12 = (A(;)u + (?t_)ltz = I;(é:?;, (4.54)

A fung¢@o u(z,t) é solucdo da Painlevé V

3u—1 4, 1 (u—1)7? B yu Su(u+1)
uzz_2u(u—l)uz_zuZ+ 2 au—i—u +Z+ 1 (4.55)

Escrevendo a solu¢do como
(1) (2)
q)(Z,l') — <f+ (Zat> f—%—z)(zvt)> , (456)
[z (=)

e utilizando (2.21]), pode-se checar que de acordo com (4.50), os elementos da primeira linha
fil’z) (z,7) da matriz fundamental de solugdo ®(z,) satisfard

—
~—

d> (1) d (12 (1.2)
Ef-o- +p(z)d_zf+ +Q(Z)f+ =0,
1-6 1-6 1
_ I _ , (4.57)
p(2) - 1 A
1 Hy H Hu
4@ =g+ —+

onde Hy, H;, A e u sdo fungdes de Ay(t) e A;(t). Essa EDO € a equacdo de Heun associada a
Painlevé V.

O sistema de Schlesinger (4.52)) produz a equacédo de Painlevé V para a seguinte fun¢io das
entradas A;:
(Ao)11(As)12 60 +6 — 00— (2u—1)(A —1)
(Ar)11(A0)12 6o+ 6 — 60— (2u—1)A

y(t) =
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De acordo com [6], a fun¢do-tau € definida por

ilog 7(1,6,5) = —lTr(G3A,) - lTr(AoAt) (4.58)
dt 2 t

que satisfaz uma EDO de terceira ordem nio linear, a conhecida forma-c da equagdo de Pain-
levé V [63]. Essa funcdo-tau tem interpretacdo de funcao geradora das fungdes de correlagdo.
Expressoes assintdticas para fungdo-tau da Painlevé V foram derivadas em [72]. Podemos
definir uma 1-forma @ como

1 L da, —d
o=> Y  Tr(auA,) 2 (4.59)
2 K ay, —a
Hv=1v#u o mv
tal que
do =0, (4.60)
logo, @ é uma forma exata, i.e,
o =dG (4.61)
e denotaremos G como
G=Int (4.62)

onde 7 € a funcdo-tau da Painlevé. Para descrever essa funcao, precisa-se definir os pardmetros
de monodromia composta definidos por

2cos o = Tr(M;My) = Tr(MZ")

TiOso
es182,

(4.63)
=2cosTO, + e

entdo os dados de monodromia estendidos sdo 6 = {60, 6,0, 0,s;}. Essas informagdes podem
ser escritas em termos dos parametros do sistema A, g e da energia E.

Em termos da (4.58), a existéncia das matrizes de monodromia do sistema de Garnier (4.27))
para o Rabi remonta a existéncia de uma solu¢do para funcao-tau dadas condi¢des iniciais

d . E+g> A?

—logt(t,6,0) :i+—2

dt =42 2 4g
» | 2 (4.64)
~_logt(t,0,8 = —TrApA, = —,
g2 10e7(1,6,0) g D T

Note que temos
Oh=6=E+g>, and 6.,=0. (4.65)

As condigoes (4.64) fornecem uma equagdo transcendental implicita para os dados de mo-
nodromia estendidos, os parametros de Stokes s; € s,. Com o conjunto completo dos dados
de monodromia .Z, = {6y, 6;, 0,0, s;}, podemos completar a misséo de escrever uma repre-
sentacdo implicita da equacdo das matrizes de monodromia e assim provar que o modelo é
integravel no sentido Yang-Baxter. O mesmo tipo de Painlevé V foi estudada em uma série de
artigos [96, 97, 96].
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A Painlevé V, encontrada no problema do Rabi, faz parte da familia de equagdes diferenciais
de segunda ordem com coeficientes racionais estudadas por [101} [70]. A Painlevé V em par-
ticular, foi importante no calculo das funcdes de correlagdo de sistemas bosonicos fortemente
acoplados [[72], fun¢des de distribuicdo de matrizes aleatdrias, limites dos blocos conformes do
modelo XY [129]].






CAPITULO 5

Conclusao

O capitulo 2 desta tese € dedicado a revisao de sistemas de EDO de primeira ordem com apenas
uma singularidade (para fins didaticos). Discutiu-se a classificacio das singularidades em regu-
lares e irregulares, relevante para o problema do modelo de Rabi. No caso das singularidades
irregulares, mostramos como o fendmeno de Stokes e as matrizes de Stokes aparecem.

Em seguida, no capitulo 3 generalizamos para o caso com m singularidades, tanto regulares
como irregulares. A ideia foi gerar um material com uma notacao clara. Discutiu-se a defini¢do
de grupo de monodromia como representacdo do grupo fundamental de homotopia da esfera
de Riemann CP'\ {ay,...,a_1,a-}, seja o caso regular ou irregular. Também neste capitulo,
foi desenvolvido o método de Isomonodromia. A partir do sistema de N EDOs, supomos que
a matriz de coeficientes racionais A(z) dependia de um pardmetro extra ¢, tornando-se uma
funcdo A(z,7). Para encontrar a familia de matrizes que eram invariantes sob a mudancga de
parametros, precisamos introduzir a 1-forma invariante €(z,7) e assim derivar as equagdes de
Schlessinger.

Finalmente, com esses capitulos, pudemos aplicar o método de isomonodromia ao modelo
de Rabi. Encontramos a equacdo de Heun confluente utilizando representagdo de Bargmann
para modelo de Rabi. Um fato conhecido [72, [70] é que os dados da monodromia destas
equagdes podem ser expressas em termos da fungdo tau da Painlevé V [73] obtida através de
equagdes isomonodromicas. O sistema de compatibilidade de Schlessinger, ou a condi¢ao de
curvatura nula, pode ser considerado como uma representacdo de Lax para a equacdo de Heun.
Com isso, a teoria das deformacdes isomonodOmicas se enquadra na teoria de sistemas integra-
veis (Teoria de Solitons). Os dados de monodromia da equagdo estendida em A(z,7) formam
um conjunto completo de primeiras integrais do sistema linear de EDOs. Calculamos as ma-
trizes de monodromias associadas aos pontos singulares da equagdo diferencial decorrente do
problema do autovalor do Rabi. Porém, existe uma singularidade irregular, sendo necessario
introduzir o fendmeno Stokes, a fim de obter o conjunto completo de dados de monodromia.
Com essa descricdo das monodromias do Rabi, foi possivel mostrar a integrabilidade no sen-
tido de Yang-Baxter utilizando a representacdo de monodromia em termos das coordenadas de
traco.

Os métodos descritos aqui sao tuteis ndo apenas para mostrar a existéncia das matrizes de
monodromia,mas também a integrabilidade no sentido Yang-Baxter, para o modelo de Rabi,
além de fornecer uma solucao para o problema do autovalor em termos da equacgdo transcen-
dental da Painlevé V.

Portanto, a questdo da integracdo da equacdo ndo-linear encontrada no problema de auto-
valor do modelo de Rabi € reduzida a andlise dos mapas de monodromia direta e inversa do
sistema linear.

65



66 CAPITULO 5 CONCLUSAO

Os primeiros capitulos foram escritos com propdsito didético, servindo de fonte para futuros
trabalho envolvendo o método de isomonodromia. Minha perspectiva com esta tese é que o
método possa ser utilizado em outros modelos, exemplo a extensdo do modelo de Rabi com
simetria de paridade quebrada, proposta por Braak, ao introduzir um termo da forma yo; a
Hamiltoniana de Rabi, uma simples extensao do que foi descrito por esse trabalho.



APENDICE A

Cadeia de Heisenberg

A.1 O toy model do Bethe Ansatz

A cadeia de spin de Heisenberg é o nosso ‘toy model’ para entender o Bethe Ansatz. Em
particular, podemos estudar com bastante acurdcia os estados de vacuo da teoria.

A.2 O Modelo

A hamiltoniana do modelo de Heisenberg de spin-1/2 em uma dimensdo com N sitios e condi-
¢oes periddicas de contorno, i.e, j+ N = j é dada por

H=J

J

S;-Sj1,

N
=1

N
| [P _
=7y E(S}LSj+1+SjS}L+1)+S§S§+1}, (A1)
j=1

onde S* = S’j‘. + iS? sdo os operadores escada. A hamiltoniana (A.1) age em um espaco de
Hilbert de dimensio 2" gerados pela base ortogonal

lof...of)=|o])®..®|0f), (A.2)

onde |07) = |£),, onde o estado |+) representa spin z up e |—) representa o spin z down do
n-ésimo sitio. Queremos encontrar os autoestados da Hamiltoniana (A.1)). Definindo o spin
total na direcdo z como

F=Y.5, (A.3)
J
temos que
[S7, H] =0. (A.4)

Portanto existe um autoestado comum entre esses dois operadores.
Além da simetria (A.4), a hamiltoniana (A.1])) também possui simetria global SU(2), pois
comuta com o spin total, consequentemente com o spin total quadrado,

[S7,H =0, onde S5 =(S5)*+(S5)*+(55) (A.5)

O conjunto completo de operadores comutantes € composto por H, SZT e S%. Uma vez que
0s 3 spins ndo comutam entre si, temos que escolher um deles para rotular o autoestado de H.
Por praticidade, serd S7..
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A.2.1 Estado de vacuo

Existe apenas um estado com S5 = %’, que possui todos os spins up. Ele é autoestado de H,

A) =+ +...4), (A.6)
N
HIA) — Z{ (STS7,+87 S5 ) +555%,, | 1) A7)
j=1
1 N
H|A) —JZ {0+ ]|A>——]A>. (A.8)
j=1

com autovalor de energia E4 = < iv

Se J for negativo, veremos que este estado € o verdadeiro estado de vacuo (ground state,
estado com menor energia). Como todos os spins estdo alinhados (para cima), ele é ferromag-
nético. O autovalor E4 € a energia dessa configuracdo de spins e é exatamente igual ao caso
classico. Os mesmos argumentos mostram que caso todos os spins estivessem alinhados para
baixo, esse estado também seria autoestado de H com a mesma autoenergia, porém com sinal
negativo.

Se J for positivo entdo esse estado, na verdade, € o estado de maior energia. Continua sendo
um autoestado, porém nao € mais o estado de vacuo. Este caso chamado antiferromagnético
serd tratado mais adiante.

A.3 Uma perturbacio do vicuo: magnon

Consideremos agora uma perturbagio deste estado que possui S5 = %’ — 1, ou seja, aplicamos
o operador S; no vécuo. Temos N possibilidades de fazé-lo

e — =7 i=1.....N. A.
|+ +. . +)=1j), Jj=1..,N (A.9)
J

O |j) ndo é autoestado da hamiltoniana (A.1]). De fato, basta calcular,
N 1 1
Hij)=J| (S —1) ) +=lj—D+=]j+1
=1 (F-1)n+5li-0+31+1)]
: L. 1. .
=Ealj) + 51 =D+51i+1) =1 (A.10)

Percebe-se entdo que o autoestado verdadeiro é uma combinacéo dos | j)

N
ly) = Z i, £(j) sdo coeficientes. (A.11)
j=l1
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Para determinar os f(j), precisamos resolver a equagdo de autovalor

Hl|y) =Ely) (A.12)

e aplicar as condi¢des de contorno.
Temos que resolver o seguinte problema

Hly)=E|y) (A.13)

N N
Z VH|j) =Y Ef(j)|j) (A.14)

J=1 i=1

N 1
Z DEAL)+ £ | 51i=1) + |]+1 ZEf (A.15)

Tomando produto interno com (/| em (A.15) e escolhendo esta base como sendo ortonor-
mal,
(1]} = 81,5, (A.16)

Encontramos a seguinte equacao

fa+1) | f0-1)

Eaf(l)+J 5 5

—f(O|I=Ef(). (A.17)

Bethe entdo, supds que f(I) seria da forma
f(1) = Cre™, (A.18)

pois a cadeia possui invariancia translacional. Com isso, temos que

7 Beip(zﬂ) +%eip(l—l) _eipl:| g0,

J |:§€lp+§€_lp—1:| :8p

e finalmente
g, =Jlcosp—1]. (A.19)

As fungdes f(I) devem obedecer a condi¢des periddicas de contorno, i.e,

f(I+N) = f(1), (A.20)

logo, obtemos
Ckezp(l+N) _ Ckezpl ; ele — 1= 61277:1.

Isso implica dizer que o p em (A.19) é quantizado,

271
=0, .N—1. (A21)

P:N
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Existem N autoestados diferentes porque / pode assumir N diferentes valores. Logo, o
autoestado com S5 = ¥ —1¢

N
i 2rl
W=CY e, p="n (A22)
I=1 N
com energia
N-1 N—1
E=) g=1JY (cosp—1). (A.23)
p=0 p=0
Para que tenhamos
(wly) =1,
devemos ter 1
C)=—. A.24
PTUN (A28

A.4 Duas perturbacoes do vacuo: problema de espalhamento

Vamos aplicar mais uma vez o operador escada ij. Desta forma, construiremos um estado com

% =% —2. Existem w estados com dois —’s
|+ +.... — o — )=, 0), ji,jo=1,...,N (A.25)
n J2

com |ji, j2) = |j2,j1) € jo > j1. O autoestado deve ser combinagéo de |ji, j2)’s

) =Y fUui)livia), 2>, (A.26)
J1:J2
e deve obedecer
Hly) =E|y) (A.27)
com condig¢des de contorno periddicas. Portanto
N-1 N N-1 N
Y, Y SUniHlLR) =Y Y fULRElb). (A.28)
J1=1jp=j1+1 Ji1=1jp=j1+1
onde
(l1, 2] 1, j2) = 1y jy 61y - (A.29)

Separando em dois casos, encontramos as seguintes equagdes

1. Excitagdes ndo- vizinhas, ou seja, j, # ji + 1
N
(— - 2) f(h,h)+ (A.30)

J
L+ L) £ = L)+ f(l 1)+ (b= 1) = Ef (1, 1)
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2. Excitagdes vizinhas, ou seja, j, = j1 +1

N
J(Z—1>f(ll,ll+1)+ (A.31)
J
3 (fh+Lh =)+ f(h=Lb)+f(l,h+2))=Ef(h,li +1)
Note que o primeiro caso ndao podemos ter j; = 1 e j, = N a0 mesmo tempo, mas no segundo
podemos. Portanto, a (A.31)) funciona como condi¢do de contorno. Para encontrar a solugdo,
tentemos

f(l;l) = C(p1, pa)e e, (A.32)
portanto
e=J(cospy+cosp, —2) =€, +&p,. (A.33)
Porém, ndo s6 (A.32)) é solugdo de (A.33)), temos também
f(l1,1) = C(pa, p1)eP2hePi, (A.34)
Entdo a solucdo geral € a superposicdo das duas possibilidades,
fll,h) = C(pl,pz)ei”‘l‘ PUCLIER C(pz,pl)e"pzl1 Ptz (A.35)

Para calcular os coeficientes C(p;, p;), temos que eliminar os termos ndo diagonais das equa-
¢oes (A.30) e (A.31)). Substituindo (A.33) em (A.31) e fazendo j; = N, encontramos que

C(pl 7P2) €i(p1_p2) + e—2ip2 . 2e—ip2

C(pz,pl) - ei(p2—p1) + e—2ip1 — Qe—ipi ' (A.36)
Se definirmos A; = cot (%) e utilizando que
. Ai+i
o= 2t (A.37)
ﬂ,l' —1
obtemos c I
(p1,p2) M —Ap+2i (A38)

C(pa,p1) M—Ar—2i

Este nimero tem médulo igual a 1. Portanto, podemos codifici-lo em uma fase ¢/?. Logo,
somente a razdo entre os dois coeficientes é importante

C(p1,p2) _ s
EUPY (A.39)
C(PZ:Pl)
entdo
f(l,l) = C(elPhtrh+0/2) o pilpahitpih=9/2)y, (A.40)

A fase ¢ deve obedecer a seguinte equacio

2cot (%) = cot (%) —cot (%) (A41)
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Usando as condi¢des periddicas de contorno
f(h+N,L+N)=f(l,h), (A.42)

temos

. 2ml
APtpIN — | — (p1+p2)N=2nl = p1+pr= N

O vetor de onda total deve ser um muiltiplo inteiro de ZW” Isto é consequéncia da invariancia
translacional. Também devemos ter

fll,li+N) = f(l1,h),
f(llalz +N) :f(127ll)7

uma vez que o (I + N)-ésimo sitio é igual ao /-ésimo e de acordo com a convengéo, 0 primeiro
indice é menor que o segundo, logo

PN+0/2) _ =i poN+ ¢ =2nl,
PIN=0/2) _ io pIN — ¢ =2nl;.

Em resumo, o autoestado com duas excitagdes tem a forma

lw) =Y f(l,b) |k, (> h), (A43)

il

com
1 ) .

flly, L) = TN (el(P111+pzlz+¢/2) +el(p211+p112*¢/2)> 7 (A.44)

N—1
E= Z J(cospj +cospy —2), (A.45)

p1,02=0

e p1, p2 € ¢ satisfazem as equacdes

A P P2
2cot (§> =cot <7> —cot (7> , (A.46)
L)
ki = N N’ (A.47)
k=20 (A48)
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A.5 Espalhamento de nimero arbitrario de excitacoes: a soluciao de

Bethe
Vamos agora generalizar para o caso onde
N
S5 = 5T (A.49)

Temos r valores de p;,i = 1,...,r. Existem M = r! permutagdes rotuladas por 6(1),...,5(r).
Definindo pg ;) como o i-ésimo momento permutado por 6, e ¢ = 1,...,rl. A fungéo de onda
de Bethe é

M
Flyely) = Y Ageomhit--thopl), (A.50)
o=1
O ansatz de Bethe requer
r—1 r
Ag=Cexp|Y Y 05|, ¢F==¢; (A51)
i=1 j=i+1
A energia deste estado é
N—-1 r
E=J ) Y (cospi—1) (A.52)
plv"wpr:Oi:l

e as equagdes relacionando ¢ e p

2 cot (%) = cot (%) —cot (%) . (A.53)

Condicdes periddicas de contorno implicam

Npi=2mli+ Y ¢ij, i=1,...r. (A.54)
J#

Estas sdo as equacoes de Bethe e foram escritas por Bethe em 1931 [26]. Bethe mostrou que
elas funcionam para o modelo de Heisenberg S = 1/2, porém falham para S > 1/2. O fato de
funcionar para S = 1/2 significa que este exemplo é integrdvel. Infelizmente ndo existe uma
maneira sistemadtica de predizer quais sistemas serdo integriveis, cada caso deve ser demons-
trado diretamente. Claramente esses sistemas sdo casos especiais e em geral o sistema ndo sera
integravel. No entanto, uma vez que resultados exatos estdo disponiveis para modelos integra-
veis, eles sdo extremamente importantes € contribuiram para o entendimento de sistemas de
muitos corpos.

Hiato

Nossa tarefa agora € investigar o espectro da Hamiltoniana usando Bethe Ansatz Algébrico(Algebraic
Bethe Ansatz).
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A.6 Algebra de observaveis

A dlgebra de observaveis o7 é gerada pelas variaveis dindmicas X J‘-X, vinculada a cada sitio j.
O indice o assume valores finitos, rotulando a o-ésima fungao no sitio j. A dlgebra o/ estara
definida se além dos geradores, definirmos as relagdes de comutagdo entre os X j‘-x. Vamos
apresentar alguns exemplos conhecidos.

1. Varidveis candnicas ¢, ©%, oo = 1,...,1 com relagdes

%, 9P =0,
[nr‘zxa 71,'"%] = 07

[Q%, AB] = i I 88y

2. Varidveis de spin S%, o = 1,2,3 com a relagio
[S%,8B] = i1 eqpy St Sum (A.55)
onde Eqpy € O tensor completamente antissimétrico, €3 = 1. Matematicamente, essas
varidveis definem em cada sitio uma dlgebra de Lie su(2s+ 1), com representagdes finito-

dimensional que sdo rotuladas pelos semi-inteiros s = 0,1/2,1, ... e realizadas em Ccx+l,

Na menor dimensdo nao trivial (s = 1/2), operadores S¢ sdo representados pelas matrizes

AU o__1- -«
de Pauli 0, com S, = 50,".

O espaco de Hilbert para a representagdo da dlgebra .27 tem uma forma natural de produtos
tensoriais

N
A =Qhy=h &...0hy (A.56)

n=1

(onde todos h, sdo iguais) e a varidvel X* age ndo trivialmente apenas no espago /y, i.e,
X =1®..0X%®..®1 (A.57)

O espago de Hilbert que realiza a cadeia XXX-1/2 é

N
=R hn, (A.58)
n=1

onde cada espaco local 4, é bidimensional

h, = C2. (A.59)
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A.6.1 Operador de Lax

O personagem principal do Algebraic Bethe Ansatz € o operador de Lax. A definicdo deste
operador envolve o espago local A, e um espacgo auxiliar V, que definimos no inicio como
sendo C2. O operador L,.(A) age em h, ®V e tem a seguinte expressdo explicita para o caso
XXX-1/2
Lya(A) = AL, @1, +i)_SY®c” (A.60)
o

onde I,,, S* agem em £, e I,, 6% sio a unidade e as matrizes de Pauli em V = C2, A é um pa-
rametro complexo, usualmente chamado de pardmetro espectral, lembrando-nos do seu papel
como autovalor do operador de Lax.

Uma forma alternativa de escrever L, ,(A) é usar o operador

1 . o o
P:§< ®I+z;6 ®0 ) (A.61)
que € uma permutagdo em C?®C?,

Pla®b) =b®a. (A.62)

Em termos de P, 4, que faz sentido devido ao fato que 4, € V sdo os mesmos espagos C?, temos

Lma(l) = <)L - %) In,a + iPn,a- (A.63)

A principal propriedade do operador de Lax € a relacdo de comutacio para suas entradas.
Considere dois exemplares de operadores de Lax L, 4,(A) e L, 4,(1) agindo em £, e V; e V5.
O produto Ly 4, (A)Lpa,(1) € Ly g, (1)Ly q, (A) faz sentido no espago h, ® V; ® Va. Por outro
lado, deve existir um operador R, 4,(A — i) em V| ® V5 tal que

Ralaaz (7L o .u)Ln,al (;L)Ln,az (,LL) = Ln,al (;L>Ln,a2 (.U)Ral,az (7L - H) (A-64)
A expressdo explicita para Ry, 4,(A) é
Ry a, (A) = )ucn.,az + Py ays (A.65)

onde I, 4, € Py 4, s30 a unidade e o operador de permutacdo em V| ® V,. Chamaremos o
operador Ry, 4,(A) de R-matrix. A equagdo (A.64) ¢ chamada de relagdo fundamental de
comutagdo.

A.6.2 Matriz de monodromia e quantidades conservadas

O operador de Lax L, ,(A) tém uma interpretacdo geométrica natural como conexao ao longo
da cadeia. Definindo o transporte paralelo entre os sitios n e n+ 1 através da equacdo de Lax
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para o vetor

Yn 1
A A.67
v, <%’2) (A.67)

com as entradas sendo elementos de .77, definido em (A.56)). Usando recursivamente a equagao
(A.66), podemos definir o seguinte produto ordenado

TanZ (A) = an,a(l)anl,a(l); (A.68)
que define o transporte de n| para n,, e o produto completo da cadeia
Tna(A) =Lna(A)...L1 4(A), (A.69)

chamado de matriz de monodromia. A matriz Ty ,tem a seguinte forma geral

_ (An(A) By(A)
TN,a—(CZ(M wa)’ (A.70)

com entradas sendo operadores em .77. A matriz de monodromia satisfaz a equagao
Ra (A — »u)TN,al (l)TN,az (1) = I a (“)TN,al (A)Rahaz (A —p). (A1)

A monodromia 7y 4(A) é um polindmio em A de ordem N, pois é formalmente um produto
de N operadores de Lax,

N
Tna(A) = LN =~ </11®1+i2(5,‘;‘®a°‘)> :
[0

Usando a formula do bindmio de Newton, obtemos
Tya(A) =AY +iA" 1Y (ST @0%) + ...
o
O spin total S* aparece nos coeficientes do segundo termo do polindmio em A. Se tomarmos o
traco da equacdo (A.71) e usarmos o fato que
Tr(A® B) = Tr(A) Tr(B),

obtemos

Definindo
FA)=TrT(A)=A(A)+D(A), (A.72)

temos uma familia infinita de quantidades comutantes.
Vamos mostrar que a hamiltoniana XXX-1/2 pertence a essa familia.
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O ponto A =i/2 é especial[49, [126] porque o operador (A.63)) calculado neste ponto é

Loa(i/2) = iPy4 (A.73)
e para todo A, temos

d

ﬁLn,a<)v) = In,a- (A74)

Vamos expandir (A ) em torno desse ponto. Para isso, vamos calcular a matriz de monodromia
emA=1i/2
TN,a(i/z) =i PN,a PNfl,a --~P1,a- (A.75)

Usando o fato que
Pa,b Pc,b = Pa,c Pa,ba (A76)

a cadeia de permutacdes se torna
PioP3...Pyvoin Pya (ATT)
e tomando o traco sobre o espaco auxiliar, obtemos
Try Pyvo = Iy, (A.78)

entao
F(i/2) =Try Tna(i/2) =i Pl Py3 ... Py_1 n- (A.79)

Finalmente, vamos expandir F (A ). Lembrando que

30~ = ((3-3) )

l . f— A
= ( 5) na+2( —) lN IPN7a---Pn,a“'Pl7av (ASO)
Ky R S TV
dA N o Na-- Las
A=i/2 n
=Y NPy Py Pt Pyoin Pra, (A.81)

n

tomando o traco da equacdo, temos

=Y "PL P Pt Pyois (A.82)
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e multiplicando por F~1(2)

d _ .
(EF(A‘)) F I(QL) = _IZPLZ P273 ---Pn—l,n+1--- PN—17N7
A=i/2 n
XPia2Py3..By1nPunti- PN—1 N,
d .
ﬁlnF(l) = _lZPn—l.,n—H Pn,n—H Pn,n—l—la
A=i/2 n
1N—1
==Y Puit. (A.83)
n=1

Lembrando que

1 . o o
P=§O®PH;GQM7)

temos Vol
1 = N
cH=3 Y Pt — 7 (A.84)
n=1

Portanto a Hamiltoniana de XXX-1/2 se escreve como

i d N
A.7 Equacoes de Bethe
Vamos calcular os autoestados do operador F(A). A partir de
_ (A(A) B(4)
= (e o) .
T, =T®l, (A.87)
T, =1x®T, (A.88)
e multiplicando as matrizes da equagdo (A.71)), encontramos
[B(1),B(1)] =0, (A.89)
A(A)B(K) = f(A = )B(R)A(L) +g(A — 1)B(A)A(u), (A.90)
D(A)B(p) = h(A — pw)B(1)D(A) + k(A — u)B(A)D(1), (A91)
onde
=27 sy =1 (A.92)
- A Y g - )v7 .
) =2 =L (A.93)
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Para encontrar a representacdo de ‘mais alto peso’ (highest weight representation), temos
que encontrar um estado no espago de Hilbert aniquilado por um operador de cria¢do, no caso,
escolheremos C(1)

C(A)|Q) =0. (A.94)

Basta observar que para cada h,, existe um vetor |@,) tal que o operador de Lax L, 4(1) se
torna triangular no espaco auxiliar,

L(A) |@n) = (A;fz Ajé) o). (A.95)

O simbolo * denota uma expressao de operadores que ndo sao relevantes para a discussdo. O
vetor |Q) em 77 € o produto tensorial desses |@,), i.e,

N
=) l@n) (A.96)
n=1
entao LN
rwie) = (*G" 55w (A9
onde ) .
a(z):u%, 5(/1):/1—%. (A.98)
Resumindo, temos
C(A) Q) =0, AR)|Q)=a@)V|Q), DA)|Q)=381)"|Q) (A.99)

tal que |Q2) é um autoestado de A(A) e D(A) simultaneamente, logo também de F = A + D.
Outros autoestados sdo criados a partir de |Q) aplicando os operadores B(4)

A As) = B(A1)..B(4) | Q). (A.100)

Vamos analisar quais condi¢des o vetor |A;...4;) deve satisfazer para que seja autovetor de
F(A). Vamos calcular A(A) |A;...4;)

A [Aeedy) = AQ)B(M)...B(2) |9,

FA=A)a(A) A1 A) +

:N

T

1

MN

Mi(A,{A}) );Ll e )Ll,?L> (A.101)
k

I
_

O primeiro termo ja é diagonal. A expressao para M; é

Mi(A,{A}) = g( M — A, Hf (A — A e (A). (A.102)
k#j
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Analogamente para D(1)

D(A)|A1...4;) = D(A)B(A1)...B(4)) |Q) ,

:N

R — M) SN (M) [ A1 M)+,

~
I
—_

MN

Ne(A, A ‘xl e /1,,1>

~
Il

(A.103)
com

Ne(A,{A}) = k(A — Hh (A — AN (A). (A.104)
k#j
Observe que, pelas equagdes (A.92) e (A.93), temos

8(A —Ak) = —k(A — X),
logo, podemos escrever

l
Ne(A2,AA}) = (A —A5) [T A (A — 2) 8% (4).
k#j
Assim,
(A(A)+D(A) A1 A) = AA{A}) A1 Ay) (A.105)
com l 1
AL {A}) = H FA=2)a™(A)+ JTh(A —2)8Y (1) (A.106)
k= k=1
para cancelar o termo indesejado, devemos ter
/ /
TT/ A= 2™ (&) =TT h(A— A7) 8" (M), (A.107)
J#k J#k
como Y A _ .
—1i i i i
temos l N N
)Lk—lj—i( i) zk—zﬁi( i)
A5 (b)) =12 (a1
N 2) A A 2
\ N
Ak—f—% ! Ak—lj%—l‘
. =l (A.109)
(lk—%) ]I;;(ﬂ,k—lj—l

Esse sistema de equacdo € exatamente iguais as equagdes de Bethe encontradas anteriormente
Para visualizar isso, basta tomar o logaritmo da equagao (A.109). Lembrando que

Loe 3
P()Lj) 710g/l
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1 A+i A
S o darctan (A.110)
i A—in n

entao

/ _lk

l.
Nip(A)=2im+) im—2arctan 12 (A.111)
J#k
[
Np(Aj) =N pj=2mlj+ Y ¢(A;j— ), (A.112)
k#j
lk—lj-i-i

onde os inteiros /;, 0 < I; < N — 1 definem o ramo do log e ¢(A4) é um ramo fixo de i g
]

que ¢ exatamente a equagdo de Bethe encontrada anteriormente.
Podemos definir o operador U tal que

U=i"F(i/2) =i N Tr,Tya(i/2) =Pia Po3 ... Pv_1 (A.113)
e U € o operador translacdo em 7. Note que
Py 0y Xy Py oy = Xy (A.114)
além disso, o operador U € unitdrio
U'U=U0U"=1, (A.115)
porque as permutacdes tem a propriedade de
Pr=P, P =L (A.116)

Logo
U'Xx,U=X,_,. (A.117)

Com isso, podemos introduzir um observédvel importante - o momento. Como o operador € uni-
tario, podemos escrevé-lo na forma U = ¢'F. O momento P produz uma translacio infinitesimal
correspondente a uma translacao entre sitios na cadeia.

Vamos calcular a a¢do desse operador no autoestado |A;...A4;)

UM Ay) = VF(i/2) [ A ) = 1;1 ij : A ), (A.118)
como U = ¢'F, entdo P = —ilogU. Tomando o logaritmo da equagiio anterior, temos
P|A1. A Zp )AL A, (A.119)
onde .
p(4) zllog“% (A.120)

I A — %
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Para calcular a energia, basta lembrar que

| d
H=+"InF(A)
A=i/2
como

logo
d . d
HlnF _lﬁp (A.121)

e P

1 +3

P=Y p(%;) :Z—.log)L =

j it 2

Derivando a equac@o acima com respeito a A
1 . .
p(4j) =~ (In(A +i/2) ~In(A ~i/2)),
ooy 1 1
PA) =5 (A+i/2 )L—i/z)’
-1
QEERNY
temos )
HIAL A = Ez‘,(g(ﬁhj) —1/2) A1 ) (A.122)
J
onde :
eA)=———-. (A.123)
A2+

Podemos encontrar o espectro em fungdo de p;, basta eliminar o pardmetro A invertendo a
equagdo (A-T20)

g(pj)=cosp;—1/2. (A.124)

A.8 Espectro fisico, limite termodiniamico e o caso antiferromagnético

Quando se trata do caso antiferromagnético, J < 0, o vdcuo tem nimero de excitacdes igual a
N /2, em uma configura¢do muito especial,

et — =+ =+ =+

(A.125)
onde os spins estao anti-alinhados. Quanticamente, corresponde ao estado
+ -+ — +...) (A.126)
Este estado ndo é um autoestado do Hamiltoniano.

A equacio de Bethe no limite termodindmico se simplifica drasticamente. x
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A.8.1 Equacao integral fundamental

Temos que tomar o limite termodindmico da equagao

Npi=2rli+Y ¢ij, i=1,...,n, (A.127)
Pz
com (p
5 ) =eot(5) ot ().
2cot<2> ct<2 cot (= (A.128)

Claramente I; + N € equivalente a /; (uma vez que adicionando N a [; incrementa 27T em p;).
Portanto, podemos restringir /; ao intervalo de inteiros 0 < I; < N — 1 sem perda de generali-
dade.

Como /; estdo uniformemente espacados, podemos introduzir uma nova varidvel

2i—1 I

= — A.129

N N ( )

que se tornard continua no limite N — oo, com valores de 0 a 1. Da mesma forma, podemos
promover p; para uma fungdo continua, i.e,

I.
Xi = ]—\l, — X, pi — p(x), 0<x<1 (A.130)
N—o0
N/
N—c0

2 (#52) —on (P22 e (222). s

e vamos restringir ¢ ao intervalo -7 < ¢ < 7.
A equacao (A.127) se torna

X =

Portanto

1 1
p(x) =2mx+ 5/0 O (x,y)dy, (A.133)

(o fator de 1/2 aparece porque os I;’s estdo separados por 2 inteiros).
Devido ao comportamento da fungdo cotangente, vamos dividir a integral em (A.133)) em
duas partes

I [~ 1 /1
pl) =2mx+ 2 [oteydy+ [ oley)ay (A134)

Se cot% <0e—7m < ¢ <m, devemos ter ¢ < 0. Similarmente na segunda integral devemos ter
¢ > 0.

Vamos agora achar a equagio integral que rege o p(A). Diferenciando (A.133]) com respeito
a x, temos

P _opy_ ¢1xx /8¢xydy,
1

dx
¢zxx /M)xydy,
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onde
(Pl(X,X) :ygn;_q)(xvy) =T

na primeira integral, e
¢2(x,x) = lim ¢(x,y) =+7

y—rx+

na segunda integral. Portanto

dp 1 1

X 1
L —amts(-m - 3@+ [ detndy+s [ 26w

dx 2 2
1 rl
—n+ 5 [ a6y
0

Utilizando a regra da cadeia

dp 1 dp
dx p(A)dr’
com
1
p(R) zi[ln(ﬂt+i/2)—ln(/l—i/2)],
—1
/ _
P =
entao

1 —1
p(A) {12+1/4

1
1 = n+§/8x¢(x,y)dy,

_ 1 L = p(mdn
P =3 [oxo—mper

(A2+1/4) 2n

A.8.2 Solucao

Para resolver essa equacdo integral, devemos tomar a transformada de Fourier

_1
2

p(A)

Substituindo na equagdo, temos

- 2 [ edhgn Y
p) =1 [ v @),

| _pl@e g,

T AZ4+1/4)
tal que
(1+e?)p(q) =27,
1
~ n o
p(q ) - Coshq/'
Finalmente

1 [~ eid? 1
p)=5- | dq =~

") cosh(q) 2 cosh (%) '

(A.135)

(A.136)

(A.137)

(A.138)

(A.139)

(A.140)

(A.141)

(A.142)
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A.8.3 Energia do Vacuo

Conseguiremos agora calcular a energia do vacuo antiferromagnético. Para uma cadeia com N
sitios vimos que a energia do ground state é

€ :JZ(cosp,-— 1).
i

No limite N — oo, fazemos as mesmas transformacoes

N/2 N 1
pi— p(x)e ;—>§/O dx,

de forma que a energia fica

JN [}
= dx[cos p(x) — 1], (A.143)
0
mas
cosp(x)—1= —2sin2§
B 2 =2
~ cossec?s  1+cot?h
-2
= A.144
1+A2 ( )
© d
X
dx=—dA =p(A A.145
x=- p(A) (A.145)
portando, 0 momento e a energia do estado de vdcuo sao dados por
P=N / Po(R)po(L)dA = gN mod 27 = Papy (A.146)

E=E0—|—N/80(l)p0()u)dl :N<%—ln2> = EArMm (A.147)
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