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Resumo

Neste trabalho, aplicamos métodos variacionais para estudar uma classe de equagoes de
Kirchhoff estaciondrias em um dominio limitado 2 C RY e uma classe de equacdes de
Kirchhoff-Schrodinger estaciondrias em R2. A primeira envolve uma espécie de competicao
entre termos concavo e convexo perto da origem e crescimento arbitrario no infinito. A
segunda envolve crescimento exponencial critico no sentido da desigualdade de Trudinger-

Moser.

Palavras-chave: métodos variacionais; equacao de Kirchhoff; equagao de Schrodinger;

crescimento arbitrario; crescimento exponencial critico; desigualdade de Trudinger-Moser.



Abstract

In this work, we apply variational methods to study a class of stationary Kirchhoff equa-
tions in a bounded domain  C R¥ and a class of stationary Kirchhoff-Schrédinger
equations in R2. The first one involves a sort of competition between concave and convex
terms near the origin and arbitrary growth at infinity. The second one involves critical

exponential growth at infinity in the sense of Trudinger-Moser inequality.

Keywords: variational methods; Kirchhoff equation; Schrodinger equation; arbitrary

growth; critical exponential growth; Trudinger-Moser inequality.
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Introducao

Neste trabalho, aplicamos métodos variacionais para estudar uma classe de equacgoes
de Kirchhoff estaciondrias em um dominio limitado 2 C RY e uma classe de equacoes de
Kirchhoff-Schrodinger estaciondrias em R2?. A primeira envolve uma espécie de competicao
entre termos concavo e convexo perto da origem e crescimento arbitrario no infinito. A
segunda envolve crescimento exponencial critico no sentido da desigualdade de Trudinger-
Moser (veja Teorema 1.1 mais adiante).

Em [31], G. Kirchhoff apresentou seu estudo sobre vibragoes tranversais de cordas

elasticas e propos uma equacao hiperbdlica do tipo

o2 L 2 o2
@—;—<k1+k2/ dx)—u:O, (1)
0

0x?
onde k1, ko e L sao constantes positivas, de maneira a estender a classica equagao da onda

ou

ox

de d’Alembert por considerar os efeitos das mudangas de comprimento nas cordas durante
as vibragdes. Versoes mais gerais de (1) e as equagOes estaciondrias correspondentes
tém sido entao denominadas equagoes do tipo Kirchhoff e se tornaram objeto de intensa

pesquisa principalmente apds os trabalhos de S.I. Pohozaev [40] e J.-L. Lions [36], em que
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eles consideraram uma estrutura abstrata para estudar o problema

U — M </ |qu(x,t)|2dx) Ayu = f(x,u) em Qx (0,7),
Q
u=0 em 00 x (0,7),

u(z,0) = up(x) , w(z,0) =u(x) em €,

\
onde m : [0, +00) — (0,+00) é uma fungao continua tal que m(t) > my > 0 para todo
t>0eQcRY ¢éum dominio limitado suave.

Um problema envolvendo uma equacgao do tipo Kirchhoff é dito nao-local por causa
do termo que depende de uma integral, chamado de termo ndao-local, o qual implica que
a equacao nao é uma identidade pontual.

Métodos variacionais tém sido utilizados por muitos autores para obter resultados de
existéncia e multiplicidade de solucoes para equagoes de Kirchhoff estacionérias desde o
trabalho pioneiro de C.O. Alves et al. [4].

No Capitulo 1 provamos resultados de multiplicidade de solugoes para o problema
— (oz + 5/ |Vu|2dx> Au = a(z)u|" 'u + ph(z,u) em Q,
Q

(P1)
w=0 em 0f),

onde Q C RY, N > 3, é um dominio limitado suave, 0 < ¢ < 1,a >0, 3> 0e u > 0.

As principais hip6teses sobre h sao

(h1) h € C(Q x R, R) e existe 6 > 0 tal que h(z,s) é impar em s para todo x € € e

|s] < 0;
(he) h(z,s) =o(]s|?), quando s — 0, uniformemente em (.

Para introduzir a hipétese de regularidade sobre o potencial a, definimos 2* := 2N /(N —

2) e consideramos a sequéncia (p,) C R tal que p; = 2* e

Npy,

P se 2p, < N,
N —2p, 4P

Pn+1 -
Pnt 1, se 2p, > N,
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para todo n € N. E facil ver que esta sequéncia é crescente. Mais do que isso, usando

este fato e inducao matematica, se 2p, < N para algum n € N, obtemos

N n
> (— .
Prt = (N—Qpl) b

Ou seja, a sequéncia (p,) é também ilimitada. Portanto, est4 bem definido o valor
n:=min{n € N:2p, > N}.

A principal hipétese sobre o potencial a é

(a1) a € L?4(Q2), com o, :=p,/(1 —q).

Do ponto de vista formal, a equagao em (P;) é a equacao de Euler-Lagrange associada

ao funcional energia

1

o B
q+1Jg

1) = Sl + Sl

a(x)|u|dr — ,u/ H(z,u)dz, ue W,?*Q),

Q
onde |jul| = ([, |Vul>dz)"/? é a norma no espaco de Sobolev W;*(Q) e H(z,s) =
fos h(z,t)dt. Como nao temos nenhum controle sobre o comportamento de h no infinito,
esse funcional nao estd bem definido em todo o espago VVO1 2(Q). Contudo, em decorréncia
de (hy)—(hs), o valor I(u) é finito para toda funcao u € W, *(Q)NL®(Q) tal que [wll oo )
é suficientemente pequena.

No primeiro resultado do Capitulo 1, consideramos o caso em que o potencial a tem

sinal definido:

Teorema 1.1. Suponha que 0 < q¢ < 1, a func¢do h satisfaz (hy) — (hs) e o potencial a

satisfaz (aq) e
(ag) existe ag > 0 tal que a(x) > ag, para q¢.t.p. x € .

Entao, para quaisquer o > 0, f > 0 e > 0, o problema (Py) tem uma sequéncia de
solugoes (uy,) C Wy () tal que [kl ooy = O quando k — oo. Além disso, I(uy) <0 e

I(ug) — 0 quando k — oo.

No segundo resultado do Capitulo 1 consideramos um potencial que pode ter sinal

indefinido. Mais especificamente:
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Teorema 1.2. Suponha que 0 < q < 1, a fungao h satisfaz (hy) — (he) e o potencial a

satisfaz (a1) e
(a3) existe ag > 0 e um aberto Q C Q tal que a(x) > ag, para q.t.p. x € Q.

Entdo o problema (Py) tem uma sequéncia de solugoes (up) C Wy (Q) tal que I(ug) < 0

e I(ur) = 0 quando k — oo, em cada um dos seguintes casos:
(i) >0, >0epe (0,u), para algum p, > 0;
(i) B>0, u>0eac(a,+0), para algum o* > 0.

Ainda no caso indefinido, podemos trocar a condigao (hy) por outra mais forte para
prescindir de qualquer restricdo no tamanho dos parametros, conforme enunciamos a

seguir.

Teorema 1.3. Suponha que 0 < q¢ < 1, a funcdo h satisfaz (hy) e

(h~2) h(z,s) = o(|s|), quando s — 0, uniformemente em €0,

e o potencial a satisfaz (ay) e (a3). Entao vale a mesma conclusao do Teorema 1.1.

Os Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 valem independentemente do crescimento de h longe da
origem. Para prova-los usando métodos variacionais, aproveitamos um argumento utili-
zado em [45], que consiste em considerar um funcional modificado Iy, de classe C! em
VVO1 (), cujos pontos criticos com norma pequena em L () sao solugdes fracas do pro-
blema (P;). Nas demonstracoes dos teoremas, obtemos uma sequéncia de pontos criticos
de Iy cumprindo essa condicao. Para isto, aplicamos um resultado abstrato da Teoria do
Geénero de Krasnoselskii e um processo iterativo de regularizacao.

E importante mencionar que esses resultados também valem para dimensao N = 1 ou
N = 2. Neste caso, as demonstracoes podem ser feitas de modo analogo trocando-se 2*
por qualquer valor p escolhido no intervalo (1,400).

Agora recordemos que, no celebrado artigo [6], A. Ambrosetti, H. Brezis e G. Cerami

estudaram o problema

—Au = AMu|" u+ [ufluem Q,  w =0 em 09,
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com 0 < g <1< p<2"—1. Entre outros resultados, a existéncia de duas solugoes posi-
tivas foi provada para A > 0 pequeno. Apds esse trabalho, muitos autores consideraram o
efeito de termos concavo-convexos em problemas de Dirichlet. Mas é impossivel dar aqui
uma lista completa das referéncias. Entao vamos citar apenas os trabalhos que estao mais
intimamente relacionados com os nossos resultados.

Em [45] e posteriormente em [29], os autores consideraram uma versao local do pro-
blema (P;), com o =1, f =0 e pu = 1. Sob as hipéteses (h1) — (h2) e com potencial
constante a(z) = A > 0, em [45] foi provada a existéncia de infinitas solu¢ées como no
Teorema 1.1. O mesmo foi feito em [29], substituindo a hipétese (hg) por (hy) e assumindo
que a € C(Q) tem parte positiva ndo nula. Para o caso ndo-local, em dimensdao N < 3,
podemos citar o artigo [24], em que os autores consideraram um termo nao-local mais
geral, a(z) = A >0, pu=1e h(z,s) = |s|P"!s, comp>1ep<2*—1se N=3. Foram
obtidas infinitas solugoes de energia negativa com algumas condigoes técnicas sobre os
tamanhos de A e de um parametro equivalente ao parametro 8 do problema (P;). Veja
também [12, 48] para outros resultados relacionados.

Os Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3 estendem e complementam os trabalhos supracitados em
vérios sentidos: diferentemente de [29, 45|, nés consideramos o caso > 0; nosso potencial
a pode ser descontinuo e com sinal indefinido; nao fizemos restrigoes na dimensao nem
no tamanho do parametro 5. Observamos ainda que, mesmo no caso local § = 0, nossos
resultados parecem ser novos. Eles estdo publicados em [26].

No Capitulo 2 provamos, via Teorema do Passo da Montanha, resultados de existéncia

de solucao ground state nao-negativa para o problema

(P,) m (/R2(|Vu|2 + b(x)u2)dx) (—Au +b(x)u) = A(x)f(u) em R?

onde m : [0, +00) — (0,+00) e f : R — [0, +00) sdo fungoes continuas e b, A € L° (R?).
O potencial b pode ser negativo ou se anular em conjuntos de medida positiva e a
nao-linearidade f tem crescimento exponencial critico no sentido da desigualdade de
Trudinger-Moser. Consideramos hipdteses adequadas sobre b, A e f que permitem tratar

este problema variacionalmente no subespaco de W?(R?) dado por

H:= {u € WhH2(R?): /R b(z)u’dr < oo} .
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Observamos que uma solugao fraca ug € H \ {0} do problema (P) é dita ground state
se em ug ¢ atingido o infimo do funcional energia associado a (P,) dentro do subconjunto
de H constituido pelos pontos criticos nao-nulos deste funcional, isto é, as solucoes fracas
nao-triviais de (P,) (veja Observagao 2.20, Capitulo 2).

Para introduzir as hipé6teses sobre a fungao m : [0,4+00) — (0, 400), defina M(t) :=

fg m(7)dr, t > 0. As hipéteses sobre m sao:
(my) mg :=infm(t) > 0;

t>0

(mg) para todos t1,ty > 0, vale

m(t)

(ms)

¢ uma funcao decrescente em (0, +00).

Uma condigao suficiente para valer (mgy) é que m seja nao-decrescente. Um exemplo tipico
de uma funcao satisfazendo as condigoes (my)— (mg) é dado por m(t) = a+pt, com a > 0
e # > 0. Como ja observamos, este modelo com # > 0 foi o considerado por Kirchhoff

m [31]. Outros exemplos sdo m(t) = a + Bt°, com § € (0,1), m(t) = a(1 + log(1 + t))
e m(t) = a+ Be'. Os detalhes a respeito destas afirmagoes se encontram no Lema 2.1,

Capitulo 2.

o0

> (R?), vamos definir

De modo a introduzir as hipéteses sobre o potencial b € L

A} = inf {/}R2(|Vu|2 +0(x)u?)de u € H e |ull ey = 1}

e, para €2 C R? aberto nao-vazio,

() := inf {/RZQVUIQ + b(z)u)dx : u € Wy?(Q) e Jull 20) = 1} :
Assumimos v5()) = +o00. As hip6teses sobre b sao:
(b1) AT > 0;
(b2) rEToo v (R?\B,.(0)) = +o0, onde B,(0) = {z € R*: |z| < r};

(b3) existe By > 0 tal que
b(z) > —B,, VueR2
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Sobre a funcao A € L (R?), faremos as seguintes hipiteses:

(A1) A(z) > 1 para todo = € R?;
(Ag) existem [y > 1, Cp > 0 e Ry > 0 tais que
Az) < CofL + (" (@)'*}, |zl = Ro,
onde b*(z) := max{0,b(z)}.

E importante observar que todas as demonstragoes que faremos no Capitulo 2 podem ser
feitas de modo andlogo, com algumas adaptagoes, se no lugar da hipdtese (A;) considerar-
mos a condigao A(z) > Ay, * € R?, para qualquer constante Ay > 0. Estamos adotando
Ag = 1 por simplicidade.

Um potencial b e uma fungao peso A satisfazendo hipéteses similares a (by) — (b3)
e (A1) — (Ay), respectivamente, foram considerados originalmente por B. Sirakov [43]
no estudo de uma classe de equacoes de Schrodinger em dimensao N > 3 envolvendo
crescimento subcritico no sentido das imersoes de Sobolev.

A hipétese (by) garante que H é um espaco de Hilbert, com produto interno dado por

(u,v) g = /RQ(Vu -V + b(x)uv)dx

e norma ||ul|,; = \/(u, u), imerso continuamente em W'?(R?) e, consequentemente, em
LP(R?), para todo p > 2 (veja [43, Lema 2.1]). Neste caso, (4;) e (A;) garantem que,

para todo p > 2, H esta imerso continuamente no espaco de Lebesgue com peso
L5(R?) = {u : R? = R mensuravel : / A(z)|ulPdx < oo} ,
R2

que é um espaco de Banach com a norma dada por

1/p
ol = [ AIaPas)

Adicionalmente, (by) garante que esta imersao é compacta (veja [43, Lema 2.2, Proposigoes
2.1 e 3.1} ou [49]). Como, por (A;), L (R?) estd imerso continuamente em LP(R?), entao

(bg) também nos d4 a compacidade da imersao H < LP(R?).
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A hipétese (by) é satisfeita quando vale a seguinte condigdo geométrica (veja [43,
Teorema 1.4] ou [49, Teorema 2.1]): para todo K > 0, todo r > 0 e toda sequéncia

(r,) C R? com lim |z,| = 400, tem-se
n— oo

lim |5 N By (w0)] = 0, 2)

n—oo

onde O := {z € R? : b(x) < K} e |Q] denota a medida de Lebesgue de um conjunto

Q) C R2. Esta, por sua vez, é satisfeita quando vale qualquer uma das condicoes a seguir:
) ) s

b(x) = 400 quando |x| — 400; (3)
b(r) >0em R? 1/bc L'(R?); (4)
Q| <00, VK >O0. (5)

Estas condigoes sao normalmente usadas, adicionalmente a hipétese b(z) > by > 0, para
garantir a compacidade da imersao H < LP(R?), p > 2. Um exemplo de um potencial
que satisfaz (2) e, consequentemente, satisfaz (bg), é b(z) = b(x1,x2) = |r122|, onde 1, x9
representam as coordenadas em R?. Além disso, sendo (by) e (b3) condigoes suficientes
para que o infimo que define \} seja atingido (veja [43, Proposicao 2.2] ou [49, Proposicao
2.2]), entdo é facil ver que este exemplo também satisfaz (b;). Como, para qualquer
constante C' € R,

b—-C b
Qb—C,K = Qb,K—i—C e )\1 = )\1 - C,

entdo b(z) = |z122|—C é outro exemplo satisfazendo (b;)— (b3), para determinados valores
de C. E claramente esses dois exemplos nao satisfazem (3), (4) e (5).

A imersao H — W1H2(R?) implica que, para alguma constante ¢ > 0,
ully = CIIVull p2gey, YV ueH. (2.1)

Esta desigualdade serd importante na demonstragao do Lema 2.9. Observe que, se b(x) <
0 em algum conjunto de medida positiva, entao nao podemos ter ¢ > 1. Mas podemos

evidentemente considerar ( = 1 no caso em que b satisfaz

(b3) b(z) > 0 para todo x € R2.
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Com respeito ao termo nao-linear f : R — [0, +00), como estamos buscando uma
solugdo nao-negativa para o problema (P,), vamos supor que f(s) = 0, para todo s < 0.

Defina F(s) := [; f(t)dt, s € R. As principais hipdteses sobre f sdo:
(f1) existe ap > 0 tal que

lim f(s) _ 0 , sea>aq
s——+oo 60452 +00

, se a <
(f2) existem sg, Ko > 0 tais que

F(s) < Kof(s), ¥ s> so;

(f3) existe 6y > 4 tal que
OoF'(s) < sf(s), Vs>0;

(f1) &j) é uma fungao nao-decrescente e positiva em (0, +00).
s

Se 6 > 4, um exemplo de uma fungao f satisfazendo (f1) — (f4) é

d 89 52 _ s 289+1 52
f<8):£(§(e —1))259 et — 1)+ 7 e,

A hipétese (f1) é a condigao de crescimento exponencial critico no infinito. Se o
limite em (f;) fosse igual a zero para todo a > 0, dirfamos que f tem crescimento
exponencial subcritico no infinito. Para tratar o problema (F;) variacionalmente, nao é
possivel considerar o crescimento critico no sentido das imersoes de Sobolev, ji que em
dimensao 2 o expoente critico de Sobolev 2* se torna infinito e nao temos imersao continua
de W12(R?) em L>°(R?). Neste caso, o crescimento maximal que nos permite considerar
uma estrutura variacional é dado pelo crescimento exponencial critico. Essa nocao de
criticalidade foi motivada originalmente pela desigualdade de Trudinger-Moser, segundo
a qual, para  C R? dominio limitado, VVO1 2(Q) estd imerso continuamente no espago
de Orlicz Ly, (Q) associado & funcio ¢o(t) == e — 1, ¢t € R, para 0 < o < 47. Mais

precisamente:
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Teorema 1.1 (J. Moser [38], 1971). Seja Q C R? um dominio limitado. Entao ¢ (u) €
LY(2), para todo u € Wol’2(Q) e todo a > 0, e existe uma constante C' > 0 tal que

sup / e dr < C|Q, Va < 4r. (6)
0

weWy?(Q):]| V| 2o <1

Além disso, 41 € o expoente dtimo, isto €, o supremo acima € +00 para « > 4.

Em verdade, o resultado provado por J. Moser em [38] é mais geral, pois trata de
funcoes em Wy (Q), com N > 2. Anteriormente a este trabalho de Moser, N.S. Trudinger
[44] havia provado a existéncia de o > 0 satisfazendo a desigualdade (6) e sua versao
analoga para WOI’N(Q), N > 2, mas sem obter o expoente 6timo.

O Teorema I.1 foi generalizado de diversas maneiras. Veja, por exemplo, o Lema
2.7 do Capitulo 2, que foi provado por J.M. do O [19] (veja também [10]) e garante a
continuidade da imersao de W'?(R?) no espago de Orlicz Ly, (R?), para a € (0,4m). No
Capitulo 2, nés provamos uma versao desse resultado para fungoes do espaco H (veja
Lema 2.9). Em [42], B. Ruf provou que a imersao continua W'?(R?) < L,_(R?) também
vale para a = 471 e que este é o expoente 6timo, isto €, a imersao nao é continua para
a > 4m. Outras generalizagoes do Teorema [.1 podem ser encontradas em [2, 16, 17, 34]
e suas referéncias. Para uma caracterizagao dos espagos de Orlicz, veja [32, 44].

A principal dificuldade na abordagem variacional de problemas com crescimento expo-
nencial critico é a falta de compacidade das imersoes dos espagos de Sobolev em espacos
de Orlicz associados a funcao ¢,. Em [37, subsecao 1.7], P.-L. Lions provou um resultado
de concentracao de compacidade que nos permite contornar esse problema em T/VO1 ’Q(Q),
Q2 C R? aberto limitado. Este resultado teve muitas generalizacoes e aplicacoes nos 1ltimos
anos (veja [11, 16, 21, 33, 46, 47] e suas referéncias). O Corolério 2.10 do Capitulo 2, que
nos permitird contornar a falta de compacidade da imersao H < Lg_(R?), é uma versao
do resultado de P.-L. Lions no espaco H.

Nos enunciados dos resultados do Capitulo 2, consideramos hipéteses adicionais sobre
a funcao f que estao relacionadas com algumas das hipdteses introduzidas anteriormente.
Vamos entao fixar as seguintes notagoes:

Sp = inf M, p > 2
we H\{0} [[u| 1o 2y
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4 2
C, ;:mf{0>osz(tQSg)—QCtngM( m ) Vt>0}, p > 4;
o
Mp = ||b||L°°(BR(O)) , R>0.
Os valores S, e C), sao finitos, para p > 2 e para p > 4 respectivamente, em decorréncia
da imersao H < LP(R?) (consequéncia de (b1)) e da hipdtese (ms), que implica que
m(t) < m(1)t para todo ¢t > 1.

Podemos agora enunciar os principais resultados do segundo capitulo.

Teorema 2.2. Suponha que valem (my) — (ms), (b1) — (bs), (A1) — (A2) e (f1) — (fa)-

Suponha ainda que f satisfaz

(f5) existe pg > 4 tal que
f(s) > Cpys™™t, Vs> 0.

Entao o problema (Py) possui uma solu¢do ground state nao-negativa.

Se trocarmos a hipétese (bs) por (5;) e, consequentemente, tivermos ¢ = 1 na desi-
gualdade (2.1), podemos obter o mesmo resultado do teorema acima considerando uma

condigao mais natural no lugar de (f5), conforme enunciamos a seguir.

Teorema 2.3. Suponha que valem (my)—(ms), (by) — (b2), (bAg), (A1) —(Az) e (f1)—(f1).

Suponha ainda que f satisfaz

(fe) existe o > 0 tal que

4 >
lim inf 82(582) > o > dag 'm (1) inf { R2eRMr/2)

s—+oo %0 (a7} R>0
Entao o problema (Py) possui uma solug¢io ground state ndo-negativa.

Observacgao. As hipdteses (m3) e (f4) garantem que a solug¢do dada pelos Teoremas 2.2 e
2.3 € solucao ground state. No entanto, como veremos nas demonstracoes destes teoremas,
ainda obtemos solu¢ao nao-trivial nao-negativa para o problema (Py), nao necessariamente

ground state, se trocarmos (mg3) e (fy) por condi¢oes mais fracas, a saber:

(m3) existem constantes a; >0 e T > 0 tais que

m(t) <ait, Vt>T,
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s—0t S

e as condigoes de monotonicidade do Lema 2.21, Capitulo 2. Especificamente no caso do
Teorema 2.3, esta substituicao nos permite considerar fungoes f que se anulam em uma

vizinhang¢a da origem.

No caso em que m = 1, a equacao em (P;) se reduz a equagao de Schrédinger
(P) —Au+b(z)u= A(z)f(u) em R
Neste caso, alternativamente a (f3) e (f4), consideramos as hipdteses

(f3) existe 6y > 2 tal que
BF(s) < sf(s). Vs> 0;

(ﬁ) 1) uma fun¢do ndo-decrescente e positiva em (0, +00).
s

Diferentemente de ( f4), a hipdtese (]?4) nao implica em (f;). Entao, definindo, para ¢ > 2,

~ 4 2
C, = inf{C>0:qS§t2—2th < 7;—‘1(, Vt>0}
0
. Oéo(q B 2) (g—2)/2
1 4mq(2 ’

temos o seguinte resultado, semelhante ao Teorema 2.2, para o problema (TD;)

Teorema 2.5. Suponha que valem (by)—(bs), (A1)—(A2), (f1)—(f2), (fg) e (fr). Suponha
ainda que f satisfaz

~

(fs) existe qo > 2 tal que
f(s) > Cps®L, ¥ s >0.

Entao o problema (f’;) possui uma solugao fraca nao-trivial nao-negativa. Se, adicional-

mente, f satisfaz (ﬁ), entao a solucao é ground state.

Do mesmo modo, temos um resultado semelhante ao Teorema 2.3:

Teorema 2.6. Suponha que valem (by) — (bs), (bAg), (A1) — (A2), (f1) — (f2), (]/{%) e (f1)-

Suponha ainda que f satisfaz
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~

(fe) existe o > 0 tal que

. .sf(s) -~ -1 —2_R2Mg/2
> RIZE
W o 20 > A0 Qe

Entao o problema (73;) possui uma solucdo fraca nao-trivial nao-negativa. Se, adicional-

mente, f satisfaz (]?4), entao a solucao é ground state.

Existem poucos artigos sobre equagoes de Kirchhoff ou de Schrédinger estacionérias
envolvendo crescimento exponencial do tipo Trudinger-Moser, mesmo considerando tra-
balhos que lidam com operadores mais gerais, como o N-Laplaciano com N > 2. Vamos
citar aqui apenas os que estao mais intimamente relacionados com os nossos resultados.

Em dominio limitado, podemos citar [25, 28, 39]. Em [25] foi obtida, via Teorema do
Passo da Montanha, uma solucao ground state positiva para um problema de Kirchhoff
em dimensdo 2 com nao-linearidade tendo crescimento exponencial critico. Em [28] e
[39] os autores consideraram também o caso exponencial subcritico e provaram, usando
minimizacgao local e Teorema do Passo da Montanha, resultados de existéncia e multi-
plicidade de solugbes nao-negativas. Em [28] foi estudada uma classe de problemas de
Kirchhoff quasilineares em dimensao N > 2, com nao-linearidade exponencial de cres-
cimento critico ou do tipo “concavo-convexo”com termo convexo sendo exponencial de
crescimento subcritico ou critico. Ja em [39] foi estudado um problema em dimensao 2
similar ao considerado em [25], mas com termo nao-local menos geral, dado pela fungao
m(t) = 1+ at, a > 0. A multiplicidade de solugdes obtida em [39] estava diretamente
relacionada com o tamanho deste parametro a.

Em todo o espaco R? ou RY, N > 2. pelo nosso conhecimento ndo ha nenhum artigo
sobre equagoes de Kirchhoff envolvendo um potencial com as hipdteses (b1) — (b3), mesmo
com nao-linearidade tendo crescimento polinomial. Mas sobre equagoes de Schrodinger
envolvendo crescimento exponencial, podemos citar [15, 18]. Em [15], o autor estudou um

problema singular nao-homogéneo da forma

g(x) [ (u)

]

— Au+b(z)u = + h(z), = €R? (7)

com b satisfazendo (by) — (b3), f tendo crescimento exponencial subcritico e a € [0,2).

Ja em [18], os autores estudaram um problema quasilinear nao-homogéneo da forma

— Ayu+ (@) |u|N P = (@) |u|N Pu 4 g(x) f(u) + eh(z), z € RY, (8)
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onde Ayu = div(|Vu|[Y2Vu), N > 2, com b e f satisfazendo hipSteses similares, em
dimensao N, a (by), (bs), (l;,) e (f1), (f2), (]/”;), (f1), (]?5), respectivamente. O potencial ¢
foi tomado nao-negativo e pertencente a um espaco de Lebesgue apropriado, com norma
neste espaco limitada por uma constante adequada. Observe que, para determinados
potenciais b que mudam de sinal, como o exemplo b(x) = |z125| — C' dado anteriormente,
esta hipétese nao inclui o caso em que b(x) é trocado por b (x) = max{0,b(x)} e ¢(x) =
b~ (z) := max{0, —b(z)} na equagdo (8). Para h #Z 0 e com norma pequena em um espago
dual apropriado, foram obtidas duas solugdes em citeSou e [18] para os problemas (7) e
(8), respectivamente: uma do tipo Passo da Montanha e outra do tipo minimo local. Para
h = 0, foi obtida apenas a solucao do tipo Passo da Montanha.

Ainda em dominio ilimitado, mas com potencial b satisfazendo hipdteses similares
a (3) ou (4), referimos também os trabalhos [35], sobre uma equacao de Kirchhoff, e
20, 46], sobre equagoes de Schrodinger. Para mais resultados relacionados, envolvendo
um potencial constante ou satisfazendo outros tipos de hipéteses, veja também [5, 7, 21,
22, 23].

Além dos aspectos ja mencionados, os resultados do segundo capitulo complementam
os trabalhos supracitados em outros sentidos também: a excegdo de [25], em nenhum
dos outros artigos provou-se a existéncia de solucoes ground state; diferentemente de
[5, 7, 20, 21, 22, 23, 35, 46], nés consideramos um potencial que pode mudar de sinal ou
se anular; nestes mesmos artigos e em [15], a regularidade do potencial é mais forte do
que a considerada aqui; em [15, 18], é assumido que a fung¢ao peso g das equagoes (7) e
(8) satisfaz hipoteses similares a (A;) e (Ag), mas a regularidade é mais forte do que a
que estamos supondo para a fun¢ao A; finalmente, embora em [18] tenha sido considerado
um potencial b do mesmo tipo que o nosso, a versao da desigualdade de Trudinger-Moser
no espaco H que provamos aqui (veja Lema 2.9, Capitulo 2) é mais geral que a versao
provada em [18], para dimensdo N = 2, o que nos permitiu considerar as hipéteses (fs) e
(]?6), alternativamente a (f5) e (]?5), para provar que o nivel do Passo da Montanha estd
dentro da regiao de compacidade de sequéncias de Palais-Smale dos funcionais energia

associados a (P) e (l/D;), respectivamente.



CAPITULO 1

Infinitas solucoes para uma equacdo de Kirchhoff com

nao-linearidade tendo crescimento arbitrario

1.1 Introducao

Estamos interessados aqui em estudar uma equacao de Kirchhoff envolvendo uma espécie
de competicao entre termos concavo e convexo perto da origem e crescimento arbitréario

no infinito. Especificamente, vamos considerar o problema

— (oz + /3/ |Vu|2dx> Au = a(x)|u|” v+ ph(z,u) em Q,
(F1) “

w=0 em 0f),

onde Q C RY, N > 3, é um dominio limitado suave, 0 < ¢ <1,a >0, 3> 0e u > 0.

As principais hipdteses sobre h sao

(h1) h € C(Q x R, R) e existe 6 > 0 tal que h(z,s) é impar em s para todo x € 2 e
|s] < 0;

(he) h(z,s) =o(]s|?), quando s — 0, uniformemente em (.
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Para introduzir a hipdtese de regularidade sobre o potencial a, definimos 2* := 2N /(N —

2) e consideramos a sequéncia (p,) C R tal que p; = 2* e

Npy,
AL 20 < N,
N —op, se 2p

Dot = (1.1)
pnt1l,  se 2p, >N,

para todo n € N. E facil ver que esta sequéncia é crescente. Mais do que isso, usando

este fato e indugao matematica, se 2p,, < N para algum n € N, obtemos
> N '
Prnt1 Z N — 2, P1-
Ou seja, a sequéncia (p,) é também ilimitada. Portanto, estd4 bem definido o valor
n:=min{n € N:2p, > N}.
A principal hipétese sobre o potencial a é
(a1) a € L74(Q2), com o, :=p,/(1 —q).

Do ponto de vista formal, a equagao em (Py) é a equacao de Euler-Lagrange associada

ao funcional energia

1
16) = Sl + Epaft - 1 [ @) ufrde - u/ H(z,u)dz, ue Wy?(Q), (1.2)
2 4 q+1Jq Q
onde |[ul = ([, |Vu|?*dz)!/? é a norma no espago de Sobolev Wy2(Q) e H(z,s) :=

fos h(z,t)dt. Como nao temos nenhum controle sobre o comportamento de h no infinito,
esse funcional nao estd bem definido em todo o espaco W, *(Q). Contudo, em decorréncia
de (hy)—(hy), o valor I(u) é finito para toda funcao u € W, *(Q)NL®(Q) tal que 1wl oo (o
¢ suficientemente pequena.

Em nosso primeiro resultado, consideramos o caso em que o potencial a tem sinal

definido:

Teorema 1.1. Suponha que 0 < q < 1, a fungdo h satisfaz (hy) — (hs) e o potencial a

satisfaz (ay) e

(ag) existe ag > 0 tal que a(x) > ag, para q.t.p. x € €.
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Entao, para quaisquer o > 0, >0 e p > 0, o problema (P,) tem uma sequéncia de
solugées (uy) C Wy () tal que [kl oo () — O quando k — oo. Além disso, I(ux) <0 e

I(ug) = 0 quando k — .

Em nosso segundo resultado consideramos um potencial que pode ter sinal indefinido.

Mais especificamente:

Teorema 1.2. Suponha que 0 < q < 1, a fun¢do h satisfaz (hy) — (hs) e o potencial a

satisfaz (aq) e
(a@3) existe ag >0 e um aberto Q C Q tal que a(z) > ag, para q.t.p. x € Q.

Entio o problema (Py) tem uma sequéncia de solugoes (up) C Wy (Q) tal que I(ug) < 0

e I(ug) — 0 quando k — oo, em cada um dos sequintes casos:
(i) >0, >0¢epe (0,u), para algum p, > 0;
(ii) >0, u>0¢eac(a*,+00), para algum o™ > 0.

Ainda no caso indefinido, podemos trocar a condigao (hy) por outra mais forte para
prescindir de qualquer restricao no tamanho dos parametros, conforme enunciamos a

seguir.

Teorema 1.3. Suponha que 0 < g < 1, a fun¢ao h satisfaz (hy) e

(ha) h(z,s) = o(|s|), quando s — 0, uniformemente em ,

e o potencial a satisfaz (ay) e (az). Entdo vale a mesma conclusio do Teorema 1.1.

Provaremos os Teoremas 1.1 e 1.2 na préxima secao, apos apresentar alguns resultados
auxiliares. O Teorema 1.3 sera provado na Secao 1.3. No que segue, para qualquer
u € L'(Q), escreveremos somente [ u para denotar [, u(x)dz. Se 1 < p < oo, |ull, ird
denotar a norma em LP(Q2) de uma funcdo u € LP(Q2). E de agora em diante sempre

vamos assumir que valem as condigoes (a1) e (hy).



Capitulo 1 18

1.2 O caso h(zx,s) = o(|s|?)

Como dissemos anteriormente, o funcional I dado em (1.2) nao é bem definido em todo
0 espago VVO1 2(Q). Para contornar esta dificuldade, faremos um truncamento na funcio
h de modo a considerar um novo funcional com a funcao truncada no lugar de h. Esta

fungao truncada é dada pelo lema a seguir, que é uma versao de [45, Lema 2.3].

Lema 1.4. Suponha que h satisfaz (hy). Entao, dado qualquer 6 > 0, existem um nimero

0<&<d/2 euma fungao g € C(2 x R R), impar na sequnda varidvel, tais que

(91) g(x,8) = h(z,s), V (x,5) € @ x [, ¢].

Além disso, se G(x,s) := [ g(x,t)dt, entdo para todo (x,s) € Q x R valem

(92) glx,s)s —2G(z,5) < O]s|"";

(93) gz, s)s = (¢ + DG(x, ) < 03"

(9:) 16, 5)| < Sl

(95) 9(, )] < Os]?.

Demonstracao. Denote ¢ := 0/14. Por (hy) existe um nimero 0 < { < 6/2 tal que

max{|H (z,s)|, |h(x,s)s|} <els|™, V (x,5) € Qx [-2€,2¢].

Seja p € C1(R, [0, 1]) uma funcio par satisfazendo, para todo s € R,

p=lem[=¢ ¢, p=0em R\ (=26,2), [0'(s)] <2/¢ p(s)s <0.

Denote vy := 0/16 e considere a fungao H.(s) := v|s|?!, s € R. Obviamente H,,
¢ derivavel em todo ponto s # 0. Mas também o é em s = 0 e H. (0) = 0, pois

lim, 0 H. (s) = 0. Definimos ent@o a func¢do ¢g : 2 x R — R por

g(x,s) = p'(s)H(x,5) + p(s)h(x,s) + (1 = p(s)) Hi (s) = p/(s) Hoo(s).
Um célculo direto mostra que, para todo (z,s) € 2 x R,

G(z,s) = p(s)H(w,s) + (1 = p(s)) Hoo(5)-
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Usando as propriedades de p, é facil ver que g é continua, impar na segunda varidvel e

verifica (g;). Para provar que valem (g2) — (g5), note primeiramente que
sH(s) = v(g + 1)]s|*, s e R.
Entao, para |s| < 2¢ temos que

gz, 8)s] < 2&%|H<x7 $)] + |sh(x, 8)| + v + Dls|t+! + 2§%v|s|q+1

< (e +67)s]"
Segue que, para |s| < 2¢,

l9(x, s)s| +2[G(z,s)| < |g(z,s)s| + 2|H (2, 5)| + 2Hoo(s)

< (Te+8y)|s|7

= 0|s|7t.
Por outro lado, para |s| > 2, temos que
l9(w, 5)s] +2|G(x, 5)| = [sH(5)] + 2| Hoo(s)] < 47s]""" < 0]s]"".
Das desigualdades acima, concluimos que valem (go) — (gs). O

Para qualquer 6 > 0, segue de (g4) — (g5) e um argumento padrao que o funcional

dado por

1

To(w) = Sl + 2 )t - 2
2 4 q+1

a@uf* = 1 [ Glau), we W),

pertence a C'(W,?(Q),R) e, neste caso, para quaisquer u,v € Wy*(Q),

iwe =@+ 8 lul?) [(Vu- o)~ [a@ul e g [ gl upe

Entio, se u € Wy (Q) N L®(£2) é um ponto critico de Iy tal que |jul|, < &, segue de (g;)
que g(x,u(x)) = h(z,u(z)) para q.t.p. = € Q e, consequentemente, u é solu¢ao fraca do
problema (P;). Na demonstracao do Teorema 1.1 que faremos mais adiante, vamos obter
uma sequencia de pontos criticos de Iy cumprindo essa condicao.

O préximo lema estabelece uma condigao técnica sobre o parametro 6 que ira garantir

énci Wy (Q
que essa sequéncia converge para zero em Wy ().
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Lema 1.5. Suponha que as fungdes a e h satisfazem (ay) e (hy), respectivamente. Se

— q)ag

0<O<
L+ q)p

; (1.3)
entdo Ip(u) = Ij(u)u = 0 se, e somente se, u = 0.

Demonstracio. E 6bvio que I;(0) = I}(0)0 = 0, independentemente do valor de 6 > 0.
Por outro lado, se Iy(u) = Ij(u)u = 0, usando (az), a igualdade Ij(u)u — 2lp(u) = 0 e
(g2), obtemos

L2009 [l < D+ 22 [ at@lup
~ [ (g(a,w)u—26(z,)

< M9/|U|q+1-

A desigualdade acima e (1.3) implicam que u = 0. O

Observe que a positividade do potencial a foi essencial na demonstracao acima. Entao,
sob as hipdteses do Teorema 1.2, como a poderia ser nulo ou negativo em conjuntos de
medida positiva, nao ¢é possivel agora garantir que u = 0 é o tinico elemento de VVO1 2(Q) tal
que lp(u) = Ij(u)u = 0. No entanto, os elementos que cumprem esta condi¢ao satisfazem

uma estimativa a priori. Mais precisamente, denotando

[ 19
Sg41 = inf

>
weWL 2\ (0} (/|u‘q+l)2/(q+1)

Lema 1.6. Suponha que as funcoes a e h satisfazem (az) e (hs), respectivamente. Se

9

temos o seguinte resultado.

(1—1q) Sla+1)/2

0<o< 5 St

(1.4)

entio Iy(u) = Iy(u)u = 0 implica que |[u]] < (/o).

Demonstracao. Se Iy(u) = Ij(u)u = 0, a igualdade Ij(u)u — (¢ + 1)Ip(u) = 0 implica

que

B3 —q)

D g+ P2 gt = [(gtoswu (0 + DG ). (15)

2
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Por (gs), a imersao W, ?(Q) — LIt (Q) e (1.4), segue que

1-— _ 1—
Oé( Q> HUH2 < IUQS (¢g+1)/2 ”qu—H < :u( Q) Hu”q—H’

2 a+l 2

o que conclui a demonstracao. 0

Lema 1.7. Para qualquer 8 > 0 o funcional Iy € coercivo e satisfaz a condi¢cao de Palais-

Smale.

Demonstracao. Como a sequéncia (p,) definida em (1.1) é crescente e 2* > 2, temos

Py P o D o /
T T 1—¢ 2—(¢g+1) " 2*—(q¢+1) q+1 (16)

em que a notagao p’ representa o conjugado de um valor p € (1, +00), isto é, 1/p+1/p" = 1.

que

Portanto, 1 < o/(q + 1) < 2*. Dali, pela desigualdade de Holder, (g4) e as imersoes de

Sobolev, obtemos

oo B 1 o,
Iy(u) > 5 [Jull* + 1 [Jul " — 71 ||a||aq ||U||gZ(1q+1) Y ||U||ZE

e el I

para alguma constante C' > 0. Recordando que (¢+ 1) < 2, concluimos que Iy(u) — 400
quando [ju]] — 400, isto é, o funcional I, é coercivo.

Agora, seja (u,) C Wy?(Q) uma sequéncia tal que Ig(u,) — ¢ e Ij(u,) — 0 quando
n — oo. Pela coercividade de Ip, (u,) é limitada em W,?(Q). Portanto, para algum

A>0euc Wol ’Q(Q), a menos de subsequéncia temos que
|tnl| = A, w, — u fracamente em Wy*(Q), u, — u em LP(1),

para todo p € [1,2*). Por (1.6), existe py € (¢ + 1,2*) tal que o, = (%)’. Entao, usando

a desigualdade de Holder, segue que

< lall, Nunllpy llun = ull,, =0,

[l = 0

quando n — oo. Além disso, por (g5) e novamente a desigualdade de Holder,

<40 HunHZJA llwn — qu+1 — 0.

\ [ st ) =)
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Dali,

on(1) = () = 0) = (a4 B ) (ol = [ V- ) 4 0,0,

em que 0,(1) denota uma quantidade que tende a zero quando n — oo. Entao, tomando

o limite com n — oo na igualdade acima, obtemos (a + SA?)(A? — |[u]]?) = 0, o que
implica que |[u| = A, isto é, ||u,|| = |lu||. Como W,?(Q) é um espaco de Hilbert, segue
da convergéncia fraca que u,, — u fortemente em VVO1 2(0Q). 0J

Para obter uma sequéncia de pontos criticos para Iy, aplicaremos a seguinte proposicao,
que ¢ uma variacao de um resultado devido a D.C. Clark [13] (veja [30, Teorema 2.1,

Proposicao 2.2)).

Proposigao 1.8. Sejam X um espago de Banach e J € C*(X,R) um funcional par e
limitado inferiormente que satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale e J(0) = 0. Se, para todo
k € N, ezistem um subespaco k-dimensional X* C X e p, > 0 tais que

sup J(u) <0, (1.7)

wEXFNS,,

onde S, := {u € X : ||ul|x = p}, entdo J tem uma sequéncia de valores criticos (c) C

(—00,0) tal que cx — 0 quando k — oo.

Observacao 1.9. Cada valor critico ¢ na proposicao acima é um nivel minimaz definido
a partir de conjuntos com género maior ou igual a k. Para cada subconjunto A C X \ {0}
fechado e simétrico em relacdo a origem, isto €, tal que x € A implica em —x € A, o

género (ou género de Krasnoselskii) de A € definido por
v(A) := min{n € N : existe uma aplica¢ao impar ¢ € C'(A,R"\ {0})}.
Define-se também (D) = 0. Os valores ¢; sao dados por

¢k := inf supJ(x)
Y(A) =k zcA
e sao denominados niveis de Ljusternik-Schnirelmann. Por esta caracterizagao, fica claro

que ¢ < cpi1, para todo k € N. E como v(X* N S,,) =k (veja [41, Capitulo 7] para a

prova desta e de outras propriedades do género), de (1.7) também vemos facilmente que
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¢ < 0. Da limitagao inferior de J seque que ¢ > —oo. O que nao é imediato é que cada
¢k € um valor critico de J (o que foi provado em [13]) e que ¢, — 0 quando k — oo (0

que foi provado em [30]).

Podemos agora provar o Teorema 1.1.

Demonstracao do Teorema 1.1. Seja ¢ > 0 dado pelo Lema 1.4 com 6 > 0 satisfazendo
(1.3). Como foi dito anteriormente, todo ponto critico u do funcional I tal que ||ul| <
é uma solugao fraca de (P;). Entdo, apds obter uma sequéncia de pontos criticos para Iy
usando a Proposicao anterior, vamos mostrar que esta sequéncia converge para zero em
L>(Q). Dai o resultado estard provado.

Pelo Lema 1.4, a funcao ¢g é impar na segunda variavel e, consequentemente, sua
primitiva G é par na segunda variavel, o que implica que o funcional I, é par. Pelas
imersées de Sobolev, I, é limitado em conjuntos limitados de W,"*(€). Como j4 sabemos,
do Lema 1.7, que também é coercivo, segue que Iy é limitado inferiormente. A condicao
de Palais-Smale também segue do Lema 1.7 e, obviamente, /5(0) = 0.

Vamos agora provar que I, satisfaz (1.7). Dado qualquer k € N, defina X* :=
span{e1, ..., ¢}, onde {¢, bnen é uma base Hilbertiana de W, (). Entao X* ¢ Wy*(Q)
é um subespaco de dimensao k. Usando (as), (g4), a escolha de 6 > 0, que implica que
0 < appt/(qg+ 1), e o fato de que quaisquer normas em X* sao equivalentes, obtemos,

para todo u € X*,

87 2 ﬁ 4 ap 1 H 1
lo(w) < 5 Il + 5l = =2l + 50 el
1.8
< Dl 4 )t = o -
= 2 4 2(g+1) ’

onde C' > 0 é uma constante. Como (¢ + 1) < 2, pela desigualdade acima podemos
escolher pr > 0 pequeno tal que Iy verifica (1.7).

Pelas consideracoes acima, podemos aplicar a Proposicao 1.8 para obter uma sequéncia
(ur) € Wy () de pontos criticos de Iy tais que ¢ = Ip(u) — 0 quando k — oo. Isto
significa que (uy) é uma sequéncia de Palais-Smale para Iy no nivel ¢ = 0 e, pelo Lema
1.7, existe u € Wy () tal que, a menos de subsequéncia, u;, — u em W,'*(Q). Portanto,

Iy(u) = If(u)u = 0 e do Lema 1.5 concluimos que u = 0, isto é, u — 0 em Wy*(€).
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Agora observe que cada funcao wu; é uma solucao fraca de

a (@) ug ()| up () + pg (e, ur(r))

—Au = 5
a+ f flux

em (),

ue Wy(Q).
Denotando por hy o lado direito da equagao acima, por (gs) temos que
()| < a7 (la(@)|ur()| + pblur(z)]?)
para q.t.p. em 2. Consequentemente,

i@ < o ([ lato

com () := 2271, Por outro lado, a desigualdade o, > 2*/(1 — q) implica que 0,/2* > 1 e

.: ﬁ)':ﬂ<1
Ta: q(z* gg—2° =

2%

wl® 4o [l®), a9

Entao, pela desigualdade de Holder,

q/7q
* * 2* * 2* 2*
[t nd < ol (1) < ol
e
/|uk($)|q2* < Ch Jlunllg?
com Cy = |Qi1=7)/7 e C3 := |Q]'79. Concluimos que hy € L*(Q) e, pelo Teorema

de Agmon-Douglis-Nirenberg [3] (veja também [27, Lema 9.17]), u, € W22 (Q) e existe
Cy = C4(9) tal que

HUkHWm* < Cy ||y

2%

para todo k € N. Desta desigualdade e de (1.9), segue que
lukllyzee < Cs a3 < Ch flus?, (1.10)

com

Cs = Cha H{C1(Ca [lal2. + Cs(u0)* )}7*, Cy = 58792,

onde

S = inf{|jul® : u € W,*(Q) e ||u
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Como uy — 0 em W01’2(Q), temos entao que |[ugl|yy22+ — 0. Sen =1, isto é, 2p; = 2-2* >
N (veja a definicao de i e da sequéncia (p,) em (1.1)), a imersiao W% (Q) — C(Q) implica
que |lugl|,, — 0.

Por outro lado, se 2-2* < N (equivalentemente, n > 1), a imersao W22"(Q) — LP?(Q)

e a desigualdade (1.10) implicam que, para alguma constante Cs = Cg(€2) > 0,
[ukll,, < Cs llullyzar < CeChllugll?,

onde py é 0 segundo termo da sequéncia definida em (1.1). Além disso, como neste caso
g, > p2/(1—¢q), um argumento andlogo ao que usamos anteriormente nos permite concluir
que hy € LP2(Q2). Dali, aplicando novamente o Teorema de Agmon-Douglis-Nirenberg,

temos que u € W2P2(Q) e
~ 2
[kl e < C7 llugllp, < Co llukl|”

onde C7 > 0 é independente de k e Oy = 07(0661)‘1.
Como o, > p,/(1 —q) > p, paran = 1,...,n, podemos repetir esse argumento até

concluir que uy € W2P1(Q) e
laellyzrn < Co llun]” (1.11)

com 677 > 0 independente de k. Entdo, |jug|y20, — 0 quando k& — oo. Mas, pela
definigio de 7, temos que 2p, > N e, portanto, W2P1(Q) — C(Q). Dai, concluimos que

|ugl|, — 0. Ou seja, existe ko € N tal que

fugle <5, ¥ k> o, (112)

Isto conclui a demonstracao. 0

Demonstracao do Teorema 1.2. Novamente o objetivo aqui é obter uma sequéncia
de pontos criticos para Iy satisfazendo (1.12), com £ > 0 dado pelo Lema 1.4 para 6 > 0
escolhido adequadamente. No caso do item (i), isto é, com a > 0 e § > 0 fixados, supomos

que p < 1 e escolhemos

Sl =q g2 o
0<0< — =6 )
mm{ 5 Dot Ty
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No caso do item (i7), isto é, com 5 > 0 e u > 0 fixado, escolhemos
0 < 0 < min {ES(‘]H)/Z, L} .
2 7 (14 )

Para obter uma sequéncia de pontos criticos para Iy, nés argumentamos como na prova
do Teorema 1.1. A primeira diferenca aparece quando tentamos provar que I, verifica a
propriedade (1.7). De fato, como o potencial a agora nao tem sinal definido, precisamos
fazer uma construgao alternativa do subespago de I/VO1 2(Q) com dimensao finita. Para
todo k € N, escolha k fungoes linearmente independentes ¢4, ..., ¢ € C§°(§~2) e, cComo na
prova do Teorema 1.1, defina X* := span{¢,, ..., ¢}, onde o aberto Q C Q é dado pela
hipétese (az). Como a(x) > ag para q.t.p. em Q, neste caso também vale a desigualdade
(1.8) para todo u € X*. Portanto, existe uma sequéncia de pontos criticos (uy) C Wy % ()
tal que ¢ = Ip(uy) — 0 quando k — co. E, novamente do Lema 1.7, obtemos u € W,*(Q)
tal que uxp — u em WOI’Z(Q). Embora nao possamos garantir que u = 0, segue do Lema

1.6 que
[\ 1/(1-a)
< (5) (1.13)

«

Como na prova do Teorema 1.1, temos que u, € W?P1(Q) e vale a desigualdade (1.11).

Portanto, da imersao W2P7(Q) < C(Q), obtemos
e < Colluellypar < CoCly llusl|™,

para alguma constante Cp = Cy(£2) > 0. Como ||ug|| — ||u||, segue da desigualdade acima

e de (1.13) que existe kg € N tal que

"/(1-g
“)q YV k> ke

el < Col2” (2
(6]

Com uma simples inspecao da prova do Teorema 1.1 podemos ver que a constante C,, =

~ 1

Cy(p, o) é diretamente proporcional a e o '. Entdo, se a > 0 estd fixado (item (7)),

podemos tomar p > 0 suficientemente pequeno de modo que
£
|ugll, < 3 V k> k.

Por outro lado, se p > 0 esta fixado (item (i7)), o mesmo ocorre se tomarmos o > 0

suficientemente grande. Em todo caso, segue o resultado. O



Capitulo 1 27

1.3 O caso h(zx,s) =o(|s|)

Nesta segao provaremos o Teorema 1.3. Nao ha diferencas significativas com relacao as

ideias da secao anterior. Essencialmente precisamos adaptar os resultados auxiliares.

Lema 1.10. Suponha que h satisfaz (ﬁ;) Entao, dado qualquer 6 > 0, existem um
numero 0 < & < 0/2 e uma fungio g € C(2 x R,R), impar na sequnda varidvel, tais
que vale a propriedade (g1) (veja Lema 1.4). Além disso, se G(x,s) fo x,t)dt, entdo

para todo (x,s) € Q x R também valem

(93) glw,s)s = (¢ + )G(x,s) < 0|s]*;
~ 0 5

(94) |G(;U,S>’ < §‘S| ;

(95) lg(z,s)| < Ols|.

Demonstragao. Denote ¢ := 6/14. Segue de (hy) que existe 0 < & < §/2 tal que
mac{|H(z, 5)), |h(z, 5)s]} < els, ¥ (x,5) € 9 x [~2€, 2]

O restante da prova segue de modo andlogo a prova do Lema 1.4. Portanto, omitiremos

os detalhes. 0

Como na secao anterior, para qualquer 6 > 0, consideramos a funcao g dada pelo lema

acima e definimos um funcional Ip : W,*(2) — R por

Tofw) = P+ 2l — a@wm“—u/G@wxuew®%m.

qg+1
Neste caso, as propriedades (gs) e (gs5) garantem que Iy estd bem definido e é de classe
C' em W,%(Q).

No proximo resultado, semelhante ao Lema 1.5, denotamos por A; > 0 o primeiro

autovalor de (—A, W, 2(Q)).

Lema 1.11. Suponha que as fungdes a e h satisfazem (ay) e (ﬁ;), respectivamente. Se

(1 - Q)a>\1

0<86
<<2M

, (1.14)

entdo Ip(u) = Ij(u)u = 0 se, e somente se, u = 0.
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Demonstracao. Se Iy(u) = Ij(u)u = 0, segue de (1.5), (g3) e a desigualdade de Poincaré
que

a(lT_Q) lul® < u/ﬂ<g<:c,u)u— (94 DG(@u)) < “9/’“‘2 Sl

O resultado agora segue da desigualdade (1.14). 0

Lema 1.12. Para todo 0 > 0 satisfazendo (1.14), o funcional Iy é coercivo e satisfaz a

condicao de Palais-Smale.

Demonstracao. Como vimos na prova do Lema 1.7, 1 < a;(q + 1) < 2*. Portanto,
usando a desigualdade de Holder, (g;), (1.14), a desigualdade de Poincaré e a imersao

Wy?(Q) — L7@+1(Q), obtemos

Q s B 4 M9 2
Io(u) = 5 lull”+ 7 llull” = —= llall,, [l ||q/(q+1 5 lull;
Q s B 4 (1 )04)\1
2 g™+l = === llally, [l ||q/(q+1 ull;
> (14 q)

e |ruu4 —

para alguma constante C' > 0. Agora basta argumentar como na prova do Lema 1.7. [
Apresentamos agora a prova do Teorema 1.3.

Demonstracao do Teorema 1.3. O resultado segue dos lemas acima e, com algumas
pequenas adaptagoes, do mesmo argumento utilizado na prova do Teorema 1.1, porém

com o subespaco X* C VVO1 2(Q) sendo definido como na prova do Teorema 1.2. U
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Solucdo ground state para uma equacao de Kirchhoff-Schrodinger

em R? envolvendo crescimento exponencial critico

2.1 Introducao

Pretendemos provar, via Teorema do Passo da Montanha, a existéncia de uma solucao

ground state nao-negativa para o problema

(P) m (/R2(\Vu|2 + b(ac)uz)dx> (—Au +b(x)u) = A(x)f(u) em R?

onde m : [0,4+00) — (0,+0) e f : R — [0,400) sdao fungoes continuas e b, A € L (R?).
O potencial b pode ser negativo ou se anular em conjuntos de medida positiva e a
nao-linearidade f tem crescimento exponencial critico no sentido da desigualdade de
Trudinger-Moser. Vamos considerar hipoteses adequadas sobre b, A e f que permitirao

tratar este problema variacionalmente no subespago de W1?(R?) dado por

H:= {u € WhH2(R?) : /R b(z)u’dr < oo} .

2.1.1 Hipdteses

Defina M (t) := fgm(T)dT, t > 0. As hipdteses sobre m : [0, +00) — (0, +00) sao:
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(my1) mg = %rzl(f)m(t) > 0;

(mg) para todos t1,ty > 0, vale

é uma fungao decrescente em (0, +00).

(m3)

m(t)
t
No lema a seguir, apresentamos alguns exemplos de fungoes que satisfazem (mq)—(mg).

Lema 2.1. Se a fun¢ao m for ndao-decrescente, entao sua primitiva M satisfaz a condi¢ao
(mg). Além disso, dados o > 0 e 3 > 0, valem as condi¢oes (my) — (m3) se, para todo

t>0,
(1) m(t) = a+ Bt°, com § € (0,1]; ou
(i) m(t) = a(l + log(1 +t)); ou

(i41) m(t) = a + Bet.

Demonstracao. Sejam t1,t; > 0. Se m é nao-decrescente, usando a mudanca de variaveis

0 = T — ty, obtemos
t1+to
Mt +1) = / m(r)dr
0

= /Ot1 m(7)dr + /MH2 m(7)dr

t1

_ /Otl m<7>dT+/0t2m(9+t1)de
> /O (e 4 /0 P (00 = M(1y) + M(ty),

0 que prova a primeira afirmacao.

Para provar a segunda afirmagcao, observamos primeiramente que a condigao (mq) é
obviamente satisfeita em cada um dos casos (i) — (#i7), pois my = o > 0 nos trés casos.
Além disso, para (i) e (1), somente precisamos verificar (ms), pois a condi¢ao (my) segue

da primeira afirmacao.
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No caso (i), temos m(t)/t = a/t + B/t17%. Como § < 1, esta fungdo é claramente
decrescente em (0, +00). Jd no caso (i7), temos m(t)/t = a(1/t+1log(1+t)/t). Derivando

esta expressao com respeito a t, obtemos

%(@) a<—1 t—(l—l—t)log(1+t))

isto é, novamente a fungao m(t)/t é decrescente em (0, 400). Portanto, nos casos (i) e

1?2 t2(1 +t)

—1 —
(+0loa 40 o yys g
2(1+1)

(17) vale a condic¢ao (ms).
Agora vamos analisar (7i7). Observe que, neste caso, M(t) = at — fe~". Entao, usando

a desigualdade Be > (3/2)e”(1+2) | = 1,2, obtemos

M(t1> + M(tQ) = aty — ﬁe_tl + aty — 56—7?2
p

< at; — Ee—(titt2) o aty — ée—(tﬁ-m)
= at; +1t) — ﬂe’(“”?) = M(t; + t3),
o que prova que vale (mg). Para verificar (mj3), basta notar que m(t) = a + fe™" ja é

uma fungao decrescente e, portanto, neste caso m(t)/t é decrescente em (0, +00) por ser

o produto de duas fungoes decrescentes em (0, +00). O

De modo a introduzir as hipéteses sobre o potencial b € L (R?), vamos definir

AL = inf {/Wuwf +b(@)u?)dr su € Hee [[ufl ey = 1}

e, para ) C R? aberto nao-vazio,

1(2) := inf {/ (IVul® + b(z)u?)dz : u € Wy *(Q) e [ull p2q) = 1} ,
R2
Assumimos 14()) = +00. As hipéteses sobre b sao:

(b1) A > 0;

(by) lim 14(R*\B,(0)) = +o00, onde B,(0) = {x € R?: |z| < r};

r—-+00

(b3) existe By > 0 tal que
b(z) > —B,, VueR2
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Sobre a funcao A € L (R?), faremos as seguintes hipiteses:

(A1) A(z) > 1 para todo = € R?;
(Ag) existem [y > 1, Cp > 0 e Ry > 0 tais que
Az) < CofL + (" (@)'*}, |zl = Ro,
onde b*(z) := max{0,b(z)}.

A hipétese (by) garante que H é um espaco de Hilbert, com produto interno dado por

(u,v) g = /RQ(VU -V + b(x)uv)de

e norma ||ul|;; = \/(u, u), imerso continuamente em W'?*(R?) e, consequentemente, em
LP(R?), para todo p > 2 (veja [43, Lema 2.1]). Neste caso, (A;) e (As) garantem que,

para todo p > 2, H esta imerso continuamente no espaco de Lebesgue com peso
LY (R?) = {u : R? — R mensuravel : / A(x)|ulPdz < oo} ,
RQ

que é um espago de Banach com a norma dada por

1/p
ol = ([ AIPaz)

Adicionalmente, (by) garante que esta imersao é compacta (veja [43, Lema 2.2, Proposigoes
2.1 e 3.1] ou [49]). Como, por (A;), L% (R?) estd imerso continuamente em L?(R?), entao
(b2) também nos déa a compacidade da imersao H < LP(R?).

A imersao H — W1H2(R?) implica que, para alguma constante ¢ > 0,
ully = ClIVull p2gey, ¥V ueH. (2.1)

Esta desigualdade sera importante na demonstracao do Lema 2.9 na préxima se¢ao. Ob-
serve que, se b(z) < 0 em algum conjunto de medida positiva, entao nao podemos ter

¢ > 1. Mas podemos evidentemente considerar ( = 1 no caso em que b satisfaz

~

(b3) b(x) > 0 para todo = € R%
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Com respeito ao termo nao-linear f : R — [0, +00), como estamos buscando uma
solugdo nao-negativa para o problema (P,), vamos supor que f(s) = 0, para todo s < 0.

Defina F(s) := [; f(t)dt, s € R. As principais hipdteses sobre f sdo:
(f1) existe ap > 0 tal que

¥ f(s) 0 , sea>aq

m > = )
as

steo € +oo , sea < ag

(f2) existem sg, Ko > 0 tais que

F(s) < Kof(s), Vs> so;

(f3) existe 6y > 4 tal que

OoF(s) < sf(s), ¥V s>0;
f(s)

(fa) —3~ ¢ uma funcdo nao-decrescente e positiva em (0, +00).
s

2.1.2 Principais resultados e notagoes

Nos resultados que enunciaremos a seguir, vamos considerar hipoteses adicionais sobre a
funcao f que estao relacionadas com algumas das hipdteses introduzidas anteriormente.
Para isto, precisamos fixar algumas notacgoes:

Sp = Inf w, P = 2;
ueH\{0} HUHLP(RQ)

4 2
C'p::inf{0>O:pM(tZSg)—QCtPSpM( ZC ), ‘v’t>0}, p > 4;
0

Mp = |[bll o (0 » B >0
Os valores S, e C), sao finitos, para p > 2 e para p > 4 respectivamente, em decorréncia
da imersio H < LP(R?) (consequéncia de (b;)) e da hipStese (mj3), que implica que
m(t) < m(1)t para todo ¢t > 1.

Podemos agora enunciar nossos principais resultados.

Teorema 2.2. Suponha que valem (my) — (mg3), (by) — (bs), (A1) — (A2) e (f1) — (fa).

Suponha ainda que f satisfaz
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(fs) existe po > 4 tal que
f(s) > Cpos?™t, ¥ s> 0.

Entao o problema (Py) possui uma solug¢do ground state nao-negativa.

Se trocarmos a hipétese (bs) por (l;),) e, consequentemente, tivermos ¢ = 1 na desigual-
dade (2.1), podemos obter o mesmo resultado do Teorema 2.2 considerando uma condigao

mais natural no lugar de (f5), conforme enunciamos a seguir.

Teorema 2.3. Suponha que valem (my)—(ms3), (b1) — (ba), (bAg), (A1) —(A2) e (f1)—(fa).

Suponha ainda que f satisfaz

(fo) existe o > 0 tal que

sf(s) 1 (AT . ~2_R*Mpg/2
> R .
> >0 > dagm ( - Il%r;f(‘]{R e }

lim inf
s—4oo0 oS

Entao o problema (Py) possui uma solug¢do ground state ndo-negativa.

Observagao 2.4. As hipdteses (m3) e (f4) garantem que a solug¢do dada pelos Teoremas
2.2 e 2.8 ¢ solugao ground state. No entanto, como veremos nas demonstracoes destes
teoremas, ainda obtemos solu¢ao nao-trivial nao-negativa para o problema (P,), ndo ne-

cessariamente ground state, se trocarmos (ms) e (f4) por condigées mais fracas, a saber:

(m3) existem constantes a; >0 e T > 0 tais que
m(t) <ait, Vt>T;

(77) 1m I g,

s—0t S
e as condigoes de monotonicidade do Lema 2.21 (veja se¢ao 2.5). FEspecificamente no
caso do Teorema 2.3, esta substitui¢cao nos permite considerar funcoes [ que se anulam

em uma vizinhanca da origem.
No caso em que m = 1, a equagao em (FP,) se reduz a equagao de Schrodinger
(P2) —Au+b(z)u = A(x)f(u) em R2

Neste caso, alternativamente a (f3) e (f4), consideramos as hipdteses
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(f3) existe 6y > 2 tal que
o F(s) < sf(s), Vs> 0;
f(s)

(ﬁ) Y ¢ uma fungdo nao-decrescente e positiva em (0, +00).

Diferentemente de (fy), a hipdtese (]‘Z) nao implica em (f}). Entéo, definindo, para ¢ > 2,

~ 4 2
G, = inf{C>0:qS§t2—2th < dmac” Vt>0}
Qo
. Oéo(q . 2) (g—2)/2
a 4rq(? ’

temos o seguinte resultado, semelhante ao Teorema 2.2, para o problema (73;)

Teorema 2.5. Suponha que valem (by)—(bs), (A1)—(A2), (f1)—(f2), (J?g) e (fr). Suponha
ainda que f satisfaz

~

(f5) existe go > 2 tal que
f(S) > aqOSqO_17 YV s>0.

Entao o problema (ID;) possut uma solugao fraca nao-trivial nao-negativa. Se, adicional-

mente, [ satisfaz (]/“:1), entdo a solucao € ground state.

Do mesmo modo, temos um resultado semelhante ao Teorema 2.3:

Teorema 2.6. Suponha que valem (by) — (by), (l;),), (A1) = (A2), (f1) — (f2), (]%) e (f5)

Suponha ainda que f satisfaz

~

(fe) existe Yo > 0 tal que

Sf(sz) > 5 > dagt }{nfO{R’ZemM’“ﬁ}.
>

lim inf
s—4oo0 eX0S

Entao o problema (E) possui uma solucao fraca nao-trivial nao-negativa. Se, adicional-

mente, f satisfaz (ﬁ), entao a solucdao é ground state.

No que segue, escreveremos fQ u em vez de fQ udz, para qualquer Q C R? eu € LY(Q).
As normas em H, em WH*(R?) e em LP(R?), 1 < p < oo, serdo denotadas por [|[, [|[l; ,
el . respectivamente. As notagoes C, Cs, ... serao usadas para representar constantes
positivas cujos valores exatos sao irrelevantes. As hipdteses (by) — (b3), (A1) — (Az) serdo

sempre assumidas a partir de agora.
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2.2 Resultados preliminares

O resultado a seguir, provado em [19] (veja também [10]), serd util para provar os demais

resultados desta secao.

Lema 2.7. Se a >0 e v € W'%(R?), entao

/ (e — 1) < 0.
R2

Além disso, se a < 4m, ||[Vull, < 1 e ||v|, < M, entao existe uma constante C' =

C(a, M) > 0 tal que
/ (e —1) < C.
R2

Lema 2.8. Se o > 0, entado

(i) para todo s € R e todo r > 1, vale

2 2

(eas _ 1)7’ < eras” 17

(17) para todo v € H e todo r € [1,5y), onde Py € dado pela hipdtese (As), a fungdo
A() (e —1)" pertence a L'(R?).

Demonstracao. Para r = 1 a desigualdade do item (i) é ébvia. Para r > 1, considere a

funcao h : R — R dada por

Temos que
2 2 2 _ 2 — 2
W (s) = 2rase™™ — 2rase® (e — 1)1 = 2rase® [ — (g2 —

Como a > 0, r > 1 e, consequentemente,

2 2

6(7’—1)(152 _ (eoas )7"—1 > <€as . 1)7‘—1’ Vse R,

segue de (2.2) que h'(s) > 0 para s > 0 e h'(s) < 0 para s < 0. Portanto s = 0 é ponto
de minimo global de h, isto é, h(s) > h(0) = 0 para todo s € R, o que prova o item (i)

para r > 1.
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00
loc

Vamos agora provar (7). Usando (i) e o fato de que A € L (R?), temos que

2 2

A(x)r<€av . 1)1" S / A(l,)r<€rav
R2\BR (0)

+ Cl / (61“04’0
Bpr (0)

onde Ry > 0 é dado na hipdtese (Ay). Do Lema 2.7, segue que a segunda integral do lado

e (2.3)

2

- 1)7

direito acima ¢é finita. Para estimar a primeira integral, note que, usando a expansao em

série de Taylor da funcao exponencial,

/ Ay(ere® — 1y =3 ) / Az v, (2.4)
R2\BF, (0) m: JRr2\Bg,(0)

m=1

Agora, por (Ay) e pela desigualdade de Hélder, temos que

/ A(ﬁ)T’L)Qm S
R\ B, (0)

<Calloll+Ca | @)y 25)

R2\Br, (0)

r/Bo (Bo—1)/Bo
s&m@HG{A}wwﬁ (AJMWW%”) |

Mas, por (b3) e (b1),
/R2 bt (z)0? = /R2 b(x)v* — /{b(z)go} b(z)v”

2 2
< ol + Bolol
o p ol
< el + Bolsy
1

By
MWQ+—)
X

Entao, da desigualdade acima e de (2.5) segue que

[ Ao < Gl Gl o
RZ\BRo(O) (2.6)

= Collol™™,

onde usamos o fato de que 2m e 2(mpBy — r)/(By — r) s@o maiores ou iguais a 2 e H

estd imerso continuamente em LP(R?), para todo p > 2. Portanto, de (2.3), (2.4) e (2.6)
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obtemos
00 1 , ]
A(:E)T(QCWQ . 1)7“ < Cg —(Ta ||U|| )m + Cl/ (emv . 1)
= Gyl —1) + Cl/ (e —1) (2.7)
By (0)
< 00,
o que completa a demonstracao. -

O lema a seguir ¢ uma versao do Lema 2.7 para fungoes de H.

Lema 2.9. Sejam a >0, ¢ >0 ew,v € H. Entao

/RQ A@)|w](e2 = 1) < 0.

Além disso, se a < 4m¢? e ||v|| < 1, entao existe uma constante C' = C(«,q) > 0 tal que

[ A@lapre = 1) < € Ju.
R2

Demonstracao. Seja r € (1, 5y) suficientemente préximo de 1 tal que, denotando r' =
r/(r — 1), tenhamos ¢r’ > 2. Pela desigualdade de Holder e pela imersao H — L' (R?),

temos que

Aot 1) < oll [ Ay -ay)”
< el ([ awre o)

Segue do Lema 2.8 que esta ultima expressao é finita, o que prova a primeira afirmagao.

R2

(2.8)

Se a < 4w¢% e ||v|| < 1, considere r € (1, 5y) tal que ra < 4w¢2. Das desigualdades
(2.8) e (2.7), temos que

1/r
[ A@lape -1 < ofjult (e 1 [ o)
e By (0)

1/r
= Cyllw||? [ eell” — 1 +/ (o _ gy |
BR()(O)

Como [Jv|| < 1, por (2.1) temos que [|[V(¢v)|, < 1. Além disso, da imersao H — L*(R?)

segue que ||Cv|l, < Cs3¢||v|| < M, para algum M > 0 independente de v. Entao, como
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ral—2 < 4m, o resultado segue do Lema 2.7 e da desigualdade acima. 0

Corolario 2.10. Sejam g > 0 e (wy), (v,) C H tais que (wy,) € limitada em H, v, — v
fracamente em H e ||v,|| = 1, para todo n € N. Entdo, se |v| < 1, para todo 0 < p <
47 ¢ /(1 — [[v]|*) vale
sup/2 A(x) |wn| 4 (e?n — 1) < oo.

R

n

O mesmo vale se ||[v|| =1 e 0 < p < 4o0.

Demonstracao. Primeiramente note que, dados a,b € R e € > 0, pela desigualdade de

Young

a> = (a—0b)*+b*+2e(a—b)be?
2 P2 p2a—2
< (a—b)2+b2+2(€ (a2 ) +b‘; )
= (1+&*)(a—0b)*+ (1 +e 2.

Entao, se r1,rs > 1 sdo tais que 1/r; + 1/ry = 1, novamente pela desigualdade de Young

temos que

AWl < (A )7 (A1) et

IN

L A frermtrseaomn=? o L g () grantesst,
1 o

Dai,

2 2 1 1
[ A@kpert - = [ A<x>rwnrqepvn—(—+—) | A@la
R2 R2 71 79 R2

< = [ A, (er0en )
(&1 R2
1 _
[ A@)lanft (e 1)
T2 JRr2

Como (w,) é limitada em H, a desigualdade (2.8) com o = 79p(1 + £72) e o Lema 2.8
garantem que a segunda integral do lado direito da desigualdade acima é limitada por

uma constante que nao depende de n. Vamos agora estimar a outra integral. Observe
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que, usando a hipdtese ||v,|| =1 e a convergéncia fraca v, — v em H, obtemos
. 2 : 2 2
lim p o, —of" = lim p([[on]|” = 2 {vn, v) 5 +[J0]]")
n—00 n—o0
2
= p(L—v[")
< 4mCt

Entao, tomando r; > 1 suficientemente proximo de 1 e ¢ > 0 suficientemente pequeno,
existe ng € N tal que

rip(1 + 52) |v,, — v||2 < 47TC2,

para todo n > ng. Como

[ At (200 1) = [ A (oo )
R2 R2

segue do Lema 2.9 que
/ A2 |wn |7 <€r1p(1+52)(vn—v)2 _ 1) < O ||lwn||” < C,
R2

o que conclui a demonstracao. 0

2.3 Estrutura variacional
Considere o funcional I : H — R dado por
1
I(u) :== §M(Hu]|2) — /R2 A(x)F(u), ueH. (2.9)

Veremos que I € C'(H,R) e os pontos criticos de I sao precisamente as solugoes fracas
do problema (P,), isto é,
I'(u)v = m(||u||2)/ (Vu-Vu+b(z)uw) — | Azx)f(u)v, u,v € H. (2.10)
R2 R2
Observe primeiramente que, dados € > 0, @ > ag e ¢ > 1, por (f1) e (f}) existe uma

constante C' = C'(g, r, ¢) > 0 tal que, para todo s € R,

f(s) < els|+Cls]} (e = 1), (2.11)

F(s) < es®+Cls]i(e®” —1). (2.12)
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Esta tltima desigualdade, a imersao H < L% (R?) e o Lema 2.9 mostram que I estd bem

definido. Para provar que I € C'(H,R) e que vale (2.10), vamos denotar

Bu) = M (), ()= [ A@F@,

para u € H. Um argumento padrao mostra que ® € C'(H,R) e que sua derivada é dada
pela primeira parcela no lado direito de (2.10). Vamos entao provar que ¥ € C'(H,R).

Para isto, precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.11. Seja (u,) C H uma sequéncia tal que u, — u em H. Entdo, para alguma

subsequéncia (u,,) C (u,), existe g € H tal que |u,, ()] < g(x) q.t.p. em R

Demonstragao. Como (u,) C H é uma sequéncia de Cauchy, para todo k& € N existe
ni € N tal que

se m,n > ng.

Entao, denotando u,, simplesmente por ux, k € N, temos que
1
||uk+1 — UkH < ?, VkeN. (213)

Como u — u fortemente em H quando £ — oo e H estd imerso continuamente em
LP(R?), para todo p > 2, temos que uy(z) — u(z) q.t.p. em R?, a menos de subsequéncia.

Agora, definindo

n

wp(x) = Z |1 () — ug(z)], = €R?

k=1

por (2.13) segue que
[wnll <1, [[Vwn[l, <1, / b(x)wy <1, Jlwall, < C1. (2.14)
R2
Além disso, para cada r € R? a sequéncia (w,(r)) C R é nao-decrescente. Logo, existe
na reta estendida o limite

w(x) = nh_}rrgo wy, ()

e, portanto, w é uma funcao mensuravel (veja [8, Coroldrio 2.10]). Uma vez que (w,(z))? —

(w(z))? quando n — 0o, pelo Teorema da Convergéncia Monétona concluimos que

lim /R )= /R 0t tim [ (b(e) + Boyu? = / (b(z) + Bo)u™.

n—oo n—oo R2 R2
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Consequentemente,

lim [ b(z)w? = /R 2 b(x)w?.

n—oo R2

Assim, por (2.14), temos que w € L*(R?) e [, b(z)w? < co. E como

2

IN

(lwn(@)] + Jw(z)])?
2(Jwn ()" + Jw(z)]*)

4w ()],

|wn(z) — w(z)]

IN

IN

o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue assegura que w, — w em L?(R?).
Esta convergéncia e a limitagao de (|Vw,|) em L?(R?) implicam que w € W?(R?) (veja
[9, Capitulo 9, Observagao 4]). Concluimos que w € H.

Agora observe que, para j > k > 2, temos

IN

Juj () — up ()] Juj(2) = wjr(2)] + -+ Juga (2) = ur(@)]

< wjq(z) — w1 (2).
Fazendo j — oo na desigualdade acima, obtemos
lu(r) — ug(z)| < w(z) — wr1(z) < w(z),

q.t.p. em R?. Portanto, definindo g := |u| + w, temos que g € H e |u(z)| < g(z) q.t.p.
em R2. ]

Vamos agora determinar a derivada de Gateaux do funcional ¥. Dados u,v € H, como
F ¢ de classe C*, para todo x € R? e todo t € R o Teorema do Valor Médio assegura que

existe & = (z,t) € (0,1) tal que

Flulw) + (@) = FO@) _ e + eto(a))o(a).
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Para determinar o limite desta expressao quando ¢ — 0, note que, por (2.11) com ¢ = 2

e pela desigualdade de Young, para |t| < 1 temos

|A(2) f(u + Etv)o] < Aumu+@mwma+o(wwﬁw2_g)
AG)(fulle] + [of?) (= + € (o0t — 1))

o) (M2 Y (e e 1)),

Pela imersao H < L% (R?) e o Lema 2.9, esta tltima expressao pertence a L'(R?). Além

IN

IN

disso, a continuidade de f implica que
Ax) f(u(z) + to(x))v(z) — A(x) f(u(x))v(z) quando t — 0,

q.t.p. em R2. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

ﬂmg:anW+ﬁﬂ_@WW:4;u@ﬂmu (2.15)

t—0 t

Este funcional T, é claramente linear em v. Para verificar que ele é a derivada de
Gateaux de ¥ em u, basta mostrar que é continuo. Novamente por (2.11) com ¢ = 2, pela

desigualdade de Holder, a imersao continua de H < L% (R?) e o Lema 2.8(i), obtemos
Lol < [ A@@Ik
R2
< [ {cA@lullel + ca@)alele - v}
R2
= = [ VAGVAG] + 0 [ VARl - 1)y/A
, 1/2
Cullll ol + € ( [ A 1) ol

VAN

Pelo Lema 2.9, a integral que aparece nesta ultima expressao é finita. Concluimos que 7,
é continuo e, portanto, é a derivada de Gateaux de ¥ em u, isto é, T, = DV (u).

Resta mostrar que a aplicagao DV : H — H' é continua, onde H’ é o dual de H.
Neste caso, DV serd a derivada de Frechét de ¥ e, consequentemente, ¥ € C'(H,R).

Seja (u,) C H tal que u,, - u em H. Entdo, para todo v € H, pela desigualdade de
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Holder segue que
(D (up) = D¥(u))o] < /}R2 VA@)|f (un) = fu)|v/ A(z)]v|

1/2
([ At - k) (

IA

1/2
A(:L’)U2> (2.16)

< o[ aise) - swr) e,

Por outro lado, a menos de subsequéncia temos que wu,(z) — u(x) e, pelo Lema 2.11,
lw, ()], |u(z)] < g(z), g.t.p. em R?, para alguma g € H. Segue da continuidade de f e
da desigualdade (2.11) que

A(z)|f (un(2)) = f(u(@))]” — 0 q.t.p. em R?

A@)|f(un) = f@)* < 2A@@)(|f(wa)]* + [ f(w)[?)
< CiA(z) <92 +g%(e*" — 1)) :

Como esta ultima expressao ¢é integravel, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue segue que A(z)|f(u,) — f(u)]* = 0 em L'(R?) quando n — oo. Portanto, da

desigualdade (2.16) concluimos que
| DV (u,) — D¥(u)|| 7, — 0 quando n — oo,

ou seja, DV : H — H' é continua e, consequentemente, ¥ € C'(H,R). Além disso, de

(2.15) obtemos a igualdade em (2.10).

2.3.1 Geometria do Passo da Montanha

Lema 2.12. Suponha que valem (my), (f1) e (f;). Entdo existem p >0 e o > 0 tais que
I(u) >0, YueH com |ul| = p.

Demonstragao. Sejam € > 0, a > o e ¢ > 2. Por (2.12), pela imersao H — L%(R?) e
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pelo Lema 2.9, se 0 < p; < (47¢?/a)'/?, entdo para v € H com |u| < p; temos que

A@)Fu) < e | A@p®+0 | A@)ulie - 1)

R2 R? 2

eCy |lul® +C/ A(z)|ul? (eap%<u/||un>2 _ 1)
RQ

< £Cy |Jul® + Cy flull”.

IN

Seja mgy > 0 dado pela hipdtese (mq). Como M (t) > mgt, para todo t > 0, obtemos

1) = lul (52 = =C1 = Cs [luf ).

sempre que ||ul| < p;. Agora tome € > 0 e 0 < p < p; pequenos tais (mg/2) — eCy —
Cyp?™2 > 0. Esta escolha é possivel porque g > 2. Assim, para todo u € H com |ju| = p,

temos I(u) > o, onde

o=p’ (% —eCy — Cqu_2> > 0.

Isto conclui a demonstracao. ([

Lema 2.13. Suponha que valem (my), (m3), (f1), (f3) e (fi). Entao existe vg € H tal que
I(vg) <0 e ||vg]| > p, onde p > 0 é dado pelo Lema 2.12.

Demonstracao. Pela continuidade de m e por (mj), existe ag > 0 tal que

t2

Por outro lado, por (f3), existem constantes C7,Cy > 0 tais que
F(s)>Cis" —Cy, Vs2>0.

Agora escolha v € Cp(R?)\{0} com v(z) > 0, para todo x € R% Seja Q C R? um aberto
limitado contendo o suporte da fungao v. Entao, pelas desigualdades acima e por (A;),

para todo 7 > 0 temos que

2 4
[(TU) S Clo7'2—HU2H +CL17‘4—||121H —017'90/91100 +CQ‘Q‘

Como fQ v% >0 ey > 4, concluimos que

I(tv) — —o0 quando 7 — +00.
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Entao o resultado vale para vy = v, com 7y > 0 suficientemente grande. [

Observacgao 2.14. Se f satisfaz a condi¢ao f(s) > 0, para todo s > 0, entdo na demons-
tragdo do Lema 2.18 podemos trocar a fungio v € Co(R?*)\{0} com v > 0 por qualquer
fungao w € H com wt = max{0,w} # 0 e, consequentemente, [z, A(z)F(w) > 0, em

decorréncia desta condicao adicional sobre f. De fato, dado s € R, considere a fung¢ao
ds(T) =17 F(18) — F(s), T >0.

Por (fs), ¢.(17) > 0, para todo 7 > 0. Portanto, ¢s(1) > ¢5(1) =0, para todo T > 1. Ou
seja,

F(rs) > 1%F(s), V7>1.
Dai, para 7 > 1, por (2.17) e pela desigualdade acima, temos que

2 4
2 lw] allwl

> ; —79042A(x)p(w).

A conclusao seque entdo como na demonstra¢ao do Lema 2.13.

I(tw) < agr + a7

Os Lemas 2.12 e 2.13 mostram que o funcional energia I tem a geometria do Teorema

do Passo da Montanha e portanto existe uma sequéncia (u,,) C H tal que
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0

quando n — oo, onde

* .= inf I(~(t
¢ i= Inf max (v(1))

el :={yeC(0,1],H) : v(0) = 0 e I((1)) < 0}. E importante notar que, pela definicao

de ¢* e a demonstracao do Lema 2.12, vemos facilmente que ¢* > o > 0.

2.4 Estimativas minimax

Nesta se¢ao, primeiramente vamos obter uma estimativa para ¢* em termos dos parametros
¢ e ap, dados na desigualdade (2.1) e na hipétese (f1), respectivamente. Para isto, vamos
considerar separadamente os casos ( < 1 e ( = 1. Depois, vamos estabelecer a relacao

entre ¢* e o nivel de energia minima na variedade de Nehari associada ao funcional I.
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2.4.1 Estimativa para ¢* no caso ( < 1

Vamos precisar do lema a seguir, que mostra que ¢é atingido o infimo que define S,, a

melhor constante da imersao H — LP(R?), com p > 2.

Lema 2.15. Seja p > 2. Existe uma fungao ndo-negativa v, € H\{0} tal que S, =

[op] > 0.
Demonstracao. Seja (v,) C H uma sequéncia minimizante para S, em H, isto &,
vall, =1, VneN; [jv,]| — Sp, quando n — oo. (2.18)

Podemos assumir que cada v, é nao-negativa (se necessério, troque v, por |v,|). Pela
limitagao de (v,) em H e a compacidade da imersao H — LP(R?), existe v, € H tal que,

a menos de subsequéncia,
|vp|| < liminf |jv,|| = Sp; v, —> v, em LP(R?). (2.19)
n—oo

Da convergencia acima e de (2.18) segue que [[v,|, = 1 e que vu(x) = v,(z) q.t.p. em R,
Entao v, # 0 e v, > 0. Além disso, da definigao de S, segue que S, < ||v,||. Portanto, de

(2.19) concluimos que vale a igualdade. O

Proposicao 2.16. Suponha que valem (m3), (f1), (fs), (fi) e (fs). Entao

< 1M (47TC2) )

2 (&%))

Demonstracao. Seja v,, € H\{0} a funcdo do Lema 2.15 para p, > 4 dado na hipdtese
(f5). Como vy, é nao-negativa e (f5) implica que f(s) > 0 para todo s > 0, pela Ob-
servacao 2.14 temos que I(tv,,) — —oo quando t — +oo. Entao, pela definicao de ¢,
segue que

< .
¢’ < max I(tvy,)

Logo, é suficiente provar que

1 473
max [ (tv,,) < §M< 6 ) .

t>0 (7))
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Mas, por (A;) e (f5),
1 2 2 PO CPO Po
I(tup,) < SM(E [lup ") = #7222 [ Jup [, ¥ £> 0.
Po Jgr2

Portanto, lembrando que v, || = Spy, [|vp,[,, =1 e, por defini¢ao,

4 2
C,, = inf {C > 0: poM(#*S5 ) — 20t < poM < 6 ) , V> 0} :

O
segue que
max [ (tv,,) < max 1]\4(1&252 ) — tp()%
£>0 po >0 | 2 ro o
2
< 1 v 47( ’
S 5 ”
o que conclui a demonstracao. O

2.4.2 Estimativa para c¢" no caso ( =1

Para R > 0, considere a seguinte sequéncia de fungoes de Green escalonadas e truncadas,
também considerada por Moser (veja [38]):

/

(logn)12 , sela| < R/n,

~ oy 1 ) log(R/|x)
Gn(z) = 72\ Oogn)? se R/n < |z| <R, (2.20)

0 , se|x| >R,

\

n > 2 n e N. Observe que G, € W'2(R?) e supp(G,) = Br(0). Consequentemente,
én € H. Além disso,

~ 1
/ VP = / 2] 2
R2 2rlogn Jig/n<|z|<r)

1 R
= / s~ 'ds (2.21)

logn Jr
=1
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e, recordando a notacao Mp = ||b||Loo(BR(0)),
~ logn 1
[@i@r = 2 e | b(z) log? (Rl
R? 21 J{jal<r/m} 2mlogn Jir/m<pi<ry
R?>Mpglogn Mgp [F 9
<
< 52 + logn[% slog”(R/s)ds
R*Mglogn  R*Mp [ .
= tlog*(1/t)dt 2.22
et ot [ rogt(a/ (222)
_ R*Mglogn  R*Mg (n*—1 log®(n) + logn
N 2n? logn 4n? 2n?2
2
< Mg
— 4dlogn
Agora denote &, := |G| e considere a sequéncia de funcoes G, := G, /&,
Lema 2.17. Vale a sequinte desigualdade:
lim inf/ G > TR2e B Mr/2 4 1 R2
Demonstragao. Por (2.21) e (2.22), €2 <1+ R*Mpz/(4logn), e portanto
R*M
26— Dlogn = 26,°(1 - &) logn > &2 =
Usando as defini¢oes de G, e én e a desigualdade acima, temos que
/ 647rG$L / 62552 logn
BR/n(O) BR/n(O)
— TR22E-Dlogn (2.23)

Por outro lado, usando a mudanca de variaveis t = £

2
/ e47rG’n
{R/n<|z|<R}

> T R2e 6 R*Mp/2

n

/ (261 1o (R/ |z logn
{R/n<la|<R}

n
-1

&n
2mR*€, logn / e =ent)

0
-1

R
o / g 2(6n log(R/5)/ logm)? logn
R

log nAq¢

én
2T R*¢, logn / e~ Xntlognqy

0
e—210gn

1

2rR%E, logn (

—TR%e7218" | T R?,

_an logn *

2&, logn

—1log(R/s)/logn, obtemos

)
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Portanto, como &, — 1 quando n — oo, segue de (2.23) e da desigualdade acima que

n—oo

lim inf/ eAmCn > rR2e~FMR/2 4 TR,
Br(0)

conforme afirmamos. O

Agora, no caso em que ¢ = 1, podemos utilizar o lema anterior para obter a mesma
estimativa da Proposi¢ao 2.16 trocando a hipdtese (f5) por (fs), isto é, temos o seguinte

resultado:

Proposicao 2.18. Suponha que valem (m3), (f1), (fs), (fi) e (f¢). Entao

1 4
< =M (—W) )
2 (%))

Demonstragao. Analogamente ao que vimos na prova do Lema 2.13, temos que I (tG,,) —

—oo quando t — 4o00. Entao, pela definicao de ¢*, segue que

¢ <max I(tG,),
>0

para todon € N, n > 2. Mas, como o funcional I tem a geometria do Passo da Montanha,

Logo, é suficiente provar que, para algum n € N, temos

I(t,Gp) < 1]\/[ (41) )

2 Qp
Suponha, por contradi¢do, que isto nao vale. Entao, como |G| = 1, temos que
1 1 4
[(t,G) = =M (#2) — [ A@)F(t,G) > =M (-],
2 R2 2 Oé(]

para todo n € N, n > 2. Como A e F sao func¢oes nao-negativas, isto implica que
M(t?) > M(47/ap). E como M é uma funcao crescente, pois sua derivada m é sempre

positiva, concluimos que

4
2> (2.24)
Qo
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Por outro lado, pela defini¢ao de t,, temos que I'(t,G,)t,G, = 0. Usando este fato, a

hipétese (A;) e lembrando que supp(G,) = Br(0) e que f é sempre nao-negativa, obtemos

m(t2)t: = /B (O)A(x)f(tnGn)tnGn (2.25)

/ (GG
BR/n(O)

:/ f(ﬁ(logn)lﬂ) ﬁ(]ogn)lﬂ
Brm(©@  \ V2T V2r '

Mas veja que, dado 0 < & < 7, por (fs) existe ss > 0 tal que

v

f(s)s > (70— 8)e™ | Vs> ss. (2.26)

Entdo, como t,£;(logn)Y/? — 400 quando n — oo, pois &, — 1 e t, /4 0, segue que,

para n suficientemente grande,
mE)e = [ (g g e
BR/n( )
_ 7TR2€_210gn(’}/0 _ 5)601015%(5,”/%)—2 logn
Ry — gjelenen I e
Esta desigualdade e a hipdtese (m3}) implicam que a sequéncia (t,,) C (0,400) é limitada

e, portanto, existe ¢ty > 0 tal que, a menos de subsequéncia, t, — t; quando n — oo.

Neste caso, a desigualdade acima também implica que

Tim (aoti(gn\/ﬂ)—2 . 2) —9 ( 2 1) 0.

47

Por isto e por (2.24), concluimos que
2 —s —. (2.27)
Agora, para cada n € N, n > 2, defina os conjuntos
D, s :={zx € Bg(0) : t,G,(z) > ss}, Ens:= Br(0)\D,s.
Pela hipétese (A;), por (2.25) e por (2.26), temos que

m(ti)tiz/ f(t.G tG+/ ft,G)t
n5 7L§

(70 — 9) / oG / 0l (2.28)
BR(O) En,5
+ [ GG
E’n,é

Vv
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Mas Gn(z) — 0 e, consequentemente, xg, ;() — 1, q.t.p. em Br(0), quando n — oo,
onde xg, ; ¢ a fungao caracteristica do conjunto £, ;. Além disso, t,G, < ss em FE ;.

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/ ¢G5 TR? / f(t,G)t, G, — 0.
En,5 En,é

Portanto, por (2.24), (2.27), (2.28) e pelo Lema 2.17, obtemos

4 4 2 2
m (_ﬂ> il > (70 —9) liminf (/ eaot"G”) — (0 — 0)TR?
(&%) (&7)) n—eo Br(0)

(70 — ¢) lim inf (/ 64”03‘) — (0 — 0)TR?
Br(0)

v

n—oo

> (v — 5)7TR26_R2MR/2.

Como 0 < ¢ < 7 é arbitrario, podemos fazer § — 07 na desigualdade acima para obter

Yo < im am R 2 Mr/2,
e’ (7))

Como R > 0 é arbitrario, obtemos

Y < im <4—7T) inf {R_QeRQMR/Q},

Qp g /) R>0

o que contradiz (fs). Isto conclui a demonstragao. O

2.4.3 O nivel de energia minima na variedade de Nehari
Considere agora a variedade de Nehari associada ao funcional 1,

N:={ue H:I'(uu=0,u#0}
Defina d* := Jg{[ I(u). O resultado a seguir estabelece a relagao entre ¢* e d*.
Lema 2.19. Suponha que valem (mg), (f1), (f3) e (f1). Entdo ¢ < d*.

Demonstracao. Seja u € N. Como u # 0 e I'(u)u = 0, entdo devemos ter u™ # 0.

Caso contrario, lembrando que f(s) = 0 para s < 0, terfamos
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Mas isto implicaria que u = 0.
Considere a fungdo h : [0,400) — R dada por h(t) = I(tu). Para t > 0, h é

diferencidvel e

R'(t) = I'(tu)u
= I'(tu)u—t*I'(u)u

= e )l = [ A (e
= Em(ull) full + £ [ A fw)a

R2

PTT (m(t? ul®) _ () >>

2 2
£2 [l i

+ ¢ /{u>0} A(x)u (% — %) :

Logo, por (m3) e (f1), temos que h'(t) > 0para 0 <t < 1eh'(t) <0parat>1. E, como
h'(1) = I'(u)u = 0, entao

I(u) = h(1) = maxh(t) = max I (tu).

>0 >0

Por outro lado, como ut Z 0 e (f;) implica que f(s) > 0 para todo s > 0, pela Observagao
2.14 existe ty > 0 tal que I(tou) < 0. Definindo 7 : [0,1] — H por y(t) = ttou, segue da
definicao de ¢* que

* < < = .
¢ < max T (v(#)) < maxI(tu) = I(u)

Como u € N é arbitrario, concluimos que ¢* < d*. O

Observagao 2.20. Definindo S := {u € H : I'(u) = 0,u # 0}, lembramos que uma

solugdo fraca ug do problema (Py) € uma solugao ground state se ug € S e

I(ug) = d := inf I(u).

u€eS

Como d* < d, pois S C N, entdo ¢* < d, sob as condicées do lema anterior. Neste caso,
para obter uma solu¢iao ground state do problema (Py) € suficiente mostrar que existe

up € S tal que I(ug) = c*.



Capitulo 2 54

2.5 Prova dos Teoremas 2.2 e 2.3

Como foi observado ao final da segao 2.3, os Lemas 2.12 e 2.13 mostram que o funcional [
possui a geometria do Passo da Montanha, o que garante a existéncia de uma sequéncia de
Palais-Smale para esse funcional no nivel ¢*. Vamos mostrar que essa sequéncia converge
fracamente em H para uma solucao ground state do problema (P,). Para isto, precisamos
antes provar algumas propriedades das sequéncias de Palais-Smale para o funcional I.

Faremos isso com o auxilio dos dois lemas a seguir.

Lema 2.21. Suponha que valem (mg3) e (f4). Entao:

(1) a fungao
L(t) .= (1/2)M(t) — (1/4)m(t)t

¢ crescente em [0,400); em particular, L(t) > L(0) = 0, para todo t > 0;

(1) a fungao
G(s) :==sf(s) —4F(s)
¢ nao-decrescente em [0,400); em particular, G(s) > G(0) = 0, para todo s > 0.

Demonstracao. Para provar o item (7), sejam ¢1,t € R tais que 0 < t; < to. Por (m3),

temos que

2M<t1) — m(tl)tl = 2M(t2) — 2/t2 MTdT — mt(tl)t%

t1 T 1

< au(e) - "y

Ou seja, a funcio L(t) := 2M(t) — m(t)t é crescente, para t > 0. A continuidade em
t = 0 implica que essa propriedade vale para ¢t > 0. Consequentemente, o mesmo vale
para L(t), pois L(t) = L(t) /4.

Para provar o item (ii), sejam s1, $3 € R tais que 0 < s1 < s3. Por (fy), temos que

afon 4P = 10 ap(ey 1a [T 10,
1 s1
< f(?) 51— 4F (s9) + f(?) (55 — s7)
52 S5

= 82f(82) — 4F(82)
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A conclusao entao segue analogamente ao item (7). UJ

Lema 2.22. Seja Q2 C R? um dominio limitado. Se f : QxR — R € uma funcdo continua

e (un,) C LY (Q) € uma sequéncia tal que

> em L), Ju). () € @), [ 1famu| < C.
Q
onde C' > 0 € uma constante, entio f(-,u,) — f(-,u) em L'(Q).

O resultado acima foi provado em [14]. A proposigao a seguir nos dé as propriedades

fundamentais das sequéncias de Palais-Smale para o funcional /.

Proposicao 2.23. Suponha que valem (mq), (ms3), (f1) — (fs) e (ff). Seja (u,) C H

uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I no nivel ¢ € R, isto €,
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0

quando n — o0o. Entao (uy,) € limitada em H. Além disso, se u, — u fracamente em H,

entdo, a menos de subsequéncia,

(7) /QA(CU)f(Un) — /QA(:L‘)f(U), para todo dominio limitado Q C R?;

(i) /R A@F(w) — [ A@)F().

RQ

Demonstragao. Pelo item (i) do Lema 2.21 e por (f3) segue que, para n suficientemente

grande,
1 !
cton(l) +llunll 2 I(un) = oo (un)un
1 2y 1 2 2 O — 4 2 2
= G l) = gl )l (2 ) ) el
1
o [ A () — O0F ()
0 JRr2

90_4 2
>
> (M) moll,

onde my é dado na hipé6tese (m;). Como 0y > 4 e mg > 0, a desigualdade acima implica

que a sequéncia (u,) é limitada em H.
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Vamos agora provar os itens (i) e (i4). Seja © C R? um dominio limitado. Como
u, — u fracamente em H, pela imersao compacta de H em L?(R?) e pela imersao continua
de L*(R?) em L'(Q2) segue que u, — u em L'(Q), a menos de subsequéncia. Além disso,

como (uy,) é limitada em H, entao I'(u,)u, — 0 quando n — oo e, portanto,
[l < [ A@lrt))
Q R2

_ /R A f () (2.29)

= m(|funl”) luall® = I' ()
< (.
O fato de que f(uy,), f(u) € L'(Q) segue da desigualdade (2.11). Concluimos do Lema

2.22 que f(u,) — f(u) em L'(Q). Mas

/S)A(fv)lf(un) — flu)] < ||A||L°°(Q)/Q|f(un) — f(w)] —0,

0 que prova o item (7). Para provar o item (i), observe inicialmente que, dado qualquer
r > 0, a convergéncia que acabamos de mostrar com {2 = B,.(0) implica na existéncia de
uma fungao h € L*(B,(0)) tal que A(z)f(u,(z)) < h(z) q.t.p. em B,(0). Dai, usando
(f2) obtemos

A(z) F(un(z))

IN

||A||L°°(Br(0)) Sg[l(?iz] F(s) + KoA(z) f(un())

< HA“LOO(BT((])) F(so) + Koh(x)

q.t.p. em B,(0). Como a menos de subsequéncia u,(z) — u(z) q.t.p. em R* e F ¢

continua, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/B L ADFE) = [ AP

By (0)
Assim, para concluir a prova do item (iz), é suficiente mostrar que, dado 6 > 0, existe

r > 0 tal que:
/ A(@)F(u) <5 , ¥neN: (2.30)
R2\ B, (0)

/ A(z)F(u) < 6. (2.31)
R2\ B,-(0)
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A existéncia de r > 0 satisfazendo (2.31) decorre do fato de A(z)F(u) ser integravel.

Vejamos entao como obter r > 0 satisfazendo (2.30). Observe que, por (f2) e (f1),
F(s) < Cols)* + C3f(s) , VseR.

Entao, dado qualquer K > 0, pela desigualdade acima, pela imersao continua de H em

L3 (R?), pela limitacdo de (u,) em H e por (2.29) temos que

/ A@)F(u) < G / A@) |
{lun|>K}N(R2\Br(0)) {lun|>K}IN(R2\Br(0))

CQ 3 CB
< = il
— K R2 A('x)|un| + K R2 A(x)f(un)un
< &
- K

Logo, podemos escolher K suficientemente grande tal que

)
/ A@)F(u) <>  YneN
{un|> K }N(R2\B,(0)) 2

Por outro lado, pela desigualdade (2.12) com g = 2, para |s| < K temos que
F(s) < Cs|s]> + Cgls]>(e*” — 1)

(G5 + Cole™ = 1)) |

S C’7|S|2a

IN

onde a > ag e C7 = C7(a, K) > 0 sdo constantes. Entao

A(z)F(u,) < C7/ A(2) |un 2.

/{lunISK}ﬁ(RQ\Br(O)) {lun|<K}N(RZ\B:(0))

Mas, a menos de subsequéncia, u, — u em L%(R?), pois u, — u fracamente em H, que
estd imerso compactamente em L% (R?). Logo, existe g € L'(R?) tal que A(z)|u,(z)]* <
g(z) q.t.p. em R?. Dali, escolhendo r > 0 suficientemente grande tal que C; fRQ\BT(O) g(x) <

d/2, teremos

)
/ A@)F(u,) <5, YneN.
{lun|<K}NR?\Br(0) 2
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Combinando as estimativas acima, obtemos (2.30), o que conclui a prova do item (i7) e,

portanto, da Proposicao 2.23. O

Agora estamos prontos para provar os Teoremas 2.2 e 2.3.

Demonstracao do Teorema 2.2. Como ja observamos, os Lemas 2.12 e 2.13 garantem

a existéncia de uma sequéncia (u,) C H tal que
I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0 (2.32)

quando n — oco. Pela Proposicao 2.23, esta sequéncia ¢é limitada em H, que é reflexivo
por ser espago de Hilbert. Portanto, pela reflexividade de H e pela imersao compacta

H — L4 (R?), existe uyp € H tal que, a menos de subsequéncia,

u, — ug fracamente em H,

(2.33)

u, — up em L% (R?).

Vejamos primeiramente que

I(ug) > 0 (2.34)

Para isto, suponha por contradicao que I(ug) < 0. Entao ug # 0 e, definindo A(t) :=
I(tup), t > 0, temos que h(0) = 0 e h(1) < 0. Por outro lado, argumentando como na
demonstracao do Lema 2.12, vemos que h(t) > 0 para todo t > 0 suficientemente pequeno.
Logo, pela diferenciabilidade de h, existe ¢y € (0,1) tal que

I(toug) = h(ty) = tem[(?}f] h(t) = tem[gol(] I(tug),

I’(toU,O)toUO = h/(to)to =0.

Dai, pela defini¢ao de ¢*, o Lema 2.21, a semicontinuidade inferior da norma, o Lema de
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Fatou e por (2.32), temos que

1
c* S ](toUO) = ](toUO) — le(t()UO)t()UO

]‘ 2 1 2 2
= §M(Ht0u0\| ) — Zm(HtouoH ) ltouol|

+ E/W A() (f (touo)touo — 4F (touo))

1 1
< GM(Juol”) = Jmlluol*) o

1

+ 1 [ A@ (o = 4P () (2.35)

IN

e 1 1
it (334(1l®) = ) o)

+ }llim inf A(x) (f (un)upn — 4F (un))

n—oo R2

IN

lim inf <[(un) - i[’(un)un>

n—oo

*

= C s

o que é absurdo. Portanto, vale a desigualdade (2.34).

Vamos mostrar agora que I'(ug) = 0 e I(ug) = ¢*. Como a sequéncia (u,) é limitada
em H, existe py > 0 tal que ||u,|| — po, a menos de subsequéncia. Pela semicontinuidade
inferior da norma, temos que ||up|| < po. Devemos mostrar que vale a igualdade. Entao
suponha, por contradi¢ao, que ||ug|| < po. Definindo v, = u,/ ||u,| € vo = uo/po, temos
que v, — vy fracamente em H e ||vg]| < 1. Dai, pelo Corolério 2.10, segue que

4 (?

0 (2.36)
1 — [jvol”

sup/ A(x)|un—u0|q(ep”%—1)<oo , Vg>0, Vp<
RQ

n

Por outro lado, usando (2.32), Proposigao 2.23(ii), Proposi¢ao 2.16, (2.34) e a hipétese
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(), temos que
M) = Jm M)
= lim 2 (I(un)+ /R 2 A(x)F(un)>
_ 242 /R A F ()
= 2¢" + M(J|uo|*) — 21 (up)
< ()

4 2
< M( 6 +||u0\|2).
Qo

Como a fungao M é crescente, segue que

o Am?

Po <

2
+ [Juo”-

Qo
Dai, observando que p2 = (p2 — ||luo||*)/(1 — ||vol|?), obtemos

42

2
aopy < ——5.
1 =[]

Entéo existe 7 > 0 tal que ag |[ua||> < 1 < 47¢2/(1 — ||lvo||*) para todo n suficientemente
grande. Consequentemente, podemos escolher r € (1,2) préximo de 1 e o > ap proximo

de ay tais que ainda tenhamos ra ||u,|® < n < 47¢2/(1 — ||vo) e, por (2.36),

2

/ A(@) |y — uo|* (e —1) = / A() [, — o> (el — 1)
R2 R2
[ A~ wo (et~ 1)

RQ

S Cl)

IN

para todo n suficientemente grande. Portanto, usando a desigualdade (2.11) com g =1, a
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desigualdade de Holder, a imersao continua H < L?(R?), Lema 2.8(4) e (2.33), obtemos

<

[ A ) = )
<02/ A ] [t — 1] + cg/Rz Ay — | (¢ — 1)
= Ca [ VAV AG it~ 0

+ Gy /R2(A(37)|Un — %) "I (A (@) |y, — ul TV (e — 1)
< Cy [[un un = uoll 2 (g2

1/r
T T —r( _rau?
+ Ch JJun — uoll 75 3] (/RQA(@M_W (e n_1))

2(r—1)/r
L% (R?)

< Cs [lun — uol| 12 w2y + C6 [[un — o] — 0,

quando n — oo. Como I'(uy)(u, — ug) — 0 quando n — oo, concluimos que

A (0) 1t = )

= lim m(||un”2) (Un, Un — uo) g
n—0o0

= m(pp)(pg — Iluoll®)

> 0,

0 = lim (I'(un)(un—uo)—l— /

n—oo R2

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter ||ug|| = po = lim, o ||ts]|. Sendo H um
espaco de Hilbert, essa convergéncia e a convergencia fraca u, — up em H implicam que
U, — ug fortemente em H. Como I € C'(H,R), de (2.32) concluimos que I(ug) = c* e
I'(ug) = 0. Ou seja, lembrando que ¢* # 0 = I(0), entao up é uma solugao fraca nao-
trivial do problema (P,). Pela Observacao 2.20, segue que ug é uma solucao ground state.
Por tltimo, para verificar que ug é nao-negativa, denote Q= := {z € R? : yo(z) < 0}.

Como uy = max{0, —up} = 0 em R?\ Q~ e, por hipétese, f(s) =0 para s < 0, temos que

[ A = [ At o
R -
Por outro lado, uy € H, uy = —ug em Q~ e, conforme [27, Lema 7.6,

B —Vug(x) , paraqt.p.xz€Q,
Vg (z) =
0 , para q.t.p. z € R?\ Q.
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Entao
0=I'"(uo)u; = m(||u0||2)/RZ(Vuo-Vug + b(x)ugug) —/R2A($)f(U0)ua
=TMMM5[;PV%~Wm+M@FﬂM%>
= —mllwl®) [ (195 + ble) (w5 )
= —m(uol®) |5 |I*,
o que implica que u, = 0 e, portanto, uy é nao-negativa. O

Demonstracao do Teorema 2.3. Segue de maneira andloga a demonstragao do Teo-

rema 2.2, considerando agora ¢ = 1 e utilizando a Proposigao 2.18 no lugar da Proposicao

2.16. U

2.6 Prova dos Teoremas 2.5 e 2.6

Como ja foi dito na introdugao, se m = 1 a equacao em (F,) se reduz a equagao de
Schrodinger
(P) —Au+blz)u= A(z)f(u) em R

O funcional energia associado a este problema é dado por
1
J@p:§mw—/ M@ﬂm,ueH (2.37)
R2

Sob as hipdteses (f1), (]/”;,) e (f1), os mesmos argumentos utilizados na Se¢ao 2.3 mostram

que J € C'(H,R),

J'(u)v = /R2(Vu - Vo + b(x)uv) — /R2 A(z) f(uw)v, Y u,ve H, (2.38)

e J tem a geometria do Teorema do Passo da Montanha, o que garante a existéncia de

uma sequéncia (u,) C H tal que

J(uy) — ™ e J'(u,) — 0 (2.39)
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quando n — oo, onde

.= inf JM) >0
¢ = Inf max (A(t)) >

e N:={\eC(0,1],H) : AX(0) =0e J(A(1)) < 0}.

Evidentemente, sao validas estimativas para o nivel minimax ¢** analogas as da secao
2.4, com as hipoteses (ﬁ,) — (ﬁ;) no lugar das hipéteses (f3) — (fs), onde forem necessarias.
Sob as hipéteses (f1), (f2), (};) e (f1), também sao vélidas as conclusoes da Proposigao
2.23 e de sua prova para sequéncias de Palais-Smale do funcional J.

Com as observagoes feitas acima, estamos prontos para provar os Teoremas 2.5 e 2.6.

Demonstracao do Teorema 2.5. Seja (u,) C H a sequéncia dada em (2.39). Como
na prova do Teorema 2.2, a limitacao de (u,) em H implica na existéncia de ug € H tal

que, a menos de subsequéncia,

u, — ug fracamente em H,

(2.40)

u, = up em L% (R?).

Além disso, analogamente ao que vimos na prova da Proposigao 2.23, temos que Af(u,) —
Af(up) em L'(Q), para todo dominio limitado € C R?. Por isto, pela convergéncia fraca
em (2.40) e a convergéncia J'(u,) — 0, obtemos
J/(Uo)(b = <U0, ¢>H - ) A(‘T)f(u())(b = 07 v ¢ S CSO<R2>
R
Mas, seguindo os mesmos argumentos de [1, Teorema 3.22], podemos verificar que C5°(IR?)
¢ denso em H, na norma || - ||g. Portanto J'(ug)ug = 0. Como, por (l}/”;,)7 temos J(ug) >
(1/9A0)J’(ug)uo, segue que J(ug) > 0.
Agora, utilizando a estimativa
21 (?

C** < ,
%)

a conclusao de que uy é uma solucao fraca nao-trivial e nao-negativa para o problema
(I/D;) tal que J(ug) = ¢** segue como na prova do Teorema 2.2. Ainda, se f satisfaz (]?4),

os mesmos argumentos da prova do Lema 2.19 e da Observacao 2.20 mostram que ug €
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uma solucao de energia minima na variedade de Nehari associada ao funcional J e, con-

sequentemente, é uma solucao ground state. 0

Demonstracao do Teorema 2.6. Segue de maneira andloga a demonstracao do Teo-

rema 2.5, considerando agora ( = 1 e utilizando a estimativa

21

ok

CYO.
0

Observacao 2.24. Como podemos ver na prova dos Teoremas 2.5 e 2.6, nao precisamos
da hipdtese (ﬁ) ou de qualquer condi¢do decorrente dela para mostrar que J(ug) > 0,
diferentemente da prova dos Teoremas 2.2 e 2.8, em que usamos a hipdtese (fy) (via

Lema 2.21(ii)) para mostrar que I(ug) > 0.
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