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Resumo

Nesta tese ¢é calculada a energia gravitacional tensorial apresentada por Maluf, para o
caso de um universo homogéneo e isotrépico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) no
contexto do Teleparalelismo Conforme, gerando um resultado nao-nulo e positivo para
um universo plano sob certas condicoes iniciais. As solu¢oes das equacgoes de campo
foram encontradas incluindo a imposicao de uma equacao de estado para fluido escuro
aplicado a FRW. Trabalhou-se com solucoes analiticas no vacuo, e com solugoes numeéricas
quando o universo é preenchido por um fluido perfeito conforme. No vacuo, ha uma
solugao particular que, quando submetida a certas condi¢oes de contorno, se comporta de
forma semelhante ao gas de Chaplygin modificado. Para o caso do universo com fluido
perfeito conforme, foi possivel observar que o campo escalar contribui na aceleracao do
universo, sendo para o caso plano interpretado como o responsavel por tal efeito; foi

também calculada a energia associada ao fluido escuro para diferentes solugoes.

Palavras chaves: Gravidade Conforme, Teleparalelismo Equivalente a Relatividade

Geral, Gravidade Teleparalela Conforme, Energia Gravitacional



Abstract

In this Thesis the tensorial gravitational energy presented by Maluf is calculated, for
the case of a homogeneous isotropic Friedmann-Robertson-Walker (FRW) universe in the
context of Conformal Teleparallel Gravity, yielding a positive non-zero result for a flat
universe under certain initial conditions. The solutions of the field equations were found by
imposing an equation of state for the dark fluid applied to FRW. Both analytical solutions
in vacuum and numerical solutions when the universe is filled with a conformal perfect
fluid were studied. In vacuum, there is a particular solution which, when submitted to
certain initial conditions, behaves similarly to the modified Chaplygin gas. For the case
of the universe with conformal perfect fluid, it was possible to observe that the scalar
field contributes to the acceleration of the universe, being for the flat case interpreted as
the responsible for such effect; additionally the energy associated to the dark fluid was

calculated for different solutions .

Keywords:: Conformal Gravity, Teleparallel Equivalent of General Relativity, Con-
formal Teleparallel Gravity, Gravitational Energy
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Introducao

A Relatividade Geral é uma teoria gravitacional desenvolvida por Einstein em 1915 [IJ,
que gera resultados coerentes com as observacoes feitas, como a radiacao cosmica de fundo
[2], estruturas em grandes escalas [3], a descoberta das ondas gravitacionais em 2016 [4].
Esta teoria é suportada por dois principios basicos - o Principio da Equivaléncia e o
Principio da Covariancia [5].

Embora a Relatividade Geral seja uma teoria ja consolidada, grande parte da com-
posicao do Universo nao é explicada por ela, um total de 96% [6]. Esta porcentagem é
dividida entre matéria escura e energia escura, sendo esta ultima a maior entre elas. A
matéria escura foi deduzida inicialmente por Fritz Zwicky em 1933 [7], denominando-a
como matéria invisivel, a qual interage apenas gravitacionalmente em torno das galaxias.
Esta deducao foi feita a partir do calculo das velocidades radiais de algumas galaxias. Foi
evidenciada empiricamente por Vera Coper Rubin em 1965 [§].

A energia escura foi descoberta em 1998 por dois grupos independentes - Permutter
et. al. [9] e Riess et. al. [I0] - onde foi verificado que o redshift de certas supernovas era
mais baixo que o esperado, o que indicava uma expansao acelerada do Universo. Pouco
é sabido o que pode estar causando esta aceleracao; é sugerido que seja uma quantidade
exotica ou fluido escuro, que exiba pressao negativa, sendo denominada de energia escura.

Assim posto, nosso foco é estudar no contexto cosmoldgico uma teoria alternativa a
Relatividade Geral, mas que seja capaz de reproduzir seus resultados, com possibilidade
de trazer novas solugoes que possam compor a compreensao dos questionamentos ainda
abertos, como a energia escura. QOutro questionamento que é investigado no modelo
adotado nesta tese se refere a localizabilidade da energia gravitacional.

Na Relatividade Geral o problema da nao-localizabilidade da energia gravitacional é
comumente relacionado ao Principio da Equivaléncia [I1], por ndo permitir, para regioes

suficientemente pequenas, distinguir efeitos de referencial acelerado de efeitos de forgas



gravitacionais, dessa forma, impedindo uma definicao local e nao ambigua de energia
gravitacional. A importancia de definir uma expressao para a energia gravitacional é de
agregar conhecimento sobre o conteiido do Universo a fim de explicar seus fenomenos, e
classificar as solugoes da teoria.

H& intimeras teorias alternativas, dentre elas a teoria do Teleparalelismo Conforme,
desenvolvida por Maluf e Faria [12]. Sua vantagem advém de que ela proporciona uma for-
mulagao natural e coerente para o desenvolvimento desta tese. Sua energia gravitacional
tem uma expressao tensorial, a teoria se reduz ao Teleparalelismo Equivalente a Relati-
vidade Geral (TERG) para certas condigoes, e as equagoes de campo sdo invariantes por
transformacoes conformes devido a inclusao de um campo escalar, o qual é interpretado
por contribuir na explicagao da aceleracao do Universo no modelo cosmolégico apresen-
tado nesta tese. Outra maneira da gravidade ser invariante por transformacoes conformes
é escolhendo uma Lagrangiana com o termo quadratico do tensor de Weyl [13]. Esta é
uma proposta que nao foi avaliada neste trabalho por envolver termos de quarta ordem.

A expressao tensorial da energia gravitacional foi obtida no contexto do Teleparale-
lismo Equivalente a Relatividade Geral por Maluf et al [14], de maneira ndo ambigua
e natural. Esta teoria é uma teoria gravitacional alternativa formulada na geometria de
Weitzenbock, utilizando o campo de tetradas e,,, com tor¢ao diferente de zero e curvatura
nula.

Portanto, nesta tese é calculada a energia escura, que é a diferenca entre a energia
total e a energia da matéria, para um universo homogéneo e isotrépico de Friedmann-
Robertson-Walker utilizando solucoes numéricas na teoria do Teleparalelismo Conforme,
acrescido de uma equacao de estado para fluido escuro. Esta teoria da significado para a
energia escura, uma vez que no contexto do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade
Geral para um universo plano, é nula [I5] a diferenga entre a energia total e a energia
da matéria, ao contrario do resultado obtido no Teleparalelismo Conforme. Também
sao resolvidas as equagoes de campo, o que possibilita identificar como fluidos comuns e
variaveis do modelo se comportam em func¢ao do tempo.

A tese esta organizada da seguinte forma: No capitulo 1 - E feita uma breve revisao
da Relatividade Geral, com seu formalismo e uma abordagem sobre cosmologia. No
capitulo 2 - E introduzida a teoria do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral,

suas equagoes de campo. E comentado sobre as transformagoes conformes e a teoria



de Weyl, e é introduzido o Teleparalelismo Conforme para o tensor Momento-Energia
da matéria 7" = 0. No capitulo 3 - E discutido o problema da nao-localizabilidade
da energia gravitacional e apresentadas algumas propostas para a expressao da energia
gravitacional, em particular a energia gravitacional do TERG, com T*" # 0. No capitulo
4 - Sao mostrados os calculos, resultados e discussoes das solucoes obtidas das equagoes
de campo do Teleparalelismo Conforme para um T representando um fluido conforme,
bem como solu¢ao numérica para a energia escura. Na sequéncia, a conclusao.

A notacao utilizada para as coordenadas no espaco-tempo sera com letras gregas
W, v, 0, p, ... e indices SO(3,1) com letras latinas a,b,c,... que vao de 0 a 3. Quando a
escrita de indices estiver entre parénteses, como (0), (), significa que se refere ao espago
tangente e nao ao espaco fisico. E adotado também que G = ¢ = 1 e a assinatura da

métrica é (—, +, +, +).



Capitulo 1
Gravitacao

A Fisica teve seus primeiros conhecimentos concretizados sistematicamente com Isaac
Newton (1642-1727), abordados em seu livro Philosophiae Naturalis Principia Mathema-
tica, em 1686 [I]. Dentre as demais contribuigoes, Newton elaborou as Leis de Movimento
e a Lei Universal da Gravitacao, onde é definido que a forca que atua sobre dois corpos
é proporcional ao produto de suas massas pela distancia quadrada que ha entre elas. Foi
assim a primeira teoria de gravitacao, aplicada para explicar as leis empiricas de Kepler.

Anos mais tarde, em 1915, Einstein publica uma nova teoria gravitacional, a Teoria
da Relatividade Geral (TRG). Construida com uma linguagem tensorial, que reproduz os
resultados da Mecanica Newtoniana, sendo esta seu limite nao-relativistico. Além disso,
ocasionou descobertas relevantes como as solugoes descrevendo um universo nao-estatico,
buracos negros e ondas gravitacionais. FEntretanto, a gravitacao Newtoniana ¢é ainda
utilizada para descrever em grande parte a mecanica planetaria e de satélites.

Apés a construgao da Relatividade Geral, no século XX, comecaram a surgir teorias
alternativas de Gravitacao, que tém como base a TRG. As motivacoes para essas propostas
sao a unificacao do Eletromagnetismo com a Gravitacao, a busca pela explicacao da
expansao acelerada do Universo e o desenvolvimento de uma teoria compativel com a
teoria quantica. Estes sao topicos ativamente estudados nos dias atuais.

Esta tese segue a linha de uma teoria gravitacional alternativa e que portanto, nas
segoes e capitulos subsequentes serao apresentadas brevemente a teoria da Relatividade

Geral e algumas das teorias alternativas importantes para o resultado final deste trabalho.



Figura 1.1: Representacao de um ponto P numa variedade M em dois sistemas de coor-
denadas: x e xﬂ

1.1 Notacao Tensorial

Neste trabalho serd adotado o somatério de Einstein sobre os indices que se repetem,
AB =" AB, (1.1)
i=0

onde n é a dimensao do espago.

Seja um ponto P numa variedade M identificado em um sistema de coordenadas
x através de suas coordenadas x* e em um sistema de coordenadas z’ através de suas
coordenadas x’#, conforme ilustra a Figura[l.1 A relacio entre esses dois sistemas é dada

por " = xz'*(2). No caso geral, a transformagao da derivada é dada por

0 oz 0

ozt Ot Oxv

(1.2)

A derivada faz parte de um conjunto de objetos geométricos que obedecem a uma lei
de transformacao de sistema de coordenadas. Destes, trés deles serao destacados aqui:
os vetores contravariantes, os vetores covariantes e os tensores. Os vetores contravarian-
tes sao vetores que por convencao sao escritos com os indices levantados e obedecem a
transformacao

ox'*

yn — v
Vit =SV (1.3)

Os vetores covariantes sao os vetores escritos com indices abaixados e se transformam da

forma

W ox”

I ax/u

W, (1.4)

Vetores sao um tipo especial de tensor, denominados tensores de ordem um.

Tensor é um objeto geométrico que possui n indices contravariantes T##2-#» ou m

IFigura feita pela autora deste trabalho.



indices covariantes T}, 4,...4,, Ou ainda n indices contravariantes e m indices covariantes

THk2:bn , denominados tensores mistos do tipo (n,m). Por exemplo, um tensor
1V2...Un

Arr ¢ um tensor de terceira ordem do tipo (2,1), o que significa que ele tem dois indices

contravariantes e um indice covariante. O tensor B’ ¢ um tensor do tipo (3,0) , ou seja,

que possui trés indices contravariantes, e o tensor Cypeqg € um tensor do tipo (0,4), ou seja,

que possui quatro indices covariantes.

Para uma quantidade ser considerada como um tensor ela deve obedecer a lei de

transformacao geral dos tensores, que é dada pela expressao,

T/szmun ax/m axluz ax/Mn axal axaz 8xo'n TP1pa-pn 15
viveetn Qe Qgez T Qpen Qa1 Qav2 T Oxve T102:0n (1.5)

Tensores de ordem zero sao os escalares ou invariantes. Invariantes podem ser ob-
tidos pela contracao dos indices, isto ¢, indices contravariantes com indices covariantes,
como por exemplo T =T A importancia das equagoes no contexto relativistico serem
tensoriais se deve ao fato de que expressoes tensoriais nao se alteram com mudanca de
coordenadas, ou seja, sao covariantes por transformacoes de coordenadas, dando assim um
significado fisico ao cdlculo. Para mais detalhes sobre as operagoes tensoriais, a referéncia

[16] pode ser consultada.

1.2 Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral foi desenvolvida por Einstein em 1915. Einstein nasceu
em 14 de Marco de 1879 em Ulm, Alemanha, e faleceu em 18 de Abril de 1955 em Prin-
ceton, Estados Unidos [I]. Além da TRG, desenvolveu também a Teoria da Relatividade
Restrita em 1905, ganhou o prémio Nobel pelo Efeito Fotoelétrico em 1921 [I7], explicou
o Movimento Browniano e trabalhou com Fisica Quantica [I].

A Relatividade Restrita ou Especial trata-se do aperfeicoamento da Fisica Cldssica,
com destaque em alguns pontos culminantes. (i) - Devido a invariancia das Equagoes
de Maxwell por meio das Transformacoes de Lorentz, postulou-se que todas as equagoes
fisicas devem ser covariantes por tais transformagoes. (ii) - Valor constante para a ve-
locidade da luz (c). (iii) - Equivaléncia entre massa e energia. (iv) - Simultaneidade é

relativa e dependente do sistema referencial, como dito por Einstein [I§]. Contudo, esta



teoria nao é adequada para descrever a acao de um forte campo gravitacional.

Com essa limitacao, Einstein formulou uma nova teoria para abranger esses campos,
que ¢ a Teoria da Relatividade Geral. Ele fundamentou esta teoria com o Principio da
Equivaléncia o qual afirma que localmente as leis da Relatividade Restrita sao validas,
e que um campo gravitacional nao pode ser distinguido de um referencial acelerado ou
nao-inercial, sustentando a igualdade entre as massas inerciais e massas gravitacionais. A
TRG também segue o Principio de Covariancia, o qual afirma que as Leis Fisicas devem
ser invariantes por transformacoes de coordenadas [I}; [18; [19; [5].

H4 testes que corroboram esta teoria citados por [20; 2], alguns deles sdo: o desloca-
mento do periélio de Mercirio, a deflexao da luz, perda de energia de pulsares binarios,
lentes gravitacionais e existéncia de ondas gravitacionais, sendo este tltimo confirmado
recentemente pelo projeto LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)
[4], inclusive o prémio Nobel de 2017 foi para Rainer Weiss, Barry C. Barish e Kip
S. Thorne [22], pela sua contribuigdo para a detecgdo de ondas gravitacionais. A con-
firmacao das ondas gravitacionais é algo que a comunidade cientifica esperava e que agora
abre possibilidades para investigar o regime gravitacional de campo forte [23]. Com a
confirmacao da existéncia das ondas gravitacionais, a duvida quanto a se essas ondas

podem transportar energia é levantada novamente.

1.2.1 O Formalismo da Relatividade Geral

O espaco-tempo na Relatividade Geral, bem como na Relatividade Restrita, pode ser
descrito localmente usando coordenadas cartesianas, sendo uma coordenada temporal e
trés coordenadas espaciais. Geralmente a coordenada temporal corresponde ao primeiro

0 2l 2% 2?), ou ao tltimo indice quando

indice, quando os indices variam de 0 a 3, 2 = (x
variam de 1 a 4, 2# = (2!, 2% 23, 2%).

Na Relatividade Geral a geometria do espago-tempo é curva, definida pelo tensor
métrico g, Num espaco plano, denominado espago de Minkowski, o tensor métrico ¢

definido por 7,,,. Em coordenadas cartesianas é representado pela matriz 4x4,



1000
o100
Ty 0010

0 00 1

As componentes do tensor métrico g, sdo dadas a partir do conhecimento do elemento
de linha (ds?), comumente referido somente como métrica, que é a distancia infinitesimal

entre dois pontos no espaco-tempo
ds* = g, dxtdx".

Toda métrica possui uma assinatura, que é dada pela quantidade de sinais negativos
(—) e sinais positivos (+) que héd na diagonal principal da matriz. No caso de Minkowski
o elemento de linha é descrito por ds? = Nwdz”dx”, na forma estendida em coordenadas

cartesianas
ds? = —dt? + da® + dy? + d2?,

com assinatura (—, +, 4+, +). Com o conhecimento da assinatura da matriz pode-se referir
a uma métrica como Euclidiana ou Riemaniana se todos os sinais da assinatura forem
positivos (+, 4+, +, +), ou como métrica Lorentziana ou pseudo-Riemanniana em caso de
haver ao menos um sinal diferente, como acontece na métrica de Minkowski. Esta é a
métrica utilizada na Relatividade Restrita.

O tensor métrico € um tensor simétrico, ou seja g, = g,,,, cujo determinante é repre-
sentado por g. Define-se a inversa do tensor métrico como o tensor g"”, também simétrico,

tal que

p, op _ gp
g gyp - gopg - 5 p*

Em caso de mudanca de coordenadas, como visto na secao [1.1, o tensor métrico, sendo

do tipo (0,2), obedece a lei de transformagao,

0x° Ox”

Jpv = o' axwgop’

valida para qualquer tensor covariante de segunda ordem.

Existem sistemas de coordenadas para os quais em um dado ponto p, a métrica é

)
—= =(.
oxP

igual a métrica de Minkowski e a primeira derivada do tensor métrico ¢é nula,



Tais coordenadas sao denominadas coordenadas localmente inerciais. A existéncia delas é
relevante por viabilizar o Principio de Equivaléncia de Einstein que garante que a Fisica
seja localmente a Fisica da Relatividade Especial, uma vez que localmente a métrica é
Minkowski.

Na TRG ¢ fundamental que as equagoes sejam tensoriais. Como as equagoes geral-
mente possuem derivadas, deve-se optar por uma nova defini¢ao de derivada, as derivadas
covariantes (V,), as quais preservam a natureza tensorial, ao contrario das derivadas

parciais 0,. A derivada covariante atua nos tensores covariantes e contravariantes da

forma
V AP = 9, AP + Fﬁapvp’ (1.6)
VoBs = 0,85 —T°,,B,, (1.7)
b1..8 A B robanf b1
VCVT " n(51...6m - (9xalm + ZF laPTp o n51...6m - ZFP&51T o np52---5m7 (18)

onde I'" , ¢ um objeto nao-tensorial, denominado conexao. Um outro modo de identifica-
la é através da notacao (;), assim, V, A% = A® .

Ao impor a uma conexao que seus indices sejam simétricos, I'*,, = I'“;,, e que a
derivada covariante da métrica seja nula, V,g,, = 0, é possivel construir com o tensor

métrico os chamados Simbolos de Christoffel,°I'* ,,,

o« 1 @
r po — 59 )\(apga)\ + ao'g)\p - a)\gpa)' (19)

Uma caracteristica fundamental da TRG é sua escolha de conexao, os Simbolos de Chris-
toffel. Todas as quantidades que dependem dos Simbolos de Christoffell serao denotadas
com um (°).

As conexoes assumem papel importante na definicao de certas quantidades tensoriais,

como é o caso do tensor curvatura, denominado tensor de Riemann, R’ afo

R”aﬁg =0gl",, — &TF”BQ + FPBVF”M — I, 1, (1.10)

escrito também como R’ ; = g”A(RM/BU). A definicao de tensor curvatura ¢ valida

para qualquer conexao. Este tensor obededece a identidade de Bianchi e as simetrias



[L12e[L.I3,

v)\Rauaﬁ + VﬁRUV)\oc + VCYRUVBA - 07 (111)
Rkaﬂa + R)\,Baa + R)\aaﬂ = 07 (112)
R)\aﬂa - R,BU)\a - _R)\aaﬁ - _Ra)\ﬁa' (1~13)

O tensor de Riemann guarda as propriedades geométricas do espaco-tempo, e dele derivam-

se o tensor de Ricci R, = R”,,, que é simétrico e o escalar de Ricci (ou escalar de curva-

apo
tura) R = ¢*° R, = R“,, que sdo usados nas equagoes de campo da TRG. Dessa forma,
pelo tensor de Riemann atribui-se curvatura ao espago-tempo no ambito da Relatividade
Geral. Em particular na métrica de Minkowski o tensor curvatura é nulo em coordenadas
cartesianas, sendo assim, tal sistema de coordenadas define uma variedade plana.

Um corpo em queda livre na TRG percorre trajetérias denominadas geodésicas. Uma
geodésica é definida como a curva de menor distancia entre dois pontos. Esta trajetoria

é representada por uma curva paramétrica z#()\), a qual obedece a equacao [1.14] que se

chama equagao da geodésica,

A2zt dx? dx°
e —i—F“pgﬁ o =0, (1.14)

onde z* a coordenada da trajetéria, A o parametro da curva e I'*,, a conexao. Observa-se
que para o caso da TRG a conexao contém as informagoes da geometria do espago-tempo
através do tensor métrico g, implicito na sua defini¢ao . Na escolha de um sistema de
coordenadas cartesianas para o espago plano, a conexao ¢ nula I'*,, = 0, o que implica
que o percurso que uma particula percorre em [1.14] é uma reta, condizente com o que se
espera na Relatividade Especial.

De posse dos conceitos basicos da Relatividade Geral, pode-se introduzir as equagoes

de campo desta teoria.
1.2.2 Equacoes de Einstein

As equagoes de campo da teoria geral de Einstein foram construidas a fim de estabelecer
uma relacao entre a geometria do espago-tempo e seu conteido de matéria. Uma exigéncia

da teoria TRG é que a conexao entre elas seja feita por meio de equacoes covariantes, de
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acordo com o principio estabelecido. Assim a expressao apresentada por Einstein é dada
por

G,, =8rT,,, (1.15)

onde G, é o tensor de Einstein, definido por G, = °R,,, — %ORgW (sendo que o tensor
de Ricci e o escalar de Ricci sao calculados a partir dos Simbolos de Christoffell). Es-
tas equagoes sao um acoplamento entre geometria e matéria, que determina o efeito de
interacao entre elas. O lado esquerdo das equagoes [1.15| guarda as informacoes da geome-
tria do espago-tempo pelas quantidades tensor métrico, tensor de Ricci e escalar de Ricci.
No lado direito estao as informagoes da matéria contidas no tensor Momento-Energia da
matéria T),,, .

Uma forma usual de encontrar as equagoes de campo da-se por meio da escolha de
uma densidade de Lagrangiana L introduzida na agao S = [ Ld*z e aplica-se o Principio
de Minima Ac¢ao 65 = 0.

Em 1915, David Hilbert propoe uma acao, conhecida como acao de Hilbert-Einstein,

Syp = /OR\/—gd‘lx, (1.16)

onde °R ¢ o escalar de Ricci e o termo y/—gd*z é o elemento de volume para o espago-
tempo com g = det(g,, ). O escalar de curvatura °R foi escolhido por ser um invariante da
teoria e gerar equacoes de segunda ordem. A variacao desta acdo com respeito a inversa
do tensor métrico, g"”, exige pelo Principio de Minima Acao que 6Syr = 0. Depois de

variar a acao, obtém-se as equagoes de Einstein para o véacuo,
°R,, — 1"R =0
g 2 g,uz/ -

Para solucoes com matéria é adicionada uma fonte do tipo L,;, onde a agao geral torna-se

igual a
1
S = / (ﬁOR + LM) V—gd'z. (1.17)
O termo k = (16#”) ¢ adicionado para que no limite retorne a Fisica Gravitacional de

Newton. Ao variar Lj; com respeito ao tensor métrico g"” gera-se o Tensor Momento-
Energia dos campos de matéria, T, , que atua como fonte nas equagoes de Einstein m,

assim como as cargas elétricas sao fontes nas equacoes de campo eletromagnético. Para
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maiores detalhes da demonstracao das equagoes de Einstein recomendam-se as referéncias

[0 215 245 25].

1.2.3 Tensor Momento-Energia 7"

O tensor Momento-Energia T* é a quantidade que guarda todas as informacgoes da
matéria contida no espaco-tempo, sendo responsavel por deformar e determinar a geo-
metria do espaco-tempo.

TH é um tensor simétrico, 7" = T"*, de ordem 2. A componente temporal T
descreve a densidade de massa-energia p, as componentes espaciais diagonais 7% as com-
ponentes da pressao, as componentes espaciais nao diagonais 7% sao os termos de cisa-
lhamento, as componentes tempo-espaco 7% o fluxo da energia e as componentes espaco-
tempo T a densidade do momento [26].

Este tensor obedece a Lei de Conservacao, V,T7°7 = 0. Na sua forma estendida,
0,170 + 17 177 + 17 T = 0. (1.18)

Suponha o caso especifico em que a distribuicao de matéria possa ser atribuida como
um ﬂuid(ﬂ perfeito. O fluido perfeito é caracterizado apenas pela densidade de energia e
pressao, ou seja, “um fluido que nao tem condugao de calor e viscosidade” [2T; 26]. Sua

forma é expressa como,
TMV = (p+p)U/LUu +pgp,yﬂ (119)

sendo U, a quadri-velocidade do fluido. A relagao entre as quantidades p e p é descrita
pela Equagao de Estado, p = p(p). Para o caso do fluido perfeito, a Equacao de Estado é

da forma,

p = wp, (1.20)

o que possibilita estudar diversos tipos de fluidos, w é o fator de proporcionalidade cons-

tante no tempo. Por exemplo, para poeira a pressao € nula, o que implica w = 0 e o

2Para Shutz: “ Fluido é um tipo especial de continuo. Um continuo é uma colecdo de particulas
tao numerosas que a dinamica das particulas individuais nao podem ser sequidas, deizando somente a
descricao da colecao em termos da quantidade ‘média’: nimero de particulas por unidade de volume,
densidade de energia, densidade de momento, pressdo, temperatura, etc.” [21]
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) 000 p 000
T | o 0 p 00 T - 0000 ’
HV (FluidoPer feito) 0O 0 P 0 KV (Poeira) 00 0O
000 p 0 0 00
(a) (b)
p 0 0 0 p 0 0 0
0 ip 0 0 0 —p, 0 0
— 3 = v
Tl“’ (Radiagdo) 0O O %p 0 ! T'LW (Vécuo) 0 0 —pPu 0
00 0 1p 00 0 -p

() ()

Tabela 1.1: Tensor Momento-Energia para (a) um fluido perfeito geral, (b) poeira, p = 0,
(c) radiagao, p = %p, (d) vacuo, p = —p,.

. _ . ~ _ 1
tensor Momento-Energia representado apenas por T, = pU, U, . Para radiaciao w = 5 e
para o vacuo p = —p,, onde neste caso p, é a energia do vacuo e portanto w = —1. As

matrizes abaixo ilustram esses exemplos [0} 28].

1.3 Cosmologia

Um dos anseios primordiais da humanidade é saber a origem de tudo. Nisto consiste a
Cosmologia, a busca pelo conhecimento de como foi a origem do Universo e como ha de ser
sua evolucao, serd ela eterna ou chegara a um fim? Assim, a Fisica com suas leis visam
interpretar, compreender e propor matematicamente a suposta dinamica deste “tnico”
Universo com tudo o que nele contém.

Embora seja uma area de estudo antiguissima, a cosmologia considerada nos dias atuais
surge em 1929, com a Lei de Hubble [2]. Deixando a crenga do Universo estético para es-
tudar o Universo em expansao. Hé diversos estudos com modelos cosmolégicos, como por
exemplo Friedmann-Robertson-Walker, De Sitter, Schwarzschild, Reissner-Nordstrom,
Kerr-Newmann, Godel, Kerr e os atuais modelos de gravidade que propoem uma Lagran-
giana mais geral [B; 21]. O fundamento primario destes modelos se baseiam no Principio
Cosmolégico ou Principio de Copérnico, o qual sustenta a nog¢ao de homogeneidade e
isotropia do Universo em grandes escalas, nao sendo a Terra ou qualquer corpo celeste
privilegiado num ponto preferencial, prevalecendo em todas as direcoes do Universo as

mesmas propriedades.
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Friedmann-Robertson-Walker

A métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) possui as propriedades de homogenei-
dade e isotropia, proposta por Howard Robertson e Arthur Walker em 1934 [21]. Em

coordenadas esféricas é igual a

2

1 —kr?

ds® = —dt* + a*(t) + r2d0* + r? sin? 0d¢? | | (1.21)
onde a(t) é denominado fator de escala e k o parametro de curvatura do espago-tempo,
com k = —1 para um universo aberto; k = +1 para um universo fechado e k£ = 0 para
um universo plano. Note que a(t) serd escrito apenas como a.

Utilizando a métrica de FRW com o tensor Momento-Energia para um fluido perfeito
com um observador cuja 4-velocidade é igual a U, = (1,0, 0,0), as componentes do tensor

de Einstein [1.15| e tensor Momento-Energia [1.19| sao

3 .2
Gy = E(a + k),
1 . 9
Gll = —1_—W(2aa—|—a +l€),
Gy = —12(2da+ a* + k),
Gy = —r?sin®0(2ia +a® + k).

Toe = »p
a2
T —
Ty = pa27“2,
Tys = pa’r®sin?6.

Em seguida substituem-as nas equacgoes de Einstein, e as equagoes obtidas e sao
denominadas Equagoes de Friedmann, com a densidade de energia dependente do tempo,
p(t), bem como a pressao, p(t). A primeira equacao se refere a coordenada temporal e a
segunda equagao as coordenadas espaciais. O resultado das componentes T, sao iguais e

para as componentes do tensor T;; com i # j sao nulas.
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3
E(a2 + k) = 87p, (1.22)

i 1,
25 + g(a + k) = —8mp. (1.23)

Substituindo em [1.23] e reescrevendo-as em termos de a e a,

-\ 2
a\~ 8mp k
a 47
-—=—— . 1.2
" 5 (P +3p) (1.25)

Aleksandr Friedmann (1888-1925) as encontrou em 1922. Sua solucdo foi a primeira
a mostrar um universo nao estdtico a partir da equagao [1.24] caso a # 0, e com possibi-
lidade de estar acelerando através da equagao , se d # 0 [29]. Anos depois, em 1927
Georges Lemaitre também as derivou independentemente [21]. Nas referéncias [30; 21],
sao mostrados alguns casos de solugoes para o fator de escala.

Einstein, como era o pensamento da época, esperava que o Universo fosse estatico.
Decepcionado com o resultado das equagoes, introduziu uma constante nas suas equagoes
para ’frear’ o Universo e corrigir tal fenomeno, denominada Constante Cosmolégica, A.

A acao de Hilbert-Einstein teria entao a forma,

SEH :/(OR— 2A+LM)\/—gd4ZL'.

Derivando esta acdo com respeito a ¢g"” e aplicando o Principio de Minima Acao, as

equacgoes de campo com a Constante Cosmoldgica sao expressas por
G, +9,\N=81T,,, (1.26)

o que resulta nas Equacoes de Friedmann iguais a

3 .92
A
2—+ ?(Cf + k) — A = —8mp. (1.28)

Este modelo de universo com o valor de A positivo, escolhida de forma a produzir uma
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solucao estatica, é denominado universo de Einstein. Ao contrario deste, o universo de
Friedmann-Lemmaitre nao requer uma escolha para o valor de A, apenas que seja positiva
[21].

Em 1929 Edwin Hubble comprovou observacionalmente que o universo realmente esta
sofrendo uma expansao [31]. Estas observagoes tornaram um marco histérico na Cos-
mologia. Deste acontecimento foram definidos novos parametros cosmolégicos que serao
citados abaixo.

O parametro de Hubble, H(t),

H@:g, (1.29)

definido em termos do fator de escala e da sua derivada mede o quanto o Universo expande.

O parametro de desaceleragao, ¢(t),

ad
q(t) = ——- (1.30)
a
A constante de Hubble, H,
a(t =0)
Hy=—= 1.31
0 a(t =0)’ (1.31)

que é um parametro cosmologico que indica a taxa de expansao do universo no tempo

presente. Atualmente Hy = 73,2 km/sec/megaparsec [32]. A Lei de Hubble

v=H(t)r (1.32)

onde r é a distancia da Galaxia até nds, H(t) o parametro de Hubble e v a velocidade da

Galaxia. O parametro de Densidade, 2,

8T P
A= —p=— 1.
3H?

sendo p. a densidade critica definida por p, = Onde a soma do parametro de

8 °

Densidade total é dado pela soma de todas as formas de contribuicoes,

1= Qp + Q + Qp + Q. (1.34)

Ao substituir a constante de Hubble, a densidade de energia p — pg, 0 parametro de

Densidade 2 — 2y e considerar o fator de escala igual a 1, encontra-se na Equacao de
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Friedmann [1.22]

3 3k
at a?

k= H3(Q—1).

= 8mp,

Disto, segue que para um universo aberto )y < 1, com k = —1. Para um universo fechado
Qo > 1, com k£ = 41 e para um universo plano 2y = 1, com k£ = 0. Para este caso, o
modelo que contém k = 0 é chamado universo de Einstein-de Sitter [21].
De acordo com [6], somente 4% do contetido total do Universo é conhecido, com 96%
. ~Y ~ 75 ~Y
a descobrir. Destes, Qrnat;éria barionica — 0047 Qradiagéo ~ 5.10 ) Qmatéria escura — 026,
Qenergia escura =~ 0.7. O procedimento destes célculos é feito a partir da expressao do
parametro de Densidade calculado separadamente para cada contetiddo de matéria presente
no Universo, com os valores dos outros parametros cosmolégicos. Por exemplo, para
;. ca Pm L Pr
matéria barionica se calcula como 2,, = — e para radiacao 2, = —.
(& pC

A densidade de matéria é encontrada a partir do calculo das componentes da Lei de

conservagao (|1.18)). Disto, é encontrada a Equacao da Continuidade,
3a
Gop + —(p+p) =0, (1.35)

que pode ser reescrita como,

1

an(pa?’) +3-p = 0,
1 a
—d(pa’) = —3°p

H& dois modos de resolver esta equagao. Primeiro, resolvendo para um contexto geral
de w, equagao [1.20l Segundo, substituindo o valor de p conforme o modelo de universo
escolhido, de acordo com o valor de w na Equacao de Estado.

Exemplo - Para um caso de universo com poeira, onde nao ha pressao, entao, w = 0

na Equacao de Estado. Assim,
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do(pa®) = 0
/80(pa3)dt =0
@’

a> = cte

Pm X @

A expressao para w geral encontrada a partir da Equacao da Continuidade é p oc a=3(1+%),
E imediato verificar que quando substituido o valor de w = 0, obtém-se o resultado do
exemplo acima.

De Sitter

Supondo a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, para uma densidade constante pg, e

k = 0, a primeira equacao de Friedmann se torna igual a,

3
ﬁ(aQ +k)—A = 8mpo

a’ 8mpo A

2 3 '3

) 8mpo A

- = —. 1.36
a 3 - 3 ( )

Posto que todos os termos do lado direito desta equacao é constante, a integracao é direta,

1da B 8mpog A
/adtdt_ /\/ 5 —|—3dt

8 A
Ina = < 7Tpo—i——)t—l—lnao

3 3
( 87 po A)
+— |t
a = ape 58 : (1.37)

Pela definicao do parametro de Hubble,
a [8tpy A
H = — = —
a 3 * 3’

a(t) = age™". (1.38)

pode-se escrever,
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Esta solucao foi derivada por Willem de Sitter em 1917. Ao substituir esta solucao na

métrica para um universo plano, obtém-se a métrica de De Sitter
ds® = —dt* + > [dr® + r*d6” + r” sin® 6d¢?] | (1.39)

cujo universo se expande exponencialmente. A diferenca entre o universo de De Sitter e o
anti-de Sitter é o sinal do A. No universo de De Sitter A é positivo, no universo de Anti-de
Sitter o A é negativo [21], com A associado a energia escura. O modelo Anti-de Sitter é
utilizado na correspondéncia AdS/CFT que relaciona uma Teoria de Campo Conforme

com Gravidade Quantica [33].
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Capitulo 2

Gravidade Teleparalela

A teoria primordial da gravitagdo (Relatividade Geral) é escrita no espa¢o de Riemann
através do tensor métrico g,, e da conexao dos Simbolos de Christoffel °I". Neste espago
Riemanniano também é possivel escrever a Relatividade Geral em termos dos campos de
tetrada e,,. Assim é definida a geometria da gravidade de Einstein. Outras teorias da
gravitacao, podem ser escritas ainda nesse ou noutros espacos, como ¢ o caso das teorias
teleparalelas.

A teoria Teleparalela ou simplesmente Teleparalelismo é uma vertente pensada ori-
ginalmente por Einstein e desenvolvida entre os anos 1928 e 1932 com base no conceito
de “Fern-parallelismus” ou Paralelismo a Distancia, no intuito de unificar uma teoria de
campo gravitacional com a teoria eletromagnética [34} [35; 36} [37]. Paralelismo a Distancia
é um tipo de geometria que permite dois vetores em pontos diferentes serem comparados
tanto em seus modulos quanto em suas diregoes, ao contrario da geometria Riemanniana,
na qual é possivel apenas a comparacao entre seus médulos. Por exemplo, seja V4 um
vetor no ponto A e Vg um vetor no ponto B. A fim de compara-los, na geometria Rieman-
niana ¢é feito um deslocamento do vetor Vg até o vetor V, através do transporte paralelo,
dependendo do caminho que este vetor é transportado sua direcao final pode ser diferente,
sem modificar seu comprimento. Isso o impede de ser comparado quanto a sua direcao.
No Paralelismo a Distancia existem tetradas em cada ponto do espago-tempo, tetradas
consistem num conjunto de quatro vetores ortogonais e unitarios, assim, nao é necessario
deslocar o vetor Vg até o vetor V4, sendo apenas necessario observar se as componentes

das tetradas do vetor V4 sao iguais as do vetor Vg, caso a resposta seja afirmativa, entao
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diz-se que eles sao iguais em diregao e médulo [37].
Depois da proposta Paralelismo a Distancia de Einstein, outras teorias desse tipo foram
sendo obtidas. Uma delas é o objeto de estudo deste capitulo, a teoria Teleparalelismo

Equivalente a Relatividade Geral (TERG), uma formulagao alternativa.

2.1 Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral

O Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral é uma teoria gravitacional alternativa,
formulada no espaco de Weitzenbock em termos dos campos de tetradas e,, e da conexao
de spin wyqe. A conexao de Weitzenbock I' definida em , tem torcao nao nula e
curvatura zero. Por se tratar de uma outra geometria espera-se que além de produzir
resultados da Relatividade Geral devido sua equivaléncia, possa propor explicacoes para
fenémenos ainda sem explica¢do no Universo, como Jamil et. al. [38], o qual explica
que matéria escura pode ser um efeito da tor¢cao no espaco-tempo. No entanto, ja é
possivel encontrar resultados imediatos desta teoria, como ¢é o caso da definigao da energia

gravitacional, momento e momento-angular, encontrados de forma natural e covariantes.
2.1.1 Tetradas

Dado z* ser considerado uma coordenada do espago-tempo, onde p assume os valores
= (0,1,2,3) entao a base que descreve um espaco tangente neste sistema de referéncia

sao todos os vetores que se associam com essas coordenadas, na forma
Oy = . (2.1)

Seja {e,} uma base ortonormal do espago vetorial. Para construi-la vamos definir a matriz
e, cujos elementos correspondem as componentes dos vetores e, na base de coordenada
curva 0y, por

eq = €,"0,. (2.2)

Comumente {e,} sao conhecidas como tetradas. O termo tetrada significa um conjunto
de quatro vetores ortonormais {eg, €1,e2,e3}. Se ao invés de tetradas tivéssemos uma

triade, entao seria um conjunto de trés vetores, dando a entender o raciocinio de porque
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o numero quatro. Vierbein é o termo alemao para tetrada.

A relagao de ortonormalidade que caracteriza o conceito de tetrada é expressa por

N = Yty (2.3)

que pode ser reescrita em termos do tensor métrico g,, da forma

g/ux = nabea,uebu' (24)

A condigao de ortonormalidade das tetradas é preservada pelas transformagoes de Lorentz
A%, que levam uma tetrada {e,} para outra tetrada {e, }. E importante ressaltar que
as transformacoes de Lorentz preservam a métrica de Minkowski por defini¢ao, conforme
a equagao

Aa/bAddT}bd = Na'c (25)

da forma que, ao aplicar a transformacao de Lorentz para a tetrada e, * obtém-se

6 /’u — Aa/bebﬂ, (26)

a

e feito o mesmo para o produto entre duas tetradas, encontra-se

e e g = Nyel Ny g
- Aa/CAb/dncd
= Na'b - (27)
O resultado demonstra que a transformacao de tetrada por Lorentz gera outra tetrada

como definida em [2.3] Pode-se ver também que o produto da transformagao de Lorentz
de duas tetradas gera o mesmo tensor métrico, conforme demonstrado abaixo
a Yy a _c AV _d
(& #6 yna/b’ = A ce HA d€ V’]’]a/b/
_ c _d
= €, Ned

= Gu- (28)
Devido a propriedade os indices de tetrada latinos (a, b, ¢, ...) sdo chamados indices
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SO(3,1), conhecidos também como indices dos vetores no espaco tangente ou base de
tetrada. Os indices gregos (u,v,p,...) sao indices na base de coordenadas no espago-
tempo.

Um vetor do espaco-tempo pode ser representado no espago tangente como
Zr = e 70, (2.9)

da mesma forma, um vetor do espaco tangente pode ser representado no espago-tempo

por,
Z¢ = e 7" (2.10)

Uma outra relacao obtida das tetradas que sera 1til posteriormente é a relacao entre o

determinante da tetrada e o determinante do tensor métrico, dada por

det(e,”)* = (—1)det(g,,)
e’ = (-1)g

e = vV=g. (2.11)

Na literatura o assunto aqui discutido pode ser encontrado em [39; [40; [41]. Mashhoon
[39] trata também da velocidade e aceleragdo de um observador percorrendo uma linha-

mundo S numa trajetéria 2, Figura 2.1} O entendimento inicia-se com a afirmagao de

Azt
que a tetrada 6(0)“ é igual a 4-velocidade U* = di Assim,
T
dxt
mo_

€o) = p (2.12)

onde 7 é o tempo proprio, e a 4-aceleracao ¢é igual a

De * b
S 2.13
dT (ba eb ? ( )

onde ¢g(7) é um tensor de aceleracdo antissimétrico. Para um observador inercial a

aceleragao é nula. Essas discussoes também podem ser encontradas nas referéncias [40; 41].
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X A

>t
Figura 2.1: Linha-mundo S de um observador no espaco-tempo bidimensional .

2.1.2 Formalismo da teoria TERG

O espago-tempo do TERG (Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral) é um
espaco 4-dimensional, cuja descricao geométrica é representada pelo campo de tetradas or-
tonormais e, onde os indices latinos representam o vetor no espago tangente ou SO(3,1),
e os indices gregos as componentes nas diregoes das coordenadas do espago-tempo [42} [43].
No TERG quem desempenha o papel do tensor g, sao os campos de tetrada, e a conexao
utilizada é a conexao de Weitzenbock [15]. Esta conex@o é encontrada a partir do “Pos-

tulado da Tetrada”[5],

Ve, =0 (2.14)
e, — F)‘We%\ + wu“beb =0, (2.15)

v

onde wyq € a conexao de spin do grupo SO(3,1) e I' /\u as componentes da conexao de

v

Weitzenbock. Nesta segao os Stmbolos de Christoffel serao escritos na forma °I'7,, e o
respectivo tensor curvatura °R’, Bo- A fim de que a teoria possa exibir invariancia global
de Lorentz, impoe-se que a conexao de spin seja nula. Ao fazer isso, obtém-se para a
conexao de Weitzenbock,

[7, =el0.e,. (2.16)

Substituida na definicao do tensor de Riemann verifica-se que a curvatura é

nula. A demonstragao segue abaixo.

!Figura feita pela autora deste trabalho.
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R’ = 0gl"”, , — a,l—‘pﬂa + F'OBVF"M — I, 15,
= 03 (e, 0,€",) — 0, (e, 0ge",) + (e, 0ge”,) (eb”&,eba) — (e,f0,€")) (eb”ﬁgeba)
= Oge,LO,e", + e,L030 e, — Oye,LO5e", — e, 0,05¢", + e,Le, Oge”, Dxe”,
— ee, 0ye",0pe”,

= 0.

O segundo e o quarto termo se cancelam devido a comutatividade da derivada parcial, e

os demais termos por serem iguais. Veja que o quinto termo resulta em,

85 (eayeap) = eapaﬁeal/ + eal/aﬁeap
0 = e, 0ge", + €, 0ge,’
e, 0ge”, = —e,0ge,’
(e, 0y eba) e, 0ge", = —e, 0ze,’ (eb”&,eba)
eLe) Oge” 0,e", = —6%0ze,0x€",
e,le, 0ge”, 0pe”, = —0ge,L0,e",
e 0 sexto termo,
e,ley 0ye",05e", = —0ye, e,

Quando esses termos sao substituidos no tensor de Riemann, conclui-se que a curvatura
calculada com a conexdo de Weitzenbock é nula, R’ 5o = 0.

E conveniente neste ponto definir um tensor denominado tor¢ao dado por
™, =T* -1 (2.17)

el, = T)\/\u . No caso da Teoria Relatividade Geral a tor¢ao ¢ nula, devido a simetria nos
dois ultimos indices dos Simbolos de Christoffel.

Ao substituir [2.16| na definicao [2.17], verifica-se que a torcao nessa geometria é nao-
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nula, expressa da seguinte forma
™, =e 0., — ea)‘&,eau, (2.18)

onde este tensor é antissimétrico em seus dois tltimos indices.

Existe uma relagao entre a conexao de Weitzenbock, I' ) | e os Simbolos de Christoffel,

pHY?

°r através da definicao do tensor contorcao, K
purY? > b1 ’ pUV

K, = —° . (2.19)

puv puv puv

Bel [44] demonstra que este tensor é antissimétrico em dois de seus indices a partir da
compatibilidade com a métrica de ambas conexoes. Também é demonstrado por Bel
a relagao entre os tensores contorgao e tor¢ao. Na notagao aqui adotada e seguindo o

raciocinio desse artigo tem-se

Vb =V G0 =0

o9uv
(090 = T 0u950 = T%098) = By = T7 950 = T7,,5) =0
950 (170 = T9,.) + 9,5 (17, =T7,,) =0

90 (—K70) + 95 (-K7,,) =0

K, =—K

ppv vpps

sendo ele, neste caso, antissimétrico no primeiro e terceiro indices. Ao tomar a diferenca

entre dois tensores contorcao, encontra-se que

K/mv - Kpl/u = (me - OFPHV) - (vau - oFﬂVu)
= Tpu +°T,,
= Tpm, .

O termo °T,,, € nulo como ja foi explicado anteriomente. Ao escrever uma combinagao

i

entre os tensores tor¢ao permutando seus indices, e ao utilizar a propriedade de antissi-
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metria do tensor contorgao, tem-se

(T + TPW -7 ) = K Koy + pr/ - K/wu - wa + Kvup

wvp vpp prp St ppy
1
K, = B (TWp + T — Twm) : (2:20)

Da defini¢ao do tensor de Riemann [1.10[em termos da conexao de Weitzenbock isolada
da equagao 2.19 e da expressao do tensor contorgao [2.20, encontra-se a relagao entre a
curvatura da Relatividade Geral e a geometria de Weitzenbock. Segue a demonstragao.

R’ = Opl",, — 0175 + 17,17 — 7 15,

afo

RP = aﬁ (OFpmx + Kpaa) - ao' (Orpﬁa + KP a) + (OFP,BV + Kpﬁy) (O]‘_waa + KVUa)

afo

- (Orpay + Kpau) (oryﬂa + K" a) :
No lado direito desta equacgao identifica-se
o PP o o oTp op  oTw o o
Raﬁa_aﬁ Fpaa_aa F5a+ r Bv I oca FPUV r Bas
que substituido na equacao anterior,

Ry = "Ry + 05K’ — 0, K 5, + TP K¥ , +°T", K",

afo

OFPO’I/ Vﬂa - OFVBaKpoV + Kpﬁy Kyoa - Kpoz/ Vﬁa'

No sexto termo desta equagao, aplica-se a simetria °I',, = °I'”, . O préximo passo é

v vo

contrair os indices p com f,

RP = °RF + apro'a _ aUKppa + OFppuKVaa + OFVo'aKppV

apo apo

op v __oTw P P v _ p v
I m/K pa I paK ov —"_Kpl/K oa KO’I/K pat
Agora a contragao é feita com os indices « e o,

R = °R + gacr (80Kpaa - aUKppa + onpuKVoa + OFVUaKppV

OFPUVKVpa - OrypaKpau + KppuKVUa - KpouKypa)‘
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Através da equacao pode se verificar que

K*, = T,, (2.21)
K", = -1, (2.22)
e da equacao [1.6
v, 1, = o071, —"°T",T, (2.23)
V,K?,, = 0,K’,+°1°, K —°17 K —°T" K°’_. (2.24)

Ao substituir as igualdades (2.21]-[2.24)) em R com a notagao (°) nas derivadas cova-

riantes com respeito aos Simbolos de Chrostoffel, encontra-se
R = °*R-2°V,T"-T,T" - K,, K", (2.25)
através da definicao o termo K ,,, K" ¢ igual a

1 1
K o K77 = =T, T? + T, T (2.26)

- 4 pov 9 pov

Ao substituir o valor de em encontra-se a forma geral para o tensor curvatura

1 1
R=°R—2°V,T" + (—T TR 4 T, TVH — TMT“) , (2.27)

47 Hp 9" ke

que como demonstrado R = 0 na geometria de Weitzenbock. Portanto a curvatura dos

Simbolos de Christoffel pode ser escrita em termos da torcao de Weitzenbock como

4P 9~ ke

1 1
OR = — (—T THvP + =T TP — T#TN) + zovuTlua (228)

e ao comparar [2.28| com [1.16| identifica-se que a densidade de Lagrangiana nesta teoria é

obtida através desta expressao multiplicada pelo determinante da tetrada. Despreza-se
o termo da divergéncia °V,T* devido a ele nao ter nenhuma contribuicao na variacao
da acao total quando integrado pelo teorema de Stokes. Com a adicao da densidade de

Lagrangiana da matéria L), encontra-se a forma geral da densidade de Lagrangiana no
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TERG conforme apresentada em [43]

Lreraym(e,,) = —ke (iTWpT’“’p + %Twp TP — TMT“) — Ly, (2.29)
onde k = 1671r ek Esta densidade de Lagrangiana pode ser reescrita em termos de indices
latinos, uma vez que os indices estdo contraidos, e com o tensor $%¢, antissimétrico nos
dois tltimos indices ¥%¢ = —¥9 [45]. A densidade de Lagrangiana toma assim a seguinte
forma

Lrpray(e,,) = —keS™ Tue — Lu, (2.30)

sendo X% igual a,

Zabc — (Tabc + Tbac o Tcab) + % (nach . nach) ’ (231)

A~ =

onde T° = T °. Com esta notacio o escalar de curvatura pode ser reescrito como,
°R = —X"%T . +2°V,T", (2.32)
ou na forma de derivada parcial

2
°R = —2%T,. + EGN(eT“), (2.33)

1
cujo termo °V, T+ = -0, (eT*) para esta situagdo. Segue demonstracdo abaixo.
e

lau(eTu) =

o [(0,e)T" + €(9,T")]

(0,e)T" + 0,T", (2.34)

D= | =

o determinante do campo de tetrada ¢é igual a raiz negativa do determinante do tensor
métrico, ou seja, e = /—g. Através dos pares de equagoes (3.33-3.34) e (4.67-4.68)
apresentadas em [5] vemos que a derivada parcial do determinante do tensor métrico

pode ser escrito como,

NG = 99" ONGopu, (2.35)
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assim ao derivar y/—g, tem-se

hv—g =

1
(1 gat

2\/_—g< )gg 8)\ga,u

Y% 2—9 " g (2.36)

Substitui-se em com o determinante do campo de tetrada substituido por \/—g,

i — v, 0 — peX— u, obtém-se,

1 1
gau(eT“) =0, 1" + §9Vp (0pugup) T (2.37)

Para a derivada covariante aplica-se a definicao [1.6]e tem-se que,

v, 1 o, +°1", 1"

1
= 0, I"+ §gyp(aung)TH> (2.38)

onde esta conexao, sao os simbolos de Christoffel de onde surge a igualdade

1
OFaao’ = iga)\ (aagcr)\ + acrg)\a - 8)\gao>

1

= éga)\aaga)n (239)

onde no terceiro termo os indices A <> a foram trocados entre si, devido a soma que ha

entre os indices & e A e devido a simetria do tensor métrico. Assim é verificado que para

1
este caso, [2.37] é igual a[2.38, de modo que a igualdade °V,T" = -0, (eT") é verdadeira.
e

2.1.3 Equacoes de campo da teoria TERG

As equagoes de campo sao encontradas ao variar a agao em termos da tétrada e, através

da equacao de Euler-Lagrange. Sendo a agao escrita como

S = Srerc+Su
S = / —keXT.d*a + Sy (2.40)

30



A equacao de Euler-Lagrange é expressa por

oL oL oL

deqy  O€qy 0(0yeap) ( )
A variacao da acgao serd calculada por partes,
(SETERg(eaM) = 0 (—keZ“bcTabC)
= —k(0e)X Ty — ked (%) Tupe — keX6 (Tope) (2.42)
= 0L+ 0Ly + L. (2.43)
Para resolver L, substitui-se a igualdade de = ee™de,,. Assim,
oL, = —keed)‘EdeTbcd(Sed)\,
0L dAybed ds A
(56[1# = —kee™X Tbcdda 6# s
= —kee™ X T . (2.44)
Para resolver Ly, substitui-se a equacao no tensor 2,
5,62 = —ked (Zabc) Tabc
1 1
0Ly = —he|; (6T + 6T — 6T°) + 3 (n*0T" — n™0T°) | Tupe,  (2.45)

ao analisar os termos multiplicativos, percebe-se que todos eles podem ficar em fungao de

0T como seguem abaixo

TabcéTbac = TbacéTabc>
TabcéTcab - chaéTaCb = _cha(;TabC = Tcab(STabcu
TP =Teb = p Te® = 5T = 0T

Tabcnachb — TabcnacnefTefb — _TefbnefnacéTacb
- _Tbnac(_éTabc) - nachéTabca
Tabcnabé T¢ = naché Tabc‘
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Substituindo-os na expressao vemos que é possivel isolar o termo §7°%¢ de modo que

1 1
(SEZ = _keéTabC 4_1 (Tabc + Tbac - Tcab) + 5 (nach - nach) )

6Ly = —keXgp 0T, (2.47)

Ao somar a variagao JLy encontrada em com o terceiro termo da expressao [2.42] a

ser aplicado a variacao 6L, tem-se,

0Lsir = O6Ls+ 0Ly
= —2keX™ 5Ty (2.48)

Os indices do tensor ¥,.; foram levantados e os indices do tensor 7% abaixados. Ao

escrever o tensor tor¢ao na forma,

Toea = e.e; Torn, (2.49)
com |,
Se = eePdegy, (2.51)
Se,t = —ecpee’\&iep, (2.52)
e’

Oy (eEdeecAed”(Seb,,) = X0, (Oey,) + (dep,) Oy (eEb)"’) ,
eZbAl’aA ((561,,,) = — (56(;,,) 8)\ (eZbA”) s (253)

onde a derivada total acima se anula nas fronteiras, o que resulta na igualdade [2.53] A

expressao toma a forma,
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0Ls 7 = —2keXbeds (ec’\ed”Tb,\,,)
= —2keX" (0e,) e Ty — 2keX"e > (Se,”) Tons
— 2keXte re ) (Ondey, — O,0e,,)
= —2keXxbed (—ecpee’\éeep) e Tony — 2keXe (—edpeeyéeep) Tixy
— ZkeEdeecAed” (Ox0ep, — Oydepy)
= 2k62b0dec”ee’\ed”Tb>\V§eep + leZdeec’\edpee”Tb,\V(Seep

+ Qka)\ (eZb’\”) (561,,/ — 2]{?81, (eZbA”) 561,)\.

A variagao desta expressao em termos de ey, ¢ calculada como,

OLsir

5 = leEdeecpee’\ed”Tb)\l,cSae@p + 2k62b0dec’\edpee”Tb,\,ﬁaeéﬂp
Cap

+ 2k0y (eX™) 6,%6," — 2k0, (ex™) 6,%,

= 2keX"™T,%, + 2keX"M T, * + 2k0) (eX*M) — 2k, (eX™),

ao trocar v — A e aplicar a propriedade de antissimetria,

0Lsir

o = 2keXPMT ¢ 4 2ke ST, ¢ — 2k0) (eXH) — 2k0, (eX*)

= —4k [0y (ex™) — eX™MT,, %] . (2.54)

Por fim, a variacao em termos da acao da matéria é definida como:

0L
deay

= el (2.55)

Depois de ter encontrado as variacoes da acao e aplicado o Principio de Minima Acao, é

encontrado

1 1
Oy (ex) — e (E““TM“ — ZeaﬂTbcdzbcd) = per (2.56)

Estas sao as equagoes de campo para a densidade de Lagrangiana do Teleparalelismo

Equivalente a Relatividade Geral. Observe ainda que [2.56| é proporcional ao tensor de
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Einstein [I.15] ou seja,
apA bA a 1 a bed 1 o pa, 10 a
a/\ (62 # ) —el( X HTb)\ — Ze MTdeZ = 56 R — 5 Re* s

sendo reescrita como,

1 1
°R™ — Z°Re™ = — T, 2.
R 5 Re T (2.57)

2.2 Transformacoes Conformes

Leitores podem se confudir com o termo Transformagoes Conformes, porque na literatura
este termo por muitas vezes é utilizado tanto para falar de uma classe de transformagoes
de coordenadas quanto de transformagoes no tensor métrico por um reescalamento local.

A transformacao apresentada nesta secao trata de uma reescala somente da métrica por
uma func¢ao suave nao-nula, que nao dependa de uma mudanca no sistema de coordenadas.
Assim, se definem as Transformagoes Conformes ou Transformagoes de Weyl

G = Gy = e%WgW, (2.58)

onde e?®) é chamado de fator conforme, sendo ele uma funcio suave, ndo-nula na variedade
[46; 47]. Esse tipo de transformacao se trata de uma transformacao local de escala [5],
que tem como caracteristica a preservacao do angulo entre dois vetores quaisquer [48] e
da estrutura causal [47], ndo preservando o comprimento dos vetores. A demonstracao da
preservagao dos angulos dada abaixo é discutida em [49} 50].

Sejam dois vetores AeB separados por um angulo 6. O produto escalar entre eles é

dado na forma,

A-B = A-B-cos(f)

AFB g, = +/ArAYg,, - \/BPB’g,, - cos(f)
AFBY g,

6 = cos™! .
CcOoS <\/A'U'Ayg/,u/ . \/BpBngCT)

(2.59)
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Ao aplicar a transformacao conforme no tensor métrico,

A-B = A-B-cos(f)

A'BYg,, = \/A“A”gw . \/BpBang - cos(0)

A“B”eze(x)gw, — \/AuAue%(z)gW . \/BpBU€20($)gpg - cos(6)
629(50)
AMBVg,UJ/ = \/AHAVguy ° \/BpBong * COS(G)

e20(x)

AFBYq,,
0 = cos_1< In ) (2.60)

VARAY g, - \/BPB gyo

Portanto como demonstrado, o angulo é preservado depois de aplicada a transformagao
conforme, ou seja, [2.59] é igual a [2.60]

O tensor de Riemann é dividido em uma parte com trago e outra parte sem trago. A
parte com traco é o tensor de Ricci, e a parte sem traco é denominado tensor de Weyl

Cuwr, definido por

2

C)\,Lwn = R)\,LLI/H - m (gA[VRH}u - gu[uRn]/\) +

2
(n—1)(n—2)

ng[ugm}w (261)

onde n é a dimensao e os colchetes indicam que esses indices devem ser antissimetrizados.

Este tensor é invariante por transformagoes conformes na forma,
2 Kk __ K
Cyw™ =0y (2.62)

O tensor de Riemann, assim como o tensor de Ricci e o escalar de curvatura nao sao in-
variantes por transformagoes conformes, como demonstrado em [46} [47]. A transformacao

conforme do escalar de curvatura é escrito abaixo,
R— R={R—2(n—1)g"V,V,0—(n—2)(n—1)g"(V,.0)V,0}.

A aplicagao da transformagao conforme para o tensor métrico contravariante e o deter-

minante do tensor métrico se dd na forma,

gp,u N g,uzx — e—20(:c)g,u,1/’ (263)

g — g:e89g, (2.64)
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e para o campo de tetradas,

— 9(@)
Cop > Cap =€ "4 (2.65)
e = @ ean (2.66)
e — é=c¢e'%. (2.67)

As tetradas se transformam como e devido a relagao com o tensor métrico, dada

a —
por €% €., = Guv-

2.3 Teoria de Weyl

Hermann Klaus Hugo Weyl, nasceu em 1885 em Elmshorn-Alemanha e faleceu em 1955
em Zurique-Suica, aos 70 anos. Grande colaborador na ciéncia da Matematica como por
exemplo na teoria dos nimeros e equagoes diferenciais singulares [51]. Também desenvol-
veu interesses na Fisica, especialmente apds o desenvolvimento da Teoria da Relatividade
Geral feita por Einstein. Weyl encontrou na teoria Gravitacional de Einstein uma oportu-
nidade para desenvolver uma teoria que unificasse Gravitacao e Eletromagnetismo, cujo
vinculo seria a geometrizacao de ambas as forcas [52]. Essa foi a motivagao que o fez
desenvolver a teoria hoje denominada teoria de Weyl [13] surgida em 1918 [52].

Na geometria Riemanniana o transporte paralelo de um vetor leva-o a mudar somente
sua direcao durante o trajeto a ser percorrido, nao alterando seu comprimento. Na ge-
ometria de Weyl, este vetor quando transportado paralelamente muda tanto sua direcao
quanto seu comprimento [53]. Assim, Weyl aplica seu conhecimento para um espago nao-
Riemanniano denominado espago de Weyl e desenvolve os calculos de sua teoria a partir

da definigao da derivada covariante do tensor métrico, que nao é nula [54], dada por

vpg,ul/ = 2¢pg;w7 (268)

ao contrario da geometria Riemanniana, para a qual V,g,, = 0, e ¢,(z) é um vetor da
teoria, que depois é comparado ao 4-potencial A, do Eletromagnetismo [53].
Weyl a partir da definicao de derivada covariante encontra uma conexao denomi-

nada conexao de Weyl, cuja tor¢ao é nula [54]. Obtida a conexao ele aplica uma reescala
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no tensor métrico e transforma o vetor ¢,(z) na forma,

G = G = "Dy, (2.69)
Gy = Gy = Gy — b, (2.70)

da qual chegou a conclusao de que sua conexao era invariante por essas transformagoes,
denominadas transformagoes de Gauge. A transformacao em [2.69| é reconhecida como
uma transformacao conforme ou transformacao de Weyl como ja apresentada na segao
anterior.

Com a conexao, Weyl agora poderia com uma Lagrangiana encontrar suas equagoes
de campo. Mas antes, dois pontos devem ser considerados para entender a escolha da
acao de Weyl: o peso de Gauge e a relacao entre o escalar de curvatura no espaco de Weyl
e o escalar de curvatura no espaco Riemanniano.

O peso de Gauge é definido por um numero associado a quantidade de vezes em
que o tensor métrico aparece na definicao da quantidade geométrica a ser calculada. Por
exemplo, o peso de Gauge para o tensor métrico covariante g,,, ¢ igual a um, para o tensor
métrico contravariante ¢g"” o peso de Gauge ¢é igual a menos um, e para o determinante
do tensor métrico \/—g em 4-dimensoes o peso de Gauge ¢ igual a dois [54].

A relagao entre os escalares de curvatura é expressa por [55],
Ry=°R—(n—1)(n—2)¢,0" — 2(n —1)°V,¢", (2.71)
onde n é a dimensao. Para n = 4,
Ry, =°R —6¢,¢" —6°V ,0". (2.72)

Agora a Lagrangiana pode ser construida. As Lagrangianas estudadas por Weyl podem

ser escritas na forma,
Sy = / [ozRQ + BR”VMRMV)""i + AFWF"”} V—gd'z, (2.73)

onde «a, 3 e A sdo constantes, F},, é o tensor do campo Eletromagnético e R?, R VMRH”’\”
sao os termos quadraticos da curvatura. Para alguns modelos, Weyl considera o = 0 ou

B =0 [55).
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Weyl escolheu estes termos da Lagrangiana comparando os pesos de Gauge da quan-
tidade /—gF,, F'* em fungdo do peso de Gauge das quantidades candidatas. Foi uma
ideia aplausivel de Weyl, a jungao da parte geométrica da Gravitacao e do Eletromagne-
tismo. A variacao desta acao com respeito a A, e g gera equacoes de campo de quarta
ordem, nas quais é possivel observar a conservagao de carga do Eletromagnetismo [54] e
as quais reproduzem resultados da Relatividade Geral como o deslocamento do periélio
de Mérctrio e a deflexao da luz [13].

Mas a teoria de Weyl apresenta alguns problemas. Um deles foi discutido por Einstein
explicando que devem existir vetores cujo comprimento nao dependa da trajetéria per-
corrida [54]. Essa exigéncia nao ¢é satisfeita na teoria de Weyl. O outro problema crucial
estd na definicao da derivada covariante que leva a contradicoes [54].

Contudo, seu esforco nao foi em vao. Na tentativa de escrever uma teoria unificada,
Weyl desenvolveu o conceito de transformagoes de Gauge e invariancia de Gauge, e es-
creveu uma teoria alternativa a Relatividade Geral [I3; 56]. H4 estudos dessa teoria em
teoria quantica [57; 58|, fisica de particulas [59; [60], fisica de altas energias [61; [62], e
energia escura [63], dentre outros.

Na literatura ha interesse em resolver os problemas da teoria de Weyl, como ¢é o caso
da nao-integrabilidade que também é um problema fisico como discutido em [53} [64], e
em aplicar essa teoria a Lagrangianas que sejam conformalmente invariantes, como é o
exemplo da Lagrangiana de Rudolf Bach, L = C},,,,C*** [13], construida com o tensor de
Weyl, ao contrario da Lagrangiana da Relatividade Geral. De modo mais geral encontra-
se na literatura os nomes a¢ao de Weyl [65; 66] ou agdo de Weyl e Bach [67], para o vacuo
para a acao

Sw = —a/C’)\HwC’\“V“\/—gdélx, (2.74)

sendo o um coeficiente adimensional.
Essas teorias exibem um grau de dificuldade maior do que as teorias de segunda ordem
no que se refere as resolugoes das equacgoes de campo, devido a serem equacoes de quarta

ordem.
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2.4 Teleparalelismo Conforme

A gravidade conforme na teoria do Teleparalelismo € a teoria gravitacional invariante por
transformagoes conformes locais aplicada na teoria do teleparalelismo [12]. Para que essa
teoria seja construida é necessario encontrar uma Lagrangiana que satisfaga essa condigao
de invariancia. Primeiramente vamos aplicar as transformacgoes conformes na Lagrangiana
do TERG e verificar se ela ¢ invariante por tais transformagdes.

A seguir serao apresentados como os tensores que compoem a Lagrangiana do TERG
se transformam.

O tensor tor¢ao com indices latinos é dado por

Tape = ebue V(a,ueal/ - aueau)~ (275)

C

Aplicada a transformacao conforme neste tensor, tem-se

Tabc = ébuécy(aﬂéﬂw - 8Véa“)
= male e )ne(e ") [QL(e@eW) - 8,,(@96&#)]
= 6720617#6; [eayeeau(e) + 698M<€a1/) - eaueealf(e) - egaV(e‘Wﬂ
= 6_29606buecy(aueau - ayeaﬂ) + 6—29696;16(:1/(6&”696#9 B eaua'je)' (276)
O primeiro termo da expressao contém o tensor Ty em [2.75] assim tem-se

Tope =€ ° (Tape + Nace, 040 — Nape 0,0 - (2.77)

O tensor T, ¢ dado por

_ ©, vrb
- 6beaTv,uz/

bu_d
= N ' e€” (Oper — Ovep,) -
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Ao aplicar a transformacao conforme,

Ty = 10ua"e™ (0,65 — 0,8,
= naae ' e e [0, (er) — O (eny)]
= ¢ (Ta + eb“nbaaﬁ — eb“ebuea”ebu&,ﬁ)

= e (T, —3e,0,0) . (2.78)
Os célculos dos termos quadraticos do tensor torcao com transformacao conforme sao,

T% T, = [e’e (T“bC + n*e’9,0 — n“bec”aﬂﬁ)] . [e’e (Tape + Nacey” 0,0 — nabec”&ﬂ)]
= [T, — TY0,0 — T"0,0 — T'8,0 + Ag™0,00,0 — g 0,00,0 — T"0,0
—9"'0,00,0 + 4g“”8M08V9]

= ¢ 2 (T, — AT 0,0 + 6¢"0,00,0) | (2.79)
e7
T%T e = [6_0 (T“bc + n“ceb“aﬂé’ — n“bec“aﬂé’)} . [6_0 (Toae + Mpee,” 0,0 — nbaecl’&,@)}
= e P [Ty — T70,0 + g 0,00,0 — g 0,00,0 — T"9,0
—g"9,00,0 + 49" 8,00,0],
= e (T Ty — 27"9,0 + 3¢"0,00,9) , (2.80)
e7

T°T, = [6_9 (T* — 3e¢0,0)] - [6_9 (T, — 3e,”0,0)]
= e (7T, — 3779,0 — 3T"0,0 + 99" 9,00,0) ,
= (1T, — 67%9,0 + 99" 0,00,0) . (2.81)

A densidade de Lagrangiana da teoria do TERG dada pela expressao [2.28|sem a adigao

da matéria nao é invariante por transformagcoes conformes. Demonstragao segue abaixo
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em termos de indices latinos,

1 2 bers 1~ - -
ETERG(éaM> = ke (ZTabcTabc + §Tabchac o TGT‘I)

1 — aoc v
— ket [Ze 20 (TTy, — AT 9,0 + 66" 0,00,0)

1 - aoc v
+5¢ 2 (T Tye — 2T%9,0 + 39" 0,,00,0)

—e 2 (T, — 67"9,0 + 99" 0,00,0) }
1 1
= —ke¥e [(ZT‘”’CTM + §T“bCTbac - T“Ta> +4T%9,0 — 69" 0,00,0

= & [Lrpra(e®,) — ke (47,0 — 64"9,00,0)] . (2.82)

Conclui-se a partir desta demonstracao que a Lagrangiana [2.28| nao é invariante por
transformacoes conformes, assim sera escolhida outra Lagrangiana para esta teoria.
Maluf e Faria em [12] apresentam uma Lagrangiana similar a do TERG, com um fator

1
3 multiplicando o termo 77,

1 1 1
‘C(eau) = —ke <ZTGbCTabc + §Tabchac - gTaTa> . (283)

Esta densidade de Lagrangiana também nao exibe invariancia quando aplicada a trans-

formacdo conforme devido a um termo, e?:

1pos 1y 1. -
= —ké (—T“bCTabc + =TT, — —T"Ta>

L 1 2 3

a,u)

1
— ke [—6*29 (TP Ty — AT"0,0 + 64" 0,00,0)

4
1
5 (T Thae — 2T"0,0 + 39" 0,00,0)
1
—5e ¥ (1T, — 617 9,6 + 99#”8#9(9”9)]
= ¢”L(e,,). (2.84)

Para essa expressao [2.84] ser invariante Maluf e Faria incluem um campo escalar ¢ e uma

derivada covariante D,,. Eles se transformam na forma

¢ —p=e"9, (2.85)
D,=¢"D,¢, (2.86)
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onde D, ¢ = ((9“ — %Tu) ¢, e T, = €*,T,. Desse modo, a Lagrangiana é dada por

1 1 1
L(€q., ¢) = ke {—aﬁ? (ZT“’”Tabc + 5T Thae — gTaTa) + kg™ D,¢D,¢|,  (2.87)

onde k é a constante gravitacional e &’ uma constante arbitraria. Para o caso em que
¢ = 1, esta Lagrangiana se reduz a Lagrangiana do TERG para o caso particular em que

k' = 6. Ao substituir &' = 6 a expressao [2.87| fica igual a

1 1 1
L(€q,, @) = ke {—dﬂ (ZT“"CTabC + §T“*’0Tbac - gT“Ta) + GQ“VDquD,,gb] . (2.88)

Ao aplicar a transformacao conforme,

~ ~ S A 1~ -~ 1. - -~
[’(éa,u? ¢> = ke |:_¢2 <ZTGbCTabc + §Tabchac - gTaTa> + 6§HVDM¢DV¢:|
1
= k;ee49{ — e y? [716_20 (T Type — 4TH9,0 + 69" 9,00,0)

+-e 2 (T Thoe — 2T%9,0 + 39"9,00,0)

Wl = N

e 2 (TT, — 670,60 + 9g“”8#00,,0)} + 6649g””Duqu,,¢>}

1 1 1
= ke |:_¢2 <ZTQbCTabc + éTabchac - gTaTa,> + 6g“VD#¢DV¢):|

— L€y, 0). (2.89)

Portanto esta densidade de Lagrangiana é invariante sob as transformacgoes conformes.
A equacao [2.88] pode ser ainda reescrita de forma a simplificar a variacao desta La-
grangiana para gerar as equagoes de campo. Ao aplicar a defini¢ao de derivada covariante

no ultimo termo da expressao [2.88] tem-se

1 1
6QMVD;L¢DV¢ = Ggwj (au?b - gT,u¢> (au(b - gTu¢)
6 Dub D6 = 6" 0,00, — 4" SO 0)T, + ~*T"T,. (2.90)

Substitui-se [2.90] em [2.88] e sua expressao toma a forma

2 2
‘C(eauv ¢) = k’G |:_¢2 (ZabcTabc + gTaTa) + 6gwjau¢av¢ - 49W¢(8u¢>Tu + §¢2TaTa

= ke [=¢*STope + 69" 0,00,¢ — 49" 6(0,0)T, ] ,
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onde,

2 1 1 1
ST e + §T“Ta = Z-lTabCTabc + §T“bchac — 5T“Ta. (2.91)

Assim a expressao para a Lagrangiana do Teleparalelismo Conforme a ser considerada é
ETC(ea;u QS) = ke [_¢2ZabcTabc + 691“/ ugbaygb - 4gMV¢(8M¢)Ty] . (292)

2.4.1 Equacoes de campo do Teleparalelismo Conforme.

As equagoes de campo sao encontradas variando com respeito ao campo de tetrada

€qu € a0 campo escalar ¢.

2.4.1.1 Equagao de campo com respeito a ¢(t)

A variacao com respeito ao campo escalar ¢ é dada por

£TC’<€aM7 Qb) = ke (_¢2EabcTabc + 691“/ u¢au¢ - 4guy¢(8u¢)Tu) ;
0Lrc(e?,,0) = k[ —eXTud¢? + 6eg" (0,00)(0,0) + 6eg" (0,0)(,0¢)
—4eg" (60)(0,0)T, — 4eg"” $(0,60)T,]. (2.93)

Na variacao do segundo e do tltimo termo da expressao [2.93] os calculos foram feitos con-
forme visto em[2.53] Isso aplica também as outras variagoes similares com as apresentadas

abaixo,

e 0,(0,08) = —0(eq™ D)0, (294)
eg" ¢T,(0,00) = —[eg’“’Tl,(a#gzﬁ)—f—gzﬁa#(eg“”Tl,)wgﬁ. (2.95)

Assim a expressao [2.93] é igual a,

5£TC(ea;u o) = k[ - 2¢62abcTabc — 60, (eg" 0,¢) — 60, (eg" 0,0)

—4eg" (0,0)T, + 4eg" T, (0,0) + 460, (eg"T,)]6¢.  (2.96)
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Note que o quarto e o quinto termo desta expressao se cancelam. Portanto, a variacao

em relacao ao campo ¢ é,

6£TC’<€au7 ¢)

5 = k[- 20X T e — 60, (eg" 0,¢0) — 60, (eg" 0,¢) + 460,(eg"'T,)]

=k [—2e¢S" Ty — 120,(eg" 0,0) + 460, (eTH)] . (2.97)

5£Tc<eau7 gb)

Ao aplicar o Principio de Minima Acao com respeito ao campo ¢, 5% =0,e
dividir a expressao [2.97) pelo fator (—2k), obtém-se
1
D, (eg" 0,0) + ¢ (€S Ty — 20, (eT™)] = 0. (2.98)

Esta é a equagao de campo com respeito a ¢. O termo entre colchetes contém o escalar

de curvatura [2.33] Desse modo, a equagao de campo toma a forma
1 o
0, (eg"” 0,¢) — 8 Regp = 0. (2.99)

2.4.1.2 Equacoes de campo com respeito a ¢,,

Ao reescrever a densidade de Lagrangiana [2.92| com a defini¢ao tem-se,

Lrc(ey,d) = ke |[=¢"S™Tue + 6e™e,”0,00,¢ — 4e™e,” $(0,0)T, ] |
= —ke¢* STy + 6kee™e,”0,00,¢ — dkee™e,” (0,0)T,,
= Loy + Lo+ Ler. (2.100)

A resolucao desta expressao sera feita por partes. Assim, para calcular L.sr, tem-se

EeZT - _ke¢2zabcTabc
= —k(6€)d* LTy — ked?(65) Tupe — ked® (6T upe ) (2.101)

= Lse+ Lsx, + Lor. (2.102)

No primeiro termo da expressao [2.101], utilize a igualdade [2.51. A variacao segue
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abaixo,

Lse = —keeP$?STy.(deqn)
5£56
d€ay

= —kee®P?XCT; 0% 0"

= —kee™¢?X Ty (2.103)
No segundo termo da expressao [2.101
Lss = —ke¢® E (6T + 6T — §T°) + % (neoT” — n“béTc)] Tupe-  (2.104)
A expressao pode ser reescrita com os termos encontrados em de forma que

1 1
Lss = —keg?oT L—l (Tave + Toae = Tear) + 5 (1acTh = nach)]

= —ked? S0 . (2.105)
Ao somar 2.105] com o terceiro termo da [2.101]

Lssisr = —2ked? S0 T . (2.106)

As expressoes (2.49H2.53|) vao ser neccessarias para aplicar na variagao de [2.106] Seguem

os calculos,

Lossior = —2ked?S"6 [e ey Tyn]
= —2keg?S"(de ey Tony — 2ked” "% (e ) Ton,
—2ked”v"e P, [0x(Sen,) — By (Gep)]
= leqﬁzZdeed”TbAyecpee)‘éeep + 2ke¢2Zdeec)‘Tb,\l,edpee”éeep

+2k05 (e ") dey, — 2k, (eg® X" )Sepy

L
gE-ﬁ-&T _ 2k6¢22bcdedyecu€a)\Tb)\y + 2k6¢22bcdecAedueauTbAy
Cap
+2k0 (eg? M) — 2k0, (ep? L)
= 2ke¢® ST, + 2ked? ST, ¢ — 4kOy(e? L)

= —dk [0\(e¢”S) — e?TPMT,\ 0] (2.107)
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Substitui-se [2.103] e 2.107] em 2.102] e o valor para o primeiro termo de[2.100]é encontrado,

sendo ele igual a
Lest = —kee™§* S Tyeq — 4k [05(e*T) — e¢® ST, ] . (2.108)
Para o segundo termo de [2.100} tem-se

L. = 6keebaeb” MoloNo)
= 6k(de)e™ e, 0y00,¢ + 6ke(5e* e, 0,00, ¢ + 6kee™ (5e,” )0y 00, . (2.109)

Utilize as igualdades e na expressao [2.109. A variacao segue abaixo,

6L, = Gkee™ee,”0,00,0(5eqy) — 6kec™ e e, 0,00,0(5eqy)
—6kee e, e 0,00,6(de.,)

0L,

deay

= Gkee™e™ e, 0,00,¢ — 6kee’ e e, 0,00,¢ — 6keeb”e“”eb“80¢a,,¢

= G6kee™g¢’"0,¢0,p — 6kee gt 0,00, ¢ — 6kee™ g°* 0,0, ¢
= 6kee™ ¢’ 0,¢0,¢ — 12kee™ ¢°" 0,00, ¢. (2.110)

Para o terceiro termo de [2.100] tem-se

Lo = —4kee®e,”$(0,9)T,
SLep = —4k(de)e” e, (0,0)T, — 4ke(5e)e,” d(0,0)T,
—4kee® (5e,")p(0,0)T,, — dkee™ e,” $(0,4)(0T,,), (2.111)

a variacao com relacao a 7T, é obtida abaixo,

8T, = 6[eSTs)
= 6 (el (0pe", — Dyec,)]
= (0e/)0,e, +eL0,(5e,) — (de,)D, e, — e D, (0ef)

= e/ e"T, 0ecs + (0,6%)0ec, — (9,67 )dec,. (2.112)
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Substitui-se 2.112] em R.111]

L.y = —Adkee®™ el 7,  P(0,0)T,0eqx + 4kee? e 7e," 9(0,0) T, 0€40
+dkee” e, e §(0,0)T,0¢ec, — 4kee” e, $(0,0) [e” €T, | Secs
—4kee™ e, $(0,0) [0,e%] decp + 4kee” e, p(0,0) [0,e] dec,

5£3T

5 = —dkee™e e, p(0,0)T, + dkee e e,” $(0,0)T,
€ap

+akee™ e, e p(0,0)T, — 4kee™ e, p(Dy0)e e TS, ,
—dkee™ e, §(0,0)0, ™ + dkee™ e, §(0y )0, e
= —dkee™ g $(0,0)T, + 4kee™ e g $(0,¢)T,
+dkee™ g7 ' $(0,0)T, — 4keg™ ¢(0,0)T",*
—4keg™ $(0,¢)0,e™ + dkeg” P(D,0)D,e . (2.113)

Encontrado todas as variagoes da expressao [2.100], aplica-se o Principio de Minima

Agao com respeito o campo de tetradas e,

5£TC(€a'LL’ ¢)
deay
5£62T + 6£e 5£€T

= 0. 2.114
d€ay 0au  O€qu ( )

Substitui-se 2.1082.110] e 2.113] em [2.114]

—  kee™ @S T 0q — 4k (e¢? L) + AK ed? ST, + 6kee™ g7 0,00,

—  12kee™ g7 0,00, — dkee™ 7" $(0,¢)T,, + 4kee™e™ g" ¢(0,¢)T,
Aee™ g §(D,0)T, — Akeg™ $(D,0)T%,* — Akeg™ o(D,6)d, ™
4keg”" $(0,¢)0,e™ = 0, (2.115)

Divida a equag@o [2.115] por (—4k) e substituem-se os dois tltimos termos desta equagao

pela igualdade abaixo andlogo aos indices que se apresentam na equacao,

eg’’ d(0,0)0,e™ = 0, [eg”" d(0y0)e™]. (2.116)
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Feito isso, obtém-se

a/\(e¢22au/\) . €¢2 (Zb)\uTb)\a . ieauzbchbcd) . ;eeaugau U¢ay¢
+3ee” g7 0,¢0,¢ + e g™ T,¢(0,¢) — ede® g"" (1,0,¢ + 1,0,9)
—eg”" ¢(0,0) T, — 0, (g™ P(050)e™] + Oy [eg” p(Dpp)e™ ] =0 (2.117)

Estas sao as equagoes de campo com respeito ao campo de tetradas e,,. Note que para
¢ = cte esta equagao se reduz a equacao do TERG. Este conjunto de equagoes sao

apresentadas em [12].

2.5 Teoria de Brans-Dicke

No intuito de generalizar a acao de Einstein para uma acao mais geral, pode-se incluir
campos escalares que também afetam a geometria do espaco-tempo. Essas teorias sao
conhecidas como teorias tensor-escalar, definidas por serem aquelas cuja agao contém
além do tensor métrico g, um campo escalar ¢.

Para uma acao onde expressoes de acoplamento nao-minimo como R¢ nao se apresen-
tam, diz-se que a acao esta escrita no chamado referencial de Einstein, onde a geometria
nao se mistura com o campo escalar. Caso contrario, este referencial é denominado refe-
rencial de Jordan. Embora sejam diferentes na estrutura matematica, esses referenciais
se co-relacionam através da transformagao conforme g,, = Q%g,,, podendo as expressoes
serem escritas num ou noutro referencial sem perder os conceitos fisicos [21].

Uma teoria que se adéqua a estas descrigoes é a teoria de Brans-Dicke, uma teoria
tensor-escalar com base na suposicao de que a constante gravitacional de Newton G nao
seja constante, mas sim um termo dinamico que dependa de um campo escalar ¢. Brans
e Dicke tomam G = l, substituindo-o na densidade Lagrangiana de Hilbert-Einstein. A
proposta da acao de Brans-Dicke com o campo escalar adicionado a acao da matéria Sy,
é escrita, no referencial de Jordan, como

Spp = ﬁ (¢°R - §6M¢aﬂ¢) V—gd'z + Sy, (2.118)

O primeiro termo desta agao corresponde a acao de Hilbert-Einstein com G substituido
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pelo seu equivalente campo escalar. O segundo termo da acao é o termo cinético para
dar a dinamica do campo escalar e w um parametro a ser definido experimentalmente.
Quando w — oo a teoria de Einstein é alcangada [68]. Variando a a¢do com respeito ao

campo escalar e ao tensor métrico, obtém-se as equacoes de campo desta teoria,

87T
ViVie = ¢ o0 (2.119)
] 1, 8T, | w 1
R, — 3 Rg,. TM + E (au(b&,qb - §gm,8pgz§(9pgb>
1
B\ AZETAALC) (2.120)

onde T" é o trago do tensor Momento-Energia.
2.5.1 Hoyle-Narlikar

Um caso particular da teoria de Brans Dicke é a teoria conforme de Hoyle-Narlikar na

3
Relatividade Geral, para w = —3 [68]. A expressao da agao é dada por

1

SHn = 5/ <%°R¢2 + auqsa#(p) V—gd*z + Sy (2.121)

e suas equacoes de campo para um universo com conteido de matéria, sao

1 T

1 1 1 1
(ORW - §OR9W) 69252 + 6 (48“?8,,(? - guvaa¢aa¢) + § (guu¢vpvp¢ - ¢vuvl/¢) =T

(2.123)

nesta teoria o traco do tensor Momento-Energia também ¢é nulo, devido a exigéncia da
teoria conforme [68]. Essas duas equagoes de campo para o caso de Brans-Dicke sao
independentes entre si, ao contrario de Hoyle-Narlikar. Esta teoria ¢ dinamicalmente
equivalente ao Teleparalelismo Conforme para k' = 6 [12], assim como a TERG e a TRG,
mas elas sao diferentes na obtencao dos resultados, como por exemplo o calculo da energia

gravitacional e a formulagao de tetrada.
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Capitulo 3

Momento-energia Gravitacional P¢

Historicamente, a energia associada a uma lei de conservacao é util porque permite que
o sistema seja melhor compreendido e que propriedades sejam calculadas. A existéncia
desta lei esta sempre associada a certo tipo de simetria, em outras palavras, é associado
a invariancia da teoria com respeito a determinado tipo de transformacao [69]. A lei de
conservagao esta presente na Mecanica Classica de Particulas, quanto na Teoria Classica
de Campos, e atualmente no trabalho de Maluf [14] ha uma forma covariante de estender

esta ideia para a Gravitagao.

3.1 Conservacao da Energia e Teorema de Noether

Seja dado um sistema isolado com N particulas. Este sistema por ser isolado é invariante
por translacao, assim quando o transladado como um todo para um deslocamento de
componentes dx;, a fisica nao sera alterada, mas somente suas coordenadas x; que serao
denotadas por x; — x; + dx;.

A definicao da Lagrangiana na Mecanica Classica ¢ a diferenca entre a Energia Cinética

e a Energia Potencial
L=E—E&p, (3.1)

sendo &, dependente da velocidade, e £, dependente da posigao, de cada uma das particulas.

Como a fisica deste sistema isolado nao ¢ alterada por este deslocamento, entao a Energia
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Potencial assim como a Energia Cinética sao invariantes por esta translacao espacial. Pela

definicao |3.1, obtém-se que a variagao da Lagrangiana com respeito a translagao espacial

é nula
0L = 0. (3.2)
Pelas equagoes de Euler-Lagrange
oL d oL

onde z; é a velocidade da respectiva coordenada. Por esta equagao [3.3 é imediata a

verificacao de que ela gera uma lei de conservacao,

dp;
dt

=0, (3.4)

sendo p; as componentes do momento linear do sistema. Esta é a lei de conservacao do
momento linear para um sistema isolado.
Para o caso em que é feita uma translagao temporal deste sistema t — t + 0t obtém-se

que a variacao da Lagrangiana com respeito ao tempo é dada por

dC  0Ldx; OLdz; 0L

qt " om dt | on dt ot (3:5)
da equacao e da igualdade g—é = p’, encontra-se que
7= (or) ~ 55
Assim, substituindo [3.6] em [3.5]
ac - . ;. 0L
i :p’mi—i-px,--ka
% = % 'z — L) (3.7)

Caso L tenha simetria de translacao temporal, ou seja, nao contém o tempo explicita-

mente, entao % = 0. Definindo, H = p'x; — L, obtém-se

dH
= =0
at
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que é a conservacao da energia, por H ser a energia total do sistema.
Estes resultados podem ser obtidos de um resultado mais geral chamado Teorema de
Noether, o qual afirma que leis de conservagao podem surgir da invariancia da Lagrangiana

com respeito a algum tipo de transformagao aplicado no sistema [69].

Teorema de Noether para campos

Se a Lagrangiana de um campo é invariante com respeito a translagoes no espago-tempo,
entao pode-se mostrar que isso implica uma lei de conservagao de acordo com o chamado
Teorema de Noether, e a quantidade conservada é chamada tensor Momento-Energia
Canonico dada por

oL

"o b — 0" L. .
O, = gt 0L (3.8)

Segue demonstracao.
Dada a Lagrangiana ser fungao do campo ¢(z) e de sua primeira derivada 0,¢(z), sua

forma é expressa por

L= L(6(x), 9u0(x)), (3.9)

por uma translacao nas coordenadas do espago-tempo,

ot — o't =gt + €,

¢(x) = ¢'(2) = ¢(x),

o campo ¢(x) nao sofre alteragoes porque a mudanga é feita apenas nas coordenadas de
x para z’. Ao expandir o campo ¢'(2') em série de Taylor para as primeiras ordens,

obtém-se,

¢'(2') = ¢'(z +€) = ¢f (x) + "0/ (2),

por aproximacao de primeira ordem €"0,¢'(z) = €"0,¢(x). Assim a diferenca ¢'(z) — ¢(z)

¢ igual a

dp(x) = —€0,0(x). (3.10)
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Ao variar a acao,

55 = [ L(6).0.8) d' ~ [ £(6().0,0(a) d's (3.11)

onde d*z’ = (14 9,e")d*x feita por uma transformagao Jacobiana e £ (¢/(2'),9,¢'(2)) =
(L +0L). Dessa forma,

55:/ﬂ£+MMLHM@—Q&x

:/®£+am@¢x

o termo de segunda ordem foi desprezado. Pela regra da cadeia,

oL oL
oL = 8¢5¢—|— 88,@8 .00, (3.12)
onde 0(0,¢) = 0,0¢. Assim,
oL oL u
65:/<8¢5¢+86M¢8 5¢>+£ae) (3.13)

separando os termos da regiao R e da superficie R da integral, onde,

oL oL oL
98,60+0¢ = O laam‘s‘b} On {aam} o

L0, = 0,(e"L),

oL [ oc , oL .
55‘/3{% O (aam)]wd /8 [60@5“6%]65

o termo entre colchetes na primeira integral é igual a zero, correspondendo as equagoes

tem-se

de Euler-Lagrange. Na segunda integral introduza a igualdade d¢ = —€”0,¢. Assim,
oL
— o . 14
0S8 = /8{88u¢ 6[}( “Yd'x (3.14)

O termo €” na segunda integral é um parametro arbitrario e portanto, o termo entre
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colchetes desta segunda integral é o tensor Momento-Energia Canonico, definido por

oL
O, = —— 0,6 — 6" L.
v = 90,0) 7

Este procedimento pode ser aplicado com respeito as simetrias da Relatividade Geral para
se obter um candidato a pseudo-tensor Momento-Energia da gravidade. Este candidato
é conhecido como pseudotensor Momento-Energia de Einstein [70] quando escrito em

termos do tensor métrico. Para mais detalhes consultar [ [71} [72]

3.2 Momento-Energia Gravitacional

Desde a criagao da teoria da Relatividade Geral ha uma busca incessante para descobrir a
expressao matematica que define a energia associada ao campo gravitacional, assim como
ha energia associada ao campo elétrico. O campo gravitacional é descrito pela conexao
que define a geometria do espaco-tempo. Na forma original da construcao da Relatividade
Geral o campo gravitacional é manifesto pela conexao de Christoffel (°T"), que por sua
definicao nao é covariante por transformagoes de coordenadas, uma vez que nao é
tensor.

A nocao de campo é entendida como a possibilidade da grandeza fisica poder ser
detectada em cada ponto do espaco. A fonte geradora de um campo eletromagnético é
uma distribui¢do de carga, descrita por uma densidade p [73]. No contexto Relativistico
a fonte geradora do campo gravitacional é o tensor Momento-Energia da matéria, que
influencia no comportamento da geometria do espaco-tempo, conforme demonstram as
equagoes de Einstein [I.15] Conclui-se disso que densidade de carga é a fonte geradora de
um campo.

A proposta entao, desde Einstein, é encontrar um tensor Momento-Energia Gravita-
cional tal como o da matéria, e que obedeca a lei de conservacao local. A importancia
de obter a expressao para o tensor Momento-Energia Gravitacional se da para ampliar o
conhecimento das grandezas fisicas que compoem o Universo, compreendendo seu compor-
tamento para eventuais aplicagoes. Um exemplo poderia estar relacionado a quantizacao
da teoria gravitacional.

Vérias propostas para calcular a energia gravitacional foram sugeridas no decorrer
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desses cem anos de Relatividade Geral. A primeira proposta foi feita por Einstein a partir
do tensor Momento-Energia Canonico. Entretanto, tanto a expressao de Einstein quanto
a maioria das propostas seguintes nao sao covariantes por transformacao de coordenadas,
o que lhes impedem de serem descritos por tensores. Essas expressoes sao denominadas
complexo Momento-Energia ou pseudo-tensor Momento-Energia.

Pseudo-tensores e integrais de Komar (dependentes da normalizagao de vetores de
Killing) [74] nao sao as expressoes ideais para descrever grandezas na teoria gravitacional,
uma vez que sua validade é questionada por ser dificil atribuir um significado fisico a
expressoes nao covariantes. Entretanto, este resultado é esperado em virtude do Principio
de Equivaléncia, base da Relatividade Geral, o qual nao permite que seja detectada sem
ambiguidade a presenca de um campo gravitacional em um ponto do espago-tempo [11],
uma vez que ele afirma que numa regiao suficientemente pequena os efeitos causados pelo
campo gravitacional nao podem ser distinguidos dos efeitos sentidos por um observador
acelerado. Como o campo gravitacional estd associado a escolha do sistema de coordena-
das, isso implica que a energia deste campo também esta associada a esta escolha.

Portanto, é necessaria uma outra estrutura geométrica para descrever a energia gra-
vitacional de forma covariante, como veremos posteriormente na proposta do Teleparale-
lismo Equivalente a Relatividade Geral feita por Maluf [14]. Existe uma outra forma de
abordar a energia gravitacional, pelas denominadas quantidades quasilocais definidas nao
pontualmente, mas em certa regiao [75] . Elas estao associadas com a escolha de condigos
de contorno na superficie da regiao. Os pseudo-tensores convencionais podem ser escritos
nesta linguagem por escolha adequada destas condigoes de contorno [76].

Certas propostas de Momento-Energia Gravitacional sao conhecidas como Momento-
Energia de Einstein, Landau-Lifshitz, Weinberg, Bergmann-Thomson, Papapetrou, Tol-
man, Goldberg, ADM (Arnowitt, Deser and Misner), Komar, Bel-Robinson, Moller, Ma-
luf. Abaixo segue a descricao de algumas dessas propostas.

O complexo Momento-Energia de Einstein ©°, é descrito em seu artigo Die grundlage
der allgemeinen relativititstheoridl] [80] na forma,

1
Kt = 5&; gﬂ”rauﬁrﬂm — gﬂ”rﬂwrauﬁ, (3.15)

para qualquer sistema de coordenadas em que y/—¢g = 1. Em notacao contemporanea

1Com traducgdo para o Inglés nas referéncias [77; [78} [79].

95



[81); 182] a expressao é dada por

(3.16)

onde os superpotenciais H*, possuem a propriedade de antissimetria nos dois fndices

contravariantes,
H* = —H® (3.17)
igual a
c Jad cc cd be
H", = Ne [—9(g""9” — g°'¢")] €. (3.18)

Sao utilizados superpotenciais porque eles possuem certas simetrias que garantem con-
servagao, mas eles também nao sao tensores [83]. O complexo Momento-Energia de Eins-
tein nao é simétrico [84], restrito a realizar os cdlculos em coordenadas cartesianas ou
quase-cartesianas para se obter resultados significativos [82], escrito a partir das primei-

ras derivadas do tensor métrico no espaco Riemanniano, obedece a lei de conservacao local
0O,
e 0 [85].
O complexo Momento-Energia de Landau-Lifshitz L, [86; [81], tem a vantagem de ser

simétrico, o que significa que gera momento angular em espaco-tempo assintoticamente
plano [87], contudo é restrito a ser calculado somente em coordenadas quasi-cartesianas
para ter resultados significativos [82; [84], é proposto inicialmente para sistemas isolados

na geometria curva, é dependente da escolha de coordenadas e satisfaz a lei de conservagao

Lik
local 0 —=0.
x
1
Lab — ﬁlade,cdv (319)
com o superpotencial, l“b‘:djcd, escrito da forma
labcd — (_g)(gabgcd . gacgbd)‘ (320)

Os complexos de Bergmann-Thomson B e Weinberg W% possuem também o problema,
da dependéncia das coordenadas quasi-cartesianas. Com a expressao para Bergmann-
Thomson igual a [88; [81],

1
Mebe (3.21)

Bab -
167 e?
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com o superpotencial M da forma,

abc __ _ad be
M = g™V, ™,

Vyte = 2 [_g(ghge — gg")], f.

v

A expressao para Weinberg é dada por [16} 81],

. 1 .
Wzk — _Dlzk
2k

onde o superpotencial D', tem a forma

Oh, . O Ohe OB o Oh% 9
a ik a lk '+ 4+ _

Dlik —_ o
oy g ox; n oz oz 0x; Ox;’

com,

hz‘k = Gik — Nik-

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

O complexo Momento-Energia de Mgller, M® , [89; 8I]. Independente do sistema de

coordenadas, descrito no espaco de tetradas numa teoria de gravidade modificada por

Mgller, sua definicao para o termo da energia gravitacional ¢ o tensor Momento-Energia

Canonico escrito em termos dos campos de tetrada, ao contréario da definicao do complexo

Momento-Energia de Einstein, que é descrito em termos do tensor métrico [90]. Ressalta

também que o complexo de Mgller nao satisfaz o Principio de Equivaléncia [83].

definido por
M, =U",,,

onde o superpotencial é definido por

v V=9 prv o o o
U, = 5 T P 10797 Gr = Agry K7 — g7, (1 = 2N K]

KXP? & o tensor contorcao, ¢, ¢ a base do campo vetorial igual a ¢, =T, , e

v

PTVBApo _ 57-Xgu,8pg + (57,09”50)( _ 5TUgV6X,07

o7

Ele é

(3.27)

(3.28)

(3.29)



com ¢*? o uma quantidade tensorial definida por,
g7 . =68",0°, —¢8,8,. (3.30)

O Momento-Energia de Bel-Robinson [91} 92} [93; 94}, [11] é um tensor de quatro indices,
independente do sistema de coordenadas, é zero se e somente se a curvatura for zero, é
totalmente simétrico, Bjju = Biji) € possui traco nulo, ¢/'B;j, = 0 [93]. Contudo, Bel-
Robinson possui dimensoes erradas [11] e garante-se que sua divergéncia seja zero somente
no vacuo [93].

B;waﬁ = CPMUQ prgﬂ + *CPHUQ*CPWTB? (331)

onde, Cjjp ¢ o tensor de Weyl apresentado em e *Cpuep seu dual.

O Momento-Energia de Maluf, 7*, [I4] é um tensor com dois indices, independente
do sistema de coordenadas, é obtido através do formalismo do TERG, estruturado na
geometria de torcao do espago-tempo, descrito pela conexao de Weitzenbock e dos campos
de tetrada. Em sua definicao tem derivadas de apenas primeira ordem, é conservado e
tem trago nulo. E um tensor Momento-Energia tnico, que surge de forma natural e
sem ambiguidade. Apesar de ser antissimétrico, é possivel calcular Momento Angular
gravitacional [95] neste contexto. Maluf [95] descreve situagao em que a forma teleparalela

do momento angular se sobressai em relacao a integral de Komar. A expressao teleparalela

do tensor Momento-Energia é dada por
T =k (45" — g T) (3.32)

onde X** é definido em e T,." é o tensor torgao. Na préxima secao, serd feita a
demosntragao desta expressao.

Como visto, ha diversas expressoes do Momento-Energia Gravitacional. Sao elas cal-
culadas para FRW [96; O7], Buracos negros [98; [99], tipos de Bianchi [70], modelos de
teorias alternativas [100; [15], ondas gravitacionais [81]. Com tantas propostas e resulta-
dos diferentes, isso explica a importancia de obter uma expressao do Momento-Energia

Gravitacional significativa e unica.
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3.2.1 Conservagao da energia no TERG

O tensor Momento-Energia Gravitacional ¢é obtido no Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral por natureza da teoria. Ao reescrever a expressao a fim de isolar

a derivada parcial, obtém-se

0y (¢5) = et (PV 4 T), (3.33)

sendo definido 7% interpretado como o tensor Momento-Energia do campo gravitacional

igual a,
T =k (4ZMT, ¢ — e TN Ty) - (3.34)

Ao derivar a equacgao em relagao a d,, obtém-se da antissimetria do tensor YA que

0,0\ (eE“W‘) = 0. Assim, é encontrado W
Oy (eT™ +€T™) =0, (3.35)

que é uma lei de conservacao local para os tensores de Momento-Energia Gravitacional,

7% e para os tensores dos campos de matéria 7. Para mais detalhes consultar [14].
3.2.2 Conservagao da Energia no Teleparalelismo Conforme

Da mesma forma que na secao obtidas as equacoes de campo do Teleparalelismo

Conforme, a partir da equacao (3.34
T =k (ASWT, ¢ — e S Ty)

¢ definido que t** ¢ igual a,

= Ak = Seg0,00,0 + 3 gD,60,0 + g T,0(0,0)
—e"g" 6 (1,0,0 + T50,0) — g7 T, $(959)
1
- (g) (0, lee™ g7 6(0,0)] — O, [ec™ g™ 6(0,0))) }. (3.36)
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Assim, as equagoes de campo para um universo com fluido perfeito conforme [4.11, podem

ser reescritas utilizando a definigao [2.55| na forma,
1
On(e@®T) = e (€, T + ¢t + 7). (3.37)

Derivando-a com respeito a d,, o lado esquerdo é nulo devido a antissimetria nos dois
tultimos fndices de %

0,05 (e¢? L) = 0, (3.38)

0 que gera portanto,

O [e (e, T + ¢*t™ + 79)] =0, (3.39)

uma lei de conservacao local. Com este resultado, é possivel definir um vetor Momento-

Energia do Teleparalelismo Conforme, igual a
P = /v e (e®, T + ¢*t + %) &’ (3.40)
que pode ser reescrito devido |3.37, como
P = 4k }'{ ed* L™ dS;. (3.41)

A componente zero nos tensores em |3.40| representa a energia total. A palavra total aqui
se refere a soma das constribui¢goes dos campos de matéria, da energia gravitacional e
do fator conforme. Ressaltando que esta definicado mantém as mesmas caracteristicas do

TERG com respeito as tranformagoes de coordenadas e a escolha do sistema referencial.
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Capitulo 4

Cosmologia Conforme Teleparalela

O objetivo desse capitulo é utilizar a teoria Teleparalelismo Conforme para um Universo
com conteido de fluido, homogéneo e isotrépico, a fim de calcular alguns parametros
cosmoldgicos e identificar o conteido de Energia gravitacional dentro do raio observavel.
Ambos objetivos foram alcancados com éxito, sendo que parte dos calculos desenvolvidos

neste capitulo foram publicados, e podem ser consultados nas referéncias [101], [102].

4.1 Densidade de Lagrangiana para fluido perfeito

conforme

Para um Universo com fluido perfeito conforme ¢é adicionada uma densidade de Lagran-
giana L/, a qual deve ser conformalmente invariante para produzir um tensor Momento-

Energia com mesma caracteristica. Dada a expressao L), igual a 4.1

1 1
Ly = |5elp+p)UUa + 5e(p+3p) | 6%, (4.1)

é verificado se esta expressao é invariante por transformacoes conformes.
O determinante da tetrada e o campo escalar se transformam conformalmente como

e Jé& os vetores quadri-velocidade, pressao e densidade como 4.2

R

20 U, - U, =U

) o

p

— e
p— e 2p, U* — U =eUe.

=
Il
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Substitui-se [4.2] em [4.1], e serd verificado que esta densidade de Lagrangiana é invariante

por transformagoes conformes.

_ 1 -
Ly = [—é(ﬁJrﬁ)UaUaJr

X Lo+ )| &

2

2

1 1
= |:—640€ (6_29,0 + 6_29]9) e U, + 56466 (e_wp + 36_29}7)] e 20 p?

Dessa forma, ao variar em relagdo ao campo ¢(t), tem-se

0L s 1 . 1
5o {56@ +p)U o+ elp + 3p)} 2¢
= lelp+p)(=1) +e(p+3p)]¢
= 2epg, (4.3)
onde U*U, = —1. Ao variar £,; com respeito ao campo de tetrada €qu tem-se,
~ 1 a 1 c arrf 1 2
0Ly = 5 (0e)(p+p)UUy + §e(p+p)5(e w€e)UCUP + 5(56)(p—|—3p) ¢
1 1 1
= [5 (de)(p+p)UUqs + 26(p+p)5( VeesUUP + §e(p + p)ec,0(eqs)UUP
1
+5(d6) (0 +3p)] 6*

A variagao de esta em e a variacao d(e°,) € igual a

8(¢%,) = 8(n“eaa) = 1°"0eqa, (4.4)
logo,
oL 1 1
= = [‘66@5%5’& (p + P)U Uy + Se(p + p)n6°,8", ecaUU”
deay 2 2
1 1
+5elo + p)e, 87,8, UU” + EeedAdach“A(,o + 3p) | ¢?
1 1 1
= [566“"0} +p)Ua + ge(p + P ecsUMU” + Selp +p)et UU"
1
+§ee“"(p + 3p)] ?
= [e(p+p)e® U'U" + ec™p| ¢*. (4.5)
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O tensor Momento-Energia foi definido em funcao da densidade de Lagrangiana em

Ao isolar este tensor, obtém-se

5Ly

Seus = ee?, T (4.6)
g 19
v 6(56,1“
= { e(p+p)e”, U'U" + ee™p| ¢*}
= {[(p+p) JUTUR + g et pl ¢* )
= ¢, [(p+p)UU" + g"p| ¢
T = [(p+p)U"U" + pg"] 6*, (4.7)

demonstrando que com esta densidade de Lagrangiana é possivel gerar a expressao

1.19| com ¢ adicionado.

4.2 Equacoes de campo com fluido perfeito conforme

A densidade de Lagrangiana a ser considerada para gerar as equacoes de campo para um
Universo com fluido perfeito conforme sera a expressao [2.92] com a adi¢ao da densidade

de Lagrangiana apresentada em [£.1 Sendo ela igual a,

Lrcsn(€qus @) = ke [=?S Tope + 69" 0,00,¢ — 46" 6(0, + ¢)T,] + Lo (4.8)

A primeira parte da variacao com respeito ao campo escalar ¢(t) da equagao ja foi

E )
feita e é apresentada em[2.97, Ao aplicar o Principio de Minima Acao Tc+?¢(ea# ¢ —0
tem-se,
oL ,
b [—2e¢X" Ty — 120,(eg" 0u0) + 460, (eT")] + 5524 - m?cb(ew :
abc v 5£M
k [—2e¢X" Tope — 120, (eg" 0,0) + 460, (eT™)] + SE= o
—12k,(eg" 8,0) — 2k [eX Ty, — 20,(eTH)] = — 5§_£4
v 1 abe 1 0Ly
0,(eg" 0u0) + 56 (X T e — 20, (eT")] = oF 5 (4.9)

O termo entre colchetes é o termo [2.33] negativo e multiplicado pelo determinante da
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tetrada. Assim a equagdo de campo para a variacdo em ¢(t) 4.9 pode ser reescrita na

forma,

1 6Ly

8,,(6g””0”¢) - %ORegb = EW (410)

Da mesma forma o procedimento é feito para a variagao com respeito ao campo de tetra-

das. A primeira parte estd em [2.117] que foi dividida por (—4k). Assim obtém-se,

1 3
3,\(6¢22W/\) - 6¢2 (ZMMTZ»\& - Zea“ZdeTde) - 566(1“90” > 90,

+3ee” g7 0,00,¢ + ey T,0(050) — e¢e® g (T,05¢ + T,0,¢)

1 0Ly

— g7 p(0,0)T ., — D, [eg™ 3 (Dy0)e™] + Dy, [eg”" p(Dpp)e™] = e

(4.11)

Calculando-se o trago contraindo a equagao com respeito ao campo de tetrada

Cap-
2\apu 2 bA a 1 a bed 3 ap . ov
eau{&\(eqﬁ RN — e (Z BT — 1€ Y Tbcd) - 5ee "9 0,00, ¢
+ 3ee™ g7 0,00, ¢ + ee™ g7 T,$(05¢) — edpe™ ¢ (1,0,¢ + T50,0)

oL
g BN, 0, e 00,006 + 0, e 60,00 } = cuy (15 ).

4k d€ay
(4.12)

O célculo sera feito por partes para conhecer como cada termo se contrai. Primeiro termo:

Cap [ON(€@?SH M| = O\(equed®SY) — e* T Oy (eqy). (4.13)
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O termo serd subdividido, sendo as partes iguais a e[4.15]

O (€aued®S™)

Note que 741

8)\ (€¢2 ea,uebu )\Eabc>

o {
a/\ {€¢2nabe |: Tabc + Tbac _ Tcab) +
a)\ {€¢266)‘ { (V+V yj

(“)A(—engTA)
— 20\ (eT) — 2eT 6.

= 4 e 77ab77ac — 5bc .

1

5 (T — n“ch)} }
= (6,1 — 4Tc)] }

1
e N0 (€a) = §e¢2 (S0 (e + S0y (€an)]
1
= §€¢2 [Eau)\a/\(eau) - Z“/\“@)\(eau)]
1
= §e¢2 [E‘”‘)‘ak(ea“) — Z‘”"\@u(ea,\)]
1
= 500’5 [Dr(cuy) — Oulear)]
1
= §€¢2Ea“>\Ta)\u
1
- —§e¢22a“ATw>\.
Assim, que ¢é o primeiro termo ¢ igual a
1
Cop [ON(@*TMN)] = —¢?05(eT) = 26T 006 + 5ed” X o,
Segundo termo:
Cap (_e¢22b/\uTb)\a) — _e(bQEb)\,uTbAu

Terceiro termo:

Note que e, e =

1
Cap (Zeea,u(bQ Ebchbcd) — e(bQEbchde.
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€¢2@(web ec |:;I:L (T(lbc + TbaC . Tcab) + % (’I’]ach . /)’,ach):| }

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)



Quarto termo:

Cap (—gee““g"” U(b@,,gﬁ) = —6eg?" 0,40, . (4.19)

Quinto termo:

Cau (3™ 971 0,00,0) = 3ed”,97"0500,¢

= 3eg”"0,00,0. (4.20)
Sexto termo:
Cap (€™ $T70,0) = 4edT 0,0, (4.21)
Sétimo termos
Can [~ €0 9" (1,056 + T,0,0)) = —epd”,g" (1,050 + T,0,0)
= —2e¢T"0,0. (4.22)
Oitavo termo:
Can [—€97"9(0,0)T",] = €au[—€d(0,0)T""]
= —ed(0,0)T". (4.23)
Nono termo:
Cau {—0, [eg™9(0,0)e™)} = —0,[eeang™ P(050)e] + eg” (D d)e ) €ap)

= —0, [e0",0(00)e™] + g™ $(050)e" Dy €ap)
= —Ouleg™ d(960)] + eg” (D))" Dp(€ap)
= —¢g”"(0:0)(9u¢) — #3u(eg”"050)
+eg?  p(0,0)e* 0, (eqp).- (4.24)
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Décimo termo:

€an {0, €97 0(0s0)e™ |} = O, [e€ang” $(050)e™] — eg”" $(05¢)e™ D, (€ay)
= 40, [eg”" 9(0,9)] — eg”" $(0,¢)e™ Dy (€ap)
= 4eg”(9,9)(0,0) + 460, [eg”" (0-9)]
—eg” ' $(0s0)e™ 0, (€ap)- (4.25)

Encontrado o resultado de cada termo, substitui-se (4.16}}4.25) na equagao [4.12]

— PONET) ~ 26T 000+ et ST — ST 4 eS0T,
— 6e9°" 0,00, ¢ + 3e9°"0,$0,¢ + 4edT’ 0y — 2e T4 0, — €T (0 )
— €9”"(050)(0u0) — $0,u [eg”" (050)] + €g™$(05¢)e™ Dp(eay) + 4eg” (050)(0s9)

1 0L
+ 490, [690V<80¢)] - egay¢(8a¢)ea”&,(ew) = €apu — =M (4-26)
4k deq,
%d)Q [eE““ATaM — (%(eTA)} — 3eg?t0590,0 — edpT’ 0,0 + 3eg°H 500,00
1 6L
+ 3¢8}L [egoll(aa(b)] - egmj(b(ao )eau(aveau - aueazx) = eau __M (427)
4k deqy,

1 (=T
3¢ {aﬂ (eg70,6) + = [ Ty — OA(eT™) } — e§T0,6 — g™ H(0,0) e Ty
1 0Ly
= €ap (Em> (4.28)
" 1 u 1 0Ly
3¢ {8“ (eg”"0,0) + E(b [eZ “’\Ta#,\ — 8A<€T>‘>]} = €qy (E 56w> (4.29)
O termo que esta entre chaves é o lado esquerdo da equacao assim

B(b (m—(Sqﬁ ) = €ap <E—5ea“> (430)
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ou seja, a relacao obtida do traco é

6L 0Ly
— e, 431
¢ (5¢ € 14 56(1“ ( )
mas o lado direito da igualdade [£.31] é o trago da expressad2.55] Portanto,
SL
— =T 4.32
fu (1.2

onde T' = ¢4, T é o traco do tensor Momento-Energia para os campos de matéria.
Porém, a invariancia conforme exige que o traco do tensor Momento-Energia seja nulo
para a preservagao da simetria, ou seja,

T, "*=0. (4.33)

I

A demonstracao de segue a partir da conservacao da corrente j, definida em termos

do tensor Momento-Energia 7}, que pode ser consultada em [4§].

4.3 Friedmann-Robertson-Walker

Nesta secao serao apresentadas as equacoes de campo do Teleparalelismo Conforme para
o modelo de um Universo com fluido perfeito conforme cujas caracteristicas sejam a ho-
mogeneidade e a isotropia em grandes escalas. Como visto no tépicdl.3] a métrica que
se adéqua a este Universo é a métrica de Friedmann-Robertson-Walker apresentada em
21

O primeiro passo para encontrar as solucoes destas equacoes é obter os valores das
componentes tensoriais. Os indices latinos serdo escritos entre parénteses () para dife-
rencié-los dos indices gregos, e na métrica FRW o termo d¢ serd reescrito como d¢’ para
que nao haja confusdes com o campo escalar ¢(t). Seja a métrica,

ds? = —dt? + a2(t) + r2dh? + r? sin? Qdd)/z )

.
(1 —kr?)
E escolhido um sistema referencial adaptado para um observador estacionario, dado pelo
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campo de tetradas [£.35] e com as componentes do tensor métrico iguais a,

-1 0 0 0
(12
L0 w0 0
- 0 0 a*? 0
0 0 0 a%r?sin’®é

0 0 0 arsinf

As componentes nao-nulas do tensor torcao definido em [2.18| sao,

a
Tomo = Toeo = Teeo =~
V(kr2)

Ty = Teen ="
cot 0
Toee = —9

Para o tensor T, ¢,

T = Uacef)\bec

as componentes nao-nulas sao,

1 _ @ _ @3 _ @ 0 _ a

T(l)o - T(z)o - ?(3)0 - E’ T(l)l - (1 _ k:rQ)’
(2 _ 3 _* )

T(2)1 - T(3)1 - T(Q)Q(O) = ar,

1
T(2)2( )= V(1 —Fkr?), T(3)2(3) = cot d,

(0)

= —cos0,

Para o tensor T+,

Tuao' — ebue o'Tbac
c
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= arsind, T(3)3(1) = —sinfy/(1 — kr?).

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)



as componentes nao-nulas sao,

71O _ av'l — kr? 7313 _ 73(2)3 _ cot ¢
a? 7 B ~ a3r3sin®6’
o2 _ V1= kr? a0 — 4 (4.40)
a3r3 a?rsin 0
T2@0 — &
a?r’
Para os tensores T,, T" e T* ,
T, = e/ (0ue", —0se",), (4.41)
T = g”"ea“(aue“p — Gpeau), (4.42)
" = " TV =e"T,, (4.43)
as componentes nao-nulas sao,
a 0_ o0 ©0) _ o0
_ _a¢ T = 3= TV =3—,
Ty = 3@, 3a, .
— kr? V1 — 2
-2 = o=k ri ), ) — _pVIZ R (4.44)
r a’r ar
Ty = — cotd T2:_cot9 T(Q):_cotﬁ
a?r? ar

Para o tensor ¥%¢, que é antissimétrico nos dois ultimos indices, as componentes sao,

OO — _YLI—kr?
ar
SOOE@ _ 300 _

Y

1cotd

2 ar * (4.45)
NOMO) — $EE0) — @0 — ¢

B a
_ 2
s@@0 _ yeem _ 1YL=k

2 ar

Y

O valor do produto X%¢T,;. é igual a,
a\® (1= kr?)
YT e = 6 <—) —2x 7 (4.46)
a
Para o tensor L%

U = gfle (4.47)
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as componentes nao-nulas sao,

$O01 _ _ (1- k7"2) (002 _ _1C0t0
B a?r 2 a?r?’
(110 _ _d\/ 1 —kr? »12 _ EL V1—kr?
B a? ’ 2 a3r? ’
| : (4.48)
$(2)20 _ _a n(@)21 _ 1(1 — kr?)
a?r’ 2 a’r?
@0 4 (331 _ 1(1- kr?)
a?rsinf’ 2 a’r?sin
O valor do determinante do campo de tetrada definido em [2.11] ¢ igual a,
a’r?sin@
O escalar de curvatura [2.33| ¢ igual a
a\* @ _k
‘R=6 (—) +6-+6—. (4.50)
a a a

De posse das componentes das quantidades tensoriais calculadas, as equacoes de campo

e podem ser escritas no formato FRW (Friedmann-Robertson-Walker).
4.3.1 Equagao de campo com respeito a ¢(t) para FRW

A equagao de campo [4.10] aplicada a métrica de Friedmann-Robertson-Walker para a

componente = 0 e com a condi¢do [4.33] se torna

1
o (egooao(b) — aoRequ =0
i (a\® k
—+(=) +5
a a a

que é a equagao de campo em rela¢ao ao campo ¢(t). As componentes da soma da derivada

¢+ 3¢ (g) +o =0, (4.51)

parcial sao nulas, devido a dependéncia temporal de ¢.
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4.3.2 Equagoes de campo com respeito a ¢,, para FRW com

fluido perfeito conforme

Para calcular o lado direito da equacao |4.11| considera-se

oL
M igual a e reescreve-se
deay

T = (5+ p)UMU" + pg™ (4.52)

o tensor Momento-Energia [£.7| na forma,

com o vetor quadri-velocidade U* = (1,0,0,0) e as varidveis p e p definidas por

p=p* p=ps. (4.53)

™ = p, (4.54)
(1 — kr?
™ = p( > ), (4.55)
T2 _— #, (4.56)
- P (4.57)
 a?r?sin?@’ '

Pelo traco nulo oriundo da simetria conforme, a equacao gera a equacao de

estado p = 3p, correspondente ao fluido de radiagao do Universo. Segue demonstragao,

™ = (p+p)UrU" + pg™
9T = (p+D)guU"U” + DG g"”
T, = (p+p)(-1)+4p
0 = 3p—p
p = 3p. (4.58)
Desse modo, pela definicao de p e p, a equacao de estado p = —p é obtida nesta teoria,

assim como na Relatividade Geral, mas neste caso com w= —, imposto pela simetria

Wl W] -

conforme.
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Equagoes para as componentes a = (0) e p =0

Para os indices a = (0) e p = 0, as equagoes de campo aplicadas a métrica de

Friedmann-Robertson-Walker se reduzem a

O (€¢22(0)01) s <6¢22(0)02) — e (Z(1)10T1

(0) (2)20
an TR

(0) 3)30 (0)
+ ZO%T, >

1 3 . . . 1 6L
+ _€¢2€(0)OZdeTbcd + —66(0)0g00¢2 + €¢¢6(0)0T0 . 2€¢¢€(0)0900TO _ = M :
4 2 4k (56(0)0

)2

. ka¢?r?sinf 1 a¢?sinf 3 a\?  1ed?(1— kr?)
— a¢?sin OV1 — kr? - O o fa 1
ag” sin Yy = R By = Rl 30 \a) T
3 (a\ 1 0Ly

1
Multiplica-se em ambos os lados da equagao 4.59| o fator (—), com excecao dos trés
e

primeiros termos do lado esquerdo desta expressao que serao multiplicados pelo mesmo
V1-— krz) Assi
. Assim,

fator s6 que na sua forma explicita, ou seja, | ————
a3r?sinf

E (Y
a? a

1
M~ ep e a constante k = Ton Logo, ao substitui-los obtém-se
™

€(0)0
k (e 2
a? a

que é a equagao de campo para as componentes a = (0) e p = 0 para um universo com

2
3¢

3.1 a 1 0Ly
T3¢ [¢+2¢ (5>] ke ey’

o termo

3¢ + 36 {g& + 26 GH = 87p, (4.60)

fonte de matéria, homogéneo e isotrépico.
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Equagoes para as componentes a = (1) e p =1

Para os indices a = (1) e p = 1, as equagoes de campo aplicadas a métrica de

Friedmann-Robertson-Walker se reduzem a

B (€¢22(1)10) s <6¢22(1)1z) — e (Z(1)01T1

1) (2)21
o TR T

1) 3)31 1)
)2 +356 Tis) >

n Z116¢2€(1)1zbchbcd _ 266(1)190%‘52 + edpdeMITO — T D0 4 9, (egooqﬁée(l)l)
1 6Ly
N 4ke 56(1)1 ’

: 1 .
— dar’¢?sin @ — a*r?¢* sin 0 — 4aadpr? sin @ — §¢2 sinf — a’¢*r?sin @ — a*por? sin @

1 2\ s led®V1—kr2  1ked®V1— kr? /T — kr?
+§€¢2 (a_3> 1—kr2+—e¢ kr?  1ke¢ kr +§eq§ kr
a

2 adr? 2 asd 2 a
w1 —krz2 1 6L
4 98499 - M (4.61)
a? 4ke ey

1
Multiplica-se em ambos os lados da equacao [4.61| o fator (—), com excecao dos seis pri-
e

ST

meiros termos do lado esquerdo desta expressao que serao multiplicados por ( 52 5l
ar? sin

Assim,

iTEe [d(qz) +1a2¢2+2@+@+1k¢_2_1¢_1 1o

a 2 a3 a? a 2 a> 2a _%66(1)1’

oL V1—kr? 1
o termo M= eﬁ—r e a constante k = ——. Substituem-se esses valores e
56(1)1 a 167

multiplica-se ambos os lados por 2 para obter,

N A AN -
- 2=+ | =) +3
a a a

que ¢é a equagao de campo para as componentes a = (1) e p = 1 para um universo com

— 4¢¢ (%) — 20 + ¢* = 8P, (4.62)

fonte de matéria, homogéneo e isotrépico. O resultado encontrado nesta equacao éo

mesmo para as componentes (a = (2); 4 =2) e (a = (3); u = 3).
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Equacoes de Campo na Cosmologia Teleparalela Conforme

Conclui-se entao que as equagoes de campo extraidas das equagoes e Sao repre-
sentadas por apenas trés equacoes [4.51], 1.60] e [£.62] com depéndencia em termos de p e p.

Para retirar essa depéndencia substituem-se os valores correspondentes destas varidveis

de forma a obter
é+ 36 <9) +o |2+ (2 — 0, (4.63)
a a
K a\’ 3 b0 (2] =3 4.64
2t () | ) o (5)] =ome 464
i (a\® k o\ (a AN

as equagoes de Friedmann modificadas. A equagao sera desprezada por nao contribuir

3

na resolucao destas equagoes, uma vez que é uma combinacao linear das equagoes e
quando o traco do tensor Momento-Energia é zero.

Outras informacgoes que sao extraidas dessa variacao da densidade de Lagrangiana
Conforme sao as quantidades energia e pressao do tensor Momento-Energia para um
fluido perfeito conforme. Interessante destacar que o papel do campo escalar nesta teoria
é ser a fonte geradora do fluido escuro, o qual desempenha caracteristicas que fazem com
que o Universo esteja em expansao acelerada. Assim, a densidade da energia gerada por

este fluido escuro denotada pp ¢ identificada na equagao como sendo,

N\ 2 .
1 10) 10) a
=— 13| 6 — - 4.66
e 1(2) +(5) (9] (460
e a pressao do fluido escuro gerada pela presenca do campo escalar denominada pp é

obtida da equacao [4.65|sendo ela igual a

. N\ 2 .
1 ¢ ¢ P\ (a

- |22 2 4 (2) ()], 4.67

Observa-se que nao é possivel resolver o sistema de equagoes composto por e[4.65]

pois temos trés varidveis (a, ¢, p) e duas equagoes. Para solucionar isto, vamos impor uma
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equagao de estado similar aquela apresentada na Relatividade Geral, p = wp, sendo ela

definida por,
Pp = Wpp, (4.68)

onde w é uma constante adimensional que caracteriza o fluido escuro.

Substitui-se as expressoes |4.66[ e 4.67] em [4.68 e uma terceira equacao é obtida,

(0 () Q) O ) @) o

sendo que para ¢ constante esta equagao desaparece e as equagoes e se reduzem

as equacgoes de Friedmann, mas a imposicao do trago zero para o tensor Momento-Energia

da matéria na forma da equacao [4.63| continua valida.

4.4 Solucoes das Equacoes de Campo do Teleparale-

lismo Conforme

Na secao anterior foram encontradas as equacoes de campo para o modelo FRW, no qual o
conjunto de equacoes que compoem o sistema a ser resolvido é definido com uma equacao
em funcao da densidade, outra em fungao da pressao e a terceira em fungao de w por ser

uma equacao de estado para fluido escuro. Sejam elas,

)] () )]

a? a @2 a)| =P

_ [2 (g) + (g) + @+ —4 (g_b> (g) -2 <$> + (g_zﬁ) = 87p, (4.70)
. . 2 . . 2 .

I O) _4(2) (%) = ¢ CANK

2 (6)(6) () €)= (6) ()

Para simplificar, define-se,

o=t 521’5 p=zp (4.71)
a ¢
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tornando-as equagoes diferenciais deste sistema: equacoes diferenciais de primeira ordem,
onde as quantidades a, ¢, p, & e B sao dependentes do tempo. Feitas as substituicoes |4.71

no sistema [4.70] tem-se

(

3k
302 + e + 3% + 6a = 87p,

k 8
24— 30> - = —daf - §? — 26 = %p, (4.72)

\—25’ — % —4aB = w [36% + 6a8] .

Ap6s identificado o sistema, este sera resolvido para o vacuo e para fluido perfeito con-

forme.
4.4.1 Solucgoes para o vacuo

O sistema para o vdcuo torna-se igual a

/

3k
3a2+¥+362+6a5:0,

k )
—26 — 30® — 5 —daf - B> —2B =0, (4.73)

—28 — % — 4af = w [35° + 6af] .

Resolvendo as equacoes do sistema [4.73] sera observado que a segunda equacao é nula

para os casos trabalhados.

Caso k=0

Da primeira equacao do sistema [4.73| encontra-se a relacao entre [ e o, dada por [4.74}

30 +38% +6aBf = 0
o+ 24208 = 0
(a+8)? = 0

B = —a, (4.74)
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aplica-se a derivada temporal em [ e obtém-se
B=—a. (4.75)
Substitui-se 3 e B na segunda equacao do sistema em questao, encontra-se que ela é nula

—26 —3a%—4aB8—53*-28 = 0
—2& — 3a% —da(—a) — (—a)? +2(-a) = 0

0 = 0. (4.76)

Substitui-se S e 8 na terceira equagao do sistema,

—283 — 3% — 4af3 w [352 + 6@5}
—2(—d) — (—a)* —da(—a) = w[3(-a)’+ 6a(—a)]

26+ 3a® = —3wa?
!
2 = Tttt
. . d (1 a .
o termo a direita pode ser reescrito como |—— | — || = —. Assim,
dt \ « a?

() - o
£(0) - o

/%(é) it = /g(1+w)dt

1 3
1
a = : 4.77
S1+wit+a (4.77)
Resolvendo para valores de w especificos.
Para w = —1,

1
= — 4.78
o=~ (1.75)
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a ~
como « = —, entao,
a

1d 1
/ “Yay = | —at
a dt 1
Ina = —+4c
C1

Para w = 0,

1
e

R
gt T

2 (3
B AP TH  L

2 3
= gln (Et—I—cl

[ 3
= e 575—1—01

Como feito no caso anterior, para w = 1/3 tem-se

e paraw =1

1

o=
2t—|—01

1
a=e?(2t+ 01)5

o =
3t+01

W —

a=¢e?3t+c)

79

)+C2

[GVRIN

Y

)]«
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Caso k=1

Da primeira equacgao do sistema [4.73, obtém-se

3k
3a2+§+3ﬁ2+6a520

(a+B) = —% (4.86)

com este resultado entende-se que k deve ter valores negativos ou zero para que essa
igualdade seja satisfeita, ou seja k # 1. Desse modo, nessa teoria para um Universo no

vacuo nao ha solugoes para um Universo fechado.

Caso k£ = —1

Da primeira equacao do sistema [4.73 obtém-se,

3k
3a2+§+362+6a5:0

(a+p) =~
1
f=—a+—-. (4.87)
a
Ao derivar 3 desta equacao encontra-se,
B =—a— o (4.88)
Substitui-se [ e ﬁ na segunda equacao do sistema para k = —1, e encontra-se que esta

equacao ¢ nula

k .
—2d—3a2—¥—4o¢6—ﬁz—25 =0

, , 1 1 1\? .G
—2¢—-3a"+— —4a|-a+-)—-|—-a+-] =2|-a——=) = 0
a? a a a?

0 = 0. (4.89)
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Substitui-se £ e ﬁ na terceira equacgao do sistema para k = —1,

28— B> —4aB = w|[3p%+6a8]

(- f) - (or ) o (s ) = wls(cas2) o (o)

1
24+ 30’(1+w) — —=(1+3w) = 0. (4.90)
a

Para resolver esta equacao é necessario escolher o parametro de w.

. 2
Para w = —1, considerando & = a_ (2) , tem-se
a a
2
204+~ = 0
a
. 2
2
29—2<9> += =0
a a a
ai—a*+1 = 0. (4.91)
Para w = 0,
, 1
206"‘306 - = 0
a
i a\’ a\> 1
o) (B
a a a a
2ai +a*—1 = 0. (4.92)
Para w = 1/3,
2
20 +40” — = = 0
a
. . 2 SN 2
2
29—2<9> +4(9) -Z =0
a a a a
ai+a*l—1 = 0. (4.93)
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Para w =1,

o, 4
20 + 6 Y =0
a
. SN 2 N\ 2
4
29—2<9> +6<9) -= =0
a a a a
ai+2a* -2 = 0. (4.94)

A equagao [4.91] é uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem nao-linear.

Resolvendo-a analiticamente,

ai — a* = —1, (4.95)

o ansatz para sua solucao sera

a(t) = Asin (c1t + ¢2)

assim,

a = Acjcos (et +ca),
i = —Acisin (et + o),
substituindo a, @ e @ em [£.95]
Asin (e1t + ) [—Aci sin (a1t + ¢2)] — [Aey cos (it + o))’ = -1
A%t [sin® (et + ¢o) + cos® (ait + ¢2)] = 1
A = £t (4.96)
Para a resolugao de
2ai + a* = 1, (4.97)
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faz-se uma mudanca de variavel e por meio da regra da cadeia, obtém-se,

u = a,
w = a, (4.98)
. du
a = u—.
da
Substitui-as em [4.97]
d
2au—u+u2 =1
da
2
—1
udu = _(u )da
2a

/ ﬁ - - / da, (4.99)

esta integral é igual a

assim obtém-se de [£.99]
1 1
éln(u2— H+C = —élna
626'1 (u2 . 1) — afl

1
u = /-e 2+ 1.
a

Substitui-se o valor de u = a,

da
/e 2 +1

esta raiz quadrada pode ser reescrita como

= dt, (4.100)

1 B Vva
\/§€_201+1 Va+e 20
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Substitui-se em |4.100| integrando ambos os lados

Vva
dt = ————da
/ / Va4 e 2
t+ Ch

=
:—a/7
Vate

faz-se uma mudanca de variavel para resolver esta integral,

da = 2wdv, (4.101)

entao,

2
v
O e

esta integral é igual a

2 1 1
/\/%dx = 5:5\/:(:2:|:a2q: §a2ln | z+ Va2 ta? |,
i a

logo,

t+ Cy=v\/v2+ e 200 — 2% ‘v + V24 e 20,

Ao substituir v = y/a e v? = a, encontra-se a relagao entre o tempo e o fator de escala,

t+Cy = avate 20— 20y ‘\/a +vat e (4.102)
Para a resolucao de tem-se
ai + a* =1, (4.103)
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ao definir,

i = 2aa,

i = 2a°+ 2ad,

1
tem-se que ai = §u — G2, Substitui-as em [4.103}

=2, (4.104)
integrando-o duas vezes e substituindo o valor de u,

U = 2t+01

u = t2+C1t+C2

a = Vt?P+at+ . (4.105)

Para a resolucao de [4.94] tem-se
ai + 24 = 2, (4.106)

faz-se uma mudanca de varidvel e por meio da regra da cadeia, obtém-se,

u = a,
w = a, (4.107)
a = ud—u

 da’
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Substitui-as em [4.106},

d
au—u +2u? = 2
da
2u? —1
udu = —Mda
a
udu 1
— = =2 [ =d
/ (u?—1) / o
1
§ln(u2 —1)+C; = —2lna
A (u?—1) = ot
02C1
u = 1+ "
Com u = a, entao
d
a — dt,
14 <3

esta raiz quadrada pode ser reescrita como

(12

1
\/1 et Valean

at

Substitui-se em e integra-se ambos os lados,

a?
[ = [ =

a2
0= [

_1
Denominando F(z) = (a* + e72%1) "2 e expandindo-o, tem-se que

Fl(z) = (—%) (a* +e7201) 72

F(z) = (-%) —%) (at + 720y 8
o - (D) (e
o = BRIy
Py — R
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A integral [4.109 escrita em termos da série de Taylor, é igual a

2 - n (CL4 "
t+C, = [a ZF (0)
_ 2n =4 (2n+1) 2
t+Cy = /Z e . da
(=1)"(2n - —C1(2n+1) 4n+2
t+ Cy Z 2”(n') e a da
n=0
e QTL _ 1) CL4n+3
t+Cp = B — 4.111
e ;0 2n n+3 (4.11)
Calcule alguns termos deste somatdrio, a série obtida é igual a,
a’ a’ 3alt a'® 35a!? 63a23
t4Cy = —e Ol — 30 ¢80 _ =70 O MO (4,112
R L VAT B8 Tump 5388 e (4112)
reescrevendo-a,
3 4 8 1 a2 1 16 1 20
b= o 3e Ve e AW’ 189 ar 0 g
3ec1 14201 88¢e4C1 16601 | 2432801 5888 1001
4
Define-se ( = _6301 ,
a? 3 105
t+Co = 54 4+ 4.114
T =g { HEVAREF C 7 C 21328 T 5888g ] (4.114)
A série de uma funcao hipergeométrica é dada por
af ale+1)BB+1) ,
Fla,B;7v;,2) =14 —z+ 22+ ... 4.115
( ) v Yy +1)1-2 (4.115)
ao comparé-la com a série [£.114] verifica-se que para os valores
1 3 7
— . — = = — 4.116
a=g5 b= v=p (4.116)
ou
3 1 7
_ 3 _1 _ L 4.117
e=p P=g =g (4.117)

quando substituidos em a série é reproduzida. De tal forma, que se possa
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a(t) k=0ew= -1

Figura 4.1: Graficos do fator de escala em fun¢ao do tempo para um Universo plano no
véacuo para diferentes valores de w, com as condigdes iniciais a(0) =1 e a(0) = 1.

escreveé-la como,

a’ 137 a
t+02 = 3601 2F1 (5, Z’ 4_1’ —62—01) y (4118)
ou
a’ 317 a*
t+Cy = 3001 2 I (é_l’ 5; I _6201) ; (4.119)

dependendo do valor escolhido para o e 5. Com estes resultados é possivel construir o
grafico do tempo em funcao do fator de escala escolhendo os valores das constantes C e
Cs.

As solugoes das equagoes [4.95] [4.97] [4.103] e [4.106] estao apresentadas nas Figuras [4.1]
4.2l O resultado obtido para k = —1 e w = 1, onde este valor de w = 1 é uma sugestao

proposta neste trabalho para o fluido exdtico, é idéntico ao resultado obtido por Silva e
Santos [103] no modelo da gravidade modificada de Chern-Simons no contexto da energia
escura de Ricci, para o caso da equagao de campo temporal Gy do caso particular o = 1
e k = 0, sendo que este o nao possui a mesma definicao posta neste trabalho. Isto é muito
interessante, porque este resultado é um dos resultados obtidos pelo modelo do Gas de

Chaplygin Modificado, um fluido exdético utilizado para explicar a aceleracao do Universo.
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a(t) k=-lew= -1 a(t) k=—1lew=1/3

0.5¢

Figura 4.2: Graficos do fator de escala em funcao do tempo para um Universo aberto no
vécuo para diferentes valores de w, com as condigoes iniciais: (a) a(0) =0 e a(0) = 1; (b)
a(0) =1ea(0) =1; (c) C; = Cy = 0.
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4.4.2 Solucoes na presenca de fluido perfeito conforme

Substitui-se o valor de (87p) da primeira equagao do sistema na segunda equagcao
do mesmo sistema. Isola-se entdo A da terceira equagdo do sistema e substitui-se na
segunda equagao. Assim, a expressao para & surge da segunda equacao, e ﬁ da terceira.
Com isso, o sistem ¢ obtido, com o objetivo de encontrar o fator de escala a(t)
e o campo escalar ¢(t). A quantidade p(t) pode ser calculada depois de solucionado o

sistema, através da primeira equacao de [4.72]

(

. 2 2 2

1 2 Ll
B =—5w (36" +6aB) — 55° — 208, (4.120)

a = aaq,

L& =08

Este sistema[4.120]¢é resolvido numericamente através do Sage na versao 7.4 via GSL (GNU
Scientific Library)ﬂ O algoritmo utilizado no calculo foi o método Runge-Kutta Prince-
Dormand (8,9) (rk8pd)[L105; 106]. Para resolver este sistema foi escolhido um modelo do
universo através da escolha do parametro da curvatura do espaco-tempo k£ com os valores
(—1.0,0.0,+1.0) e da constante w com os valores (—1.0,0.0,1./3.,41.0). As condigdes
iniciais escolhidas foram: a(0) = +1.0, a(0) = +1.0, ¢(0) = —1.0, ¢(0) = +1.0e t € [0,1].
Ressaltando que a evolugao do fator de escala a(t) independe da escolha de ¢(0).

As solugoes obtidas sao apresentadas nas Figuras [4.3] [4.4]e Para fim de anélise, os

graficos serao limitados até ¢ = 1. Neste intervalo é possivel distinguir o comportamento

obtido por w = —1 dos demais valores de w aplicados a quaisquer valores de k, exceto
na Figura (¢), na qual w = —1 e w = 1 exibem um comportamento diferenciado.

Pode-se observar que a densidade do fluido comum na Figura (b), é igual a zero para
k =0 o que leva a entender que o fato de haver aceleracao nao-nula conforme Figura [1.5]
(b), para todos os valores de w implica que o responsavel por este efeito é o campo escalar
¢(t) na Figura[.3] (d — f).

Entenda-se que o significado de desaceleragao no universo corresponde ao valor nega-

tivo do parametro de desaceleragao, ¢(t), expresso em e aceleragao corresponde ao

l“Sage é um software matematico de fonte aberta, gratuito e licenciado sob a GPL(GNU General
Public License)” [104].
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valor positivo de ¢(t), pois nele estd contida a derivada segunda do fator de escala. O
termo expansao refere-se ao valor positivo do parametro de Hubble, H(t), definido em
Caso ele seja positivo mas que descresce em funcao do tempo, entao diz-se que a
expansao é desacelerada, caso o parametro de Hubble seja positivo e crescente, a expansao
¢ dita acelerada.

Dessa forma nota-se na Figura (d — f) que hd uma expansao desacelerada para
k=—-1,w=0/1/3,1ek =1,w = —1,0,1/3,1. Tem-se neste tltimo caso que H(t)
para w = 0,1/3 em t = 1 é igual a zero. H& universo com expansdo acelerada no caso
k=—-1,w=1,epara k=0,w = —1 o parametro de Hubble permanece constante.

O valor de ¢(t) na Figura (a — ¢), indica desaceleragao para um universo aberto,
para k = —1,w = —1, mantendo uma certa constancia para tempos maiores. No caso k =
—1,w = 0 o universo inicia desacelerado, mas com ¢t — 1, o universo exibe parametro de
Hubble constante. Para k = —1,w = 1/3, ndo hé desaceleragao e para k = —1,w =1 ha
mudanga no regime de aceleragao para desaceleracao. Em um universo plano k = 0, w =
0,1/3,1, apresenta-se aceleragao constante e k = 0,w = —1, desaceleragao constante.
Para um universo fechado com k = 1,w = 0,1/3 hé aceleragdo e com k = 1,w = 1 o
universo tem aceleragao até um certo ponto, onde comeca a desacelerar e k =1, w = —1
o parametro de desaceleracao é aproximadamente nulo até proximo de ¢t = 0.5 quando
comeca a acelerar.

A correlagao entre ¢(t) e p(t) pode ser identificada principalmente para o caso de k = 0,
pois quando p(t) é igual a zero, o parametro de desaceleragdo permanece constante, seja
ele positivo ou negativo. Quando p(t) é positivo, como no caso k = 1, ¢(t) também ¢é
positivo, exceto por w = 1 que para t préximo de um, ele segue para o regime negativo.
Quando p(t) é negativo, ¢(t) se divide em grupos, w = —1,0 permanecem negativos,
w = 1 muda do regime positivo para negativo e w = 1/3 é igual a zero. Observa-se que
ao passo que o médulo de p(t) vai diminuindo, ¢(t) vai se aproximando de zero para os
w = 1,1/3. Contudo, é possivel observar que mesmo a densidade do fluido comum tendo
correlagdo com ¢(t), a afirmacdo da importancia do campo escalar sobre a aceleragao
continua valida.

Se comparados os graficos do fator de escala a(t), Figura 4.3 (a — ¢), para o tempo
e condicoes de contorno aqui definidas, com o modelo da Relatividade Geral, percebe-se

que ha uma pequena contracao para modelos kK = 1. Para os casos de k = —1,0 a curva
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k=0.0 E=1.0
—w= —1 —w= —1
—w=0 0‘.4 0:6 0:8 1 0 —w=0 0:4 0:6 0‘.8 1

(e) (f)

Figura 4.3: Gréficos do fator de escala a(t) e do campo escalar ¢(¢) em fungao do tempo
para um Universo aberto, plano ou fechado, ou seja, com o parametro de curvatura
variando entre £k = —1,0, 1.
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k=—1.0

—w=—1
—w=0

—w;U3

0.4 0.6

0.8

0.5¢

—w— —
—w=0
—w=1/3

—w=1

0.2 0.4 0.6

0.8

0.2 0.4 0.6 0.8
(c) (d)
k=0.0 k=1.0
H(t)|~w=-1 H(t)|-w--
1 —w=0 1 —w=0
—w=1/3 —w=1/3
0.9\ ~w=1 —w—
0.8/
0.8
0.7 0.6
0.6}
0.5 0.4
0.4} 0.2l
0.3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

()

Figura 4.4: Graficos da densidade de um fluido perfeito conforme p(t) e do parametro de

Hubble H(t) em funcao do tempo para k = —1,0, 1.
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E=-1.0 E=0.0
q(t) |-w=—1 q(t) |—w= -1
3t —w=0 3t —w=0
—w=1/3 —w=1/3

2
1

1

t
02 04 06 0.8 1

1l 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2 -1
3] 2

Figura 4.5: Graficos do parametro de desaceleracao ¢(t) em funcao do tempo para k =
—-1,0, 1.
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de w = —1 se parece com a curva para certas condicoes iniciais do modelo de De Sitter.

Para os demais valores de w, se parece com o modelo de Friedmann.

Equacoes de campo com um parametro para fluido perfeito con-

forme

Um caso particular surge com o parametro de curvatura igual a zero, £ = 0, no sistema
para o qual é possivel obter uma expressao com dependéncia em apenas uma varidvel.
Abaixo, a demonstracao serd feita.

Da primeira equagao do sistema [£.72] tem-se

8
H?+ (% +2a8 = %
(H+pB)? = &
H = —[f+e¢, (4.121)
a 5  8mp , . .
onde H=a=—,ec* = =3 De |4.121| obtém-se a derivada temporal de H, igual a
a
H=-5+¢ (4.122)

Na segunda equacio do sistema [4.72 substitui-se o valor de H e H determinado em

E12T]e[d.122]

—2—B+€) =3(-B+e)’ —48(-B+e) - —26 = &
—2¢ — 3+ 2B = £
B = 2%+ g (4.123)
e a derivada temporal de [,
€ €

B:2é+g— (—)2. (4.124)

€
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Na terceira equagao do sistema [£.72] substitui-se o valor de H e isola-se ¢,

—26 - —4B(-B+¢e) = w[38°+68(-5+¢)]
—2B8+36%(1+w) —28:(2+3w) = 0

B B 36(1 + w)
T TBE+3w) * 2(2 4 3w) (4.125)

Agora substitui-se [£.123] e [£.124] em [£.125]

g(%—#;) (1+w)

£ = — . +
<25+5) (2 + 3w) (24 3w)
g
£ (&)’ 3 £\’
e E () (2 ) ew
€ € 2 €
g = z
(25 + —) (2+ 3w)
e
5 &\’ 3(e\°
- = —(252+é)(2+3w)—2é+(—> + 6e2+—<—) + 62| (1+w)
€ € 2 \e
2 3w+ 5
. 253+€é(2+3w)+%( w; > (4.126)
ou ainda,
2eé = 4 + 26%¢(2 + 3w) + £%(3w + 5), (4.127)

sendo esta a equagao de campo para k = 0 com dependéncia em uma variavel e na escolha

do parametro w.

Parametros de densidade )

Uma forma de se descrever as condicoes do Universo é através dos seus parametros Cos-
mologicos, um deles é o parametro de Densidade, 2. Aqui investigamos brevemente

quais as expressoes para este parametro na Cosmologia Conforme Teleparalela, seguindo

a notacao tradicional. Rearranjando a primeira equagao do sistema com matéria [£.72]
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obtém-se

302 = 8mp — i—f —36% —6ap
1= + Qi+ Qya,
sendo definidos os parametros
Q= 2%; Q= —%; Qp—p = {—(—ﬁ:;zaﬁ)} ;

Para um universo com k # 0, os parametros €, e {03—p podem ser escolhidos, entao

O =1—Qp — Qe

k

k
=+ .
“ \/GQ(Qm + Q¢:A - 1)

Com esta formula é possivel escolher entre quem encontrar: a ou a.

Para o caso em que k£ =0

1= Qm + Q¢=A7

onde €2,,, é dado experimentalmente e 24—, é consequéncia. Substituindo o valor de 2,—x

encontra-se a equagao,
8% +2aB + a*Qyep = 0,

resolve-se por Bhaskara, e o valor de [ obtido é dado por

f=—adx|al\/1—Qpn
f=—ax|alvQn.

Ao substituir os valores dos parametros Cosmoldgicos, podem ser encontrados os valores

de a e B com respeito a cada modelo.
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4.5 Energia Gravitacional

Uma outra aplicacao desta teoria sera para encontrar a energia gravitacional para o volume
da esfera que contenha o Universo observavel. O elemento de linha de FRW tem um
horizonte dindmico conhecido como horizonte trapping ou horizonte aparente [107; [108], o
qual fornece o valor do raio aqui adotado para o volume considerado. Segue demonstracao.

Dada a métrica FRW em [1.21], pode-se reescrevé-la como

ds® = hgpda“da’ + R* (d6? + sin® 6d¢) , (4.128)
a2
onde R = ar, x* = (t,r) e hy, = diag <—1, W) O horizonte aparente édefinido por
— kr
h*0,RO,R = 0, (4.129)

observe que h® é o tensor inverso de hq,. Resolvendo esta equacao,

h®9,RO,R =0
R0 ROy + R0, RO, = 0
—a*r® + (1 —kr?*) =0

1

r= )
(a®> + k)

R
ao substituir o valor de » = —, obtém-se
a
R=—«——. (4.130)
Encontrado o valor do raio do universo observavel, o calculo da energia gravitacional serd
prosseguido, ressaltando que a métrica considerada ¢ a métrica homogeénea e isotrépica
1.21] cujas componentes do tensor métrico sao dadas em e as componentes dos

campos de tetrada em 4.35, Para calcular a energia gravitacional, sera necessario calcular

a componente (001 e o determinante da tetrada [4.49, Substitui-os na expressao da
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energia definida em(3.41}

P

4k f e LS,

—4k 7{ arg®sin 0v/1 — kr2dss,

em coordenadas esféricas dS; = dfd¢’ e como ¢ # ¢/

poO —

do k= —
sendo 6

PO — —a(t)r¢*v1 — kr?,

2w s
—4k/ / arg®sin 0v/1 — kr2dfdg¢’
o Jo
—16kmarg*v1 — kr2,

(4.131)

com r sendo o raio R da esfera, dado em [4.130] a energia total do Universo observavel

E = PO ¢ igual a{d.132

E =

—a¢2

—aR¢*V1 — kR2?

ag? 1 k
(4) + & (4) + &
(5 +& &

(@ +&]

ag? a2+ k — ka2

A energia da matéria para um fluido perfeito conforme ¢é calculada como

com,

(5) + & @
2 12 52 k(1 — a2
@tV + k(1 —a) (4.132)
(a®> + k)
P = / ee” TV d*x, (4.133)

ap __ _a v
T = e T7F,
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assim a componente (0)0 é igual a
TO0 _ 42, (4.134)

com a substituicao do determinante da tetrada, das componentes do tensor Momento-

Energia e do campo de tetrada, e tomando d*z = dfd¢'dr na equacao |4.133] obtém-se

P(O) — /ee(O)OTOOdBJI

R T 2T 3.2 _: 0
PO = / / / %p(b%fd@dgb'
o Jo Jo —
R 2
P7(T?) = 47Ta3pq52/0 ﬁdr (4135)

A integral da equacao para o modelo de universo k = —1,

R 2
r 1
= — 2 — g1 -1
/0 ——dr Q[R\/R +1—sinh (R)].

para o modelo de universo k = 0,

" 1
/ r?dr = —R?,
0 3

e para o modelo de universo k = 1,

o Lo 2\1/2
/0 mdr25[8m (R) — R(1 — RH)'?].

Portanto, para k = —1,

Pglz_l = 2ma’ pep? [R\/ R2+1— sinh_l(R)] , (4.136)
para k=0
dma®pd* R3
0
Py =—5 (4.137)
para k =1,
Py, = 2md’pd? [sin™ (R) — R(1 — R*)'/?]. (4.138)
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Ao substituir o valor do raio {.130] em [{.136] .137] e [£.138 obtém-se

En,. = —27r,0a3¢2 =
a

ﬁm ~ sinh ! (L_l)} , (4.139)

47 pa’p?
Empco = 375 (4.140)
— 312 | =1 @ _ a
By = 2mpa’e {sm ( = 1> @i ve il (4.141)

a
sendo H = —.
a
A energia escura é a diferenca entre a energia total do Universo observavel e a energia
da matéria

Ey=FE—E,,. (4.142)

Assim, para cada parametro de curvatura a energia escura sera definida com uma equagao.

Substituem-se [£.132] e [£.139] em [£.142] para k = —1,

a2¢p*Va2 +a2—1 2matpd? a
- _ _ SR 3 92 .11
Eq,__, (@~ 1) @ =1 Va2 + a? — 1+ 2ma’pp” sinh —m

202 orap(a? — 1
= e vaz+a?z -1 1—1—27m2p——7mp(a )Sinh_1 (—a )}
a

(@*—1) Va2 a2 =1 2 —1
(4.143)
Substituem-se 4.132] e [4.140] em [4.142] para k = —0,
a2\ a®  Ampad?
Eiwo = — a2  3H3
ag? 47 pa’
= - (1 ) 4.144
i (%) (40

Substituem-se [£.132] e [£.141] em [£.142] para k = 1,

2 2\/ﬁ Irat ph2
Bay, = Bl Lk + ma_po \/m—%mgpéb?sm_l( - )

(@*+1) (a2 +1) Va2 + 1
2 12 2 "2 1
= — ‘Z ¢ Va2 — a2+ 1 {1—2ﬂa2p+MSin_l (L)} )
(a>+1) a?—a’+1 a?+1

(4.145)
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Os calculos da energia escura foram resolvidos numericamente como feito no sistema
para o caso de um universo plano, k = 0ew = —1.0,0.0,1./3.,4+1.0, com o intervalo
de tempo variando para cada parametro de curvatura devido a presenca de singularidades
em pontos diferentes. As condigoes iniciais adotadas neste contexto foram a(0) = —0.01,
B(0) = 0.02, a(0) = 0.01 e ¢(0) = 0.01. As solugoes obtidas com a expressao
também podem ser obtidas com a equagao com as condigoes inciais (0) = 0.01,
£(0) = 0.0, a(0) = 0.01 e ¢(0) = 0.01. As solugdes sao apresentas nas Figuras [4.6] [4.7]
ed9

As solugoes obtidas correspondem as solugoes da energia escura definida pela diferenca
entre a energia total e a energia da matéria. Dando a teoria Teleparalelismo Conforme um
significado a ela, caso seja realmente uma energia gravitacional. Pois, no Teleparalelismo
Equivalente a Relatividade Geral nao é possivel identificar uma energia escura.

Ao analisar os graficos percebe-se que ha uma tendéncia para valores de w positivo,
conforme visto nas Figuras (e)- (£.7[4.9), da energia ndo ser monotonica, crescendo até um
certo valor maximo, diminuindo em seguida para valores cada vez menores se aproximando
de zero, quando o universo sofre um crunch. Para w = —1, Figura[.6} (), a energia escura
permanece sempre positiva crescendo ilimitadamente quando o universo colapsa.

Observa-se a partir dos modelos apresentados que ha uma correlacao entre o fator de
escala e o comportamento da energia. No caso k = 0,w = —1, Figura 1.6}(d), a(t) se
aproxima de zero suavemente, associado a exibi¢ao de crescimento ilimitado por parte da
energia escura. Nos demais casos, Figuras (d)-(4.744.9), a curva a(t) tende a zero com
uma certa inclinacao, diferente do caso anterior, enquanto a curva da energia escura sofre
uma inflexao antes de se aproximar de zero. Dos casos em que a energia escura nao é
ilimitada, o maior maximo da energia escura ¢ identificado para quando o crunch acontece
mais tarde que os demais.

O comportamento do parametro de Hubble, do campo escalar e da densidade de um
fluido perfeito conforme vao para infinito no modelo de universo k = 0 e w = —1. Na
Figura [1.6}(a) observa-se que quando a(t) sofre o crunch, H(t) vai para menos infinito,
sendo que os demais parametros, Figura [1.6-((b),(c),(e)), vao para mais infinito. Nos
modelos k = 0 e w = 0,1/3,1, Figuras , o parametro de Hubble e a energia
escura crescem negativamente na medida em que o fator de escala se aproxima de zero,

enquanto o campo escalar e a densidade de fluido perfeito conforme crescem positivamente.
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k=0.0ew=—-10 k=0.0ew=-10

H(t) (1)
‘ . ‘ ‘ 2 40000
20 40 60 80
0.5
30000/
1
-1.5 20000+
2
10000/
25
-3 20 40 60 80 100 120
(a) (b)
k—0.0ew——1.0 k—00ew— 1.0
p(t) a(t)
0.01
0.15 0.008|
o1 0.006/
0.004|
0.05
4/} 0.002}
t ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120
(c) (d)
k—0.0ew— 1.0
Eq(t)
1,
0.8/
0.6/
0.4
0.2/
t

20 40 60 80 100 120

()

Figura 4.6: Gréaficos em fungao do tempo (a) do parametro de Hubble, (b) do campo
escalar, (c¢) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (E,), para o modelo de universo k =0 e w = —1.
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Figura 4.7: Gréficos em func¢ao do tempo (a) do parametro de Hubble, (b) do campo
escalar, (c¢) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (E,), para o modelo de universo k =0 e w = 0.
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Figura 4.8: Gréficos em fungao do tempo (a) do parametro de Hubble, (b) do campo
escalar, (¢) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (E,), para o modelo de universo k =0 e w = 1/3.
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Figura 4.9: Gréficos em func¢ao do tempo (a) do parametro de Hubble, (b) do campo
escalar, (c¢) da densidade de um fluido perfeito conforme, (d) do fator de escala, (e) da
Energia Escura (E,), para o modelo de universo k =0 e w = 1.
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Capitulo 5

Conclusao

No desenvolvimento desta tese foram encontradas as solugoes das equacoes de campo da
teoria Teleparalelismo Conforme para um universo homogéneo e isotrépico para o vacuo e
para fluido perfeito conforme, obtiveram-se expressoes para a densidade e pressao de um
fluido escuro, expressoes para calcular os parametros de densidade do universo e foram
obtidos valores nao-nulos para a energia escura no universo de Friedmann-Robertson-
Walker.

A abordagem foi feita através da teoria conforme do Teleparalelismo, que no limite de
¢ = cte se reduz a teoria do Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral, uma teoria
alternativa que possibilita reproduzir os resultados da Relatividade Geral, construida a
partir da geometria de Weitzenbock e dos campos de tetradas, se destacando por exibir
naturalmente uma expressao tensorial para a energia gravitacional, evitando o problema
da localizibilidade da energia gravitacional encontrado na Relatividade Geral.

A teoria Teleparalela Conforme é uma teoria relativamente recente desenvolvida por
Maluf e que a escolhemos no intuito de averiguar suas possibilidades e consequéncias para
FRW, permeado por um fluido perfeito conforme, com a imposicao de uma equacao de
estado para fluido escuro. Estudamos em particular a energia escura do modelo. Esta
teoria é fundamentada por uma transformacao conforme nas quantidades envolvidas e
adicionada um campo escalar dependente do tempo, a fim de manter as equagoes de campo
invariantes por tais transformagoes. Neste trabalho, este campo escalar é interpretado
como aquele que participa de forma efetiva na aceleracao do Universo.

Os calculos foram realizados tanto para um universo no vacuo quanto para um universo

constituido de um fluido perfeito conforme. As equacoes de campo dessa teoria aplicadas
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a Friedmann-Robertson-Walker geram tres equagoes de campo, uma devido a variacao da
agao sobre o campo escalar ¢(t) e as outras duas devido a variagdo da agdo com respeito
a tetrada e para a componente temporal e as componentes espaciais. No decorrer dos
calculos foi notado que a equagao de campo com respeito ao campo escalar é dependente
das outras duas, nao sendo considerada para fim de calculo.

Para resolver tais equagoes foi introduzido uma terceira equacao, que semelhante na
Relatividade Geral impusemos uma equagao de estado relacionando densidade e pressao
de um fluido escuro, da forma que pp = wpp. As expressoes pp e pp foram obtidas
extraindo termos das equagoes de campo quando variadas com respeito a tetradas, iden-
tificadas como termos de uma densidade e pressao de um fluido escuro. O termo de
proporcionalidade w é um parametro arbitrario. De modo, que com essa terceira equacao
foi possivel compor um sistema que viabilizasse a resolugao das equagoes de campo, além
de apresentar expressoes para a densidade e pressao do fluido escuro em um universo
homogéneo e isotropico.

Das equacoes de campo para o vacuo foi possivel estudar solugoes analiticas somente
para um universo aberto e plano, para os valores w = —1,0,1/3,1; com o intuito de
se assemelhar aos fluidos de vécuo, poeira, radiagao e do "fluido escuro” (sugestao desta
tese). O resultado do caso k = —1,w = 1 deve ser ressaltado porque sua solucao foi uma
funcao hipergeométrica, também encontrada num caso particular na gravidade modificada
de Chern-Simons com a energia escura de Ricci, que através das escolhas dos parametros
¢é possivel reproduzir os resultados do gas modificado de Chaplygin, um fluido exético
candidato a explicar a expansao do Universo.

Das equagoes de campo para um fluido comum, as solu¢oes foram obtidas numeri-
camente. Nelas, observa-se que o campo escalar, ¢(t), contribui significativamente para
casos em que o universo sofre uma expansao acelerada, devido a nulidade do parametro
p(t) para um universo plano. H4 modelos em que o universo sofre expansao e aceleragao
e expansao e desaceleracao.

Para as condicoes iniciais escolhidas, encontrou-se que valores positivos de energia
escura, com dois tipos de comportamento, ou cresce indefinidamente ou sofre um pico
antes de tender a zero, dependendo do valor assumido por w. Ha uma correlacao entre o
fator de escala e tanto a forma quanto o tempo que o universo leva para sofrer o crunch.

Para trabalhos futuros pretende-se aplicar o Teleparalelismo Conforme para outros
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modelos cosmolodgicos, calculando a energia escura para estes modelos de universo. Serao
estudadas equacoes de campo desta teoria quando imposta lei de conservagao da ener-
gia para matéria separadamente da energia gravitacional. Também se espera analisar
a solugao para um observador diferente, averiguar se existem processos de quantizacao,

estudar um analogo ao tensor de Weyl e investigar solugoes locais.
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