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RESUMO

A modelagem convencional do fenémeno de transporte de contaminantes em meio
poroso falha em simular curvas de chegada com cauda longa e gera um coeficiente de
dispersao que é dependente da escala para a qual foi calculado. A inclusao do célculo
fraciondrio no modelo de transporte de contaminantes visa melhorar a problemaética
convencional relacionando o indice de derivacao fraciondrio com a complexidade de
organizacao dos vazios do solo e o pardmetro de assimetria com a anisotropia dos
canais de percolacao do solo. Dessa forma, esta tese propoe uma modificacao na
equacgao diferencial fraciondria de transporte e uma nova solu¢ao para a mesma, a
qual atende a condicao de inicial e de contorno do tipo fonte continua e meio semi-
infinito e leva em consideragao o parametro de assimetria. Além disso, este trabalho
utiliza a realizacao de ensaios em coluna em diferentes escalas, microtomografias
computadorizadas e o uso da técnica multifractal para andlise e comparacao da
precisao de modelagem da solucao proposta, da solugao fraciondria mais difundida na
literatura e da solucao convencional da equacao cldssica. Os ajustes obtidos com a
nova solucao fraciondria proposta conseguem simular com maior precisao os dados
experimentais dos ensaios em coluna em comparacao com a solucao fraciondria
simétrica da literatura e com a solucao convencional. Além disso, os modelos
fraciondrios preveem melhor a dispersao dos ensaios de maior escala e a correta
avaliacao do indice de derivacao e parametro de assimetria reduz a dependéncia da
escala do coeficiente de dispersao fracionario. A andlise multifractal das
microtomografias computadorizadas relaciona os valores de indice de derivagao e
assimetria encontrados com a complexidade ou entropia de organizacao e distribuicao

dos vazios do solo.

Palavras Chave: Transporte de Contaminantes, Célculo Fraciondrio, Ensaios em

Coluna, Microtomografia, Multifractais



ABSTRACT

Conventional modeling of the contaminant transport phenomenon in porous media
fails to simulate long tail breakthrough curves and generates a scale-dependent
dispersion coefficient. The inclusion of fractional calculus in the transport model
improves the conventional problematic by relating the fractional derivation index to
the complexity of soil void organization and the asymmetry parameter with the
anisotropy of the percolation channels. Thus, this thesis proposes a modification in
the fractional differential transport equation and a new solution, which satisfies the
continuous source and semi-infinite initial and boundary conditions and includes the
asymmetry parameter. In addition, this work uses column tests at different scales,
computerized microtomographies and the multifractal technique to analyze and
compare the modeling accuracy of the proposed solution, the widespread fractional
solution found in the literature, and the conventional solution of the classical
equation. The fits obtained with the proposed fractional solution more accurately
simulated the experimental data of the column tests in comparison to the
symmetrical fractional solution found in the literature and the conventional solution.
In addition, the fractional models better predicted the dispersion of the larger scale
tests and the correct assessment of the derivation index and asymmetry parameter
reduces the scale-dependency of the fractional dispersion coefficient. The multifractal
analysis of the computerized microtomographies correlates the values of derivation
index and asymmetry found in the fit process with the complexity or entropy of

organization and distribution of the voids in the soil.

Keywords: Contaminant Transport, Fractional Calculus, Cullum Tests,

Microtomography, Multifractals
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1 INTRODUCAO Tese de Doutorado

1 INTRODUCAO

A contaminagao das dguas subterraneas devido a infiltracao de contaminantes no solo é
um dos problemas de satde publica que mais afeta a populagao mundial, emergindo como
uma das principais preocupagoes das nagoes na atualidade (Woldt, 1990). Em especial,
a importancia das aguas subterraneas para o abastecimento da populacao torna o estudo
do transporte de contaminantes pelo solo de igual importancia. Com o objetivo de medir,
calcular e predizer o problema da contaminacao em solos, é necesséaria a utilizagao ou
estabelecimento de modelos matematicos, os quais sao uma tentativa de representar de

forma mais real possivel os fendmenos encontrados na natureza.

Os mecanismos de transporte de contaminantes podem ser separados em dois tipos.
Os mecanismos fisicos sao todos os processos influenciados diretamente por um sistema
de fluxo relacionado ao transporte de particulas e de substancias nao reativas, que para
efeito didatico sao divididos em advecgao e dispersao hidrodinamica. Os mecanismos
de interacao solo-contaminante sao reacoes entre o soluto e os constituintes do solo, que
resultam no retardo (sorgao) ou atenuagao (dessorgao) do processo de contaminagao (Bear
e Cheng, 2010).

A advecc¢ao é o mecanismo primaério responsavel pela movimentacao do contaminante
no subsolo. A massa contaminante é transportada simplesmente porque a dgua subter-
ranea na qual a mesma esta dissolvida estd sujeita a um sistema de fluxo. Assim, um
contaminante diluido em uma corrente de agua é levado na mesma dire¢ao de fluxo sem
o espalhamento da massa contaminante. A dispersao, de forma geral, representa fisica-
mente a tendéncia ao espalhamento do contaminante pelos caminhos que ele percorre. As
moléculas de contaminante, & medida que sao transportadas, tendem a se afastar de sua
trajetoria principal, algumas com velocidades maiores que as outras, ocasionando assim
a diluicao da solucao, ou diminuicao da concentracao. A dispersao hidrodindmica pode
ser dividida teoricamente em duas parcelas, uma chamada de difusao molecular, a qual
¢ diretamente proporcional ao gradiente de concentracao e nao dependente da velocidade
de percolagao, e parcela de dispersao mecéanica, a qual serd o mecanismo de transporte

focado por este trabalho.

A dispersao mecéanica ocorre juntamente a advecgao, ou seja, precisa de velocidade
de fluxo para existir, e consiste no processo de espalhamento das particulas de soluto
causado pela variacao dos canais de percolacao no solo, que gera um campo de diferentes
velocidades de percolagao durante o transporte. Tal variacao é causada por trés meca-

nismos que levam em consideragao a geometria dos poros ou vazios do solo (Bear, 2012;
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Fetter, 1999). Primeiramente, devido a viscosidade do fluido, a velocidade ao longo do
canal poroso ira sofrer variagoes, onde a movimentacao de particulas perto da superficie
dos graos ira ter velocidade menor que a movimentagao no centro do canal. Em seguida,
diferengas na secao transversal dos canais de percolacao causam velocidades médias di-
ferentes entre canais. Finalmente, a tortuosidade dos canais ira fazer com que algumas

particulas percorram caminhos mais curtos ou mais longos que outras (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Mecanismos de dispersao mecéanica.

1.1 Motivacao

Um dos grandes problemas de qualquer anéalise geotécnica é a confiabilidade e re-
presentatividade dos parametros geotécnicos provenientes de ensaios laboratoriais ou de
campo. Devido a impossibilidade de se ensaiar toda a area de estudo para determinagao
dos parametros, uma amostra representativa de pequena escala é geralmente escolhida
para a realizacao dos ensaios geotécnicos. Isto significa admitir que o solo € homogéneo e
continuo suficiente para substituir caracteristicas globais, observadas na macro-escala ou
escala de campo, por caracteristicas locais representativas do todo, obtidas na escala de
laboratorio. Assim, através deste processo de amostragem é feita a obtencao dos parame-
tros do solo que sao utilizados para a modelagem matemaética do fendémeno. No entanto,
a alta heterogeneidade dos solos causa questionamentos em relagao a representatividade

da amostragem e a confiabilidade dos parametros encontrados.

Especificamente para o fenémeno de transporte, em solos perfeitamente homogéneos e
isotropicos, uma particula de soluto que percola pelos vazios de uma pequena amostra do
solo, ira sofrer os mesmos desvios de velocidade do que a particula de soluto que percola
na escala de campo, pois a variagao no tamanho e formato dos vazios do solo é pequena,
logo a dispersao mecéanica observada no laboratério é de fato representativa da macro-
escala de campo. J& para solos altamente heterogéneos e anisotrépicos, se torna dificil
visualizar que uma pequena por¢ao do solo representara a variacao de canais que uma

particula ira experimentar em escala maior. Isto faz com que a dispersao mecéanica de solos
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heterogéneos seja anémala ou super-dispersiva, pois a medida que a distancia percolada
aumenta, maior é a variancia de forma e tamanho dos vazios do solo, e consequentemente

maior é a dispersao de particulas (Figura 1.2).
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Figura 1.2: O efeito da escala.

1.1.1 Paradigma Classico

Um modelo matematico tem que ser capaz de simular dados experimentais resultantes
de ensaios geotécnicos com um certo grau de acuracia, validando assim o modelo como

uma boa técnica de simulacao do fenémeno.

No transporte de contaminantes, a equagao advectiva-dispersiva convencional é o mo-
delo matemético mais difundido para anélise de resultados experimentais e previsao de
contaminagao. Seu elevado uso em pesquisas cientificas apontou falhas em relacao a
utilizacdo do modelo. A equacao convencional falha em simular o formato de sigmoide
de certas curvas de chegada experimentais, especificamente quando as caudas possuem

inclinagao acentuada, também chamada de cauda longa (Pachepsky et al., 2000).

Outra caracteristica do modelo convencional é a dependéncia da escala do coeficiente
de dispersao, ou seja, o coeficiente de dispersao ajustado em laboratorio para uma curva de
chegada experimental precisa ser modificado para uso em escalas maiores a qual o ensaio
foi realizado. Pachepsky et al. (2000) listam intmeras publica¢oes onde é observado tal
dependéncia. Este comportamento dificulta a aplicacao da equacao advectiva-dispersiva

para prever transportes no campo.

Este trabalho estuda a solugao da problematica descrita acima com a utilizacao do

modelo de transporte de contaminantes fracionario, que diminui o erro de simula¢ao pro-
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veniente do efeito da escala, ajusta curvas de chegada com cauda pesada e simula a
dispers@ao anémala de particulas que ocorre em solos heterogéneos (de Moraes, 2013; de
Moraes e Cavalcante, 2014a,b, 2015; de Moraes et al., 2014).

1.1.2 Paradigma Fracionario

Conforme descrito anteriormente, a dispersao de particulas é um fenémeno que ocorre
na microestrutura do solo, isto é, na microescala, e depende da complexidade de organi-
zagao ou entropia dos vazios do solo. Dessa forma, necessita-se estudar o comportamento
do solo em tal escala, onde o mesmo se torna um meio nao-continuo ou fractal. Para
isso, é preciso utilizar ferramentas e teorias que captem tal comportamento, especifica-
mente a geometria fractal, com o uso de microtomografias computadorizadas e o calculo

fracionario.

Apesar da geometria fractal nao possuir uma definicdo generalizada sobre seu sig-
nificado, Mandelbrot (1983) cunha o termo e a define como: “Uma forma geométrica
irregular ou fragmentada que pode ser dividida em partes, cada uma das quais é (pelo
menos aproximadamente) uma copia reduzida do todo”. Um fractal pode ser identificado
por apresentar trés caracteristicas: ser auto-similar, ter dimensao fractal e ser uma curva

nao-diferenciavel em qualquer ponto.

Para se entender o significado de auto-similaridade e dimensao fractal, parte-se do
conceito da dimensao de Hausdorff (Hausdorff, 1918):

_ log(N)

b= log (k)

(1.1)

Ao analisar uma reta de comprimento 1, dividida em um nimero inteiro k de segmentos
de reta, cada um com comprimento 1/k, tem-se uma reta formada por N = k segmentos
menores da reta original. Da mesma forma, um quadrado de lado 1 é dividido em N = k?
quadrados menores de lado 1/k, pertencentes ao quadrado original. E finalmente, um
cubo de lado 1 ¢ dividido em N = k% cubos menores de lado 1/k. E intuitivo perceber
que a dimensdo do objeto é dada pelo valor D que satisfaz N = k”, dando origem a
Equacao 1.1 (Schleicher, 2007). Assim, pode-se dizer que tanto a reta quanto o quadrado
e o cubo sao auto-similares, pois seus segmentos ou partes sao apenas versoes menores ou

maiores de si mesmo, e suas dimensoes de Hausdorff sao iguais a sua dimensao topologica.

Um exemplo bastante conhecido de geometria fractal é o floco de neve de Koch (Figura

1.3), onde percebe-se que a cada iteragao da figura, cada segmento de linha do triangulo
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original é substituido por 4 segmentos de 1/3 do comprimento original, resultando na
dimensao fracionaria ou fractal D = log(4)/log(3) = 1.26186. Nota-se que o floco de
Koch também ¢é auto-similar, apresentando o mesmo padrao para qualquer escala, porém
sua dimensao de Hausdorff é maior que a dimensao topoldgica, caracterizando-o como

uma geometria fractal segundo Mandelbrot (1983).

Outra caracteristica de geometrias fractais, incluindo o floco de neve de Koch, é o
fato de como curvas matematicas, serem fungoes continuas em todos os pontos, porém
nao-diferenciaveis em qualquer ponto, ou seja, sua derivada convencional nao é possivel

ser calculada para nenhum ponto do seu dominio.

Figura 1.3: O floco de neve de Koch.

Fractais com dimensao fractal tinica, como o floco de Koch, podem ser chamados de
fractais singulares, porém, existem também sistemas fractais mais complexos, onde ape-
nas um expoente ou dimensao fractal nao é suficiente para descrevé-los. Assim, para
caracteriza-los é necessario um espectro de expoentes, chamado de espectro de singulari-
dade. Tais sistemas sao chamados de multifractais (Harte, 2001), podendo ser entendidos

como um sistema composto por diferentes familias de fractais singulares.

Com a popularizacao dos meios fractais na década de 70, pesquisadores das mais
diversas areas comegaram a descrever objetos e fenomenos irregulares com o uso dos
fractais. Isto levou ao tratamento do solo como um meio fractal (Anderson et al., 1996;
Bartoli et al., 1991; Crawford et al., 1993), pois a presenca de vazios em sua microestrutura
o torna um meio nao-continuo e faz com que sua dimensao matematica seja nao-inteira,
provando ser uma representagao mais precisa da natureza heterogénea da estrutura dos

solos. Como consequéncia, questoes relacionadas a como descrever fendmenos fisicos que
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ocorrem em geometrias fractais comecaram a surgir, como por exemplo, a difusao de

particulas.

Para isso é necessério ter ferramentas matematicas capazes de descrever meios fractais,
que por serem funcgoes nao-diferenciaveis, invalidam o uso do céalculo convencional. O
célculo fracionario pode entao ser usado para descrever meios com dimensao de massa
nao-inteira, e além disso, descrever os processos dindmicos que ocorrem no meio (Tarasov,
2005).

A existéncia de um paralelo entre o calculo fracionario e fractais é fortemente reco-

nhecida, porém uma relagao direta entre os dois ainda é desconhecida (Tatom, 1995).

O célculo fracionério foi inicialmente discutido quando Gottfried Leibniz inventa a

notagao de derivagao em 1695:

d'y
dxt

(1.2)

onde o matemético francés 'Hopital pergunta o que aconteceria se i fosse igual a 1/2.
Leibniz admite que a pergunta é um paradoxo do qual futuramente conclusoes tteis serao
tiradas. Mais tarde estudado por matematicos como Euler, Lagrange, Lacroix, Fourier,
Abel, Heaviside, Liouville, Riemann e outros, todos com importantes contribui¢oes, porém
diferentes definigdes. Somente no trabalho de Sonin (1869) aparece o que hoje é chamada
a definicao de Riemann-Liouville, a definicao mais utilizada no célculo fracionédrio. O
calculo fracionario se preocupa com as derivadas e integrais de ordem arbitraria e nao
apenas com as de ordem inteira. A matematica do calculo fracionéario é uma extensao do
célculo convencional (Das, 2011; Miller e Ross, 1993; Ortigueira, 2011).

A diferenciagao e integracao fracionaria, definidas de varias formas na literatura, aca-
bam por ser operadores nao-locais, isto é, nao dependem apenas de um intervalo infinite-
simal representativo mas sim do comportamento da fun¢ao como um todo. Sendo ideais
para descrever efeitos de memoria, ou seja, levam em conta o passado de uma fungao para
prever seu futuro, e possuem uma propriedade de escala, ambas caracteristicas em comum

com meios fractais.

Dessa forma, este trabalho faz o uso do calculo fracionério para descrever o fenémeno
do transporte de contaminantes, visto que a dispersao de particulas em solos heterogéneos
é funcao da complexidade do arranjo de vazios, a qual é estudada através de microtomo-

grafias computadorizadas e interpretadas de acordo com a teoria fractal.
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1.2 Objetivos da Pesquisa

Esta pesquisa tem como objetivo geral, estudar e comparar o transporte de contami-
nantes inorganicos em solo simulado pelo modelo matematico fundamentado no célculo
fracionario, através da realizacao de ensaios em coluna em diferentes escalas, microtomo-
grafias computadorizadas e da aplicacao da técnica multifractal. Os objetivos especificos

a seguir serao seguidos para alcancar o objetivo geral:

1. Obter uma nova solugao semi-analitica para a equagao diferencial de transporte que
contém um indice de derivacao fracionario e um parametro de assimetria no termo

dispersivo e que atende as condigoes inicial e de contorno do problema.

2. Estudar o comportamento do transporte de contaminantes no solo em diferentes
escalas com a realizagao de ensaios em coluna com variacao de altura para anélise

dos parametros de transporte do solo.

3. Verificar a nova solugao fracionaria e comparar sua eficacia e precisao em ajustar e
simular os dados experimentais com a solucao fracionaria comumente utilizada na

literatura e a solugao classica do modelo de transporte convencional.

4. Alcancar um entendimento entre o indice de derivacao fracionério, o parametro de
assimetria e a estrutura dos vazios do solo com a realizacao de microtomografias
computadorizadas e aplicagao da técnica multifractal para melhor interpretar o sig-

nificado fisico da modelagem fracionaria.

1.3 Estruturacao da Tese

Esta tese foi dividida em cinco capitulos, onde no primeiro capitulo é feita uma intro-
ducao ao transporte de contaminantes, apresenta-se a motivacao e descreve-se os objetivos

da pesquisa.

No segundo capitulo é feita a revisao bibliografica dos modelos matematicos de trans-
porte de contaminantes, o modelo fundamentado no célculo convencional e o modelo
fracionario. Mostram-se também as derivacoes matemaéticas, distribuigoes probabilisticas

e 0os movimentos aleatérios que os representam.

O terceiro capitulo descreve a metodologia e materiais utilizados para alcancar os
objetivos propostos, apresentando o solo escolhido para estudo, o equipamento de ensaio

e os procedimentos usados para comparagao e validacao dos modelos.
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No capitulo quatro apresentam-se os resultados encontrados em forma de graficos e
tabelas e ¢ feita a discussao sobre os mesmos, a fim de analisar a consequéncia do uso de

cada modelo e entender a relacao entre o solo e os parametros fracionérios.

Finalmente, o capitulo cinco descreve as conclusoes obtidas pelo autor, assim como

apresenta sugestoes para a continuagao da pesquisa no tema proposto.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Modelagem Convencional

Uma interpretacao geral para o fenoémeno de transporte de contaminantes é dada em
Delleur (2006), considerando a presenga de soluto nas trés fases do meio (gasosa, liquida e
solida) e simula os mecanismos de advecgao, dispersao hidrodindmica (dispersao mecanica
e difus@o molecular) e possiveis reagdes quimicas ou biologicas, como a sorgao, decaimento
radioativo e degradagao bioldgica. O modelo matematico de transporte de solutos pelo
fluxo de agua é fundamentado na equagao da continuidade de balango de massa, isto é, a
diferenga de massa que entra e sai de um volume elementar representativo é igual a taxa

de variagao de massa:

8Ct oJ
5 e (2.1)

em que J é o fluxo total de massa por area [M L~*T '] e ¢; a concentragao total de soluto:

Ct = Pacs + Copby + caby (2.2)

onde, pg é o peso especifico seco [ML73], 6, é o teor de umidade volumétrica do liquido
[L3L73], 0, ¢ o teor de umidade volumétrica do ar [L3L™3], ¢, é a concentragao na fase
solida [MM™1], ¢, é a concentracdo na fase liquida [M L73] e ¢, a concentragio na fase
gasosa [M L™3].

Para a proposta deste trabalho, ird se considerar o fluxo de 4gua uniforme (fluxo de
Darcy), em condi¢oes saturadas (6, =porosidade), para soluto ndo-volatil (¢, = 0), com
uso de uma isoterma de sor¢ao linear (¢; = Ky¢,,) € sem processos de decaimento/produgao

(¢ = 0). Dessa forma, o transporte advectivo [M L=2T~!] por 4rea é dado por:

Jo = VCy (2.3)

onde, v é velocidade de percolagao [LT 1.

J& o transporte dispersivo por area [ML™?T~!], deduzido da primeira lei de Fick, &

dado por:
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Oy

Ji=-D
d ham

(2.4)

onde, Dj, ¢ o coeficiente de dispersao hidrodinamica [L*T 1.

Entao, o fluxo advectivo-dispersivo, modificado segundo Fetter (1999) para considerar

a tortuosidade do meio poroso, é expresso por:

dcy
J=J,+ Jg = ne(ve, — Dhg_CI) (2.5)

em que n, é a porosidade efetiva do solo (considerando apenas os vazios interligados),

comumente substituida pela porosidade global n.

Substituindo-se o fluxo total na Equacao 2.1, tem-se a equacao advectiva-dispersiva

ou ADE (Advection-Dispersion Equation):

an an . 0 acw
dedE + TLE = —%(nvcw — nDh—) (26)

dc, ey &cw
B il 2.

R o Vo + (2.7)

onde, R =1+ pgK4/n ¢ o fator de retardo e K, o coeficiente de distribuigao [L3M ™).

A ADF sera aqui resolvida para dois tipos de condigoes iniciais e de contorno, uma do
tipo pico instantaneo, para o efeito didatico de entendimento do significado dos parametros
de transporte e do fendémeno em si, e outra do tipo fonte continua, que representa as
condicoes do ensaio laboratorial em coluna, o qual é objeto de estudo deste trabalho e

comumente usado para a determinacao dos parametros de transporte reais.
2.1.1 Solucgao Tipo Pico Instantaneo

Uma fonte de contaminagao do tipo pico instantaneo é dada por:

cw(z,0) = d(2) (2.8)

onde 9 é funcao delta de Dirac:

10
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d(a) = { +§O’ z;g (2.9)

e simula um pico instantaneo de contaminagao infinita no tempo ¢t = 0 e presente apenas

em x = 0 que se dissipa ao passar do tempo.

Dessa forma, a equagao diferencial parcial (2.7) é resolvida através de transformadas

de Fourier, definidas por:

3lo(x)] = §(k) = / g (2)da (2.10)

em que § é a transformada de Fourier e §! a transformada inversa:

5 g(k)] = g(z) = # / " g (k) dk (2.11)

Aplicando-se a transformada de Fourier na Equacao 2.7, tem-se:

7AN
R% = —ve(ik) + Dye(ik)? (2.12)

onde, F[0"g(x)/0z"] = g(ik)".
Tornando a Equacao 2.12 uma diferencial ordinaria, resolvida através da Equagao 2.8:
chw

A
Cw

— [_ %(ik) + %(ikﬁ] dt (2.13)

2 dc/;,_ o AT
/3 — _/o [—v*(ik) + Dy (ik)"]dt (2.14)

A
(0)=1 ¢y,

Incy —Inl = [—v*(ik) + D (ik)?]t (2.15)
Co = exp[—v*(ik)t + Di(ik)%] (2.16)

em que v* =v/R e D} = Dy/R.

11
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A solugao (2.16) é transformada para a variavel original = pela Equagao 2.11, obtendo

a funcdo densidade de probabilidade de uma distribui¢do normal fx(x|u, o), com média
(= v*t e desvio padrao o = /2D;t:

T ew(k, )] = cu(x,t) = fn(xv*t, /2D%t) (2.17)

Co(x,t) = (2.18)

1 [ (x — v*t)z}
2\ / WDZt 4Dht

As Figuras 2.1a e 2.1b, respectivamente, apresentam a solu¢ao (Equagao 2.18) em dois
cenérios diferentes. Primeiramente, se percebe o comportamento puramente advectivo do
transporte, onde a pluma de contaminagao é apenas deslocada na direcao de fluxo em
funcao direta da velocidade. No segundo cenario, tem-se apenas o fenoémeno de dispersao

pura, em que a pluma se espalha em torno de seu centro em funcao de ¢'/2.

Porém, para o intuito deste trabalho, é interessante expressar a solucao da ADE atra-
vés de sua funcgao caracteristica. A funcao caracteristica é uma forma alternativa de
se representar distribuicoes probabilisticas, matematicamente expressa pela transformada
reversa de Fourier §[f(—=)| da fungao densidade de probabilidade. Assim, uma densidade
e sua funcao caracteristica formam um par tnico e representam uma tunica distribuicao.
Uma fungao caracteristica pode ser comparada com a fungao geradora de momentos, ja
que ambas descreverem unicamente a distribuicao de probabilidade que representem e
suas derivadas no ponto zero geram os momentos da variavel aleatoria. Porém, certas
distribuicoes nao possuem funcoes geradoras de momento, mas todas possuem funcao

caracteristica.

A fungao caracteristica de uma distribuicao normal é dada por:

k‘2 2
on(k) = exp (ik,u - 20 ) (2.19)
Dessa forma, percebe-se que ap6s uma troca de variavel £k = —k, a solucao da ADFE

(Equacgao 2.16) representa de fato a fungao caracteristica de uma distribui¢ao normal.

12
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Figura 2.1: (a) Solugdo da ADE com apenas advecgao e (b) com apenas dispersao pura.

2.1.2 Abordagem Estatistica

A fim de demonstrar como acontece a dispersao de particulas simulada com o modelo
convencional, usa-se uma abordagem lagrangiana, ou seja, se observa a movimentacao de
cada particula de soluto independente. Uma analise fundamentada em conceitos estatis-
ticos e no random walk é feita para conhecer a distribuicao probabilistica que representa
a movimentacgao aleatoria de cada particula e o espalhamento global da pluma de conta-

minagao.

O processo estocastico do random walk é uma descricao matematica de um cami-
nho aleatério formado por varios passos aleatorios consecutivos, apresentado em Pearson

(1905) e utilizado para representar diferentes fenémenos aleatorios naturais.

13
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O random walk de uma variavel aleatéria X independente e identicamente distribuida
(iid), isto é, onde todas suas amostras seguem a mesma distribui¢ao probabilistica e seus
valores sao mutualmente independentes, é dado pela sucessao de n passos ou amostras da

variavel X;, com posicao final expressa por:

Sp=>_X; (2.20)

A Figura 2.2 exemplifica um random walk unidimensional com variavel aleatéria X de
probabilidade simétrica, ou seja, a probabilidade de X ser igual a -1 ¢ igual a de X ser 1,

ou igual a 50%.

10f
0.5

0.0

> —0.5¢
-1.0¢

-1.5¢

-20¢

i

Figura 2.2: Random Walk unidimensional simétrico.

Pela Lei dos Grandes Ntimeros, o valor da média amostral X = S,,/n ird convergir em
probabilidade para a propria média p da variavel X a medida que n — oo. Além disso,
o Teorema do Limite Central descreve a distribuicao probabilistica do erro em torno do

valor p durante esta convergéncia:

Xi+Xo+ ..+ X,
n

X =

N (m %) (2.21)

isto €, a média amostral de n elementos com média p e desvio padrao o iré convergir em
termos de probabilidade & uma distribui¢io normal com expectancia E(X) = u e variancia
VAR(X) = 0%/n, com isso, a medida que n — oo a variancia da média amostral tende a
0 e X — pu. A Figura 2.3 exemplifica o teorema do limite central para uma distribuicéo

normal padronizada, com y=0e o = 1.
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Média amostral X
Figura 2.3: Validacao do teorema do limite central com o histograma de vérias iteragoes

da média amostral X com n = 1000.

Conforme Schumer et al. (2009), é possivel reescrever a Equagao 2.21 para descrever a
posicao final S,, ao invés da média, e através da padronizacao da distribuicao e defini¢ao

do incremento de tempo entre cada passo n = t/At, obter-se:

] o\ X —u
se S, = Xn, entdo:
Sp — pn -
5 N(,1)= S, = N un,ov/n (2.23)
S, = N| -, o/ = (2.24)
" NN '

finalmente, se pu/At = v [LT7'] e 02/2At = D), [L*T '] forem os parametros de trans-
porte, tem-se a mesma distribui¢do normal encontrada com a solugao da ADE (Equagao
2.18):

Sp — N(vt,\/2Dpt | = ——— (o= vt)* 2.25
QDR | ew

15
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Dessa forma, é mostrado que a solucao deterministica da ADE equivale a uma dis-
tribuicao normal que representa a probabilidade de localizagao final de um random walk

com variavel aleatéria de média p = vt e variancia finita 02 = 2Dt.

Além disso, um random walk com varidncia finita levado ao limite de escala, isto é,
quando n — 0o e nao se consegue distinguir graficamente cada passo, ira se aproximar de
acordo com o teorema de Donsker (Donsker, 1951) a movimentagao aleatoria de particulas

do movimento Browniano.

O Movimento Browniano ¢ nomeado em homenagem ao pesquisador Robert Brown
que em 1827 observou e documentou a movimentacao de grandes graos de pélen suspensos
em agua e percebeu que independente de vérias tentativas, os graos sempre se moviam
incessantemente e de maneira erratica. Geralmente associado apenas ao espalhamento de
particulas (u = 0), foi mais tarde descrito por Einstein em 1905, onde ele equaciona o
movimento com a equacao da difusao e explica que o movimento independente de cada
particula se d& devido a colisao ou choque com os atomos e moléculas do meio no qual
ela esté contida (Scott, 2011).

A Figura 2.4 exemplifica a convergéncia de um random walk com 50000 passos ao
movimento Browniano, em trés dimensoes, onde a varidvel aleatéria possuiv = 1e Dy, = 5,
para t = 1 e At = 0, resultando em média p = 0.00002 e desvio padrao ¢ = 0.01 iguais

nas trés dimensoes.

Tem-se entao que a dispersao de particulas simulada com a ADE é representada pelo
movimento Browniano. Dessa forma, o pico de concentracao da solucao deterministica
equivale a maior frequéncia de localizacao final de cada particula, isto é, a posicao do
centro da pluma de contaminacao, a qual se desloca em funcao da velocidade v e da
média nu. Ja a amplitude de curva da solugao da ADE representa o desvio da localizagao
de cada particula em relagao a média, o seja, o espalhamento em torno do centro da
pluma, o qual aumenta ou diminui em func¢ao do coeficiente Dj, e do desvio padrao /no
(Figura 2.5).
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Figura 2.5: Relagao entre (a) a movimentacao de 50 particulas sob movimento

Browniano e (b) a solugdo da ADE, com v =0 e D), = 5.

2.1.3 Solugao Tipo Fonte Continua

A condic¢ao de contorno e inicial do tipo fonte continua de contaminagao representa o
cenario encontrado durante a realizagao de ensaios laboratoriais em coluna, em que uma
concentracao constante de solugao contaminante ¢y é colocada em contato com o topo ou
base de uma coluna de solo (a depender de dire¢ao de fluxo), e segundo um gradiente
hidraulico constante, acompanha-se a concentracao de soluto que passa pelo solo ao longo

do tempo (Figura 2.6).

17



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA Tese de Doutorado

( )1 Afluente
NA (Concentragéo

=|( constante)

~—— “ Efluente

L

£80|0

Figura 2.6: Esquema ilustrativo do ensaio em coluna com fluxo ascendente.

A solucao mais conhecida e utilizada na literatura para simular tais condigbes é a
apresentada em Ogata e Banks (1961). Tal uso se deu por sua condigdo de contorno ser
mais representativa da situacao real do fenémeno que se pretende modelar. Antes da
contribuigao de Ogata e Banks (1961), a seguinte condi¢ao de contorno era comumente

considerada para resolver a Equagao 2.7:

Cw(x,0) =0, x>0
Cw(—00,t) = co, >0 (2.26)
Cw(oo,t) =0, t>0

dessa forma, representando um meio poroso saturado infinito nas duas dire¢oes. Ogata e

Banks (1961) adequam a condi¢ao de contorno para descrever um meio semi-infinito:

Cw(2,0)=0, >0
cw(0,t) =co, t>0 (2.27)

Cw(oo,t) =0, t>0

Assim, tornando a modelagem mais proxima das condigoes reais impostas pelo ensaio
em coluna. Outras solugdes (Van Genuchten e Alves, 1982) descrevem ainda um meio
finito ¢, (L, t) = 0, porém, tal hip6tese também nao condiz com o que acontece no ensaio,

pois a concentracao na saida da coluna é nao nula.

A solucao da ADFE para as condigoes (2.27) é resolvida através de uma mudanga de

variavel e transformadas de Laplace para obter:
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(2.28)

co(z,t) 1 ¢ (az‘—vt)+ (vx) ¢ <:c+vt>
= — | erfc exp | = | erfc | —=——
Co 2 2\/ Dht P Dh 2\/ Dht

onde, erfc =1 — erf, e erf é a funcao erro:

erf(z) :% / e dt (2.29)

ou com a substitui¢do de v e Dy, por v* e Dj para o modelo reativo (Freeze e Cherry,
1979).

E interessante observar que a solucdo simplificada ou aproximada, a qual representa a
condigao de meio infinito (Equagao 2.26) é dada apenas pelo primeiro termo da Equagao
2.28:

oz, t) 1 x — vt
= —erfc | —— 2.30
co g ¢ (2\/Dht) (2:30)

A Figura 2.7 mostra o comportamento da solugao completa em comparagao a solugao
simplificada. Observa-se na Figura 2.7a que sem o fenémeno da advecgao, ambas as
solugoes sao simétricas em torno de x = 0. Na solucao completa, conforme a condicao de
contorno de meio semi-infinito, a concentragao final neste ponto é igual a inicial. Ja para
o caso simplificado, a concentragao final é metade da inicial ¢,, = ¢y/2, pois 0 meio é tido

como infinito.

Ja com a inclusao do fenémeno da advec¢ao (Figura 2.7b), observa-se que a solugao
completa deixa de ser simétrica pela imposi¢cao da condicao de contorno no ponto x = 0,
fazendo com que o ponto de mudanga de concavidade da curva (destacado na figura),
se desloque acima da linha de simetria. Tal comportamento nao acontece na solugao

simplificada, que permanece simétrica.
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Figura 2.7: (a) Comportamento da solugao completa vs simplificada sem advecgao e (b)

com advecgao.

Ogata e Banks (1961) mostram que para os parametros adimensionais { = vt/x e
n = Dy /vzx, as solugoes (2.28) e (2.30) se equivalem apenas para 7 < 0.002, onde ambas
se tornam simétricas em torno de £ = 1. Ou seja, a solugdo completa se torna simé-
trica e equivalente a simplificada, apenas em uma distancia  mais afastada da fonte,

considerando um mesmo coeficiente de dispersao e velocidade de percolagao (Figura 2.8).

Como o ensaio em coluna geralmente é realizado com alturas pequenas de solo, o uso
da solugao simplificada pode gerar certo erro em comparagao com a solugao completa,

dependendo das condigoes especificas de cada ensaio.
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cw/co

Figura 2.8: Solugao de Ogata e Banks (1961) com parametros adimensionais 7 e &.

2.2 Calculo Fracionario

O calculo fracionario ¢ a drea da matematica que se preocupa com integracoes e dife-
renciacoes de ordem arbitraria, podendo-se comparar com os proprios niimeros naturais
e reais, onde entre dois quaisquer nimeros naturais, existem infinitos niimeros reais. Da
mesma forma, a integragao ou derivacao fracionaria pode ser entendida como intermedia-

ria a de ordens inteiras (Figura 2.9).

25 -

—_
N

A2/ dx®
S

Figura 2.9: Diferenciagao fracionaria como intermediaria de duas ordens inteiras.

Atualmente, o calculo fracionario é visto como uma ferramenta matemaéatica formada
por defini¢bes, sem interpretagao fisica estabelecida. Das (2011) e Podlubny (1998) trazem

discussoes sobre o possivel significado fisico e geométrico do célculo fracionario.

E intuitivo entender que 2" é o resultado de = multiplicado n vezes ou que a derivada

N

primeira de uma fun¢do g(z) representa a inclinagdo da reta tangente & um ponto da
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funcao. Porém, ¢é de dificil visualizagao o significado de por exemplo, 2™ ou z¢, apesar
de existirem. Da mesma forma, os meios fractais e integrais de ordem nao-inteira, sao

objetos de dificil visualizagao e compreensao.

Das (2011) propoe um experimento de pensamento para se observar a diferenga entre

um fendmeno inteiro e um fracionario (Figura 2.10).

Vista Macroscopica

Figura 2.10: Experimento de pensamento.

Ao se observar de uma visao aérea o movimento de um carro que anda por uma rodovia,
tem-se uma vista macroscopica da distancia percorrida, que pode ser descrita por uma
linha reta, onde calcula-se a velocidade do carro pela simples derivacao da distancia pelo

tempo transcorrido.

J& ao se observar agora o mesmo carro de uma altura mais préxima da rodovia, tendo
uma visao microscopica, se observara o movimento em zig-zag do carro para desviar de
imperfei¢oes na pista, se tendo agora uma curva fractal e nao-diferenciavel. Dessa forma,
é intuitivo pensar que uma derivada do tipo d®z/dt® com « € R é mais adequada para
representar o movimento do carro. Porém, o significado desta derivada fracionaria é de
dificil entendimento, pois se dx/dt representa a velocidade e d?z/dt* a aceleragao, entao

d“x/dt® representa qual propriedade?

Os trabalhos de Das (2011), Miller e Ross (1993) e Ortigueira (2011) listam as defini-
¢Oes atuais mais conhecidas de integrodiferenciacao fracionaria. Dentre elas, as defini¢oes
de Grunwald-Letnikov e de Riemann-Liouville sao as mais utilizadas e oferecem impor-

tantes informagoes sobre o entendimento do calculo fracionario.
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2.2.1 Definicao de Grunwald-Letnikov

O operador de integrodiferenciagao de Grunwald-Letnikov é uma generalizagao da

definicao de derivada como a taxa de variagao de uma func¢ao em um espaco infinitesimal:

dg(z) 1, v . glx) —glx—h)
g 9 @)= h (2:31)
a derivagao segunda:
1 1
oy o 9@ —g@=h) . glx—2h)—2g(x—h)+g)
i z (2:32)

generalizando para a derivacao sucessiva de ordem n, leva a formula de derivagao miltipla:

g"(x) = Dg(x) = lim — 3 (—1)™ ( " ) g(z — mh) (2.33)

( ; ) - ml(+im)| (2.34)

A generalizagao para a diferenciacao de ordem arbitraria é feita com a substituigao
no coeficiente binomial (Equagao 2.34), da funcao fatorial pela fun¢gdo Gama de Euler,

permitindo assim argumentos reais:

[(z2) = /0 h e 'ttt (2.35)

para Re(z) > 0.

Fazendo a integracao por partes da Equagao 2.35, chega-se na relagao de recursividade

da fungao Gama para z € N:
['(z+1) = / tretdt = [—tPe P — / —zt* et = Z/ t*~le tdt (2.36)
0 0 0
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[(z+1) =2I'(2)
I'z)=(-1)I'(z-1)

[(z—1)=(2=2)T(z—2) (2.37)

z

P(z+1)=2(z-1)(z-2).T1)=][z=i+1)

i=1
sabendo-se que e — 0 e ['(1) = 1.

Assim, tem-se que I'(z+1) = z!. Da mesma forma, é possivel calcular I'(z) para todos

os nimeros decimais negativos utilizando a propriedade na direcao inversa:

D(2) = T(: + 1)/(2)
Fz4+1)=T(z+2)/(z+1)

I'z+2)=T(2+3)/2(z+2)
(2.38)

F(—2) = ['(—z+q) _ ['(—2+q)
(—24+0)(—2+1)(—2+2)..(—2+qg—1) ﬁ—z+z’—1

=1

para —z +q > 0, com q € N.

Observa-se que a fungao Gama é descontinua para valores inteiros negativos de z,
pois seguindo a propriedade acima, tem-se que I'(0) = co. Com isso, a Equagao 2.33 é
modificada com a inclusao da fungao gama e o ajuste do limite superior do somatorio,
obtendo-se a derivada fracionéaria de Grunwald-Letnikov (Das, 2011; Ortigueira, 2011;
Podlubny, 1998):

Dg(e) = Jim S (-1 ( ° ) gla — mh) (2.39)

( “ > __ Mo+l (2.40)

com ordem de derivacao o € R.
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Como mostrado acima, para a € N a funcao I' se iguala a fungao fatorial e a derivada
fracionaria resulta na derivada de ordem inteira convencional. Por outro lado, ao se adotar

a definicao de derivada com diferencas na ordem reversa:

(2.41)

e aplicarmos a mesma generalizacao para derivadas sucessivas, tem-se:

Dg(r) = fim (-1 S (~1)" ( " ) gz +mh) (242)

Dessa forma, defini-se o operador fracinario de Grunwald-Letnikov reverso (Oldham e
Spanier, 1974; Ortigueira, 2011):

Drg(e) = im(~1)* 5= S (- 1) ( ° ) gl +mh) (2.43)

para o € R.

A generalizacao de Grunwald-Letnikov para o calculo fracionario é um operador de
integrodiferenciagao, isto é, o mesmo operador realiza a derivacao e integracao de uma

funcao. Assim, a integragao fracionaria é dada por:

I*g(z) = Dg(x) = lim h* 3 (—1)" < - ) g(x — mh) (2.44)

I¢g(x) = D %g(z) = im(—1)"*h® Z(—l)m ( - > g(z + mh) (2.45)

para « ¢ N.

Schumer et al. (2009) mostram que observando o somatorio do operador fracionério
de Grunwald-Letnikov, percebe-se que o mesmo pode ser entendido como uma média
ponderada, onde a funcéo é calculada para infinitos pontos antes de x (z —mh) ou depois

de z (x + mh), cada ponto com peso:

I(a+1)
m!T(a—m+1)

Wy, = (—1)™

(2.46)
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exemplificado na Figura 2.11. Observa-se a importancia ou peso de cada ponto, onde para
um indice de derivagao proximo de 1, a importancia de pontos distantes cai rapidamente.
Ja para ordens fracionarias menores, a importancia de pontos mais distantes é cada vez
maior. Para o caso de derivadas inteiras, a quantidade de pontos necessarios para o calculo

¢ finita e igual a n + 1.

0 50 100 150 200

Figura 2.11: O peso de cada ponto m da derivada de Grunwald-Letnikov.

Portanto, denomina-se que o operador convencional é local, pois depende apenas de
pontos infinitesimais proximos ao ponto de estudo. Analogamente, o operador fracionario
é dito nao-local (Figura 2.12), ja que leva em consideragao infinitos pontos do dominio da
funcao para calcular a derivada ou integral em um dado ponto, ou seja, a integrodiferencia-
¢ao fracionaria leva em conta o comportamento da funcao como um todo. Exemplificando
para o estudo de uma variavel temporal, a derivada fracionaria da funcao leva em conta
o passado, de acordo com o operador direto (Equagao 2.39), e futuro da funcdo, com o
operador reverso (Equagao 2.43) para calcular o presente. Assim, diz-se que a derivada

fracionaria descreve efeitos de memoria e portanto é mais adequada para representear

fendmenos fisicos onde tal efeito é presente.

g(x) g(x)
A N
D /
dg d®g
dx dxa
>X >X

Figura 2.12: O operador local convencional e o nao-local fracionario (Schumer et al.,
2009).
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E possivel observar semelhancas entre a generalizacao de Grunwald-Letnikov e a ge-
neralizacao de geometrias fractais. Dimensoes de ordem inteira podem ser caracterizadas
por um numero finito de pontos, por exemplo, para tracar uma reta precisa-se de dois
pontos, uma curva, trés pontos e assim em diante. J4 no caso de dimensoes fractais,
a geometria é composta por infinitas iteracoes de um mesmo padrao. Tal comporta-
mento é observado também na mudanca do limite do somatoério no operador fracionario
de Grunwald-Letnikov, onde utiliza-se n+ 1 pontos para ordens inteiras e infinitos pontos

para ordens fracionarias.

A nao-localidade ou efeito de memoria do célculo fracionario é de grande interesse
para a modelagem do transporte de contaminantes. Visto que a dispersao de particulas
causada pela heterogeneidade dos vazios do solo é uma fungao altamente nao-linear e
neste cenario, o estudo do caminho em atraso e em avanco de uma particula de soluto no

solo para determinar sua posicao atual, vai de encontro com a problematica em questao.
2.2.2 Definicao de Riemann-Liouville
2.2.2.1 Integral de Riemann-Liouville

A integral fracionéria de Riemann-Liouville é fundamentada na férmula de integragao

iterada de Cauchy:

JLog(e) = / " g(a)da (2.47)

T2g(x) = / ' / " g(@)dadz ou / " / o)y (2.48)

segundo o teorema de troca de ordem de integracao:

/: dz /azg(y)dy = /:g(y)dy /ym dz = /az(g; — ) g(y)dy (2.49)

para ,[2g(z):

/ax du Vu (u— y)g(y)dyl B /x sy /: == /x %g(y)dy 0

repetindo para n € N tem-se formula de Cauchy para integragoes iteradas:
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oArg(x) = /x %g(y)dy (2.51)

onde = > a.

A generalizagao de integrodiferenciagao fracionaria de Riemann-Liouville, é entao dada
pela substituicao da fun¢do Gama de Euler (Das, 2011; Miller e Ross, 1993; Oldham e
Spanier, 1974; Podlubny, 1998):

WI20(0) =0 Dy 9(a) = s [ (@ = O 900G 252

para a,x > 0 € R.

Analogamente, a integracao na direcao oposta resulta em:

2 g(x) = DyPg(x) = —— / (€ — 2)* ' g(Q)dC (2.53)

paraa>0€R, x<0€Reondeb>ux.

Os limites de integracao a e b precisam ser definidos de acordo com a fungao a ser
integrada para a convergéncia da integral na féormula. Para isso, define-se as fungoes da
classe de Riemann (Miller e Ross, 1993), onde a,b = 0:

ge) =0(z'), >0 (2.54)

em que a notagao O representa o comportamento assintotico de uma funcao. Exemplos

de funcgoes da classe de Riemann sao fungoes constantes e do tipo:

z, u>—1 (2.55)
E fungoes da classe de Liouville (Miller e Ross, 1993), onde a = —00 e b = oc:
g(—z)=0(x7""F), >0, =— (2.56)

exemplo de fungoes da classe de Liouville sao do tipo:
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x4 u>v>0 (2.57)

no entanto, se —1 < u < 0 e dependendo do valor de v as duas classes podem se sobrepor.

Usualmente, a integrodiferencial de Riemann-Liouville é definida para a,b = 0.

Das (2011) mostra que a Equacdo 2.52 pode ser entendida como uma convolugao en-
tre duas fungoes. O teorema da convolugao é uma ferramenta matemaética utilizada para
calcular o produto de transformadas de Laplace, visto que a transformada de Laplace do
produto de duas fungoes nao é o produto das transformadas. Assim, a transformada de
Laplace da convolucao entre duas funcoes é igual ao produto das transformadas individu-

ais. Definindo-se a transformada de Laplace por:

sw@ﬂzgwwzﬂmeﬂwmmm (2.58)

para 0 < z < oo e com variavel de transformada Re(s) > 0.

E a transformada inversa:

s%@hm@ﬂifm%@ww (2.50)

2T ) ioo

onde 7 é uma constante arbitraria positiva, escolhida para que o contorno de integracao
permaneca a direita das singularidades em g(s). Com isso, a convolucao de duas fungoes

g(x) e h(zx) é dada por:

g(z) * hz) = / gz — QM) = / " g(Ohlz — ) (2.60)

assim:

Llg(x) * h(z)] = Llg(x)] L[ ()] (2.61)

Observando-se a Equacao 2.60, a integral fracionaria de Riemann-Liouville pode ser

entao entendida como a convolugao de g(x) e uma funcdo exponencial ®,(z):

I%g(z) = ®y(x) x g(x) (2.62)
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onde:

®,(z) = (2.63)

Sabendo-se que £][®,(z)] = s~ e aplicando a Equacao 2.61, tem-se:

Llog(x)] = gla)s™ (2.64)

ou:

I%g(z) = £ [§(x)s ] (2.65)

para a > 0, o que torna o calculo da integral fracionaria de facil computacao para fungoes

com transformada de Laplace bem conhecidas (Camargo, 2009).

Das (2011) mostra que identicamente ao operador de Grunwald-Letnikov, o operador
de Riemann-Liouville também ¢é nao-local. A integral nas Equagoes (2.52) e (2.53) ex-
pressam que a integral fracionaria precisa sempre ser calculada em funcao de um intervalo
de valores do dominio da fun¢ao g(z), ou seja, toda instancia desde ¢ =0 ou ( = +00 a

¢ = x contribui para o calculo do ponto em estudo ( = .

A Figura 2.13 apresenta o comportamento da fungao exponencial ®,(x) (Equagao

2.63). Observa-se que quando a@ — 0 a fungao se aproxima da fungao delta de Dirac:

lin% O, (z) = d(x)
o7 (2.66)
lim I%g(2) = lim &(z) * g(x) = g(x)

e a integral fracionaria retorna a funcgao original, pois a convolugao de d com outra fungao
resulta sempre na propria funcao. Quando @ — 1, a funcao exponencial tende a funcao

degrau de Heaviside e a integral fracionaria equivale a integral de ordem inteira:

. (2.67)
lim I%g(z) = lim 1 % g(z) = / g(O)d¢
a—1 a—1 0
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onde:

0, x<0
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Figura 2.13: O comportamento da fungao exponencial @, ().

Ja para 0 < a < 1, o fato da funcdo ®,(z) resultante ser exponencial, agrega certas

propriedades para a integragao fracionaria. Para uma fungao exponencial qualquer g(z) =

%, uma mudanca de escala g(Ax) = (Az)® no argumento da funcdo resulta apenas em

um aumento na ordenada g(Az) = A*g(x), ou seja, a func¢ao é simplesmente aumentada
ou diminuida por A\, mantendo a lei inicial 2 constante.

Tal propriedade é também valida para a integracao fracionaria de Riemann-Liouville
(Das, 2011; Oldham e Spanier, 1974):

aD7g(Ar) = A" o DY, 9(A) (2.69)

assim, pode-se dizer que a integral fracionaria de Riemann-Liouville € um operador inva-
riante a escala.

Isto implica o estudo de processos auto-similares, isto é, onde o todo é similar a par-
tes menores de si mesmo, comportamento caracteristico de meios fractais. Portanto, a
ferramenta matematica do célculo fracionario descreve uma fungao que pode ser extrapo-

lada para escalas maiores ou menores, sem a variacao da mesma, caracteristica de grande
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interesse a modelagem do transporte de contaminantes em solos heterogéneos.
2.2.2.2 Derivada de Riemann-Liouville

Como mostrado pela Equagoes (2.52) e (2.53), a integral fracionaria de Riemann-
Liouville é definida como um operador de integrodiferenciacao, porém, a simples troca de
sinal o para —a para o calculo da diferenciagao causa a integral a nao convergir. Portanto,
a derivada fracionaria de Riemann-Liouville é calculada com base na lei dos expoentes,

também valida para o célculo fracionario (Oldham e Spanier, 1974), da seguinte forma
(Miller e Ross, 1993; Ortigueira, 2011; Podlubny, 1998):

—Q (6% m—o dm
I=°g(w) = Dg(x) = 1" Vg(x) () (2.70)
onde, m é o menor nimero inteiro maior que a (m — 1 < o« < m). Ou seja, primeiro

integra-se a fun¢ao em ordem fracionéria m — «, e em seguida deriva-se em ordem inteira

m, obtendo a ordem de derivagao resultante —(m — «) + m = «a, como exemplifica a
Figura 2.14.

g(0) > (1099207 g ()| (41 /dx? g ()] > D*3g(x)

Figura 2.14: A derivada fracionéria de Riemann-Liouville de ordem 0.3.

Com isso, define-se a derivada fracionaria Riemann-Liouville em avango:

1 ar [*
J70(@) = Do) = s [ @ On a0 @)
para a > 0 e z > a. E em atraso:
—1m qm b
o) = Dig(e) = posa [(c-am g 21

para a >0 e x < D.

A inclusao do fator (—1)™ na derivada fracionéria em atraso é explicada em Samko

et al. (1993). Visto que as derivadas de ordem inteira no sentido convencional D, = %
d_ _ gla—h)—g(x)
d(—z) h

(S

pelo sentido inverso D_ = se comportam de forma:
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entao, para se manter o uso da derivada inteira no sentido convencional na Equacao 2.72,
se adiciona o fator (—1)™. Assim, a fim de manter a notagao utilizada na literatura, a
d(X

derivada fraciondria em avanco serd chamada por DY ou -— e a derivada fracionaria em
da

atraso por D% ou T

Na Figura 2.15, observa-se que para o = 2, a derivacao convencional da funcao alea-
toria g(z) = 107%2° traz a curvatura da funcao em todo o dominio de x. Ja para o caso
fracionario, a derivada em avanco D¢ leva em conta os valores de z > 0 para calcular
a derivada fracionaria no dominio positivo, e a derivada em atraso D leva em conta oS

valores de z < (0 para calcular a derivada no dominio negativo.

30
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Figura 2.15: A uniao dos operadores de diferenciagao para a descrigdo completa da

funcao.

Portanto, para a descrigdo completa da derivada fracionaria de uma fungao g(z), é ne-
cessario considerar os operadores de diferenciagao em avango e em atraso e que 0s mesmos
sejam equivalentes, especialmente quando se trata de equagoes diferenciais fracionarias

(Das, 2011; Podlubny, 1998).

Finalmente, voltando ao exemplo de uma variavel temporal ¢, o tempo a representaria
o passado de uma fungao e o tempo b o futuro, com isso, pode-se dizer que a derivada em
avanco representa uma operacao feita no passado e a derivada em atraso uma operacao
feita no futuro (Podlubny, 1998), confirmando o aspecto de nao-localidade do operador

fracionario (Figura 2.16).
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Passado > U < Futuro
Avanco Atraso

Figura 2.16: Esquema representativo das derivagoes em avango e em atraso.

2.2.3 Potencial de Riesz

Riesz (1949) define o operador de integragao fracionaria de Riesz, também chamado

de potencial de Riesz, da seguinte forma:

1 gt

g =
g 20 () cos(am/2) ) |t — x|

para Re(a) >0, a # 1,3, 5, ...

1 r sgn(z —t)
2T () sin(amr /2) [

H% = g(t)dt

para Re(a) > 0, o # 2, 4,6, ..., onde sgn é a fungao sinal:

-1, z<0
sgn(x) = 0 z=0
1, >0

(2.74)

(2.75)

(2.76)

Observa-se que as defini¢coes de Riesz equivalem a soma das integrais fracionarias de

Riemann-Liouville em avango e em atraso:

. Izt
~ 2cos(ar/2)

o+ e

HY— =
2sin(am/2)

(2.77)

(2.78)

onde, I{ é a integral fracionaria de Riemann-Liouville em avanco (Equagao 2.52) com

a = —oo, I* a integral fracionéria de Riemann-Liouville em atraso (Equagao 2.53) com
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b = oo e os fatores 2 cos(am/2) e 2sin(ar/2) aparecem pela equivaléncia em relagao as

respectivas transformadas de Fourier (Samko et al., 1993).

Com isso, a definicao de derivada fracionaria segundo o potencial de Riesz ¢ dada por
(Gorenflo e Mainardi, 1999; Herrmann, 2014):

 Dig(a) + Dg(a)
2 cos(am/2)

D%(x) = (2.79)

para 0 < a# 1 < 2.

Assim, percebe-se que o valor da derivada de ordem o = 2 se torna igual ao valor

d?g(x)
dz?

da derivada convencional de mesma ordem, pois (D3 g(z) + D2 g(x)) /2 = Para

a < 2, a derivada fracionaria é a soma das derivadas em avanco e em atraso.

Finalmente, Benson (1998) e Das (2011) apresentam uma discussao sobre a correta

escolha do indice de derivagao de acordo com a fungao estudada (Figura 2.17).

Primeiramente, se consideramos uma funcao bem comportada, como a funcao qua-
dratica, g(z) = 22, pelo calculo convencional, a derivada primeira da fungao nos da
informagao sobre a inclinagao da mesma e a derivada segunda nos mostra a curvatura ou
concavidade da funcao. Dessa forma, derivadas sucessivas iram retirar ordem igual a 1
da lei exponencial que rege a fungao (Figura 2.17a). Com isso, a primeira derivada de
2? retorna a informacao sob inclinacao da funca t derivad d

cao sobre a inclinacao da fungao em uma reta, e a derivada segunda
guarda a informagao sobre a curvatura da fungao em uma constante igual a 2, ou seja, a

medida de curvatura tornou-se independente da escala.

Se em seguida alterarmos a lei exponencial para uma de ordem real, como por exemplo
g(z) = %3, as derivadas primeira e segunda da funcio iram retirar respectivamente uma
e duas ordens inteiras da lei exponencial, porém resultando ainda em fungoes de z (Figura
2.17b), isto é, a informagao sobre a inclinagao e curvatura da fungdo ainda é dependente

da escala.

Em um terceiro cenario, consideramos agora as derivadas de ordem fracionaria o = 1.5
e a = 2.5 da mesma fungao g(x) = 25 (Figura 2.17c).A derivada fracionéria com indice
a = 1.5 retira uma ordem e meia da lei exponencial e resulta em uma reta, ja a derivada de
ordem o = 2.5 retorna uma fungao constante. Com isso, a informagao sobre a fungao (nao
mais indicativa de curvatura) é novamente expressa por uma constante, isto é, invariante

a escala.
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Figura 2.17: (a) Derivagao convencional de z?, (b) derivagao convencional de z?® e (c)

derivacao fracionaria de x%5.

Logo, mostra-se que para fungoes simples, bem comportadas, comparadas ao compor-
tamento de solos homogéneos, o calculo convencional é uma ferramenta suficientemente
boa para avaliar seu comportamento. Ja para fungoes mais complexas e altamente nao-
lineares, comparadas ao comportamento de solos heterogéneos, a escolha correta de um
indice de derivacao fracionario pode facilitar o entendimento sobre a funcao ao longo da

escala, pois a informacao sobre seu comportamento é armazenada no valor de «.

2.3 Modelagem Fracionaria

Diversas abordagens a fim de incluir as defini¢oes do calculo fracionario na modelagem
dos fenomenos de advecgao e difusdo sdo apresentadas na literatura. Liu et al. (2003)
estudam a equacgao de transporte com derivada fracionaria no termo temporal. F. Huang
e Liu (2005) estudam a equagao advectiva-dispersiva com derivada fracionéria no termo
temporal e no termo dispersivo. Shen et al. (2008) estudam a equagdo com derivadas

fracionarias nos termos advectivo e dispersivo.

No entanto, o modelo advectivo-dispersivo fracionario mais difundido na literatura,

mais adequado para o uso em meios porosos e que possui solucao semi-analitica para a
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condi¢ao de contorno e inicial do ensaio em coluna, é o proposto em Benson (1998) e

Benson et al. (2000), o qual sera comparado nas analises deste trabalho.

A equagao fracionaria é entao construida a partir da generalizagao da lei de conservagao
de probabilidade, que resulta na equagao fracionaria de Fokker-Plank (Benson, 1998; Das,
2011). Dessa forma, a equacao advectiva-dispersiva fracionaria ou FADE (Fractional
Advection-Dispersion Equation) utilizada em Benson (1998) e Benson et al. (2000) ¢ dada

por:

Ocy B Oc, 1 0%, 1 0%cy,
E__v o +2(1+B)Df O +2<1_B)Dfa(_x)a (280)

onde, 1 < a < 2 é o indice de derivagao fracionario, —1 < < 1 é o parametro de

. . , . . ~ . N . . L. _ o "

assimetria, D; é o coeficiente de dispersdo hidrodinamica fracionario [L*T 1], 59? é a
. . L, . . . . paTed . . .

derivada fracionaria de Riemann-Liouville em avanco e —a(fx)a a derivada fracionéria de

Riemann-Liouville em atraso.

Nota-se que o coeficiente de dispersao fracionario possui dimensao espacial fractal
L% O parametro de assimetria [ define o peso de cada derivada fracionaria, em que
quando S = 1 o termo dispersivo é composto apenas pela derivada em avanco, quando
B = —1, composto apenas pela derivada em atraso e quando 5 = 0, a equacao é simétrica.
Para a = 2, a FADFE retorna a ADE, ou seja, o modelo fracionéario generaliza o modelo

convencional sem exclui-lo.

De forma similar a modelagem convencional, a solugao da FADFE sera apresentada

para as condigoes inicial e de contorno do tipo pico instantaneo e do tipo fonte continua.
2.3.1 Solucgao Tipo Pico Instantaneo

Primeiramente, define-se a distribuicao probabilistica estavel, também chamada de
distribuigao estavel de Lévy, ou distribui¢ao a-estavel. A distribuicao estével foi estudada
por Paul Lévy em 1925 e representa um conjunto de distribui¢coes com cauda longa, isto
é, distribuigoes onde a cauda de sua fungao de probabilidade ultrapassa a da distribuicao
exponencial (Figura 2.18). Matematicamente, isto significa dizer que sua fungao geradora

de momentos é nao definida, ou infinita.
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Figura 2.18: O comportamento de cauda longa de certas distribuicoes probabilisticas.

A Figura 2.18 exemplifica tal comportamento, mostrando em escala logaritmica a
cauda direita de algumas distribuigoes, onde percebe-se a cauda longa das distribui¢oes

de Pareto e Cauchy e a cauda finita da distribui¢do normal (Ozelim et al., 2013).

Nolan (2012) descreve a distribui¢do estavel e sua parametrizagdo. Uma distribuic¢ao
estavel S(a, 3,9,7) é definida pelo indice de estabilidade a € (0,2], o parametro de
assimetria € [—1, 1], um parametro de localizagdo ¢ € (—o0,00) (semelhante a média)
e um parametro de escala v € (0,00) (semelhante ao desvio padrao). A distribuigao
estavel nao possui expressao analitica para sua fungao densidade ou cumulativa, a mesma

é definida por sua funcao caracteristica:

ws(k) = exp {0k — |kv|* [1 — if tan(ma/2)sgn (k)] } (2.81)

para o # 1.

Para alguns casos, a distribuigao estavel retorna distribuigoes especificas, como a dis-
tribuicao de Cauchy para a = 1 e § = 0, a distribuigao de Lévy para a = 1/2 e =1
e quando a = 2, a distribuicao normal, sendo este tltimo caso a exce¢ao do comporta-
mento de cauda longa. Com isso, a distribuigao estavel tem média igual a d apenas para
a > 1 e variancia nao-infinita igual a 272 apenas para a = 2, quando a mesma equivale &

distribuicao normal.

O modelo fracionério expresso pela FADFE é entao resolvido para condi¢ao inicial do
tipo pico instantaneo de concentragao (Equagao 2.8) através de transformadas de Fourier

(Benson, 1998). Em sua forma mais geral, a solugdo nao apresenta formulacao anali-
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tica, pois a transformada inversa de Fourier da funcao nao converge. Porém, mantendo
a solucao em espaco de Fourier, a mesma corresponde & funcao caracteristica de uma

distribuigao estavel (Equagao 2.81):

Cw(k, t) = exp{ivtk — Dy| cos(ma/2)|t|k|*[1 — i tan(anm /2sgn(k)} (2.82)

com parametro de localizagao § = vt e parametro de escala v = {/Dy|cos(ra/2)]t.

A Figura 2.19 apresenta o comportamento da solugao de Benson (1998) e Benson et al.
(2000) para a FADE, com advecgao nula, pois a derivada do termo advectivo permanece
inalterada, e portanto o modelo se comporta igual ao convencional em relacao a este

fendmeno.

Percebe-se na Figura 2.19a a influencia do indice de derivacao o no comportamento
da solugao. Em comparagao ao modelo convencional, a dispersao de particulas é agora
funcao de t'/*, gerando para o < 2, um espalhamento de particulas com velocidade maior
que segundo a Lei de Fick convencional, denominado entao de nao-Fickiano ou andémalo,

onde a dispersao de particulas é mais acelerada quanto menor for o valor de «.

Ja quando o = 2 tem-se a mesma solugao da ADE (Equagao 2.18) e a dispersao
convencional de particulas. Dessa forma, como a dispersao mecénica de particulas é
funcao da complexidade de organizacao dos vazios do solo, isto é, a entropia do sistema,
pode-se comparar valores baixos de o com solos altamente heterogéneos, nos quais os
vazios estao dispostos de maneira cadtica. De forma analoga, valores de « préximos de
2, indicam dispersao convencional, representando um meio mais bem comportado, como

solos homogéneos, nos quais os vazios estao organizados de maneira mais uniforme.

A Figura 2.19b mostra o efeito do parametro de assimetria . Para 0 < 8 < 1, o
modelo considera maior importancia na derivada fracionaria em avanco, ou seja, maior
dispersao anomala de particulas na direcao do avanco da pluma, o que gera uma dis-
tribuicao estavel com assimetria positiva, observada pela limitacao da cauda a esquerda
e aumento da cauda a direita, favorecendo o espalhamento na direcao de z. Ja para
—1 < 8 < 0, o modelo adota maior importancia na derivada em atraso, causando maior
dispersao anémala na direcao contraria ao fluxo, o que gera uma distribuicao estével com
assimetria negativa, a qual limita a variancia a direita e aumenta a variancia a esquerda.
Dessa forma, a assimetria 8 pode ser comparada a anisotropia dos canais de percolacao,
onde uma dispersao preferencial na dire¢ao de fluxo é representada por um [ positivo,

uma dispersao preferencial na direcao oposta por um S negativo e quando 5 = 0, tem-se
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Figura 2.19: Solu¢ao da FADE para condigao tipo pico e a influéncia (a) do indice de

derivacao a e (b) do parametro de assimetria £.

Além disso, o aspecto de invaridncia a escala do calculo fracionario implica que a

correta avaliagao dos parametros a e 3, ird simular a dispersao de contaminantes com boa

precisao mesmo com o aumento da escala, visto que a informagcao sobre a complexidade

dos vazios do solo estara armazenada no indice de derivagao e parametro de assimetria.
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2.3.2 Abordagem Estatistica

Similarmente & modelagem convencional, é apresentado uma abordagem lagrangeana e
estatistica da movimentacao aleatoria e independente de cada particula segundo o modelo
fracionario. Analisando novamente o random walk de uma variavel aleatoria X iid, porém
agora com distribuicao probabilistica estavel, de cauda longa, tem-se um random walk com

variancia infinita:

Var(X) = / (2 = 0)*fs(a,8.5) (¥)dr = 0 (2.83)

para 1 < a < 2, onde fs(a,3,4+)(7) ¢ a fungao densidade de probabilidade da distribuicao

estavel.

A varidncia infinita da distribuicao estavel invalida a aplicacao do teorema do limite
central. Assim, é necessério o uso do teorema do limite central generalizado Gnedenko e
Kolmogorov (1954):

- Xi+Xo+..+X Y
X = 1 Aot A —>S(a,6,5,7\/ﬁ) (2.84)
n n

o qual descreve que a média amostral com n amostras de uma varidvel aleatoria de cauda
longa, tende em probabilidade & uma distribui¢ao estavel com parametro de escala y ¢/n/n.
A Figura 2.20 exemplifica o teorema do limite central generalizado para uma distribuigao

estéavel padronizada, com a=1.5, =1,0=0evy=1.

3.0t PR 3(1.5,1,0,1’)1/1'5[’1_1) J
n=1000

2.5¢
2.0t

1.5¢

1.0

Fungdo de Densidade

0.5¢

00575 05 0.0 05 1.0

Média amostral X

Figura 2.20: Validacao do teorema do limite central generalizado com o histograma de

vérias iteracdes da média amostral X com n = 1000.
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Segundo observado em Schumer et al. (2009), pode-se reorganizar o teorema do limite

central generalizado para novamente representar a soma das amostras S,,:

X%S(a,ﬁ,é,fy%)EXl_6—>S(a,B,O,1) (2.85)
n 'yna_l
com S, = Xn:
S, —on
— S (a,3,0,1) =S, — S (o, B,6n,7¥/n) (2.86)

v/n

Assim, utilizando o mesmo incremento de tempo n = t/At, definindo agora a velo-
cidade como v = §/At [LT™'] e o coeficiente de dispersao como D; = v*/At [L*T~!],

tem-se que:

S, = S <a, B, ut, e/th) = exp {ivth — Dst|k|* [1 — iBtan (ar/2) sgn(k)]}  (2.87)

isto é, a distribuicao de probabilidade da posicao final de um random walk com passos de
variancia infinita, equivale a distribuigao estével que é solugao da FADE (Equagao 2.82)
com as mesmas unidades dos parametros de transporte fracionarios. Nota-se a auséncia

do fator | cos(ma/2)| presente na solugao de Benson (1998).

Da mesma forma que um random walk com distribuicao normal converge ao movimento
Browniano no limite de escala, um random walk com distribuicao estavel e variancia
infinita ir4 convergir, a medida que n — 00, ao processo de movimentagao aleatoria
chamado de Voo de Lévy, Lévy Flight ou Lévy Motion (Schumer et al., 2009). O voo
de Lévy é definido em Mandelbrot (1983), em homenagem ao matemético francés Paul
Pierre Lévy, pois se estudava um random walk com distribuicao de Lévy, que mais tarde
foi generalizado para qualquer distribuigao estavel com o < 2. O voo de Lévy é geralmente
utilizado para representar processos cadticos, como a super-difusao em fluxos turbulentos,
a simulacao de terremotos e até o padrao de movimentacao de tubaroes quando estao a

procura de alimentos.

Outra caracteristica do voo de Lévy, que o relaciona também com geometrias fractais,
¢ o aspecto de auto-similaridade, onde uma série de passos pequenos sao seguidos por
passos maiores, que por sua vez sao seguidos de passos maiores ainda (Zumofen et al.,

1990). Tal comportamento é causado pela varidncia infinita da variavel aleatoria, que
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faz possivel a existéncia de passos infinitamente maiores que a média. Para o modelo
de transporte de contaminantes, isto resulta em um espalhamento andémalo ou super-

dispersivo de particulas, de forma mais acelerada que através do movimento Browniano.

A Figura 2.21 exemplifica um random walk 3D com 50000 passos, onde a variavel
aleatoria possui distribuicao estavel com o« = 1.5, 8 =0, v =1e Dy =5, parat =1e

At = 0, resultando em ¢ = 0.00002 e v = 0.0021 iguais nas trés dimensoes.

Figura 2.21: Voo de Lévy como o limite de escala de um random walk com distribuigao

de cauda longa.
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A Figura 2.22 mostra o voo de Lévy assimétrico em uma dimensao, a fim de analisar
o comportamento do parametro de assimetria 5. A Figura 2.22a apresenta voo de Lévy
com assimetria méxima positiva, onde o modelo considera apenas a derivada fracionaria
em avango e com isso possui probabilidade de passos anémalos apenas no sentido positivo.
J& a Figura 2.22b apresenta o voo de Lévy com assimetria negativa maxima, considerando
apenas a derivada fracionéaria em atraso, e portanto, tem probabilidade de passos anémalos

apenas no sentido negativo.

0 10000 20000 30000 40000 50000
n
(a)
4 a=12
3 p=-1
2.

X, ]/w /Ai
LW

0 10000 20000 30000 40000 50000
n

(b)

Figura 2.22: (a) Voo de Lévy com assimetria positiva § = 1 e (b) com assimetria

negativa § = —1.

A FADEFE representa entao a dispersao andémala ou nao-Fickiana de particulas de so-
luto segundo o voo de Lévy, onde a distancia percorrida por cada particula pode dar

saltos infinitamente maiores que a distancia média percorrida, com maior probabilidade
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de saltos andémalos para indices o proximos de 1, que acentua o espalhamento da pluma
de contaminacao. Tal comportamento implica o transporte de contaminantes em solos
heterogéneos, nos quais a grande variagao de tamanhos e organizacao dos vazios do solo,
resulta na alta variancia da trajetoria seguida por cada particula. Ja a assimetria 8 da
FADE consegue simular uma possivel anisotropia dos canais de percolacao do solo, pois

considera maior ou menor probabilidade de dispersao andémala em um sentido ou outro.

Além disso, o modelo fracionario ajusta a complexidade dos vazios do solo na escolha
do indice a e 3, calculando um coeficiente de dispersao fracionério que é invariante a

escala, melhorando a problematica de amostragem do ensaio em coluna.

A Figura 2.23 representa a relagao entre o voo de Lévy unidimensional e a solugao
da FADE com a« = 1.7 e f = —1. Observa-se o aumento da dispersao de particulas
pela diminuicao do pico de concentracao em relacao a Figura 2.5. Percebe-se também
o aumento da cauda a esquerda e o deslocamento do centro da pluma para a direita,

provocado pelos passos anémalos exclusivamente no sentido negativo.

OF 0.12
sol o 0.10}
1S
2 £ 0.08}
z 100} 5 0.06}
[a W =
150F 8 0.04}
0.02}
200 e f
~10 ' : 0 9% -5 0 5 10
Posicdo Posicdo

(a) (b)

Figura 2.23: Relagao entre (a) a movimentacao de 50 particulas sob voo de Lévy e (b) a
solugao da FADE, com v =0 e Dy = 5.

2.3.3 Solucao Tipo Fonte Continua

O transporte de contaminantes sobre a condi¢ao de contorno e inicial do tipo fonte
continua de contaminagao (Equagao 2.27), na qual uma fonte constante de concentragao
estd todo tempo presente na posicao x = 0, é a que mais fielmente representa o que
acontece durante a realizagdo de ensaios em coluna (Figura 2.6). Para a modelagem
convencional feita com a ADFE, a solugao deste tipo é dada em Ogata e Banks (1961),
onde existe uma solu¢do completa (Equagao 2.28) e uma simplificada ou aproximada

(Equacgao 2.30) com sua devida limitagao.
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A solucao do modelo fracionario, ou da FADE, para uma fonte continua de contami-

nacao ¢ dada em Benson (1998) e Benson et al. (2000) da seguinte forma:

cuw(x,t)
Co

—1-Fs (x\a,O,vt, i/ Dyt ycos(m/z)\) (2.88)

onde Fgs(z|a, 3, d,7) representa a fungao de distribui¢do acumulada de uma distribui¢ao

estavel:

Fs(ala, 8.6,7) = / 5 [ios(—k)]dt = / fs(t)dt (2.89)

em que, § p(—k)] ¢ a transformada inversa de Fourier (Equacao 2.11) da fungao ca-
racteristica reversa @g(—k) de uma distribuigao estével (Equacdo 2.81), o que resulta na

fungao densidade de probabilidade de uma distribuigao estavel fg(t).

Benson (1998) e Benson et al. (2000) expressam a solucao (2.90) de forma similar &

solugdo de Ogata e Banks (1961) (Equagao 2.30), a fim de manter a mesma notagao:

1 r — vt
=— |1 —serf 2.90
Co 2 [ (Q/th]cos(ﬂa/Q)\)] (2.90)

T

serf(z) = Q/fg(w]a,0,0, 1)dz (2.91)
0

Com isso, percebe-se que a Equacao 2.90 corresponde a solucao simplificada de Ogata
e Banks (1961) (Equagao 2.30) para a = 2, e portanto, representa a condi¢ao de contorno
de meio infinito (Equagao 2.26), a qual é menos interessante para a simula¢ao de ensaios
em coluna. Além disso, percebe-se que a solugao nao leva em conta o efeito do parametro

de assimetria, ou seja, é sempre simétrica 3 = 0.

A reagoes de interagao solo-contaminante, isto é, a reatividade, pode ser incluida na
solugdo de Benson (1998) da mesma forma que no modelo convencional, que resulta na
substituicdo dos parametros v por v* = v/R e Dy por D} = Dy/R (G. Huang et al.,
2005).

A Figura 2.24 exemplifica a Equagao 2.90. Observa-se a diferenga entre a utilizagao do

modelo convencional para o = 2, e de modelo fracionério paraa = 1.8 e « = 1.5. O uso de
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um indice fracionario gera uma dispersao anémala de particulas, causando espalhamento
mais acelerado da pluma de contaminacao a medida que o valor de a diminui. O aumento
de dispersao é representado geometricamente pela rotacao da curva no sentido horario em
torno do ponto de mudanga de concavidade (neste caso sempre igual a ¢/cy = 0.5 devido
a condigdo de contorno), assim, observa-se mais rapidamente a presenga de parte da
concentracao inicial no efluente da coluna, porém, aumenta o tempo para a concentragao

de efluente se igualar a concentracao inicial, indicando maior espalhamento de particulas.

1.0

cw/co

0.0

70 80 90 100 110 120 130 140
t

Figura 2.24: Solugao da FADE para fonte continua.

2.4 Multifractalidade

Para se estudar a relacao entre a velocidade de dispersao de particulas de contami-
nantes e a estrutura do solo pelo qual acontece o transporte, é necessario analisar esta-
tisticamente as caracteristicas do solo pertinentes ao fenémeno de dispersao, que sao o
tamanho, formato e arranjo espacial dos seus poros. Dentre as abordagens estatisticas
mais aplicadas para a caracterizagao da estrutura do solo, se encontram as técnicas frac-
tais (Anderson et al., 1996; Pachepsky et al., 1996) e multifractais (Jorge et al., 2008;
Posadas et al., 2009; Tseng, 2017), que pela proxima relagdo com o célculo fracionario,

sera utilizada neste trabalho.

A técnica fractal adota as propriedades do material como sendo funcao de uma lei

exponencial com expoente fracionario, chamado de dimensao fractal:

N() ~e® (2.92)
onde, N(e) representa o nimero de caracteristicas ou propriedades de tamanho € e D a
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dimensao fractal do sistema.

A técnica do boz-counting é usada para calcular a dimensao fractal de um sistema, e
consiste em dividir o espaco euclidiano que a geometria fractal ocupa em bozes ou caixas
2D ou 3D, com tamanhos idénticos e igual a L, onde as mesmas nao se sobrepoem e
ocupam todo o espagco euclidiano (Figura 2.25). Assim, variando o tamanho L das caixas
e calculando o ntimero de caixas N (L) que contém parte da geometria, pode-se construir
a lei exponencial e calcular a dimensao fractal pela inclinacao negativa do grafico log-log

resultante:

D = fim 28NV (E)

L—0 log(1/L) (2.93)

Figura 2.25: Método do boz-counting (Borges et al., 2017, In press).

Porém, a descri¢ao de um sistema apenas por sua dimensao fractal pode ser insuficiente
para caracterizar sistemas heterogéneos ou anisotropicos, pois a dimensao D descreve uma
relagao sobre as propriedades médias do sistema e nao leva em conta possiveis desvios em
torno do comportamento médio (Posadas et al., 2001, 2003). A técnica do boz-counting
ignora a densidade local e considera apenas a presenca ou nao de pixels da imagem em
cada caixa, com isso sistemas diferentes podem apresentar dimensoes fractais semelhantes
(Mandelbrot, 1983).

Dessa forma, o uso de uma analise multifractal considera as variagbes internas do

sistema pois calcula as densidades locais de cada caixa e as expressa na forma de um
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espectro multifractal (Posadas et al., 2003). A densidade local pode ser determinada pela

probabilidade de massa P;(L) em cada caixa i de tamanho L, da seguinte forma:

(L) = N;(L)/Nr (2.94)

em que, N;(L) é o nimero de pixels de cada caixa que contém massa e Ny ¢ a massa total

do sistema.

Assim, semelhante a lei exponencial fractal (Equagao 2.93), pode-se calcular a depen-

déncia da probabilidade de massa com o tamanho L (Halsey et al., 1986):

Py(L) ~ L*" (2.95)

onde, o ¢ o expoente de Lipschitz-Holder, também chamado de intensidade de singulari-
dade.

O expoente de Lipschitz-Holder pode ser entendido como uma medida de irregulari-
dade da fungao, indicando divergéncias ou mudancas bruscas de comportamento chamadas
de singularidades, assim, o expoente o’ caracteriza a intensidade local dessas singularida-
des, de forma que quanto menor ¢é o valor de o/, maior é a irregularidade (Posadas et al.,

2003). Da mesma forma que a dimensao fractal D, o expoente « pode ser calculado por:

log P,(L
agzlim 08 i) i)

=0 log(L) (2.96)

Nota-se que diferentes caixas podem ter intensidade de singularidade semelhantes,
isto é, a probabilidade de massa P;(L) de duas ou mais caixas tem valores de expoente o/
entre o, e um intervalo o + daj. Com isso, a quantidade de caixas N (') com expoentes
semelhantes é também funcao exponencial do tamanho L, e sua dependéncia descrita por
(Halsey et al., 1986):

N(a/) ~ L) (2.97)

em que, f(a’) é o espectro multifractal que representa a dimensao fractal do conjunto de

caixas com expoentes o semelhantes.

Observa-se que a Equacao 2.97 generaliza a Equagao 2.92 pois agora as caracteristicas
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do meio sao descritas nao s6 por uma dimensao fractal, mas sim por um conjunto de

dimensdes fractais (Posadas et al., 2003).

Uma vez que P ¢ uma medida de probabilidade, pode se caracterizar também a de-
pendéncia em relacao ao tamanho L dos momentos ordinéarios de cada distribuicao P,
(Hentschel e Procaccia, 1983):

N(L)
> PA(L) = LD (2.98)
=1

onde, P! & o momento ordinério de ordem ¢ das probabilidades P;, (¢ —1)D, = 7(q) ¢ o

expoente de correlagao e D, sao as dimensoes fractais generalizadas, calculadas por:

N(L)
log | > P/(L)
i=1
D, =1 2.
(i qg—1 log L (2:99)
Observa-se que para o momento ¢ = 0, o qual tem valor unitario para qualquer

probabilidade, isto é, P?(L) = 1, a soma na Equacao 2.99 resulta em N (L) e passando o
sinal negativo do denominador para dentro do logaritmo, D, se torna a dimensao fractal
D (Equagao 2.93), calculada pelo boz-counting. Ainda mais, se as probabilidades P; de

cada caixa forem idénticas, ou seja, P;(L) = 1/N(L), entao:

N(L)
1 q
Lol log 2 [1/N(L)] o L log N1 g N(D) 2.100)
150 —1 log L TLS0g—1  logl T L1501 logL '

assim, D, = D para qualquer valor de g e o expoente 7(g) se torna uma fungao linear de
¢, indicando um fractal homogéneo ou um monofractal, isto é, um sistema representado

apenas pela dimensao fractal D.

A relagao entre o espectro multifractal f(a’) e o expoente de massa 7(¢) ¢ dada em
Halsey et al. (1986) por:

fl(@)] = qo'(q) — 7(q) (2.101)
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a(q) = (2.102)

Dessa forma, a func¢ao f(a’) é uma parabola concava para baixo com méaximo em ¢ = 0
e igual a D (Figura 2.26). E importante notar que em sistemas naturais, a funcio f(a') e
o expoente o nao sao calculados para o limite L — 0, e sim em um intervalo onde ambos

sao fungoes exponenciais de L, o que restringe o intervalo de valores de ¢ (Posadas et al.,
2003).

Dimensio fractal, D P q=0

Espectro multifractal, {a’)

Ao’

Intensidade de singularidade, o

Figura 2.26: O espectro multifractal.

Interpretando a Figura 2.26, é possivel observar certas caracteristicas do meio estu-
dado. A amplitude de valores o/ do espectro, calculada pelo grau de multifractalidade

Vi _ ! !
Aad' = Omax — Ymins

representa a heterogeneidade do sistema. Um sistema perfeitamente
homogéneo ou monofractal, resulta em pontos proximos ao valor maximo f[a/(0)] = D
da curva, pois apenas um valor de dimensao fractal é necessario para caracteriza-lo. Ja
sistemas heterogéneos ou multifractais, apresentam um espectro com varios valores de o/,
indicando que uma variedade de expoentes é necessaria para sua descri¢ao (Halsey et al.,
1986; Posadas et al., 2003). Com isso, pode-se relacionar o espectro multifractal f(a/)
com a entropia do meio (Posadas et al., 2005), isto ¢, o grau de desordem do sistema. Da
mesma forma, o grau de multifractalidade Ao/ representa a energia interna do sistema, a
qual é uma medida dos ganhos e perdas de energia do sistema devido a mudancas no seu

estado interno, assim, um solo altamente intemperizado e heterogéneo ira apresentar alta

energia interna.

Outra medida importante do espectro de multifractalidade é o grau de assimetria
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A= (af — dpin)/ (s — @) (Szczepaniak e Macek, 2008), o qual representa a assimetria
do espectro em relagao ao ponto ¢ = 0. Assim, valores de A > 1 indicam predominancia de
momentos ¢ > 0, os quais representando maior concentra¢do da medida de estudo (neste
caso, as particulas de solo). Ja quando A < 1, tem-se a predominancia de momentos ¢ < 0,
0s quais representam a maior concentragao da medida oposta, isto é, os vazios (Posadas
et al., 2003). Finalmente, quando A = 1, tem-se um sistema multifractal simétrico, com

equilibrada distribuicao de particulas soélidas e vazios.

Dessa forma, diferentemente da dimensao fractal D, que se relaciona apenas com a
quantidade de vazios do meio, uma anéalise multifractal consegue quantificar a comple-
xidade de organizacao dos vazios, a qual é de grande interesse para o entendimento da

dispersao de particulas de contaminantes pelo solo.
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3 METODOLOGIA

Com o intuito de alcancar os objetivos especificos propostos neste trabalho, os seguin-
tes processos ou métodos foram utilizados. Para melhor entendimento, os mesmos foram

divididos nas seguintes etapas e apresentados em forma de fluxograma pela Figura 3.1:

Metodologia de Estudo

{ !
Modelo Ensaios em
Matematico Coluna
Equagio Bsiandle dlo Chlmils Esgo]ha do Escolha do Determinacio
Convencional FracionAtio Equlpamgnto Solo da Solugio
de Ensaio Contaminante
Desenvolvimento da Caractetizacio
Solugdio Pico de Eq“a‘?go de Transporte | | do Solo
Contritongio racionatia l
4[ Realizacao dos
Ensaios em Coluna
L) Solugio Pico de I
Solucio Fonte Contaminagao [ 1
Continua Colunas com Colunas com
_ Menor Altura Maior Altura
Solucio Fonte
Continua ‘ ‘
i
Curvas de Chegada
Ajuste dos Experimentais
Parametros de
Transporte
Tomografia
Computadorizada
Método dos Minimos l—‘
Quadrados
Processamento
das Imagens
Modelo Modelo
Convencional Comparagio do Fracionario l
Ajuste de Cada Anilise
Hlodels Multifractal
Pardmetros Ajustados Parametros Ajustados
para Colunas Menores para Colunas Menores
Analise do Efeito de Comparagio com o Indice
Escala pela Comparagio de Derivagao e Assimetria
Previsao do Transporte da Previsdo de Cada Previsdo do Transporte
das Colunas Maiores Modelo das Colunas Maiores l

Entendimento Fisico dos
Parametros Fracionarios

Figura 3.1: Fluxograma da metodologia adotada.

e Estudo do célculo fracionério, desenvolvimento da equacao de transporte fracioné-

ria e solucao para as condigoes inicial e de contorno do tipo pico instantaneo de
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contaminagao e fonte continua.

e Eiscolha e apresentagao do equipamento de ensaio, do solo a ser estudado e realizagao
dos ensaios de caracterizacao do material e dos ensaios em coluna com amostras de

menor altura e com amostras de maior altura.

e Ajuste dos modelos matematicos com as curvas de chegada de menor altura e simu-

lacao do transporte em maior escala com as curvas de chegada de maior altura.

e Analise multifractal das microtomografias computadorizadas feitas em amostras do

solo utilizado nos ensaios em coluna e em amostras do bloco indeformado de solo.

3.1 Modelos de Transporte de Contaminantes

Com o objetivo de validar e comparar o uso do célculo fracionario para modelar o
transporte de contaminantes em meio poroso, é proposta uma modificacdo na equagao
fracionaria através da inclusao da defini¢do de derivada fracionaria segundo Riesz (1949)
no termo dispersivo. A mesma é entao resolvida para as condigoes inicial e de contorno
do tipo pico instantaneo de contaminacao, com o intuito de comparar o comportamento
da solucao proposta com a solugao existente na literatura, e do tipo fonte continua de
contaminagao, com o objetivo de modelar os ensaios em coluna realizados. Dessa forma,
este trabalho ira comparar a modelagem do fendmeno de transporte de contaminantes pela
solucdo de Ogata e Banks (1961) (Equagao 2.28) para a equagdo convencional (ADE),
pela solugao simplificada e simétrica de Benson (1998) e Benson et al. (2000) (Equagao
2.90) da equagao fracionaria (FADE) e pela solugao completa e assimétrica proposta neste

trabalho para a equagao fracionaria de Riesz (R-FADE).

A solugao de Benson (1998) para a equagao fracionaria FADE e a solugao proposta
para a R-FADE, nao possuem formulagao geral analitica. Dessa forma, é necesséario
aplicar integrais numéricas para o calculo da transformada inversa de Fourier e se obter o
resultado da expressao. Para isto, se utilizou funcoes do software Wolfram Mathematica

(®) para solugao das equagoes.

3.2 Ensaios Laboratoriais

3.2.1 Ensaios de Caracterizagao do Solo

O material escolhido para a realizagdo dos ensaios em coluna é um solo coletado no

municipio de Rio Paranaiba, MG devido a localizacao inicial do equipamento de ensaio.
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O solo foi obtido nas proximidades do laboratério de Engenharia Civil da Universidade

Federal de Vigosa, Campus Rio Paranaiba (Figura 3.2).
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Figura 3.2: Local de coleta do solo (Lat:-19.212616,Long:-46.233301).

Em seguida, os seguintes ensaios de caracterizagao e classificagao foram feitos no ma-
terial coletado. A metodologia MCT (Miniatura, Compactada, Tropical) expedita foi uti-
lizada para a classificagdo do comportamento do solo segundo Nogami e Villibor (1994).
Para a caracteriza¢do do solo, foram realizados os ensaios de limite de liquidez (ABNT,
2016b), limite de plasticidade (ABNT, 2016¢), analise granulométrica (ABNT, 2016d),
massa especifica dos graos de solo que passam na peneira de 4.8 mm (ABNT, 2016a)
e determinacao da massa especifica aparente, in situ, com emprego do frasco de areia
(ABNT, 2016e). A partir de tais ensaios, pode-se obter os indices fisicos do solo e sua
classificagao segundo sua curva granulométrica (ABNT, 1995), segundo o SUCS (Sistema
Unico de Classificagio dos Solos) (ASTM, 2009) e segundo a metodologia MCT (DNER,
1996). Além destes, foi feita analise quimica de uma amostra de solo coletada no bloco
indeformado, realizada pelo laboratério de anéalise de solo, tecido vegetal e fertilizante da

Universidade federal de Vigosa (Departamento de solos).

As Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam os resultados obtidos nos ensaios de caracterizagao e as
classificagoes geotécnicas correspondentes. A Figura 3.3 apresenta a curva granulométrica

do material de estudo.
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Tabela 3.1: Ensaios de Caracterizagao.

Resultados

Limite de liquidez - WL (%) 44

Limite de plasticidade - WP (%) 31.7

Indice de plasticidade - IP (%) 12.3

Massa especifica dos sé6lidos - p, (g/cm?)  2.63
Massa especifica natural - p (g/cm3) 1.1
Umidade natural - w (%) 19

Tabela 3.2: Classificacao do Solo.

Classificagao

Classificagao granulométrica Argila Arenosa
Sistema tnico de classificagcao dos solos (SUCS) CL (argila inorganica)

Miniatura compactada e tropical (MCT) LA’ (arenoso lateritico)
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Figura 3.3: Curva granulométrica.

Constata-se pela curva granulométrica que se trata de um material relativamente bem

graduado, com maior porcentagem de particulas de argila, o que possibilita a moldagem
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de corpos de prova com o material em estado natural, nao-compactado. Pela metodo-
logia MCT, observou-se que o solo tem comportamento lateritico, isto ¢, um material
intemperizado e com presenca de agregacoes. O SUCS classifica o material como uma
argila inorgénica, ideal para a realizacao de ensaios de contaminagao sem a interferéncia
de agentes organicos. A partir do conhecimento da massa especifica das particulas soélidas

s, Obteve-se a porosidade do solo n = 56% e o indice de vazios e = 1.26.

A Tabela 3.3 apresenta o resultado da analise quimica feita no material coletado do

bloco indeformado de solo.

Tabela 3.3: Analise quimica do solo.

pH (H20) 5.79
P (mg/dm?) 2.5
K™ (mg/dm?) 50
Ca™? (mg/dm?) 2
Mg "2 (cmolc/dm?) 0.31
AL"3 (emolc/dm?) 0
H-+Al (cmolc/dm?) 5.8
Soma de Bases Trocaveis (cmolc/dm?) 2.44
CTC a pH7 (ecmolc/dm?) 8.24
Indice de Saturagdo por Bases (%) 29.6
Indice de Saturacdo por Aluminio (%) 0
Matéria Organica (dag/kg) 2.97
Fosforo Remanescente (mg/1) 10
Cu (mg/dm?) 8.73
Mn (cmolc/dm?) 10.8
Fe (cmolc/dm?) 38.2
Zn (cmolc/dm?) 5.01
Cr (cmolc/dm?) 0.88
Ni (cmolc/dm?) 0.43
Cd (emole/dm?) 2.8
Pb (cmolc/dm?) 1.02

Os elementos Ca*2, Mg*2 K+ e Al"3 sao chamados de fons trocéveis, e quanto maior
sua quantidade encontrada no solo (expresso pela CTC a pH7), maior a capacidade de
troca com outros cations ou anions, ou seja, favorecem o fenémeno de sorcao. Outro

elemento que se relaciona com a capacidade de troca catidnica é o teor de matéria organica,
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que é diretamente proporcional a mesma. A soma das bases repersenta a soma das bases
trocaveis (Ca'™, Mg, K') que pertencem ao grupo dos metais alcalinos e alcalinos
terrosos da tabela periodica. A saturacgao por bases é a razao entre o valor da soma
das bases e a capacidade de troca cationica potencial do solo, expressa em porcentagem.
Assim, a anélise quimica do solo indicou alta capacidade de troca catiénica do material,
isto é, os cations podem ser mais facilmente trocados ou mesmo substituidos por outros,
ou seja, as ligagoes sao reversiveis e podem ocorrer nos dois sentidos, tanto da superficie
da particula de solo para a solu¢ao contaminante, ou no sentido inverso. Dessa forma, o

solo escolhido apresenta alta capacidade de sorcao, porém também de dessorcao.

A quantificacdo dos metais pesados (Cu, Mn, Fe, Zn, Cr, Ni, Cd, Pb) indica que o
solo nao esta previamente contaminado, ou seja, as concentragoes nao restringem o uso

do solo e se encontram abaixo dos critérios de padrao de qualidade do CONAMA.
3.2.2 Ensaios em Coluna

De maneira geral, o ensaio em coluna consiste em percolar uma determinada solucao
contaminante através de uma amostra de solo indeformada ou compactada, com o mo-
nitoramento do tempo, volume e concentracao que atravessa o solo. Conforme mostra
o esquema geral do ensaio em coluna (Figura 2.6), o ensaio consta de um reservatorio
superior que contém a solugao inicial de concentragao constante cy, que através de um
gradiente hidraulico constante, percola a coluna de solo saturado a ser ensaiada sob um
regime de fluxo estacionéario. Assim, com a coleta intervalada da concentracao ¢, do
efluente que percola o solo, juntamente com o volume percolado a cada coleta V', pode-se
plotar a curva de chegada c¢,,/cy X t ou ¢, /co X V/V,, onde a relacao V/V}, indica o nimero
de volume de poros coletados, V,, ¢ o volume de poros V,, = nV; e V; o volume total da

amostra.

Rowe (1995) apresenta possiveis resultados de curvas de chegada e suas corresponden-
tes interpretacoes (Figura 3.4). A curva (1) mostra um transporte puramente advectivo, a
curva (2) leva em conta o fendmeno da dispersao, a curva (3) representa o transporte forte-
mente retardado, a curva (4) mostra um transporte de retardo menos acentuado, a curva
(5) o transporte acelerado de solutos nao-reativos e a curva (6) representa a ocorréncia

de dessorc¢ao de solutos.
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Figura 3.4: Exemplos de curvas de chegada (Rowe, 1995).

O solo escolhido foi talhado manualmente em seu estado natural em colunas de apro-
ximadamente 6cm e 12cm de altura, de acordo com a limitacao de altura do equipamento,
ambas com aproximadamente Scm de diametro, pois deseja-se observar o comportamento

de cada modelo matematico em relacao ao efeito do aumento da escala.

A solucao contaminante adotada para os ensaios é uma solucao multi-espécie, isto
é, composta por diferentes espécies de contaminantes, mais especificamente por nitratos
dos metais pesados cromo (Cr), cddmio (Cd), chumbo (Pb) e cobre (Cu). A solugao
possui concentragao inicial de 10 mg/L de cada espécie contaminante. A escolha dos
contaminantes e da concentragao inicial se deu por estudo da caracterizacao de aterros
sanitarios no Brasil (Nascentes, 2006; Oliveira e Jucé, 1999; Segato e Silva, 2000), onde
observou-se a constante presenca das espécies citadas, porém com concentragoes variaveis,
assim, estabeleceu-se uma concentracao inicial tnica para todos os contaminantes dentro

do intervalo observado.
3.2.2.1 Equipamento

O equipamento utilizado para a execucao dos ensaios em coluna é apresentado em
Nascentes (2006) e se trata de uma camara semelhante a um triaxial (Figura 3.5a), feita

em PVC e acrilico, evitando reagoes entre a solucao contaminante e o equipamento.

O equipamento tem capacidade de executar quatro colunas simultaneamente, cada
uma com diametro de 5 c¢m e altura de até aproximadamente 14 cm. Cada posicao de
coluna possui uma entrada para a solugao inicial e uma saida para coleta do efluente,

ambas controladas por valvulas externas. As entradas de cada coluna sao ligadas em
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frascos de Mariotte (Figura 3.5b), os quais mantém constante a aplica¢do do gradiente
hidraulico pois possuem um tubo interior perfurado posicionado a 5 cm da base do frasco

que se extende ao topo, garantindo pressao atmosférica acima deste ponto.

Além disso, o equipamento possui em seu topo uma entrada para aplicagao de tensao
de confinamento, advinda da uma interface ar-agua (Figura 3.5¢), a qual recebe pressao

de ar comprimido e transmite pressao hidrostatica para a camara de ensaio.

Finalmente, as saidas de cada coluna sao recebidas por recipientes coletores (Figura
3.5d), dos quais s@o coletadas amostras em determinado intervalo de tempo para anélise

da concentracao de efluente c,,.

()

Figura 3.5: Equipamento utilizado nos ensaios em coluna, (a) camara de ensaio, (b)

frascos de Mariotte, (c) interface ar-agua e (d) coletores de efluente.

3.2.2.2 Procedimento

Primeiramente, para a montagem das amostras de solo na camara de ensaio, é colocada
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uma tira de papel filtro seguida de uma pedra porosa na base e topo das colunas (Figura
3.6a). A pedra porosa tem func¢ao de uniformizar o fluxo de solugdo contaminante pela
saida e entrada das colunas, e o papel filtro impede a colmatacao da pedra porosa por

graos finos da amostra de solo.

Figura 3.6: Procedimentos de ensaio, (a) preparagao das amostras de solo, (b)

montagem da camara de ensaio e (c) coletas de efluente ao longo do ensaio.

Em seguida, envolve-se o solo com uma membrana impermeavel flexivel que é fixada
nos suportes de entrada e saida do equipamento através de o-rings de borracha (Figura
3.6b). Dessa forma, a cAmara de ensaio é preenchida com &gua, na qual as colunas se
encontram submersas. Aplica-se entao uma pressao de ar comprimido de aproximada-
mente 100 kPa na interface ar-agua, que é transmitida para a dgua no interior da camara
de ensaio, garantindo a fixacao da membrana em toda a superficie lateral da coluna de
solo, impedindo o fluxo preferencial por esta diregao, e observada visualmente através do

acrilico transparente da camara.

Com isso, inicia-se a fase de saturacao do material com a colocagao de agua destilada
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nos frascos de Mariotte e posicionando-os em altura acima da camara de ensaio, man-
tendo o escolhido gradiente hidraulico do ensaio, neste caso i ~ 10. A saida dos frascos
de Mariotte ¢ ligada na entrada inferior das colunas de solo (Figura 3.6b), criando um
fluxo ascendente de solucao, o qual facilita a retirada de ar dos vazios e garante melhor
saturacao. A fase de saturagao é considerada satisfatéria quando se observa uma vazao

aproximadamente constante na saida do efluente, atingindo o regime estacionario de fluxo.

Finalmente, substitui-se o contetido dos fracos de Mariotte pela solu¢ao contaminante
multi-espécie inicial ¢y descrita anteriormente e inicia-se de fato o ensaio em coluna (Figura
3.7). Durante o ensaio, no momento de cada coleta da solugao efluente, mede-se o volume
de liquido percolado V, calculando também a vazao e velocidade de percolacao do ensaio.
Experiéncias anteriores mostram que o intervalo ideal de coleta da solucao efluente para
analise da concentragao final ¢, ¢ a cada 1 V, da amostra, j4 o tempo de finalizacao
do ensaio ocorre quando é percolado aproximadamente 100 V,, pela amostra. O que
neste caso significou a coleta a cada 30 mim de ensaio, no qual foi percolado 100 V,, em
aproximadamente 2 dias, resultando em torno de 40 pontos de coleta por coluna de solo
(Figura 3.6c¢).

Figura 3.7: Visualizacao geral do ensaio em coluna.
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3.2.3 Calibracao e Comparacao

A partir dos resultados dos ensaios em coluna, isto é, as curvas de chegada que rela-
cionam a concentracao relativa de cada metal ensaiado com o tempo de ensaio, fez-se o
ajuste ou calibracao dos dados experimentais com os trés modelos matematicos adotados
neste trabalho. Assim, ao final desta etapa, tem-se os parametros de transporte ajustados

para os metais ensaiados segundo cada um dos modelos.

Utilizou-se a ferramenta estatistica do MMQ (Método dos Minimos Quadrados), a
qual consiste em uma anélise de regressao para o ajuste de dados experimentais (Lawson
e Hanson, 1995). Originalmente desenvolvido para regressao de fungoes lineares, o método
consiste em minimizar a soma dos quadrados da diferenca entre os valores experimentais

e os valores analiticos da funcao de regressao:

n

Envvg = Z (v; — ui)? (3.1)

i=1

onde, x; é conjunto de dados a ser ajustado, y; sao os correspondentes valores da fungao
de regressao e Eypg € o erro resultante da regressao. Assim, se uma funcao consegue
reproduzir exatamente os dados experimentais, tem-se um erro Fypg = 0 e quando
Eyvg > 0, a fungao gera certo erro de aproximagao. Para fungoes lineares, o menor erro
Envg possivel pode ser calculado deterministicamente através de derivadas da fungao de
regressao. Ja no caso de fungoes nao-lineares, como ¢ o caso dos modelos de transporte
de contaminantes, a minimizacao do erro nao possui formulagao fechada e é calculada por

um processo iterativo de variacao das variaveis independentes da funcao de regressao.

Para o caso especifico deste trabalho, o conjunto de dados x; representa os pontos
cw/co das curvas de chegada experimentais e y; os valores correspondentes de cada so-
lugao matematica estudada. Dessa forma, foi criado um algoritmo no software Wolfram
Mathematica ®) que calcula através de um processo iterativo, os parametros de cada mo-
delo que minimizam o erro Ejarq, ou seja, o valor dos parametros que melhor ajusta a

solugao de cada modelo matematico y; com os pontos experimentais x;.
3.2.3.1 Definigao dos Parametros de Ajuste

Conforme citado anteriormente, as solu¢oes matematicas estudadas neste trabalho sao
as de Ogata e Banks (1961), Benson (1998) e a solugao fracionéria proposta. As variaveis
independentes do modelo convencional resolvido em Ogata e Banks (1961) e expresso

pela Equacao 2.28 sao o tempo t, o espago x, a velocidade de percolacao v, o coeficiente
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de dispersao Dy, e o fator de retardo R. Ja o modelo fracionario (FADE) resolvido em
Benson (1998) e expresso pela Equacdo 2.90, possui as variaveis independentes t, z, v,
R, o coeficiente de dispersao fracionario Dy e o indice de derivacao «. Finalmente, a
solugao fracionéria proposta, é composta pelas variaveis ¢, z, v, R, Dy, a e o parametro

de assimetria (.

O tempo t, o espago x, e a velocidade de percolagao v sao dados fixos obtidos nos
ensaios em coluna, em que t é o intervalo de tempo de duracao do ensaio, z ¢é a altura
das colunas de solo e v é a velocidade de percolagao calculada pela vazao média de
efluente observada durante o ensaio. A Tabela 3.4 mostra as variaveis independentes

nao-conhecidas de cada modelo que precisam ser iteradas para a minimizagao do MMQ.

Tabela 3.4: Varidveis nao-conhecidas de cada modelo.

Variavél

Ogata e Banks (1961) D, R
Benson (1998) Dy R «
de Moraes et al. (2017, In Press) Dy R o f

Dos parametros apresentados acima, a abordagem em relacao ao valor do fator de
retardo R pode gerar certa inconsisténcia nos resultados. Matematicamente, o fator de
retardo R estd presente tanto na velocidade v como nos coeficientes de dispersao D), e
Dy, ja que v* = v/R e Dy ; = Dy ¢/R. Dessa forma, a Figura 3.8 exemplifica o efeito
matematico da velocidade v* e dos coeficientes de dispersao Dj, , na resposta de uma
solugao simétrica, ou seja, na qual o ponto de mudancga de curvatura é sempre localizado
na linha de simetria ¢, /¢y = 0.5. Pode-se observar na Figura 3.8a que a velocidade v*
indica a translacao do ponto de mudanca de curvatura e que os coeficientes de dispersao

Dj, ¢ indicam a rotagao da curva em torno de tal ponto (Figura 3.8b).

Visto que a velocidade v é um valor dado pelo ensaio e nao ira fazer parte do algoritmo
de iteragao, uma variacao no valor de R ira diretamente transladar o ponto de mudanca de
curvatura da solugao. J& a rotagao da curva, descrita pelos coeficientes Dj ,, ird depender
apenas da razao entre Dj s e R, e nao do valor individual de cada parametro, visto que

os dois parametros sao varidveis iterativas.

Com isso, percebe-se que o ajuste do fator de retardo R esta exclusivamente ligado a
corre¢ao da velocidade de percolacao v que faz coincidir o ponto de mudanga de curvatura

da curva analitica com a curva experimental. Ainda mais, obtido o valor de R que corrige a
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velocidade v, pode-se ajustar a rotacao da curva analitica em relagao a curva experimental,

pois os coeficientes de dispersao Dy, y sao também calculados por iteragao.

A problematica do ajuste do fator de retardo R estd no fato de que a solucao de
Ogata e Banks (1961) é assimétrica devido a condi¢ao de contorno, a solugao de Benson
(1998) é simétrica devido a simplificacao da condi¢ao de contorno e a solugdo proposta
¢é assimétrica devido a condi¢ao de contorno e a inclusao da assimetria § da distribuicao
estavel. Com isso, o ponto de mudanca de curvatura de cada modelo possui localizagao
diferente, gerando valores diferentes para o ajuste da velocidade v* através do fator de
retardo R, principalmente para a solugao proposta devido sua alta assimetria. Como
consequéncia, também sao calculados valores ajustados incorretos para os coeficientes de

dispersao Dy, e Dy.

Translag@o do ponto
de mudanga de
curvatura

simetria

cw/co

y —» Valor fixo

- 1_3 —» Varidvel iterativa

— v=0.8
----- v=1
v=1.5
0 2 4 6 8 10
t
(a)
10}
Rotagdo em relagdo ao pontode ~ ~—~ -
08 mudanga de curvatura e
0.6
§ simetria
S

Dy, ;T Variavel iterativa

= R —> Varidvel iterativa

— d=0.1

Figura 3.8: (a) Efeito da velocidade v* e (b) efeito dos coeficientes de dispersao Dj; e D}.
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Para resolver a problematica descrita acima, precisa-se definir qual valor ajustado de
R & o mais correto. Dessa forma, visto que a inclusao do calculo fracionario nos modelos
matematicos acontece apenas no termo dispersivo, com o termo reativo permanecendo
constante, adotou-se fixo o valor do fator de retardo R para os trés modelos e calculado
segundo o ajuste da solugao simplificada simétrica de Ogata e Banks (1961) (Equagao
2.30).

A escolha da Equagao 2.30 para o ajuste do retardo R se deu pela equivaléncia em
relacao ao método tradicionalmente usado para determinagao do fator de retardo, descrito
em Freeze e Cherry (1979) e Shackelford (1993). O método tradicional determina o valor
do retardo R graficamente na curva de chegada como sendo o valor de V/V, para o qual
a concentragao c,/cy é igual a 0.5. Tal relagdo pode ser entendida como a corregao da

velocidade de percolagao v pelo retardo R segundo a Equacao 2.30.

Se ¢, /¢ for igual a 1/2 na Equagao 2.30, entao:

— *t
1= erfc(x Y
2./Dit

) (3.2)

sabendo que a erfc(0) = 1, conclui-se que na linha de simetria ¢, /cy = 0.5, a velocidade
v* éigual a z/t. Conforme mostrado anteriormente, a velocidade v* descreve a posi¢ao do
ponto de mudanca de curvatura da funcao, que no caso da solugao simétrica sempre estara
na linha ¢, /¢y = 0.5. Assim, para ajustar a solugao simétrica aos dados experimentais, o
valor de R precisa ser tal que faga coincidir o ponto de mudanca de curvatura das duas

curvas, ou seja:

v xr
= 3.3
R tcy/e)=05 (3:3)

v =

tc co)=0.
R — JHew/c)=05 (3.4)
X

em que, t(., /c)=05 ¢ 0 tempo da curva experimental para o qual ¢,/co = 0.5. Transfor-

mando o tempo ¢ em nimero de volume de poros V/V),, tem-se:

Ve (3.5)

onde, @ = v(An) é vazao de percolagao e (An) é a area transversal dos poros da coluna

66



3 METODOLOGIA Tese de Doutorado

de solo. Finalmente, substituindo a Equacao 3.5 na Equacao 3.4, tem-se:

V
R= <—) (3.6)
‘/p (cw/c0)=0.5

Dessa forma, calculou-se o fator de retardo R segundo o ajuste da solucao convencional
simétrica (Equagao 3.4) e o adotou fixo para os trés modelos. Porém, tal valor de R nao
ajusta corretamente a velocidade v para os modelos assimétricos de Ogata e Banks (1961)
e o fracionario proposto, apenas ajustando corretamente o modelo de Benson (1998) pois
o mesmo ¢é derivado da solugao simétrica. Com isso, definiu-se um parametro de correcao

fe que ajusta a velocidade de percolagao v* das solugoes assimétricas da seguinte forma:

. Ufe
R

(%

(3.7)

Finalmente, a Tabela 3.5 mostra os parametros de cada modelo que sao considerados
pelo algoritmo de iteracao desenvolvido para ajustar as solugoes matemaéticas as curvas

experimentais.

Tabela 3.5: Parametros a serem ajustados pelo algoritmo por cada modelo.

Parametros

Ogata e Banks (1961) D) fe.
Benson (1998) D; «
de Moraes et al. (2017, In Press) Dy a [ f.

A abordagem do fator de correcao f. para o ajuste da velocidade de percolacao agrega
maior significincia aos valores ajustados, visto que a ado¢ao do retardo R como variavel
iterativa geraria ajustes puramente numéricos, e que admitir um erro na velocidade de
percolacao v, a qual é calculada pela média aritmética da vazao observada durante o

ensaio, é estatisticamente correto.
3.2.3.2 Analise do Efeito de Escala

Com os parametros de transporte ajustados por cada modelo para as curvas de chegada
obtidas com as colunas de pequena altura (6 cm) e com os dados experimentais das
curvas de chegada obtidas com as colunas de maior altura (12 cm), pode-se estudar o
comportamento de cada modelo em relagao ao efeito do aumento de escala, isto é, utilizar

os parametros calibrados com ensaios de menor escala e simular os ensaios de maior escala.
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Assim, calculou-se a média dos parametros ajustados com as colunas de menor escala,
especificamente, a média do coeficiente de dispersao D, para a solugao de Ogata e Banks
(1961), a média do coeficiente de dispersao fracionario Dy e do indice de derivacao
para a solugao de Benson (1998) e a média do coeficiente Dy, indice o e do pardmetro
de assimetria [ para a solucao proposta. Em seguida, usou-se os parametros médios das
colunas de 6 cm para simular as colunas de 12 cm, adotando para os valores de x, t e v,

os dados dos ensaios de maior escala.

Como o intuito do trabalho é a comparacao do fenémeno dispersivo simulado por cada
modelo, fez-se também o ajuste da velocidade v* = v/R através do fator de corregao f,
(Equagao 3.7), ajustando-se novamente o fator de retardo R, agora para as curvas de

chegada com 12 cm de altura. A Figura 3.9 esquematiza a metodologia adotada para

comparacao do efeito de escala.

Colunas de menor altura Colunas de maior altura
Parametros ajustados médios Dados do ensaio
Ogata & Banks (1961)— Eh x=12cm

- _ t — duracao ensaio
Benson (1998) —» Dh,OC ’

de Moraes et al.

_ v — velocidade ensaio
(2017, In Press) Dh’

B R — ajustado

R

Previsao do aumento da escala
N

N

concentracao

modelo ajustado com
~ parametros de menor escala

e dados de maior escala

N
7

tempo

Figura 3.9: Metodologia de anélise do efeito de escala.

Em uma segunda anélise, comparou-se os valores dos parametros relacionados a dis-
persao de cada modelo (D, Dy, a e [5) ajustados para as colunas de menor escala, com
os mesmos parametros ajustados agora para as colunas de maior escala. Para isso, fez-se

a calibragao das curvas de chegada referentes as colunas de 12 cm, seguindo a mesma

68



3 METODOLOGIA Tese de Doutorado

metodologia, e calculou-se os parametros ajustados correspondentes. Assim, foi feita uma
analise estatistica da diferenca entre os parametros ajustados para os ensaios de menor
escala e os parametros ajustados para os ensaios de maior escala, calculando a média e

variancia da diferenca obtidas segundo uma distribuicao t de student.
3.2.4 Microtomografia Computadorizada e Analise Multifractal

A dispersao de particulas é um fenémeno que acontece no interior dos vazios do solo e
depende da organizacao e formato dos mesmos, dessa forma, para estuda-la, necessita-se

de técnicas que consigam estudar o solo na escala microscopica onde acontece o fenémeno.

Visto que o modelo fracionario adiciona ao transporte de contaminantes dois parame-
tros de transporte nao-convencionais, o indice de derivacao « e a assimetria [, deseja-se
obter uma significancia fisica em relagao a representacao de tais parametros a caracteris-
ticas do solo. Dessa forma, se fez uso de microtomografias computadorizadas para solos
(Crestana, 1985; Crestana et al., 1986, 1992; Macedo et al., 1997) com amostras do ma-
terial estudado, as quais sao capazes de representar a estrutura dos vazios do solo em sua
micro-escala (Ozelim, 2014; Zubeldia, 2013; Zubeldia et al., 2015). Com isso, pode-se
analisar o formato e organizacao dos vazios através da técnica multifractal e relacionar-14

com o parametros fracionérios.

Duas pequenas amostras de solo com dimensoes aproximadas de 2.5-2cm x lcm x
lem foram retiradas do bloco indeformado e de cada colunas de solo apds a execucao dos
ensaios (Figura 3.10). Em seguida, a fim de manter a estrutura dos vazios do solo, foi feita
a sublimagao da agua intersticial com a aplicacao de nitrogénio liquido e secagem a vacuo,
minimizando mudangas no volume da amostra de solo geradas pela secagem convencional
(Lasso et al., 2008). As amostras foram entdo escaneadas no laboratorio da Embrapa
Instrumentagcao - Sao Carlos/SP com o microtomografo de Raio-X SkyScan 1172 (Figura
3.11).

Durante a microtomografia computadorizada (TC), a amostra de solo é atravessada
por fotons de radiacao e representada por uma imagem correspondente a interacao do
foton com cada particula do material. Dessa forma, particulas mais densas absorvem
mais radiacao que particulas menos densas e a imagem resultante indica a quantidade
de radiagdo absorvida por cada particula (radiodensidade) em uma escala de cinza (0-
255). A amostra de solo é entdo rotacionada dentro do equipamento e sao obtidas vérias
imagens longitudinais da projecao dos raios-X pelo solo. A partir de tais projegoes, é
possivel realizar a reconstrugao 2D do material através do software CTan da SkyScan.

Em seguida, no mesmo software, seleciona-se a area de estudo das imagens. Finalmente,
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através do software ImagelJ, ¢é feita a binarizacao das imagens, separando-as em apenas

solidos (branco - 255) e vazios (preto - 0).

Figura 3.10: Coleta de amostras para microtomografia.

(a)

Figura 3.11: (a) Microtomografo SkyScan 1172 e (b) montagem das amostras de solo.

Com as imagens selecionadas e binarizadas, foram selecionados trés cortes 2D de cada
amostra para analise multifractal, um referente ao topo, outro referente a base e outro
referente a porgao intermediaria da amostra. A analise foi feita no software MASS (Multi-
fractal Analysis and Scaling System) (Figura 3.12), desenvolvido pelo Centro Internacional

de La Papa (CIP) e autorizado para seu uso.
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Figura 3.12: Software MASS.
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4 RESULTADOS

4.1 Modelo Mateméatico Fracionario

Com o objetivo de se obter uma nova solugao fracionaria que leva em consideracao o
parametro de assimetria § e atende a condigao de contorno de meio semi-infinito, garan-
tindo melhor representagao fisica do fenémeno em estudo, este trabalho propoe a seguinte

equacgao diferencial fracionaria e solugoes.

Primeiramente, modifica-se a definigao de derivada fracionaria segundo Riesz (Equagao
2.79), para incluir o parametro 3 que define o peso ou importancia das derivadas em avango

ou em atraso, resultando em:

1 D 1—-3)D~

onde, —1 < 8 < 1. Assim, da mesma forma que na Equacao 2.80, para f = —1 a derivada
fracionaria é composta apenas pela definicao em atraso e para § = 1, apenas pela derivada
em avango. Para = 0, tem-se a derivada fracionaria simétrica e correspondente a notagao

convencional de Riesz.

Define-se o fluxo dispersivo J; de acordo com a Lei de Fick fracionaria (Paradisi et
al., 2001; Schumer et al., 2001), porém substituindo a derivada fracionaria de Riemann-

Liouville pelo potencial de Riesz modificado (Equagao 4.1):

Jd = —Df(Dng) (42)

em que, D ¢é o coeficiente de dispersao hidrodinamica fracionario [L*T '] e 0 < o < 1.
Substituindo na equagdo de continuidade (Equagao 2.1) o fluxo dispersivo fracionério
(Equacao 4.2) juntamente com o fluxo advectivo convencional (Equagao 2.3), tem-se a
equagao advectiva-dispersiva fracionaria segundo a definicdo modificada de Riesz (R-
FADE):

Ocy Ocy 0

dedE + nﬁ = 9 [nvcw —nDy (Dgcw)] (4.3)
dcy  Ocy (1+p) 0%cy, (1-7) 0%y,
Bt =V ar ~ Zeos (ra2) Y Gee  2eos (ra2) T O(—a) (4.4)
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coml<a<2e—1<p<1 (de Moraes et al., 2017, In Press).
4.1.1 Solugao Tipo Pico Instantaneo

A R-FADEFE é entao resolvida para condigao inicial do tipo pico instantaneo de concen-
tragao (Equagao 2.8) através da transformada de Fourier, a qual é descrita para a derivada
fracionaria de Riemann-Liouville em Das (2011), Podlubny (1998) e Samko et al. (1993):

§ [D2g(a)] = (&ik)*3(w) = |k|" exp |£iagsen(k)| o(x) (4.5)

Com isso, aplica-se a transformada de Fourier & R-FADE, resultando em:

dt

(-5
2 cos(mar/2)

(1+5)

= —v*(tk)¢y, — ————D%(ik)%¢ D (—ik)%¢ 4.
v*(ik) ¢y 3 cos(ma/2) f(@ )¥C f( ik)%¢, (4.6)

onde, v* =v/R e D} = Dy/R. Aplicando as condigdes de contorno e inicial e integrando

ambos os lados da equagao, tem-se:

1 o
2 C(OSZ;T§>2) Dy (k)"

(1-5)

~ Sesa D @D

Cw = €Xp {—v*(ik)t -

ou:

(1+5)

A %/ K7 |Q . T
Cuw = €eXp {—v (ik)t — WDJCW exp [Zozasgn(k‘)] t

(1 — 5) @ . T
OB s [ioTsm) ¢ (48
2008(7’(0{/2) fl | eXp ZOKQSgD( ) ( )
Em seguida, colocando o fator —% em evidéncia, aplicando a férmula de Euler
exp(ix) = cos(z) + isin(z) e sabendo que a fungao seno ¢ impar sin(—xz) = —sin(x) e

cosseno par cos(—x) = cos(z), tem-se:

Cw = €Xp {—v*(ik)t - % {(1 +5) [COS (a%) + isin (&%sgn(k))]

+(1-p) [cos (ag) — i8in (agsgn(k))] }} (4.9)
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Cw = €Xp {—v*(ik)t - % [2 cos (a%) + 2if sin (a%sgn(k))} } (4.10)

Cw(k,t) = exp {—iv*tk — D}t|k|* [1 + if tan (am /2) sgn(k)] } (4.11)

A solugao da R-FADE acima nao possui transformada inversa de Fourier analitica em
sua formulacao geral, porém percebe-se que a mesma representa a fungao caracteristica de
uma distribuicao estéavel (Equagao 2.81) com a troca de variavel k por —k, com parametro

de localizagao d = v*t e parametro de escala v = /D3t

Observa-se que a solugdo da R-FADE (Equagao 4.11) se difere da solugao da FADE
(Equagao 2.82) pela auséncia do fator |cos(ma/2)| no parametro de escala y. Apesar de
ambas solucoes serem matematicamente corretas, a solucao proposta apresenta vantagens

em seu uso, conforme mostra a Figura 4.1.

10
10

% 8 S 08
8 8
g° £06
z 8
% 4 §0.4
Q S
T 5 Lo2
o~ > U.

05 3 W) 6 g 5o 200 127 14 1.6 18 20

Indice de Derivacio, a Indice de Derivagdo,
(a) (b)
14 — D=2 1.0

10 12 14 1.6 1.8 20 0'01 0 1.2 14 1.6 1.8 20

Indice de Derivagio, Indice de Derivagio, a

() (d)

Figura 4.1: Comportamento do parametro de escala v segundo (a,b) Benson (1998) e

(c,d) segundo a solugao proposta.
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Devido a natureza da raiz de ordem fracionaria, o parametro de escala possui dois
comportamentos distintos. O primeiro acontece quando o valor dentro da raiz é maior que
zero, onde uma diminui¢ao no indice o causa aumento no valor de v e consequentemente
representa maior dispersao de particulas, conforme o esperado pela teoria (Figura 4.1c).
Porém, para a solugao de Benson (1998), devido a presenga do fator |cos(ra/2)|, o valor
de ~ tende a 0 para baixos valores de a (Figura 4.1a), e o comportamento correto s6 é

observado para altos valores de av e Dyt.

Ja o segundo comportamento, acontece quando o valor dentro da raiz é menor que
zero, onde uma diminui¢ao no indice « causa diminui¢ao no valor de 7, sendo esta si-
tuacao a mais comum devido aos baixos valores do coeficiente de dispersao (da ordem
de 107"'m?/s). Para este caso, o parametro v da solugao de Benson (1998) também
tende a 0 para baixos valores de a (Figura 4.1b), o que reflete no ajuste do coeficiente de
dispersao fracionario, pois a solugao ira calcular valores extremamente altos para Dy em
comparagao com D, quando se ajusta valores de v préximos de 1. Ja a solugao proposta,
elimina o fator |cos(ma/2)| de 7, e com isso calcula valores de coeficiente de dispersao
fraciondrio Dy mais proximos do coeficiente de dispersao convencional Dy, facilitando o

entendimento fisico do mesmo.

Outra caracteristica importante da solugao proposta é a equivaléncia explicita da
Equagao 4.11 com a distribuicao de probabilidade da posi¢ao final de um random walk
com passos de varidncia infinita (Equagao 2.87), isto é, a equivaléncia direta com o voo
de Lévy, pois a utilizagao da definicao de derivada fracionaria de Riesz retira da solugao

o fator |cos(ma/2)| do parametro de escala.
4.1.2 Solugao Tipo Fonte Continua

Para a condigao de contorno e inicial do tipo fonte continua de contaminacao, a fim de
se obter uma solugao analitica para a R-FADFE que seja equivalente a solugdo completa
de Ogata e Banks (1961) (Equacdo 2.28), isto ¢, que atenda a condigao de contorno de
meio semi-infinito e que leve em consideracao o parametro de assimetria 3, é proposta a

seguinte solugao, desenvolvida por construgao (de Moraes et al., 2017, In Press).

Observando-se a solugao convencional de Ogata e Banks (1961) (Equagao 2.28), nota-
se que para a mesma atender a condigao de contorno (Equagao 2.27), isto é, para x = 0,
a expressao entre colchetes precisa se igualar a 2 para resultar em ¢, = ¢y. Com isso, a

mesma pode ser reescrita da seguinte forma:
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Cu [erfc (;_D% t) + eDnerfe < 2“1% t)]

— = — (4.12)
C r—vt D, r+ut
0 [erfc <2\/D—ht> + ePn erfc (2—\/D7ht)i|$:0
ou aplicando-se a mesma simplifica¢ao utilizada em Ogata e Banks (1961):
r—vt
Cw _ [erfc <2vD’Lt>] (4.13)

v for ()

com ambas formulagoes atendendo a condi¢do de contorno. Nota-se que a funcao erfc(z)
corresponde & fungao de distribuigdo acumulada de uma distribuigao normal Fy(z|u, o),

da seguinte forma:

%erfc (_3;;“ ) = Fy(x|p,0) (4.14)

assim, com erfc(z) = 2 — erfe(—z) tem-se que:

erfc (Lvt) =2—-2Fy <x|vt, \/2Dht> (4.15)

Generalizando a Equacao 4.13 pela substituicao da distribuicao normal pela distribui-
cao estavel, de acordo com a Equagao 4.15, chega-se na solugao fracionaria da R-FADE

para a condi¢ao de fonte continua, expressa por:

culwt) 11 <‘”’O"ﬁ’” b th> (4.16)
Co 1— Fy (0|a,5,v*t, o D;t)

onde, Fs(z|a, 3,0,7) é a fungao de distribuicdo acumulada da distribuigao estével. A
Figura 4.2a apresenta a solu¢ao proposta com § = 0 (simétrica) para diferentes valores
de indice de derivagao a e a Figura 4.2b apresenta a solugao com o = 1.5 para diferentes

valores de assimetria f3.
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Cw/ Co

cwlco

Figura 4.2: Solucao da R-FADE para fonte continua de contaminagao, com (a) «

variavel e (b) 8 variavel.

Para o caso especifico de difusao pura, isto é, quando v = 0, as Equagoes (2.28) e

(4.16) sao equivalentes para o = 2:

1 x x 11— Fs(x[2,8,0, {/Dst)
5 [erfc <2 _Dht> + erfc (2 —Dht)} "1 F (0|2,ﬂ,0, . th) (4.17)

Além disso, para z = 0 e a = 2, ou seja, na condi¢cao de contorno, obtém-se:

cw 1—Fy (Olvt, 2Dyt) . (4.18)
co  1— Fy (0[vt,/2Dut) ‘

mostrando que de fato a solucao proposta atende a condi¢cao de contorno de meio semi-
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infinito ¢,,(0,t)/co = 1.

Com a inclusao do fenémeno da advecgao (v # 0), a solugdo proposta admite um erro
méaximo de 6% em relagdo a solugdo completa de Ogata e Banks (1961). Utilizando os
parametros admensionais de Ogata e Banks (1961), £ = vt/xz e n = Dy /vx, é possivel
plotar o erro entre a solugao convencional e a solugdo proposta para a = 2 (Figura 4.3).
Observa-se que o valor maximo de erro é encontrado quando £ e 7 se aproximam de zero,
ou seja, quando tem-se altos valores de altura de coluna de solo x, e que o mesmo se dissipa
a medida que estes valores aumentam. Para o caso de ensaios em coluna laboratoriais,
geralmente realizados com pequenas colunas de solo, o erro da solugao fracionaria proposta

pode ser desprezado.

100 !
‘ >0 0
0.06
| 0.04
\
\ Erro
1 10.02
-10.00

50
3

Figura 4.3: Erro entre a solu¢ao convencional e a solugao fracionaria proposta para

a = 2 em funcao dos parametros admensionais & e 7).

4.2 Ensaios em Coluna

Para a execugao dos ensaios em coluna, foram retirados dois blocos indeformados
de solo, coletados a aproximadamente um metro de profundidade da superficie, a fim de

eliminar a presenca de matéria organica superficial e efeitos de compactacao na superficie.

Conforme apresentado anteriormente, o equipamento de ensaio permite a execucao de
quatro colunas de solo simultaneamente. Desse forma, foram realizadas trés baterias de
ensaios. Na primeira, foram ensaiadas quatro amostras de 6 cm de altura, porém, duas
apresentaram problemas de estanqueidade na membrana flexivel e foram descartadas. Na
segunda bateria de ensaios, foram ensaiados uma coluna de 6 cm e trés colunas de 12
cm de altura. Finalmente, na terceira bateria, foram ensaiadas duas colunas de 6cm e

duas colunas de 12 c¢m de altura, porém, uma amostra de 6 cm e uma de 12 cm foram
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descartadas por falha na pressao de confinamento. No total, resultou-se no ensaio de

quatro colunas de 6 cm e quatro colunas de 12 cm de altura.

A Figura 4.4 apresenta as curvas de chegada resultante dos ensaios em coluna com as
amostras de 6 cm de altura. A Figura 4.5 apresenta as curvas de chegada resultante dos
ensaios em coluna com as amostras de 12 cm de altura. As Tabelas 4.1 e 4.2 apresentam
as velocidades de percolagao v para as colunas de solo com 6 ¢cm e 12 cm de altura,

respectivamente, calculadas pela vazao média observada a cada coleta de efluente durante

0S ensaio.
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Figura 4.4: Curvas de chegada das amostras (a) CP01-6, (b) CP02-6, (c) CP03-6 e (d)
CP04-6 com 6 cm de altura.
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Figura 4.5: Curvas de chegada das amostras (a) CP01-12, (b) CP02-12, (¢) CP03-12 e
(d) CP04-12 com 12 cm de altura.

Tabela 4.1: Velocidade de percolagao v das colunas com 6 cm.

Amostras 6 cm
CP01-6 CP02-6 CP03-6 CP04-6
v (m/s) 3 X 107 23 x107° 97x107° 4.6 x 107°

Tabela 4.2: Velocidade de percolagao v das colunas com 12 cm.

Amostras 12 cm
CP01-12 CP02-12 CPO03-12 CP04-12
v (m/s) 86x107° 1x10* 7.7x107° 1.6x 10~

Observa-se pelas Figuras 4.4a, 4.4b, 4.5a, 4.5b e 4.5c, referentes as amostras CPO1-
6, CP02-6, CP01-12, CP02-12 e CP03-12, respectivamente, que o metal cadmio (Cd)
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apresentou dessor¢ao durante o ensaio, isto é, ocorreu a liberagao de fons do metal presente
no solo para a solucao resultando em concentragao maior que a inicial. Nota-se também
que o metal cromo (Cr) apresentou alta reatividade com o solo escolhido, resultando em
alto retardamento de seu transporte, observado pela baixa concentracao relativa obtida
nas curvas de chegada do mesmo. O metal chumbo (Pb) apresentou comportamento
semelhante ao cromo, porém, se mostrou menos reativo para as amostras CP01-6 e CP02-

6 de 6 cm de altura.

Finalmente, percebe-se também a irregularidade das curvas de chegada da amostra
CP04-12 (Figura 4.5d), com desvio do formato de sigmoide esperado para o ensaio. Tal
irregularidade pode ser advinda de problemas técnicos com a manutencao de uma pressao

de confinamento constante durante a execugao deste ensaio.

4.3 Calibragao dos Parametros de Transporte

Conforme descrito anteriormente, a calibracao ou ajuste dos modelos mateméaticos
com as curvas de chegada das colunas de 6 cm de altura foi feita de acordo com a mini-
mizacao do erro dos minimos quadrados. Para a aplicagdo do método de regressao dos
minimos quadrados em formulagoes nao-lineares, é necessério calcular por iteracao os va-
lores das variaveis independente da solugao que minimizam o erro em relagao as curvas
experimentais. Assim, foi desenvolvido um algoritmo no software Wolfram Mathematica
que calcula o valor dos parametros de transporte de cada modelo que resultam no menor
erro possivel, ao mesmo tempo realizando integrais numéricas para o calculo das solugoes

fracionarias a cada iteracao.

De acordo com a metodologia proposta para a escolha dos paradmetros a serem adotados
no processo iterativo e os parametros adotados como constantes, a Tabela 3.5 mostra as
variaveis consideradas iterativas para cada solugao durante o processo de calibracao. Ja
os valores da velocidade de percolagao v, altura de coluna x e tempo ¢ sao dados obtidos

pelo proprio ensaio em coluna (Tabela 4.1).

Primeiramente, fez-se o ajuste do fator de retardo R para todas as curvas de chegada
de 6 cm segundo a solucdo simplificada e simétrica de Ogata e Banks (1961). Com
isso, utilizou-se o valor de R encontrado como constante para a minimizagao do erro dos

minimos quadrados.

As curvas de chegada para o metal cadmio (Cd) das amostras CP01-6 e CP02-6 foram
descartadas do processo de ajuste pela ocorréncia de dessor¢ao, nao simulada pelos mo-

delos tedricos. As curvas de chegada para o metal chumbo (Pb) das amostras CP03-6 e
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CP04-6 foram descartadas do processo de ajuste pelo grande retardamento do transporte,
resultando em curvas ndo-completa. As curvas de chegada para o metal cromo (Cr) foram

descartadas de todas as amostras de 6 cm de altura pela grande reatividade apresentada.

As Figuras 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9 apresentam os resultados do ajuste das curvas de chegada
das amostras CP01-6, CP02-6, CP03-6 e CP04-6, respectivamente, destacando o erro do

método dos minimos quadrados Fj¢ calculado por cada um dos trés modelos em estudo.

As Tabelas 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 apresentam os valores dos parametros ajustados pelo
MMQ segundo a solugao de Ogata e Banks (1961) (ADE), Benson (1998) e Benson et al.
(2000) (FADE) e a solugao fracionaria proposta (R-FADE).

De maneira geral, percebe-se pelo erro do MMQ que a solu¢ao fracionaria proposta (R-
FADE) é a que melhor aproxima a curva tedrica aos pontos do ensaio em coluna, seguida
da solugao fracionaria de Benson (1998) (FADE) e da solug¢ao convencional de Ogata e
Banks (1961) (ADE), respectivamente. Mais especificamente, nota-se pelas Figuras 4.6,
4.7 e 4.9b, que a solugao fracionaria proposta ajusta os pontos experimentais com grande
precisao em relagao aos dois outros modelos, indicando que a dispersao de particulas
ocorrida nestes ensaios foi de fato anomala e assimétrica. A Figura 4.8a mostrou uma
dispersao mais convencional de particulas, com os trés modelos simulando de forma sa-
tisfatoria a curva de chegada, porém com a solucao fracionaria proposta gerando o menor
erro de regressao. Ja as Figuras 4.8b e 4.9a, mostram certa equivaléncia entre as solugoes
fracionarias, indicando dispersao anémala porém simétrica de particulas, novamente com

a solugao fracionaria proposta (R-FADE) gerando o menor erro de ajuste.

Em relagao aos indices de derivacao a ajustados, nota-se uma tendéncia de valores
proximos ao limite inferior de um, ratificando a caracteristica geral de dispersao anémala
dos ensaios. No caso da Figura 4.8, onde a solu¢ao convencional (ADE) se mostrou
mais proxima dos ajustes fracionarios, observa-se indices o maiores, correspondente com
a equivaléncia entre solugoes para o = 2. Ja na Figura 4.7a, nota-se a igualdade entre
a solugao convencional (ADE) e a solugao fracionaria de Benson (1998) (FADE), o que
resultou em um indice fracionario de a &~ 2, neste caso apenas a solucao fracionaria
assimétrica (R-FADE) foi capaz de minimizar o erro do modelo convencional. Além disso,
a diferenca entre os valores de coeficiente de dispersao hidrodinamica convencional D; e
fracionarios Dy ¢ proporcional ao indice de derivacao « ajustado, com grande diferenca
entre seus valores para « préoximo de um e com pouca diferenca para « proximo de dois

(como no caso da Figura 4.7a), visto que a dimensao dos coeficientes fracionarios é fungao

de a (m®/s).
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Figura 4.6: Ajuste das curvas experimentais da amostra CP01-6 para o metal (a)

chumbo e (b) cobre.

Tabela 4.3: Parametros ajustados por cada modelo para a amostra CP01-6.

Dy(m?/dia) Dy(m®/dia) « B fe R

CP01-6 Chumbo (Pb)

ADE 0.0088 - - - 0.946 36.57
FADE - 8.32 1.03 - - 36.57
R-FADE - 1.94 1.11 -0.945 6.84 x 1078  36.57

CP01-6 Cobre (Cu)

ADE 0.0117 - - - 0.929 25.55
FADE - 0.684 1.22 - - 25.55
R-FADE - 2.1 1.1 -0.885 4.48 x 107 25.55
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Figura 4.7: Ajuste das curvas experimentais da amostra CP02-6 para o metal (a)

chumbo e (b) cobre.

Tabela 4.4: Parametros ajustados por cada modelo para a amostra CP02-6.

Dy(m?/dia) Dy(m®/dia) « B fe R

CP02-6 Chumbo (Pb)
ADE 0.0081 - - - 0.934 35.50
FADE - 0.0086 1.99 - - 35.50
R-FADE - 0.282 1.15 -1 2.08 x 1071t 35.50

CP02-6 Cobre (Cu)

ADE 0.0586 - - - 0.953 24.36
FADE - 0.0564 1.52 - - 24.36
R-FADE - 0.49 1.21 -0.861 0.585 24.36
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Figura 4.8: Ajuste das curvas experimentais da amostra CP03-6 para o metal (a)

cadmio e (b) cobre.

Tabela 4.5: Parametros ajustados por cada modelo para a amostra CP03-6.

Dy(m?/dia) Dy(m®/dia) « 6} fe R
CP03-6 Cadmio (Cd)

ADE 0.0364 -

- - 0.927 6.53

FADE - 0.119 1.72 - - 6.53

R-FADE - 0.225 1.57 -1 0.881 6.53
CP03-6 Cobre (Cu)

ADE 0.0343 - - - 0.932 9.25

FADE - 0.42 1.46 - - 9.25

R-FADE - 0.683 1.38 -0.787 0.826 9.25
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Figura 4.9: Ajuste das curvas experimentais da amostra CP04-6 para o metal (a)

cadmio e (b) cobre.

Tabela 4.6: Parametros ajustados por cada modelo para a amostra CP04-6.

Dy(m?/dia) Dy(m®/dia) « 6} e R
CP04-6 Cadmio (Cd)
ADE 0.0388 - - - 0.853 16.29
FADE - 0.842 1.29 - - 16.29
R-FADE - 8.57 1.07 -0.352 521 x107% 16.29
CP04-6 Cobre (Cu)
ADE 0.0551 - - - 0.793 27.66
FADE - 1.38 1.3 - - 27.66
R-FADE - 1.88 1.26 -0.976 1.42 x 1072 27.66
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Com relagao aos valores ajustados pela solugao fracionéria proposta (R-FADE) para
o parametro de assimetria (3, nota-se uma tendéncia a valores préoximos do limite § = —1,
indicando dispersao assimétrica de particulas com direcao preferencial contréria a dire¢ao
de fluxo. Tal comportamento pode ser entendido pelo fluxo ascendente promovido pelo
equipamento de ensaio, o qual vai em direcao contraria a agao da gravidade e a formagcao
geoldgica natural do solo, visto que o mesmo foi posicionado no equipamento na orientagao

original de campo.

O fator de corregao f. indica quanto a velocidade de pluma v* = v/R precisou ser
alterada, devido a assimetria do modelo, para a minimizagao do erro de ajuste. Assim,
observa-se que o modelo convencional (ADE) ajusta valores proximos de um, indicando
pouca diferenca de assimetria em relagao a solugao simétrica para a qual o fator de retardo
R foi calculado. J& o modelo fracionario proposto (R-FADE), possui assimetria imposta
pela condigao de contorno e pelo parametro [, resultando em valores de f. bem distantes
de um, ou seja, a velocidade de pluma precisou ser bastante modificada para ajustar as
curvas, exceto para a amostra CP03-6, onde o ajuste foi similar ao convencional. Tal
variagao observada no ajuste da velocidade de pluma v* pode ser explicada pelo calculo
da velocidade de percolagao v durante o ensaio, o qual é feito através da média aritmética
da vazao observada a cada medida de efluente, admitindo certo erro estatistico de variabi-
lidade na medida. Outro ponto a se considerar ¢ a inclusao do calculo fracionario apenas
no termo dispersivo da equacao de transporte, gerando um coeficiente de dispersao de
ordem [L*/T] porém mantendo a velocidade em ordem convencional [L/T]. Finalmente,
a solugao fracionaria de Benson (1998) (FADE) nao apresenta fator de corre¢ao f. pois a
mesma ¢é simétrica e o ajuste de sua velocidade de pluma é feito no calculo do fator de

retardo R.

4.4 Andlise do Efeito de Aumento de Escala

Pachepsky et al. (2000) enumeram vérios trabalhos onde mostram a dependéncia do
coeficiente de dispersao convencional D) em relagao a altura da coluna de solo x, isto
acontece pela caracteristica local do coeficiente convencional, representando o transporte
apenas na escala para qual o mesmo foi calculado. O uso do calculo fracionario na mo-
delagem do transporte de contaminantes traz um coeficiente de dispersao fracionéario Dy
nao-local, representando no indice de derivacao « e parametro de assimetria § a comple-
xidade do solo em estudo e com isso possibilitando a previsao mais precisa do transporte

em diferentes escalas.
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4.4.1 Simulacao das Colunas com 12 cm de Altura

A partir dos parametros de transporte ajustados anteriormente para as amostras de
solo com 6 cm de altura, se pretende simular as curvas de chegada obtidas com as colunas

de 12 cm de altura e verificar a precisao da simulacao de cada modelo.

Para isso, usou-se a média dos coeficientes de dispersao Dy, e Dy, indices de derivagao
« e parametros de assimetria § obtidos na calibragao dos modelos para as amostras de
menor escala. Ja os parametros altura de solo z, velocidade de percolacao v e tempo ¢
foram fixados como dados dos ensaios em coluna com as amostras de 12 cm de altura
(Tabela 4.2). O fator de retardo R foi novamente ajustado pela solugdo simétrica de
Ogata e Banks (1961), agora para as colunas de maior escala. Finalmente, como o intuito
do trabalho é verificar a precisao de simulacao dos coeficientes de dispersao, foi também
feito o ajuste da velocidade de pluma v* através do fator de correcao f., evidenciando

apenas a diferenca de simulacao do fendémeno da dispersao entre os modelos.

Nota-se na Figura 4.5 que as curvas de chegada para as colunas de 12 cm de altura
apresentaram dessorc¢ao para o metal cadmio (Cd) e alto retardamento do transporte para
os metais chumbo (Pb) e cromo (Cr), assim, estes metais foram descartados da analise do
efeito de escala. Além disso, nota-se na Figura 4.5d que as curvas de chegada da amostra
CP04-12 nao apresentaram o formato sigmoidal esperado, possivelmente devido a falhas
de confinamento durante o ensaio, sendo também descartada da analise de escala. Dessa
forma, a Tabela 4.7 mostra os parametros médios ajustados com as colunas de 6 cm para
o metal cobre (Cu) e a Tabela 4.8 mostra os parametros ajustados para as colunas de 12

cm de altura, utilizados nesta analise.

A Figura 4.10 apresenta o resultado da simulagao das curvas de chegada de 12 cm de

altura a partir dos parametros médios ajustados com as colunas de 6 cm de altura.

Tabela 4.7: Parametros médios ajustados para o metal cobre (Cu) com as colunas de 6

cm de altura.

Parametros médios - 6 cm

Dy(m?/dia) Dy(m®/dia) @& 6}

ADE 0.0267 - - -
FADE - 0.6358 1.37 -
R-FADE - 0.4043 1.23 -0.877

38



4 RESULTADOS Tese de Doutorado

10
0.8
S
e
Q
s 0.6
s
g
=
§ 0.4} — ADE (Emmg=0.0577)
5 ----- FADE (Epmmq=0.0421)
O I — R-FADE (Epyq=0.0323) |
00 + Pontos Experimentais
~0.0 0.2 04 0.6 0.8
Tempo, Dias
(a)
1.0 =
0.8
(el
<
<
s 0.6
]
g
=
§ 04 — ADE (Epmmg=0.0858)
Lg) ----- FADE (Epmmq=0.0354)
o2 4 L. R-FADE (Emwq=0.0698) |
00 f « Pontos Experimentais
00 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7

Tempo, Dias

(b)
1.0~ .
0.8
1
e
306
e
g
B
§ 0.4 — ADE (Enmmq=0.0735)
gg) ----- FADE (Epmq=0.0839)
0.2’ .......... R_FADE (EMMQ=OO477) 4
Y I g « Pontos Experimentais
~0.0 02 04 0.6 0.8

Tempo, Dias
()

Figura 4.10: Simulagao das curvas de chegada das amostras (a) CP01-12, (b) CP02-12 e
(c) CP03-12 de 12 c¢m de altura para o metal cobre (Cu).
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Tabela 4.8: Parametros ajustados com as amostras de 12 cm de altura para a andlise de

escala.

CP01-12 CP02-12 CP03-12

Je R fe R 1. R

ADE 0981 11.92 0.967 8.15 0.968 13.29
FADE - 11.92 - 8.15 - 13.29
R-FADE 0.768 11.92 0.818 8.15 0.74 13.29

Observa-se que os modelos fracionarios conseguem simular com mais precisao a ten-
déncia dos pontos experimentais, principalmente na cauda superior das curvas. O erro
Eyvg dos minimos quadrados apresentados na Figura 4.10 mostra a melhoria de pre-
cisao de simulacao dos modelos fracionarios em relacao ao modelo convencional, com a
solugao fracionéria proposta (R-FADE) gerando o menor erro para as amostras CP01-12
e CP03-12, e a solugao de Benson (1998) (FADE) gerando o menor erro para a amostra
CP02-12. Isto indica que os modelos fracionérios sao capazes de simular com maior preci-
sao o transporte de contaminantes em escala maior a qual seus parametros de transporte
foram calculados, como esperado pela teoria do célculo fracionario. Entretanto, vale a
pena notar que o aumento de escala analisado neste trabalho, limitado pela escolha do
equipamento de ensaio, pode ser considerado pequeno, resultando na pequena diminuigao

do erro Ejprg entre os modelos.
4.4.2 Comparagao dos Parametros Ajustados em Cada Escala

Em uma segunda anélise, pretendeu-se comparar os parametros ajustados por cada
modelo para as colunas de 6 cm e 12 ¢cm de altura, observando a diferenca dos valores
calibrados por cada solugao para cada escala. Assim, foi feito a calibracao das curvas de
chegada de maior escala (12 cm) seguindo a mesma metodologia utilizada para as colunas

menores.

Para esta comparacao, foram utilizadas as curvas de chegada das amostra CP01-12,
CP02-12, CP03-12 e CP04-12 para o metal cobre (Cu) (Figura 4.5). A Figura 4.11 mostra
os ajustes referentes as amostras CP01-12 e CP02-12, e a Figura 4.12 mostra os ajustes
referentes as amostras CP03-12 e CP04-12. As Tabelas 4.9 e 4.10 mostram os parametros
ajustados por cada modelo para o metal cobre segundo as amostras CP01-12, CP02-12,
CP03-12 e CP04-12, respectivamente.

90



4 RESULTADOS

Tese de Doutorado

1.0
5038
e
()
c 0.6
<
g
204 — ADE (Eymq=0.038)
[
% ----- FADE (Eyma=0.0243)
002 w R=FADE (Epmma=0.00956)
0.0 » Pontos Experimentais
0.0 02 04 0.6 0.8
Tempo, Dias
(a)
1.0 =
508
3
Q
c 0.6
S
5]
(]
% ----- FADE (Eyma=0.0126)
0.0 + Pontos Experimentais
00 01 02 03 04 05 06 07

Tempo, Dias

(b)

Figura 4.11: Ajuste das curvas experimentais das amostras (a) CP01-12 e (b) CP02-12

para o metal cobre (Cu).

Tabela 4.9: Parametros ajustados por cada modelo para as amostras CP01-12 e

CP02-12.
Dy(m?/dia) Dy(m®/dia) « B fe R

CP01-12 Cobre (Cu)
ADE 0.0431 - - - 0.955 11.92
FADE - 0.184 1.6 - - 11.92
R-FADE - 0.167 1.61 -0.99 0.931 11.92

CP02-12 Cobre (Cu)
ADE 0.0663 - - - 0.946 8.15
FADE - 0.314 1.59 - - 8.15
R-FADE - 0.294 1.59 -0.99 0.903 8.15
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Figura 4.12: Ajuste das curvas experimentais das amostras (a) CP01-12 e (b) CP02-12

para o metal cobre (Cu).

Tabela 4.10: Parametros ajustados por cada modelo para as amostras CP03-12 e

CP04-12.
Dy(m?/dia) Dy(m®/dia) « B fe R

CP03-12 Cobre (Cu)
ADE 0.0286 - - - 0.967 13.29
FADE - 0.519 1.34 - - 13.29
R-FADE - 0.41 1.39 -0.501 0.925 13.29

CP04-12 Cobre (Cu)
ADE 0.992 - - - 0.529 23.64
FADE - 3.25 1.64 - - 23.64
R-FADE - 32.2 1.18 -0.162 4.92 x 1077 23.64
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Com os parametros dispersivos de transporte ajustados para as colunas de 6 cm e 12 ¢cm
de altura, pode-se comparar a diferenca dos valores obtidos na escala menor com os valores
obtidos na escala maior. Assim, fez-se uma anélise estatistica da razao entre os parametros
calculados por cada solugao para as colunas de 6 cm e os calculados para as colunas de 12
cm, isto é, a razao Dy 12/Dpe € Dy12/ Dy para os coeficientes de dispersao, aia/og para o
indice fracionério e 812/ para o parametro de assimetria. Como tem-se quatro amostras
de 6 cm e quatro de 12 cm de altura, a anéalise resultou em 16 combinagoes diferentes
entre os valores de cada parametro para cada escala, sendo utilizada uma distribuicao t

de student para anéalise da variancia das medidas.

A Figura 4.13 e a Tabela 4.11 apresentam a densidade de probabilidade e a média
e variancia da distribuicao t de student que representa a razao entre os coeficientes de
dispersao ajustados para a maior escala e os ajustados para a menor escala, para cada
modelo. A Tabela 4.12 apresenta a varidncia da razao entre os indices de derivacao « e

parametro de assimetria 8 ajustados para a maior e menor escala.
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Figura 4.13: Distribuicao t de student da razao entre os coeficientes de dispersao

ajustados na escala maior e na escala menor.

Tabela 4.11: Média e variancia da razao entre os coeficientes de dispersao ajustados na

maior e menor escala.

Dpa2/Dhg D12/ Dy

1 o’ [ o’

ADE 21.74 2081.32 - -
FADE - - 5.94 19841
R-FADE - - 7.91 23991
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Tabela 4.12: Variancia da razao entre os indices a e 8 ajustados na maior e menor

escala.

0412/066 512/56

o? o?

ADE - -
FADE 0.019 -
R-FADE 0.031 0.17

Observa-se na Tabela 4.11 que o coeficiente de dispersao convencional necessitou de
um aumento médio de 22 vezes para ajustar o transporte em escala maior, ja os coeficien-
tes fracionérios precisaram ser aumentados em média de 6 a 8 vezes. Percebe-se também
que a variancia do aumento do coeficiente de dispersao convencional é aproximadamente
100 vezes maior que a variancia dos coeficientes fracionarios. Na Tabela 4.12, nota-se que
o indice de derivacao a e o parametro de assimetria [ apresentaram variancia de aproxi-
madamente zero quando ajustados para a escala maior. Tal comportamento mostra que o
correto ajuste do indice de derivacao fracionario e do parametro de assimetria, de acordo
com a complexidade do solo, para uma certa escala de estudo, permite a extrapolacao do
coeficiente de dispersao fracionario para escalas maiores com melhor precisao de simulagao

em relacao a modelagem convencional.

4.5 Andlise Multifractal

A analise fractal do solo utilizado nos ensaios em coluna pretende relacionar os no-
vos parametros fractais a e  a complexidade de organizacao e formacao dos vazios no
solo, mostrando que a melhoria de ajuste e simulagao observada para os modelos fracio-
narios nao é puramente matemaética e se relaciona com caracteristicas fisicas do material

estudado.

A escolha da técnica multifractal se deu pela semelhanca entre caracteristicas do cal-
culo fracionario e das geometrias fractais, como a nao-localidade, auto-similaridade e
invariancia a escala. Além disso, a simples analise da dimensao fractal do solo nao seria
capaz de descrever a complexidade ou heterogeneidade do material, visto que a mesma
representa apenas a relacao entre objetos vazios e solidos. Assim, a técnica multifractal
descrita em Posadas et al. (2001, 2003) ¢ capaz de estudar a heterogeneidade do sistema

através da obtencao de um espectro de dimensoes fractais.

Para o estudo da multifractalidade das amostras, fez-se o uso de microtomografias com-
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putadorizadas (TC) em solo (Onody et al., 1995; Posadas, 1994), realizadas no laboratério
de técnicas nucleares da Embrapa Instrumentagao (Sao Carlos - SP) no microtomografo
SkyScan 1172 (Figura 3.11a). Coletou-se ao final dos ensaios em coluna, duas pequenas
amostras (Figura 3.10), Al e A2, de cada uma das quatro colunas de 6 cm de altura ensai-
adas, além disso, foram também retiradas duas amostras adicionais do bloco indeformado
de solo. As amostras de solo ja secas e em seu amostrador, sao envoltas em papel filme
para garantir que finos do material nao entrem em contato com o microtomoégrafo e colo-
cadas no receptor do equipamento (Figura 3.11b). Inicia-se entdo o processo de obtengao
das imagens com a definicao do tamanho dos pixels, neste caso 7 um, o que resultou
em torno de mil projecoes verticais da atenuagao dos Raio-X pelo material em escala de
cinza (0-255) (Figura 4.14a). Em seguida, as projegoes sao tratadas pelo software do equi-
pamento, o qual através de um algoritmo proéprio, realiza a reconstrucao 2D dos cortes
transversais das amostras de solo (Figura 4.14b). Observa-se a presenca do amostrador
usado na coleta e do papel filme que envolve a amostra. No final deste processo, obteve-se
para cada amostra, 937 imagens similares a Figura 4.14b que representam cortes ao longo

de sua altura.

(a) (b)

Figura 4.14: (a) Projegoes verticais obtidas durante a execugdo da microtomografia e (b)

os cortes transversais 2D resultantes do tratamento das projegoes.

Em seguida, é necessario filtrar das imagens os elementos que nao pertencem ao ma-
terial de estudo, isto é, o fundo, o amostrador e o papel filme. Para isso, utilizou-se
o software CTan, disponibilizado pela Embrapa Instrumentacao, onde cada conjunto de
imagens foi carregado e selecionado uma éarea quadrada de seu centro (Figura 4.15a).
Para as amostras Al e A2 referentes ao bloco indeformado de solo, a amostra Al refe-
rente ao CP01-6 e a amostra A2 referente ao CP03-6, selecionou-se um quadrado central

de 1000x1000 pixels de dimensao. Ja para as amostras restantes, selecionou-se um qua-
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drado de 500x500 pixels, pois nestes casos a escolha de uma &rea maior iria englobar
partes do amostrador e papel filme. A escolha do tamanho das imagens em multiplos de
10 se deu para facilitar o ajuste do nimero de caixas no software de analise multifractal.
Dessa forma, restam-se nas imagens filtradas dos cortes 2D apenas o material de estudo
(solo + vazios) (Figura 4.15b).
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X 40y B & sRa@@®280
. poxel
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Figura 4.15: (a) Selegao da porgao central dos cortes 2D no software CTan e (b)

imagens resultantes de 1000x1000 pixels de dimensao.

Para a analise multifractal, é necessario realizar também a binarizacao das imagens a
serem utilizadas. Este processo consiste na escolha de um intervalo na escala de cinza que
separe as imagens em apenas duas cores, branco (255) e preto (0). Este procedimento foi
realizado no software ImageJ (freeware) (Figura 4.16a), onde foi determinado o intervalo
de 90 a 255 na escala de cinza que melhor representa as particulas de solo e os vazios,

resultando na imagem binarizada que melhor descreve a imagem original (Figura 4.16b).
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Entre as 937 imagens de cada amostra de solo, foram escolhidas trés para serem binari-
zadas e representar a amostra como um todo: um corte retirado da porcao inferior das
imagens (referente a base da amostra), outro da porgao superior (referente ao topo da

amostra) e um da por¢ao intermediéria (referente ao meio da amostra).

Vale a pena comentar que as imagens de microtomografia conseguem captar particulas
de solo de até duas vezes o tamanho do pixel utilizado (7 pm). Dessa forma, particulas

finas inferiores a aproximadamente 15um nao sao consideradas nas imagens obtidas.
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Figura 4.16: (a) Selegdo da porgao central dos cortes 2D no software CTan e (b)

imagens resultantes de 1000x1000 pixels de dimensao.

Finalmente, as imagens escolhidas sao salvas em formato de texto e carregadas no
software MASS para analise multifractal. Para o correto uso do software e seus resultados,
é preciso retirar certas anomalias dos espectros multifractais através do ajuste do intervalo

de valores e da discretizacao dos momentos ¢ e do niimero de caixas a serem usadas no
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box-counting das imagens. Uma vez definidos tais valores de ajuste, foram utilizados
0os mesmos para todas as imagens estudadas. Dessa forma, definiu-se o intervalo de
—6 < ¢ < 15, discretizado a cada 0.1, e com a sele¢cao do nmero de caixas maior e igual

a dez (Figura 4.17), o que resultou em espectros multifractais sem anomalias.
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Figura 4.17: Defini¢ao dos parametros no software MASS.

As Figuras 4.18, 4.20, 4.22, 4.24 e 4.26 apresentam as imagens binarizadas referentes
as cortes na base, meio e topo da amostras Al e A2 das colunas CP01-6, CP02-6, CP03-
6, CP04-6 e do bloco indeformado, respectivamente. As Figuras 4.19, 4.21, 4.23, 4.25 e
4.27 apresentam os espectros multifractais das amostras Al e A2 retiradas das colunas
CP01-6, CP02-6, CP03-6 e CP04-6 e do bloco de solo indeformado, respectivamente. As
Tabelas 4.13, 4.14, 4.15, 4.16 e 4.17 apresentam os parametros multifractais referentes
aos cortes 2D das amostras Al e A2 das colunas CP01-6, CP02-6, CP03-6 e CP04-6 e do
bloco de solo indeformado, respectivamente. A partir de cada espectro multifractal, pode-
se calcular a dimensao fractal média Dy, que representa a dimensao fractal obtida pelo
box-counting convencional; o grau de multifractalidade Aa/, o qual indica a variagao nas
diferentes dimensoes fractais do sistema, onde um valor préximo de zero indica um sistema
homogéneo ou monofractal e valores maiores que zero indicam sistemas heterogéneos ou

multifractais; e o grau de assimetria A, indicando a assimetria em relagao a distribuicao
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da medida em estudo (particulas de solo) e da medida oposta (vazios) na imagem.

Figura 4.18: Imagens binarizadas da (a) base, (b) meio e (c) topo da amostra Al da
coluna CP01-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP01-6.
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Figura 4.19: Espectro multifractal da (a) base, (b) meio e (c¢) topo da amostra Al da
coluna CP01-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP01-6.
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f(a))

Figura 4.20: Imagens binarizadas da (a) base, (b) meio e (c) topo da amostra Al da
coluna CP02-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP02-6.
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Figura 4.21: Espectro multifractal da (a) base, (b) meio e (¢) topo da amostra Al da
coluna CP02-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP02-6.
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Figura 4.22: Imagens binarizadas da (a) base, (b) meio e (c) topo da amostra Al da
coluna CP03-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP03-6.
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Figura 4.23: Espectro multifractal da (a) base, (b) meio e (c) topo da amostra Al da
coluna CP03-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP03-6.
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Figura 4.24: Imagens binarizadas da (a) base, (b) meio e (c) topo da amostra Al da
coluna CP04-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP04-6.
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Figura 4.25: Espectro multifractal da (a) base, (b) meio e (c) topo da amostra Al da
coluna CP04-6 e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 da coluna CP04-6.
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Figura 4.26: Imagens binarizadas da (a) base, (b) meio e (c) topo da amostra Al do
bloco indeformado e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 do bloco

indeformado.
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Figura 4.27: Espectro multifractal da (a) base, (b) meio e (¢) topo da amostra Al do

bloco indeformado e da (d) base, (e) meio e (f) topo da amostra A2 do bloco

indeformado.

103



4 RESULTADOS

Tese de Doutorado

Tabela 4.13: Parametros multifractais dos espectros referentes as amostras Al e A2 da

coluna CP01-6.

CP0O1-A1 CP01-A2
Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Média Variancia
Dy 1.936 1.926 1.948 1.936 1.968 1.94 1.942 2x10°*
Ao’ 1.39 1.33 1.37 1.39 1.41 1.43 1.38 1x 1073
A 0.466 0.547 0.45 0.467 0.472 0.426 | 0.471 1.6x 1073

Tabela 4.14: Parametros multifractais dos espectros referentes as amostras Al e A2 da

coluna CP02-6.

CP02-A1 CP02-A2
Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Média Variancia
Dy 1.916 1.914 1.935 1.896 1.933 1.929 1.92 2.2 x 107
Ao’ 1,41 1.43 1.46 1.56 1.49 1.51 1.478 3.1 x 1073
A 0.477 0.445 0.526 0.51 0.51 0.448 0.486 1.2 x 1073

Tabela 4.15: Parametros multifractais dos espectros referentes as amostras Al e A2 da

coluna CP03-6.

CP03-A1 CP03-A2
Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Média Variancia
Dy 1.852 1.862 1.924 1.863 1.868 1.902 1.878 7.8 x107*
Ao’ 1.63 1.3 1.46 1.41 1.51 1.48 1.464 1.2 x 1072
A 0.592 0.282 0.35 0.554 0.595 0.49 0477 1.7 x 1072
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Tabela 4.16: Parametros multifractais dos espectros referentes as amostras Al e A2 da
coluna CP04-6.

CP04-A1 CP04-A2

Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Média Variancia

Dy 1927 1.859 1.937 1.852 1.899 1.932 | 1.901 1.3x1073
Ao/ 1.45 1.18 1.28 1.2 1.46 1.5 1.34 2 x 1072
A 0.346 0.628 0.3 0.634 0.544 0.382 | 0.472 2.2 x 1072

Tabela 4.17: Parametros multifractais dos espectros referentes as amostras Al e A2 do

bloco indeformado.

Bloco-Al Bloco-A2

Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Corte 1 Corte 2 Corte 3 | Média Variancia

Dy 1.91 1.929 1.912 1.879 1.857 1.838 | 1.887 1.2x 1073
Ao/ 1.42 1.44 1.45 1.49 1.4 1.03 1.37 2.9 x 1072
A 0.512 0.447 0.425 0.678 0.667 1.38 0.685 1.3 x 107!

Na analise multifractal das microtomografias computadorizadas, observa-se uma ten-
déncia geral de grande variedade de valores de o/ nos espectros multifractais das amostras,
observada por um grau de multifractalidade Aa’ > 0. Tal observagdo mostra que dife-
rentes dimensoes fractais sao necesséarias para a descricao do meio, caracterizando-o como
um multifractal. Isto indica que as imagens do material utilizado nos ensaios em coluna
¢ de um sistema de alta heterogeneidade, ou seja, um sistema com alta energia interna,
que passou por mudangas em sua estrutura interna durante sua formagao e resultou em

um arranjo heterogéneo de particulas de solo e vazios.

Tal constatacao obtida na analise dos espectros multifractais vai de acordo com os
ajustes encontrados pelos modelos fracionarios no processo de calibragao dos dados expe-
rimentais, os quais em sua maioria resultaram em indices de derivagao o mais proximos
do limite inferior de um, o que indica dispersao andémala de particulas de contaminante,
resultante da heterogeneidade dos canais de percolacao do solo. A concordancia de in-
formacgoes obtidas no ajuste dos modelos matematicos e na analise multifractal, mostra
que a melhoria encontrada pelo modelagem fracionaria nao foi puramente numérica ou

matemaética e sim esta relacionada com a formacao interna do solo estudado.
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De maneira similar, o efeito do aumento de escala pode ser melhor entendido pela
heterogeneidade do sistema apresentada na analise multifractal. Em um sistema hetero-
géneo, a variancia na estrutura interna do sistema solo mais vazios aumenta a medida que
a quantidade do material estudado aumenta, isto é, para uma particula de contaminante
que percorre por este solo, quanto maior a distancia percolada, maior é variagao de canais
de percolagao que a mesma iré experimentar, o que por sua vez gera maior dispersao de
particulas. Assim, a modelagem fracionaria descreve a heterogeneidade do solo através do
indice de derivacao o e com isso, consegue com mais precisao simular o efeito do aumento

de escala.

Além disso, nota-se também a assimetria dos espectros multifractais gerados pelas
imagens das amostras de solo, observada pelo grau de assimetria A menor que um. Isto
indica uma distribuicao assimétrica de particulas de solo em relacao aos vazios, com predo-
minancia de areas com maior concentragao de particulas de solo. Apesar da assimetria de
distribuicao encontrada nas imagens ser representativa dos cortes transversais das amos-
tras, a mesma remete ao parametro de assimetria § ~ —1 calculado nos ajustes das curvas
de chegada com o modelo fracionario proposto, indicando que o solo de fato apresenta
assimetria de distribuicao de vazios, porém uma analise multifractal 3D seria necessaria

para melhor relaciona-los.
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O modelo de transporte de contaminantes mais comumente utilizado para simular
curvas de chegada experimentais obtidas por ensaios em coluna é fundamentado na equa-
¢ao advectiva-dispersiva classica de segunda ordem (ADFE) e resolvido em Ogata e Banks
(1961). A dispersdo de particulas segundo a ADE ¢é funcdo de t'/? e é representada
por Brownian Motion através do limite de escala de um random walk com distribuicao
normal e varidncia finita. O trabalho apresentado descreve a modelagem do transporte
de contaminantes segundo uma equacao diferencial com indice de derivacao fraciona-
rio a e parametro de assimetria 5 no termo dispersivo (FADE) e sua solugdo simétrica
apresentada em Benson (1998). O modelo fundamentado no célculo fracionério simula a
super-dispersdo ou dispersiao anomala de particulas, em funcio de t'/*, que é descrita pelo
movimento aleatério do Lévy Flight e representada pelo limite de escala de um random
walk com distribuicao estével e variancia infinita, resultando em maior espalhamento de

particulas em relacao a modelagem convencional.

E proposta uma modificacdo na definicao fracionaria da equacao diferencial (R-FADE)
a fim de melhorar o comportamento da resposta do modelo e a significancia dos parame-
tros calculados. Dessa forma, chega-se em uma nova solugao da equacao de transporte
fracionaria, a qual atende as condigoes inicial e de contorno de meio semi-infinito e in-
clui o pardametro de assimetria 3, permitindo a modelagem fracionéria e assimétrica do

transporte de contaminantes.

A modelagem convencional gera um coeficiente de dispersao que é dependente da escala
para qual o mesmo foi calculado e falha em simular o formato sigmoidal de curvas de
chegada com cauda longa (Pachepsky et al., 2000). A inclusao do calculo fracionario visa
melhorar a problematica convencional pelo uso de um operador de derivacao fracionaria

nao-local e invariante a escala.

Foram realizados ensaios em coluna em diferentes escalas para validar a nova solucao
proposta e comparar seu ajuste e simulagao em relacao aos modelos convencional e fracio-
nario de Benson (1998). Além disso, foram feitas microtomografias computadorizadas nas
amostras do solo para, através da técnica multifractal, analisar o significado ou relacao

fisica dos parametros fracionarios adicionados a solugao.

A partir dos resultados obtidos nesta tese, conclui-se que:

e A equagao diferencial fundamentada na definigao de derivada fracionaria segundo

Riesz (R-FADE) permite sua solu¢ao sem a presenca do fator |cos(ma/2)| no pa-
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rametro de escala 7, encontrado na solu¢ao da FADE em Benson (1998). Dessa
forma, quando o valor dentro da raiz VD_;Zt ¢ maior que um, a solugao simula o
aumento da dispersao de particulas com a diminuicao do indice de derivacao o para
todo domfnio de . Ja quando o valor dentro da raiz ¢/D7jt é menor que um, a
diminui¢ao no indice o gera um decréscimo menos acentuado no parametro de es-
cala 7. Assim, sendo este o cenério encontrado nos ensaios em coluna, a R-FADE
ajusta valores de coeficiente de dispersao Dy mais proximos do valor do coeficiente

convencional Dj, em relagao a FADEFE, e com isso, de mais facil interpretagao.

e A nova solugao proposta para a R-FADE (Equagao 4.16) para a condigao inicial e de
contorno do tipo fonte continua de contaminacao, obtida por construcao a partir da
analise da solu¢ao convencional de Ogata e Banks (1961), possibilita a simulagao de
uma dispersao anémala e assimétrica de particulas através da inclusao do parametro
de assimetria (3, e de fato atende a condicao de contorno de meio meio-infinito, a
qual melhor representa o fendmeno que ocorre durante a execucgao de ensaios em

coluna.

e Os ajustes matematicos, calculados através da minimizagao do erro do método dos
minimos quadrados Eaarg, da nova solugao fracionédria proposta para as curvas
de chegada experimentais obtidas com as colunas de 6 cm de altura, foram, para
todos os casos, mais precisos que a solucao fracionéria de Benson (1998) e a solugao
convencional de Ogata e Banks (1961), respectivamente. Isto indica que de fato a
dispersao de particulas de contaminantes ocorrida durante os ensaios foi de forma
andmala, isto é, mais rapida que segundo a lei de Fick convencional, e assimétrica,
isto é, com direcao preferencial de espalhamento. Porém, para alguns casos, a
diferenca de ajuste entre os modelos matematicos foi menor, o que nao desvalida
o uso da solucao fracionaria, visto que a mesma engloba a solugao convencional

quando o = 2.

e Os valores de indice de derivacao a encontrados nos ajustes, mostram que quanto
mais proximos do limite inferior de um, maior ¢ a melhoria do ajuste de curva e
diminui¢ao do erro Eyspq, pois mais acentuada eram as caudas dos dados experi-
mentais e com isso, mais acelerada era a dispersao de particulas. Ja para indices «
proximos do limite superior de dois, os modelos se tornam equivalentes e os ajustes
similares. Os valores do parametro de assimetria 8 encontrados no ajustes, indicam
que o transporte dispersivo ocorrido nos ensaios foi altamente assimétrico no sentido
contrario ao fluxo, evidenciado por valores de 3 préoximos de —1. Tal fenémeno pode
ser entendido pelo sentido de fluxo ascendente aplicado pelo equipamento de ensaio,

indo de encontro com a posicao e formacao original do solo em campo.
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e A anélise do efeito da escala, através da simulacao das curvas de chegada obtidas
com as colunas de 12 cm de altura com os parametros dispersivos obtidos com as
colunas de 6 cm de altura, indicou que a modelagem fracionéria do transporte de
contaminantes consegue prever com maior precisao a dispersao de particulas em
escala maior. Tal conclusao é observada na Figura 4.10, pela diminui¢ao do erro
de aproximacao Ejryrq das solugoes fracionarias em relacao a solu¢ao convencional,
principalmente quando se observa as caudas da curva de maior escala, representando

o fendémeno da dispersao hidrodinadmica.

e O ajuste das curvas de chegada dos ensaios com as colunas de 12 cm de altura,
seguido da anélise estatistica da distribuicao do aumento nos valores dos parame-
tros dispersivos calculados em cada escala, mostra que a correta definicao do indice
de derivagao « e do parametro de assimetria [, representando a complexidade dos
canais de percolagao do solo, é capaz de simular o transporte em escalas diferentes
com pouca variacao no coeficiente de dispersao em relagao a modelagem convencio-
nal, ou seja, diminuindo a problemética de dependéncia da escala do coeficiente de

dispersao observada na literatura.

e Com base na anélise multifractal das microtomografias computadorizadas, conclui-
se que as amostras do solo estudado, em sua micro-escala, possuem alta energia
interna, ou seja, sao sistemas altamente heterogéneos em relacao a formagao de
seus vazios e particulas de solo, o que vai de acordo com os parametros dispersi-
vos fracionarios calculados nos ajustes experimentais. Tal observacao é observada
pelos espectros multifractais obtidos, os quais apresentaram grande variedade de

expoentes o, resultando em um grau de multifractalidade Ao’ > 0.

e Ainda mais, o grau de assimetria A encontrado na anélise multifractal foi menor que
um, o que representa uma distribuicao assimetria de vazios em relagao a particulas de
solo, a qual remete a assimetria do parametro [ encontrada nos ajustes matematicos

do modelo fracionério proposto.

e Finalmente, a caracteristica fisica de heterogeneidade do solo observada na anélise
multifractal se encontra de acordo com a melhoria de ajuste alcancada com os mo-
delos fracionarios, principalmente a nova solu¢ao proposta, ja que o entendimento

da teoria fracionéria foi de observado nas imagens de microtomografia do solo.

5.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Com base nos artigos apresentados e discussoes ao longo do desenvolvimento desta

tese, sugere-se para continuagao do tema proposto:
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e Realizar ensaios em coluna em diferentes escalas com maior variacao de altura entre

colunas, dessa forma podendo melhor analisar o efeito do aumento de escala.

e Estudar o transporte fracionario de contaminantes organicos e comparar os resulta-

dos com o transporte das espécies inorganicas.

e Fazer ensaios com contaminantes nao-reativo em relacao ao material estudado, a fim

de diminuir os efeitos de alta reatividade e dessorcao encontrados neste trabalho.

e Utilizar a técnica de impressoes 3D para criacao de um material artificial e com isso

diminuir a variabilidade das propriedades do meio.

e Continuar o desenvolvimento do modelo fracionario, com a inclusao da derivada
fracionaria no termo advectivo e obtencao de uma solucao analitica para a condi¢ao

de contorno e inicial do tipo fonte continua.

e Generalizar a técnica multifractal para estudar reconstrucoes 3D do solo, possi-
bilitando a anélise das amostras como um todo e aumentando a significAncia dos

resultados encontrados.

e Expandir o tratamento fracionério do transporte de contaminantes para o caso nao-
saturado, com a substituicao da porosidade do solo pelo teor de umidade volumétrico

em funcao da succao.
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