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Resumo

Os numeros de Fibonacci possui varias generalizacoes, entre elas temos a sequéncia
(Fék))n que ¢ chamada de sequéncia de Fibonacci k-generalizada. Observando a identidade
F? + F? +1 = Fb41, Chaves e Marques, em 2014, provaram que a equacao Diofantina
(F,Ek))2 + (Fé’_?l)z = F¥ nao possui solugoes em inteiros positivos n, m e k, com n > 1
e k > 3. Nesse trabalho, mostramos que a equagao Diofantina (Fi™)? + (F*))2 = F,
nao possui solucao para 2 < k <l en > k+ 1. Outra generalizacao da sequéncia de
Fibonacci sao os coeficientes fibonomiais. Em 2015, Marques e Trojovsky provaram que
se p = +1 (mod 5), entao p 1 [p:;l]F, para todo a > 1. Nesse trabalho, encontramos
as classe de residuos de [p;f}F médulo p, p?, p? e p?, quando p = 41 (mod 5) e sobre
uma condi¢ao mais fraca. Em particular, provamos que se p é um ntimero primo tal que
p==+1 (mod 5), entao [p:?]F =1 (mod p).

Palavras-chave: sequéncia de Fibonacci, formas Lineares em logaritmos, método de

reducao, equacoes diofantinas, coeficiente fibonomial, periodo de Pisano.



Abstract

The Fibonacci numbers have several generalizations, between them we have the se-
quence (F,Ek))n which is called the generalized Fibonacci sequence. Regarding the identity
F2+ F2,, = Fy,;1, Chaves and Marques, in 2014, proved that (F\)? + (F*)))2 = £,
does not have solution for integers n, m and k, with n > 1 and £ > 3. In this work, we
show that (F$)2 + (F*))2 = F{Y does not have solutions for 2 < k <l and n > k + 1.
Another generalization of the Fibonacci sequence is the Fibonomial coefficients. In 2015,
Marques and Trojovsky proved that if p = +1 (mod 5), then p ¢t [p;:jF, for all a > 1.
p“l‘l}

In this work, we also find the residue class of | po |, modulo p, p?, p® and p*, when

p = %1 (mod 5), under some weak hypothesis. In particular, we proved that if p is a
prime number such that p = £1 (mod 5), then [p;?]F =1 (mod p).
Keywords: Fibonacci sequence, linear forms in logarithms, reduction method, Di-

ophantine equations, Fibonomial coefficients, Pisano period
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Introducao

Um importante matematico grego do século III a.C. foi Diofanto de Alexandria. Con-
siderado por muitos estudiosos como o “pai da algebra”, Diofanto esta para a Aritmética
como Euclides estd para a Geometria, ou Ptolomeu para a Astronomia. Ele escreveu
varios outros livros além de Arithmetica, mas muito poucos resistiram ao tempo. O
mesmo se refere a um trabalho que consiste de uma colecao de lemas chamado The Po-
risms (ou Porismata), mas este livro foi inteiramente perdido. Embora o “The Porisms”
estd perdido, sabemos de trés lemas contidos 14, uma vez que seu autor se refere a eles
em Arithmetica.

Diofanto ficou famoso pelas suas colecoes de problemas envolvendo equacoes com
solugoes geniais. Por esse motivo, as equacoes onde buscamos solugoes inteiras sao chama-
das de equagoes Diofantinas. Mais precisamente, uma equacao Diofantina é uma equacao
do tipo f(z1,x2,...,2,) =0, onde f é uma fungdo em n varidveis e procuramos solugoes
(x1,...,2,) € Z". Uma das equagoes Diofantinas mais famosas é z™ 4+ y" = 2", que é
conhecida como equacdao de Fermat e foi considerada pelo mesmo quando ele lia o livro
Arithmetica, onde o autor discutia as solucoes da equagao x? + 3> = z?(conhecida como
equacdo de Pitdgoras). Existem infinitos nimeros inteiros que satisfazem esta equagao

(caso n = 2 da equagao de Fermat), por exemplo (3k,4k,5k), para todo k > 1. Fer-
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mat sugeriu que nao existem solugdes em inteiros nao nulos, para n > 2. A prova dessa
afirmacao (chamado “O Ultimo Teorema de Fermat”) foi dada por Andrew Wiles no ano
de 1994.

No ocidente, a sequéncia de Fibonacci apareceu pela primeira vez no livro Liber Abaci
(1202) de Leonardo Fibonacci, embora ela ja tivesse sido descrita por gregos e indianos.
Fibonacci considerou o crescimento de uma populagao idealizada (nao realista biologica-
mente) de coelhos. Os nimeros descrevem o nimero de casais na populagao de coelhos

depois de n meses se for suposto que:

e No primeiro més temos apenas um casal e casais amadurecem sexualmente (e reprodu-

zem-se) apenas apds o segundo meés de vida.

e Nao ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo.

e Todos os meses, cada casal fértil da a luz a um novo casal, e os coelhos nunca

morrem.

Logo, cada F;, vai contabilizar o nimero de casais no més n, para cada n € N. For-
malmente, a sequéncia de Fibonacci, (F},),, é definida por F, o = F,,1 + F},, para todo

n > 1, e com valores iniciais F; = 1 e Fy, = 1. Os primeiros nimeros da sequéncia sao:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377,610,987, 1597, . . ..

Os numeros de Fibonacci sao conhecidos por satisfazerem varias identidades, alguns
exemplos sdo F? — F? , = Fy, o e F2, | — F? = F,_1F,>. Temos interesse na seguinte
identidade

FZ+F? = P, (1)
para todo n > 0. Em particular essa identidade, que pode ser provada por inducao,
nos diz que a soma do quadrados de dois nimeros de Fibonacci consecutivos ainda é um
niumero de Fibonacci.

Em 2010, Marques e Togbé, em [18], mostraram que para um s fixo, se F’ +F?,, é um
nimero de Fibonacci para infinitos n, entao s = 1 ou 2. No ano seguinte, Luca e Oyono,

em [16], resolveram o problema completamente mostrando que a equacao Diofantina

FS+F5+1:Fm7
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nao tem solugao (n,m,s) comn >2es > 3.

Uma generalizacao dos nimeros de fibonacci é dada pela seguinte definicao.

Definicao 0.1. Para cada inteiro k > 2 a sequéncia de Fibonacci k-generalizada ou

sequéncia k-Fibonacci, F*®) = (Fék))nzg_k, ¢ dada pela recorréncia

F®=fF® 4. 4
para todo n > 2 e com valores iniciais FEk(L—Z) = Fﬁlzi_g) == Fo(k) =0e Fl(k) = 1.

Em 2014, Chaves e Marques, em [7], estudaram uma generalizagdo da equagao (1) e

mostraram que a equacao Diofatina
(F)? + () = EY, (2)

nao possui solugoes em inteiros positivos n, m e k, com n > 1 e k > 3. No mesmo ano,

Luca e Gomez, em [32], mostraram que a equagao

(FRys 4 (F)ye = F®),

m

nao possui solugoes em inteiros positivos quando k£ >3, n > 2e s > 2.
Um dos focos de nosso trabalho é determinar os nimeros da forma (11?}(Lk))2—|—(FT(L/_?I)2 que
sao numeros de [-bonacci. Com essa generaliza¢ao da equagao (2) conseguimos observar

que, mesmo adicionando esse grau de liberdade vale:

Teorema 0.1. A equacao Diofantina

(FEP)2 4 (FM)2 = FD,

nao possut solucao para 2 <k <l en >k -+ 1.

Em 1975, Erdos conjecturou que 2¥ nunca é a soma de poténcias distintas de 3, para
todo k > 8. Por exemplo, 28 = 3% + 3% + 3+ 1. Se isso for verdade, entdo 3 | (2;1), para
k> 09.

Em 1915, Fontené publicou uma nota de uma pagina, em [11], sugerindo uma genera-

lizacao dos coeficientes binomiais que é feita substituindo cada niimero natural por termos

de uma sequéncia (A,) arbitraria de niimeros reais ou complexos.
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Desde 1960, existe muito interesse em estudar essa generalizacao quando a sequéncia

é a de numeros de Fibonacci. Mais precisamente,

Definicao 0.2. O coeficiente Fibonomial é definido como

m _Fm7k+1"'Fm71Fm
klp Fy---F, ’

para todo 1 < k <m e quando k > m definimos [?]F =0.

Observe que p | (p ::), para todo primo p. Isso decorre claramente do fato de que

pa+1 pa+1 1
(p“):p(w—l)'

Nesse espirito, em 2012, Marques e Trojovsky estudaram a generalizacao deste fato
no caso fibonomial. Eles provaram, em [25] e [26], que p | [p;;]F para todo a > 1
e p € {2,3}. Posteriormente, Marques, Sellers e Trojovsky, em [27], provaram que o
nuimero [p;zl]F é divisivel por p para todo primo p tal que p = £2 (mod 5) e para todo
inteiro a > 1. Marques e Trojovsky, em [28], também provaram que se p = +1 (mod 5),
entao p { [p(;:l}F para todo inteiro a > 1. Além disso, no mesmo artigo eles encontraram
o maior expoente de p que divide [”;1} quando p = +2 (mod 5).

O outro objetivo desse trabalho é encontrar a classe de residuos de [p:;}p modulo

p, p?, p* e p* quando p = £1 (mod 5). Provaremos os seguintes resultados:

Teorema 0.2. Seja p um primo tal que p = £1 (mod 5). Entao

a+1
[p } =1 (mod p),
J

para todo a > 0.
Provaremos ainda que

Teorema 0.3. Seja p um primo tal que z(p) = p — 1, onde z(p) = min{k € N; p | Fi}.
Entao para k € {2,3,4}, temos

|:pa+1

a} =1+p+--+p" (modp"),
P lr

para todo a > k.
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Na demonstracao do teorema anterior, o leitor vai observar que para cada k vao
aparecer novas dificuldades que foram contornadas a partir de ferramentas diferentes da
matematica.

Por fim, deixamos uma conjectura relacionada ao teorema anterior

Conjectura 0.1. Seja p um primo tal que z(p) = p — 1. Entdo

[pa+1

a} =1+p+---+p" (modp").
Y2

para todo a, k € N tais que a > k.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Sequéncias recorrentes

Sequéncias recorrentes sao sequéncias (u, ), nas quais cada termo é determinado em fungao
de termos anteriores. Particularmente trabalhamos com as que sao lineares e com coefi-

cientes inteiros, isto é, quando existem cy, ..., ¢, € Z tais que
Upip = ClUpik—1 + -+ Cxtn, ¥ n > 0. (1.1)

Note que esse tipo de sequéncia fica unicamente determinada pela escolha dos k valores
iniciais wuy, ..., ug. Nesse caso dizemos que (u,), é uma sequéncia recorrente linear de
ordem k (supondo que ¢; # 0). Exemplos dessas sequéncias sao as progressoes geométricas
e as progressoes aritméticas.

Dois exemplos muito importantes dessas sequéncias sao: A sequéncia de Fibonacci,
(F)n, que é uma sequéncia recorrente linear de ordem 2, e satisfaz F, o = F,11 + F,

para todo n > 0, onde Fy = 0 e F; = 1. Outro exemplo é a sequéncia de Lucas, (L),
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que é uma sequencia recorrente linear cuja relagao de recorréncia é a mesma da sequéncia
de Fibonacci, ou seja, L, 1o = L, +1 + L,, para todon > 0, onde Ly =2e L; = 1.
Um fato interessante sobre essas sequéncias é que existe uma forma fechada explicita

para o seu n-ésimo termo, mas primeiro vamos exibir algumas defini¢oes necessérias.

Definigao 1.1. O polinémio caracteristico de uma sequéncia (uy,),, satisfazendo (1.1) é

dado por

Px)=2" —cia" ' = — iz — o,
onde denotamos por A1, Ao, ..., A, suas raizes complexas com multiplicidades aq, as, . . ., a,,
respectivamente.

Por exemplo, o polindmio caracteristico da sequéncia de Fibonacci é P(x) = 2?2 —x —1
cujas raizes sio (1 ++/5)/2 e (1 —+/5)/2.
Um importante resultado sobre sequéncias recorrentes lineares, que pode ser encon-

trado em [29], afirma que para todo n € N, temos
Up = Q1(N)AT + Q2(n)A3 + -+ + Qr(n) A,

onde @1, ..., Q, sdo polinémios sobre o corpo Q(Aq, ..., \,;) com grau deg(Q;) < a;, para
todo i € [1,7]. Note que, a partir daqui denotaremos o conjunto {a,a+1,...,b} por |a,b],
com a,b € Zea<b.

No caso da sequéncia de Fibonacci temos que

() )
2 2

onde ¢; = (—1)"*1/4/5. A férmula anterior é conhecida como férmula de Binet (apesar de

ser um resultado ja conhecido por Euler, D. Bernoulli, e De Moivre mais de um século
antes).
Enunciaremos abaixo algumas propriedades da sequéncia de Fibonacci e que serao

primordiais para as demonstracoes do terceiro capitulo.

Lema 1.1.1. Temos,

(a) (Formula da Adigdo) Frip = Frn1Fn + Fr B
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(b) (Férmula de miiltiplos dngulos) Fynie = S no (¥)Foos FLFN

)

(¢c) F, | F,, se, e somente se, n | m.
(d) (Identidade de d’Ocagne) (—1)"Fp—p = FpFni1 — FrFpmir.

(¢) Para todo p primo, Fy_,) = 0 (mod p), onde (%) denota o simbolo de Legendre

de a com respeito a um primo q > 2.

Para uma demonstragao dos itens (¢), (d) e (e) do lema anterior veja [27, Lemma 2.1].
Em 1774, Lagrange observou que para qualquer inteiro n, a sequéncia de nimeros de

Fibonacci médulo n é periddica.

Definigao 1.2. O periodo de Pisano, denotado por w(n), € o menor periodo da sequéncia

de Fibonacci modulo n.

Alguns valores do periodo de Pisano sao:
1,3,8,6,20,24, 16,12, 24,60, . ..
Propriedade 1.1. Temos,
(1) Com exce¢io de w(2) = 3, o periodo de Pisano é sempre par.

(2) Se (m,n) =1, entao m(m -n) = mmec(n(m),m(n)) (pelo teorema do resto chinés).

1 k—1

(3) Se p € primo, entio w(p*) divide p*~'n(p). E conjecturado que w(p¥) = p*~'n(p)

para todo p primo e k > 1.

(4) Sen =2k, entdo m(n) =3 -2 =3n/2. Sen = 5*, entio w(n) = 205! = 4n.

Dai, se n =2 -5* entio m(n) = 6n.
(5) Sen =a (mod 7(p)), entio F,, = F, (mod p).

(6) Seja p # 2 e 5 primo. Se p = +1 (mod 10), entao w(p) divide p— 1. Se p = +3
(mod 10), entdo w(p) divide 2(p + 1).

Definigao 1.3. A ordem de apari¢ao de n na sequéncia de Fibonacci, denotada por z(n),

¢ definida como o menor inteiro positivo k, tal que n | Fy.



1.1 Sequéncias recorrentes 9

Existem véarios resultados sobre z(n) na literatura. Por exemplo, Marques, em [19,
20, 21, 22, 23], encontrou todos os pontos fixos de z(n) e também férmulas fechadas para

essa funcao em alguns inteiros relacionados a sequéncia de Fibonacci.
Lema 1.1.2. Sen | F,,, entao z(n) | m.
Uma demonstragao do lema anterior pode ser encontrada em [19, Lemma 2.2].

Observagao 1.1.1. Note que o Lema 1.1.1 (e) junto com o Lema 1.1.2 implica que

z(p) | p — (5/p) para todo primo p # 5. Logo, z(5) =5 e
o 2(p) | p+1sep=+2 (mod 5),
e 2(p) | p—1 sep==+1 (mod ).
Lema 1.1.3. Para todo primo p # 5, temos que (z(p),p) = 1.

Uma demonstragao do lema pode ser encontrada em [20, Lemma 2.3].
Na proxima definicao apresentamos uma ferramenta matemaética crucial para nosso

segundo problema.

Definicao 1.4. A walorizag¢do p-ddica (ou a ordem) de a, v,(a), é o expoente da maior

poténcia do primo p que divide a.
Agora vamos enunciar algumas propriedades sobre valorizacao p-adica.
Propriedade 1.2. Sejam a,b € Z*. Temos
(1) vy(ab) = vy(a) + 1, (b),
(2) vp(a/b) = vp(a) = vp(b),
(3) vp(a+b) > min{v,(a),v,(b)} e vale a igualdade se v,(a) # v, (D).

O lema a seguir mostra algumas férmulas de valorizacao p-adica e sua prova pode ser

encontrada em [9, p. 263].
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Lema 1.1.4. Escreva ng+nip-+naep® +- -+ para a expansio p-ddica de um inteiro n > 1.

Entao,

(a) (Férmula de De Polignac) vy(nl) =37, | 5] = ”_(n°+;_1;r”2+"'),

(b) v, (%)) = n — v,(k), para todo k > 1.

A proposicao abaixo apresenta o valor da valorizagao p-adica de cada termo da sequéncia
de Fibonacci. Uma prova de um resultado mais geral pode ser encontrada em [15, p.

236 — 237 e section 5].

Proposicao 1.1.1. Sen >1ep #2 e b, entdio

(

0, se n=1,2 (mod 3)
1, se n=3 (mod6)
3

vo(Fy) =
: se n=6 (mod 12)

\ v(n)+2, se n=0 (mod 12)

vs(Fy,) = vs(n), e se o primo p # 2,5, entao

vp(n) +e(p), se n=0 (mod z(p))
0, se nZ0 (mod z(p)),

onde e(p) = vp(F.@p))-

Uma consequéncia da proposi¢ao anterior é que, se p é primo e z(p) | m, entao p | F,.

1.2 (Generalizacoes da sequéncia de Fibonacci

Ao decorrer do tempo varias generalizacoes dos numeros de Fibonacci foram dadas. Nesse

trabalho temos interesse nas seguintes.

1.2.1 Sequéncia de Fibonacci k-generalizada

Para cada inteiro £ > 2 a sequéncia de Fibonacci k-generalizada ou sequéncia k-

bonacci, F*) .= (F,gk))nzg,k, ¢ dada pela recorréncia
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k k
F® =F® 4. .4 F¥ (1.2)

para todo n > 2 e com valores iniciais FEIzL_Q) = Fik&_g) =...= Fék) =0e Fl(k) = 1.
Note que essa generalizacao é de fato uma familia de sequéncias, onde cada escolha
de k produz uma sequéncia distinta. Por exemplo, a usual sequéncia de Fibonacci, (F,).,,
é obtida para k = 2 e para os valores posteriores de k essas sequéncias sao chamadas de
Tribonacci, Tetranacci, Pentanacci, Hexanacci, Heptanacci, Octanacci e assim por diante.
Em 2012, Bravo e Luca estudaram a equagao Diofantina FT(Lk) = 2™ em [1], e mostra-
ram que as Unicas poténcias de dois nessa sequéncia sao os primeiros k + 1 termos nao

nulos, isto é,

FP =1, ;P =1, Y =2, F® =4, FY =2+,

- A ok
enquanto que o préximo termo da sequéncia é Fk( +)2 =2k 1.
Outra informacao importante sobre essa sequéncia é o seu polinémio caracteristico. A

A L k) .
saber, o polinomio caracteristico de Fé )¢
§Z5k($) :ﬁk—l‘k_l—ﬁk_Q—---—x—l,

e é irredutivel sobre Q[z|. Como foi observado, em [34, Corollary 3.5], esse polinomio

possui uma unica raiz, «, fora do circulo unitario. Ao longo desse trabalho, « serd a raiz

dominante de ¢ (x), que é um numero de Pisot de grau k. Além disso, conhecemos o
3 7

seguinte fato sobre essa raiz, descoberto pelo Wolfram em [34, Lemma 3.6].
Fato 1.2.1. (Lema de Wolfram) Para todo k > 2, temos
21 -2M <a<2.

Agora, consideramos para um inteiro k > 2, a fungao

r—1
T2+ (k+ 1)(z—2)

g(z, k) (1.3)

para todo z > 2(1—27%). Com essa notagao Dresden e Du, em [8, Theorem 1], obtiveram

a seguinte féormula, chamada de “Binet-like formula”,

k
ER =" glai, k)], (1.4)

=1
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onde &« = aq,qa,...,qr sao os zeros de ¢p(x). Nesse mesmo artigo foi mostrado que a
contribuigao dos zeros que estao dentro do circulo unitério, para a férmula (1.4), é muito

pequena, mais precisamente,
|F — g(au, K)oy < = (1.5)

para todon >k — 1.
Outro fato importante foi provado por Bravo e Luca, em [4, Lemma 1], e nos dé a

seguinte estimativa para o FT(Lk).

Fato 1.2.2. (Lema Bravo-Luca) Para todo k > 2 temos que

an—? < FT(Lk) < O{n—l

)

para todo n > 1.

1.2.2 Coeficiente fibonomial

Nessa se¢ao introduzimos uma generalizagao dos coeficientes binomiais, sugerida em
1915 por Fontené, ver [11]. Essa generalizagao se baseia em substituir cada nimero natural
por termos da sequéncia de Fibonacci. Desde 1960, existe muito interesse em estudar essa

generalizagao. Mais precisamente,

Definicao 1.5. O coeficiente fibonomial € definido como

m . mek+1 . melFm
klp Fi... F ’

para todo 1 < k < m e para k > m, definimos [mF = 0.

Observacao 1.2.1. Podemos provar por inducao que [m € Z. Para isso usamos a

F

sequinte identidade

m m—1 m—1
= I Fog- )
I IR A

que € uma consequéncia de Fp, = Fpi1Fo gk + FpFok—1-
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1.3 Formas lineares em logaritmos

Seja n um nimero algébrico de grau d com polinémio primitivo minimal sobre os inteiros

d
a0$d + a1$d_1 + -4 aqg = ag H(x — n(i)),
i=1

onde o coeficiente lider ay é positivo e os n?’s sdo os conjugados algébricos de . Entéo

a altura logaritmica de n é dada por

d
1 .
() = (logao + 3 log(max{n],1}).
=1

Em particular, se n = p/q é um nimero racional irredutivel, entao h(n) = log max{|p|, |¢|}.
A funcgado altura logaritmica possui as seguintes propriedades. Sejam 7 e 7 nimeros

algébricos, entao
e h(n=£7) <h(n) +h(y) +log2,

e h(ny*™") < h(n) +h(y),

e h(n®) =|s|h(n), para todo s € Z.

O préximo lema nos dé uma estimativa de g(«, k), sua demonstragao pode ser encon-

trada em [5, Lemma 2].

Lema 1.3.1. Para todo k > 2, seja a a raiz dominante de F,(Lk), e considere a funcdo

definida anteriormente g(x, k). Entdo
(a) Sei € [2,k], entao 1/2 < g(a, k) < 3/4 e |g(au, k)| < 1.
(b) Temos que h(g(a, k)) < 4logk.

Uma ferramenta muito importante que vamos utilizar em nosso primeiro problema é
uma limitacao inferior para formas lineares logaritmicas a la Baker. O préximo teorema

nos da uma limitacao assim e é devido a Matveev.
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Teorema 1.1. (Matveev) Suponha que 71, ...,y sao nimeros algébricos reais positivos
em um corpo de nimeros algébricos K de grau D, e by, ..., b, € Z tais que A := 75’1 .. .%’t—

1 é nao nulo. Entao
|A| > exp(—1.4 x 30" x t*5 x D*(14+1log D)(1 +log B)A; - -- Ay),
onde B > max{|bi|,...,|b:}, e A; > max{Dh(v;), |vl,0.16}, para todo i € [1,t].

Para uma demonstracao desse teorema ver [30] ou [6, Theorem 9.4].

1.4 Método de reducao

Em 1998, Dujella e Pethd, em [10, Lemma 5 (a)], apresentam uma versao do método de
reducao baseado no Lema de Baker-Davenport. Apresentamos o lema seguinte, que é uma
variacao imediata do resultado devido a Dujella e Petho, que sera uma ferramenta chave
no nosso trabalho desempenhando a funcao de diminuir drasticamente os limitantes das

variaveis da equacgao Diofantina trabalhada aqui.

Lema 1.4.1. Seja M um inteiro positivo e seja p/q um convergente da fra¢ao continua
do numero irracional v tal que ¢ > 6M. Sejam A, B, u mnimeros reais com A > 0 e
B > 1. Defina € = ||uq|| — M||vq|| (onde ||z| denota a distancia de x ao inteiro mais

proximo). Se € > 0, entdo ndao existe solugcdo da desigualdade
0<|uy—v+p <AB™" (1.6)
em wnteiros positivos u, v e w com

W< M oews 08
log B

1.5 Outras definicoes e resultados auxiliares

1.5.1 Congruéncia em Q

Agora, para uma maior conveniéncia do leitor, definiremos congruéncia para nimeros

racionais.
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Definigao 1.6. Sejam a/b,c/d € Q. Dizemos que a/b = c/d (mod p*) se p t bd e
vp(a/b—c/d) > k.

Por exemplo,

4 2

N
Il

=6 (modT7).

1
6

=

Proposicao 1.5.1. Sejam a,b,c € Z, k € N e p um numero primo impar. Se a = bc

(mod p*) e (b,p) =1, entao $ = ¢ (mod p*).

Demonstracao. Note que

yp(% — c) = z/p<a _be> = v,(a — cb) — v, (b) > k,

pois @ = be (mod p*) e (b, p) = 1. O
Proposigao 1.5.2. Sejam ¢ = < (mod p) e $=1 (mod p*), com (bdfh,p) = 1. Entdo
ae  cg
ﬁ = % (mod pk>

Demonstragao. Por hipétese, v,(ad — be) > k e v,(eh — gf) > k. Logo,
vp(aedh —bfcg) = v,((eh — gf)ad + (ad — be)gf) > k.

Como (bfdh,p) = 1 chegamos a congruéncia desejada. O

1.5.2 Funcgoes simétricas
Um polinomio P(zy,...,x,) € Alxy,...,z,] (onde A é um anel) é chamado simétrico se

P(:L‘a(l), e ,:Ij'a(n)) = P(:Cl, e ,l‘n),

para toda permutagao o € S, onde S, é o conjunto das permutagoes do conjunto [1,n].

Para cada, k € [1,n], o polinémio

O'k(ﬂl'l,...,.%n): Z Ty Ty +++ Ty,

1<41 <o < <ip<n

é simétrico em x1,...,x, e é chamado de k—ésima funcao simétrica elementar.
Fato 1.5.1. Defina S = [[;_,(A — x1). Entdo podemos reescrever S da seguinte forma
S=XN+a@N "+ + (=1)0.(7), (1.7)

onde T = (x1,...,x). A prova da fato acima pode ser obtida por indugao.
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1.5.3 Lemas chaves

Lema 1.5.1. Seja p um primo impar tal que p = +1 (mod 10). Entdo existem inteiros

j >0 e s tais que para todo m € N temos

Fpm(p—l) = j+m—+1 (H’lOd ijrm+3)7

com (s,p) = 1.

Demonstragdo. Como p = +1 (mod 10) temos pelas Propriedades 1.1 item (6) que 7(p?) |

Fyp-1y =0 (mod p®) e Fyp-1)s1 =1 (mod p?).

Logo, existem s, t € Z tais que
Fypry = s0" e Fpprypn = 1+ 1p7,

onde (s,p) = 1 e j > 0. Segue do Lema 1.1.1, item (b), para k = p™ ', n=p(p—1) e

c=0 que

m—1
p i m=1_;
Fymp-1) = Z( i )Fin(p—l)Fﬁ(p—l)H

- (7 )ty

- 2
=1

Usamos o binomio de Newton e chegamos que

R P 1
b i p -1 i(i
T Ll

=1 k=0

m—1 m—1 _ - o
VP((pZ' )(P . Z)p2k+z(g+2)) > j+m+ 3,

onde i > 2 e k > 1. De fato, pelo Lema 1.1.4 e por v,(:) < i temos

m—1 m—1 _ o
Vp((p i ) (p ) Z)p2k+z(j+2)>

Note que

v

m—1—wv,(i) + 2k +1j + 2i

> mA4ij+2%k+i—1>m+j+3,
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onde i > 2 e k > 1. Com a afirmacdo acima voltamos para a equacao (1.8) e concluimos

que

Fpm(pfl) = pm—lspj-i-Q = spm-‘rj-i-l (mod pﬂ"b-i-j-‘rS)7
onde (s,p) =1em e N. O

Agora notamos que existe uma propriedade semelhante quando consideramos niimeros

de Fibonacci que possuem indices miltiplos de p™(p — 1).

Lema 1.5.2. Seja p um primo impar tal que p = +1 (mod 10). Entdo, para todo m > 3

e todo k € N wvale a sequinte propriedade

Frpm(p—1y = ksp/ ™™ (mod p/ "),
onde (s,p) = 1.
Demonstracao. Pelo lema anterior existe s € N de modo que

Fpm(p_l) = Spj+m+1 (HlOd pj+m+3),

onde (s,p) =1e j >0, isto ¢, existem s, ¢t € Z tais que Fym(,_1) = sp/ T 4 gp/tm+3,

Pela férmula de miltiplos angulos com k =k, n = p™(p — 1) e ¢ = 0 temos

k i k—i
Fipmp-1) = ( ) F—inm(pfl)Fpm(p—l)ﬂ

(4

<. -
Il El e
= =

k j+m—+1 j+m~+3\i pk—i
( )F_i(sp” Tt T (1.9)

?

Particularmente,

(Spj+m+l+tpj+m+3)i: i (2) (Spj+m+1)l(tpj+m+3)i—l

l
1=0
i1
= (tpj+m+3)z + Z (l) (sp]+m+1)l(tp]+m+3)z—l + (Sp]+m+1)z.
=1
Note que i(j +m + 1) > j +m + 3, para i > 2. Logo,

(Spj+m+1 + tpj+m+3)i =0 (mod pj+m+3)7
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para ¢ > 2.
Além disso, Como Fym(,-1)41 = 1 (mod p?) temos que existe u € Z tal que Fymp-1)+1 =
1 + up®. Por fim, retornamos a equacio (1.9) e concluimos que
kam(pfl) = k(spj+m+1 +tpj+m+3)Fz];;(lpfl)+l (mod pj+m+3)

kspj+m+1Fk—1 (mod pj+m+3)

p™(p—1)+1

Esp? T (1 4 up®)*™! (mod pP ™)
k—1
kspj+m+1 Uz; (k ; 1) (up2)v (mod pj+m+3)

kspj+m+1 (mod pj+m+3).



CAPITULO 2

Quando a Soma de Quadrados de Dois Niimeros Consecutivos de

k-bonacci é Um Ndmero de [-bonacci

Os numeros de Fibonacci satisfazem a seguinte identidade
F+ Fiy = Fopy, (2.1)

para todo n > 0. Mais precisamente, essa identidade nos diz que a soma do quadrados
de dois ntimeros de Fibonacci consecutivos ainda é um ntumero de Fibonacci.

Em 2010, Marques e Togbé, em [18], mostraram que para um s fixo, se F +F?,, é um
numero de Fibonacci para infinitos n, entao s = 1 ou 2. No ano seguinte, Luca e Oyono,

em [16], resolveram o problema completamente mostrando que a equacao Diofantina
F, rf + F, rf+1 = Fu,

nao tem solugao (n,m,s) comn >2e s> 3.
Em 2014, Chaves e Marques, em [7], estudaram uma generalizacao da equacao (2.1) e

mostraram que a equacgao Diofatina

(B 4+ (R = B, (22)
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nao possui sulugoes em inteiros positivos n, m e k, com n > 1 e k > 3. No mesmo ano,

Luca e Gémez, em [32], mostraram que a equagao
(E®) + (Ff) = FY.

nao possui solugoes em inteiros positivos quando k£ >3, n > 2e s > 2.
Nosso interesse nesse capitulo é observar quais nimeros da forma (EE ))2 + (FTE 31)2
sao numeros de [-bonacci. Observaremos que, mesmo adicionando esse grau de liberdade

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.1. A equacao Diofantina

(F) + (R = B, (23)

nao possui solucao para 2 <k <l en>k-+1.

Vejamos uma breve ideia da nossa demonstracao. Primeiro, usamos a férmula de
Dresden, veja [8, Formula (2)], e assim obtemos uma limita¢ao superior para a forma linear
em trés logaritmos relacionada & equagao (2.1). Em seguida usamos uma limitagao inferior
dada por Matveev para obtermos uma limitagao para n, m em funcao de [. Bravo e Luca
usaram, em [1, p. 77 e 78], um argumento combinando algumas estimativas junto com o
Teorema do Valor Médio. No nosso caso usamos esse argumento duas vezes e conseguimos
limitantes superiores para nossas formas lineares em trés logaritmos. Agora, combinando
esses resultados conseguimos limitantes efetivos para nossas variaveis. Como os limitantes
sao “astrondomicos”, usamos um argumento de redugao, devido a Dujella e Petho, que
reduz drasticamente os limitantes. Finalmente colocamos no software Mathematica e
chegamos no resultado.

O primeiro passo da nossa demonstracao é conseguir relagoes entre as variaveis. Na

secao a seguir relacionaremos as variaveis m e n com /.

2.1 Uma limitacao superior para m e n em termos de

[
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Denote por « e [ as raizes reais (que denominamos anteriormente de dominantes) de
Fék) e Fﬁ), respectivamente. Note que o < . De fato, suponha por absurdo que o > f3,
entao existe ng € N tal que (a/B)"2? > (3, para todo n > ngy. Logo, W > qn—2 >
pr-t > ngl), para todo n > ng. Absurdo, pois [ > k.

Segue do Fato 1.2.2 que

Fr(rf) _ (F(k))2 + (Frglj-)l)Q > Q24 422 = &2n—4(1 + az) > 22

n

Fﬁ) _ (F(k))Z + (F£?1>2 < Q22 42 — a2n72<1 —|—a2) < a2n+1,

onde usamos que 1+ a? < o3, para k > 2. Usamos as estimativas ™2 < F\¥) < gm—1 ¢

a < [, junto com as desigualdades anteriores e concluimos que

"<t = m<2n+3 (2.4)

(\/5)%_2 <2< gt <ol <m. (2.5)

Aqui usamos que v2 < (1 ++/5)/2 < «, para todo k > 2, pois (1 4+ /5)/2 é a raiz

dominante da sequéncia de Fibonacci. Logo,
n<m<2n+ 3. (2.6)
Nessa secao provaremos o seguinte resultado

Lema 2.1.1. Se (n,m,k,1) € um uma solugao inteira da equagdo Diofantina (2.3), com

Il >kem>I[1+1, entao
n <3-10%%log*l and m < 6.1-10"1°1log”l.

Demonstracio. Sejam F\¥) = g(a,k)a™t + E,(k) e FY = ¢(8, 1B™ ! + E,(1). Entao

segue da equagao (2.3) que
9(B, 0B+ En(l) = (9(e, k)" + En(K))? + (g(a, k)a™ + By (k))?,
expandimos os quadrados e obtemos,

9(B. DA™+ En(l) = glav, k)*(1+a?)a? 24 2g(at, k) (B (k) 4B 1 (K)a" '+ By (k) + By (k).
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Agora, organizamos os termos de maior ordem de um lado. Logo,
gla, k)*(1+a*)a™ 2 —g(8, )™ = —2g(a, k) (En(k)+aBni (k)" —(En(k)*+ Epi1 () + B (D).
Assim,

g2 (1 +a?)a® "2 = h™ 7 < |2g(En(k) + aEp (k)" + [(EL(k) + EX (K)| + [En ()]
3 1.1
< 250"t 41,

onde denotamos por g := g(a, k) e h := g(3,1), e usamos as limitages, vistas no primeiro

capitulo, para os F,’s e g junto com o Fato 1.2.1. Portanto,

|g?(1+a®)a® 2 — hg™ 1 < 30" (2.7)

2n—2

Dividimos ambos os lados pelo termo ¢g?(1 + a?)a e usamos as estimativas novamente

para obter a seguinte limitacao

B! 4 8
1— . 2.8
92(1 + a2>a2n—2 < an—l < (16)n ( )

Visando usar o Lema 1.1, tomamos t = 3,

5 h
=« = =—=
by :=—-2n+2, by:=m—1, b3 :=1.

Para essa escolha, temos D = [Q(a, 8) : Q] < kl < [%. Note que h(y;) = loga/k < 0.7/k e
da mesma forma h(v;) < 0.7/l. Pelo Lema 1.3.1 temos que h(g) < 4logk e h(h) < 4log!.
Dali,

h(73) < h(h)+2h(g) + 2h(a) + log 2

1.4
< 12logl + T + log 2,

pois k < [. Assim, podemos pegar A; := 0.71>, Ay = 0.7l e A; := 15/?logl, pois
121%logl + 31? < 15?logl, para todo | > 3. Pela desigualdade (2.6) podemos considerar
B =2n+ 2.
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g(B.Hs™ !
a’k)2(1+a2)a2n72

Nos resta apenas provar que P # 1. Suponha ao contrario, i.e.,

9(B,D)B™ " = gla, k)*(1 4 a®)a™ 2.

Seja L = Q(aq,...,ax, B1,...,0) o fecho normal de Q(«, 5) e ¢y, ..., ¢ os elementos de
Gal(L/Q) tal que ¢;(8) = f;. Como | > k, existe i # j € {1,...,1} tal que ¢;(v) = ¢;(a).
Aplicamos gbj_lgbz na relacao anterior e obtemos que gbj_l(al) = . Entdo s # 1 (pois

oj(v) = a; # a;) e além disso

7\m-1 —1 g(asvk)‘ 2 2n—2
: m-1 - 1 2oy
(3) <7 ‘9(5,1) [+ aiflas[™ < 4,

onde usamos 5 > 7/4, |g(as, )] < 1 < 2|g(B,1)] e |as] < 1, para s > 1. Contudo a
desigualdade (7/4)™~! < 4 acontece apenas para m € [1,3]. Absurdo, poism > [+1 > 4.

Logo, podemos aplicar o Teorema 1.1 e assim,

. hﬁmfl
92(1 + a?)QQn—Z

> exp(—1.7 x 10"31° log? [ log n), (2.9)

onde usamos que 1+ 2logl < 4logl e 1 +log(2n + 2) < 4logn, paral > 3 en > 3,
respectivamente.

Como a fungao = +— x/logz é crescente para x > e temos que

<A=ux<2AlogA. (2.10)
log x

De fato, suponha por absurdo que z > 2Alog A, entao

~ 2Alog A - 2Alog A < =
~ 2log A log(2Alog A) ~ loga’

onde usamos que A > 2log A, para todo A > 3. Contradizendo assim nossa hipédtese.

Combinamos (2.8) e (2.9) e obtemos que

exp(—1.7 x 10"31°log® I logn) <

(1.6)"

Entao,

< 3.7-1031°1og?l.
logn

Assim, usamos (2.10), com z :=n e A :=3.7-1031° log® [ e concluimos que

n < 2(3.7-10%1%log? 1) log(3.7 - 10" log? ).



2.2 O caso [ grande 24

Portanto,

n<3-10%0°1og?1,

pois log(3.7) + 131log 10 + 9log ! + 2loglog ! < 40log, para todo [ > 3. Por fim, usamos

a estimativa (2.6) e chegamos que

m < 6.1-10%1%1og® 1.

2.2 O caso [ grande
Nessa secao vamos assumir que [ > 1026. Temos
m < 6.1-10"1%1og®1 < 2V/2.

Usaremos um argumento chave devido a Bravo e Luca. Contudo, apresentaremos esse
argumento aqui para que nosso trabalho fique mais completo. Defina A = 2— 3, deduzimos

que 0 < X < 1/2!71 (pois 2(1 — 27%) < B < 2). Entao
A
gt > (2 - )t =2m (1 — §)m—1 > 2™ N1 — (m — 1)),

pois vale a desigualdade (1 — )™ > 1 — 2muz, para todom > 1e 0 < z < 1. Além disso,
(m — 1)\ < 2U/2/21=1 = 2/21/2 ¢ assim

2m 2m
m—1 m—1 m—1
2 ~ o <p <2 + CIER
Portanto,
2m
m—1 m—1
gt =2 < o (2.11)
Agora, definimos para x > 2(1 — 27%) a fungao fi(z) := g(x,1) que é diferencidvel no

intervalo [f3,2]. Pelo Teorema do Valor Médio existe £ € (3,2) tal que fi(8) — f1(2) =

fI(E)(B —2). Assim, )
[[1(B) = L2 < 5, (2.12)

onde usamos que |3 — 2| < 1/2!71 e |f{(€)| < (note que a desigualdade x? — 5z + 6 > 0,
vale para 1 < 7 < 2, e que 2+ (I + 1)(6 —2) > 2 — (I +1)/20=Y > 1, para todo | > 3.
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Além disso, f{(&) = (1 —=10)/(2+ (I + 1)(€ —2))% Dali, |f{(£)| < [). Por simplicidade,
denotamos §; = " — 2" ey = f1(B) — f1(2) = f1(B) — 1/2. Apés alguns célculos

chegamos a seguinte relagao

5
27 = BT = 2"y = = S, (2.13)

onde lembramos que h = fi(f). O fato a seguir vai nos permitir usar o argumento de

Bravo e Luca no nosso problema.

Lema 2.2.1. Temos que
m—2
30" < 25/22—.

21/2
Demonstragao. Com efeito, primeiro concluimos de (2.5) que
22 < gm=1 s (=1 _ o(m=1)/2 _y 3 n—-1 9"t 42 _ o(m+3)/2. (2.14)

Por outro lado, as seguinte implicagoes sao verdadeiras

m>l+2cm—-I1+1>32m—1+5—-—4>m+ 3.

Logo,
- m—2 -5 m m—2
m_—'—?’gm_l_5_2<:>27+3§2m—17—2<:>27+3§25/2.2_. (2.15)
2 2l/2
Por fim, combinamos (2.14) e (2.15) chegando assim no resultado desejado. O

Segue da relagao (2.13) que
272 — (1 0?)0™ 2] < " — 21+ 0?)a™ 2 + 2 ] + | |+ foum,
e da limitacao (2.7) que
27— (1 4+ 0?)a? ) < 80"+ 27 ] | 2|+ 6.
Assim, pelo Lema 2.2.1 e as limitagoes (2.11) e (2.12) temos que
20 2m~L 4 om-t

2m—2
m-2 2 2\ 2n—2 5/2,.2 4 gm-170 ——
|2 g (1+a”)a | <2 o1/ +2 ol + 9l/2 + 9l 91/2 "
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Dividimos ambos os lado por 2™~2 e notamos que a seguinte cadeia de desigualdades
4] < 81 < 21?2 < 2t ¢ valida, para todo I > 14, entdo

92(1 + (12)(12”72
2m—2

TR T B T

b= i T T am Ty

Portanto, para todo [ > 1026 obtemos que

g*(1 + a?)a?n2 10

-

Para concluir nosso resultado, para [ grande, precisaremos subdividir nossa prova em

dois casos. A saber, quando n < 25/2 ¢ n > 2+/2,

2.2.1 O caso n < 2¢/2

Aplicamos novamente o argumento devido a Bravo e Luca. Entretanto, agora usamos
a raiz dominante de F}E ) e observamos que tudo que for feito para n é também valido para
n+ 1. Vamos repetir o argumento para conveniéncia do leitor. Seja A = 2 — «, deduzimos

que 0 < A < 1/2871 pois 2(1 — 27%) < a < 2. Entao,
A
Q"> (2Nt =21~ 5)”-1 > 2" (1 — (n—1)N),

onde usamos o fato de que (1 — )" > 1 —2nz paratodon > 1e 0 <z < 1. Além disso,

(n — 1)\ < 28/2/2k=1 = 2 /2k/2 Portanto,

1 2" 1 1, 2"
n— n— n—
2 — ok/2 < <2 + W
e assim,

1 1 2"

n— n—
"™ =27 < YL
Usamos o mesmo argumento para n + 1 e obtemos
2n+1
n n

Considere a funcio fo(r) := g(z, k) para x > 2(1 — 27%). Essa fungao ¢ diferencidvel
em |o, 2]. Usamos o Teorema do valor Médio e constatamos que existe algum £ € (a, 2)

tal que fo(@) = f2(2) = f5(§) (e = 2). Assim,
2k

| fo) — f2(2)| < o
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onde usamos o fato de |a —2| < 5t e | f5(€)| < k. Definimos § = a"~1 —2""1, § = a» — 2"

en = fao(a) — f2(2) = fa(a) — 1/2 e ap6s alguns calculos concluimos que

d
fala)a"™h =277 4 2"y 4 5 4

e ~

) .
fo(a)a™ = P L 2 + 0.

Elevamos fy(a)a™! — 272 e fy(a)a™ — 2! ao quadrado e obtemos que
2

)
92— _ f2(q)q2n~2 _ (5n2n 40272 4 62 4 22202 L 925 = 4 ()2 + 22n—2,r]>

- . - 82 .
9212 _ f2(4)a2n _ <5,’72n+1 F62n 4 2 4 o2 4 ontip2f = +(6n)? + 2271,'7).
Novamente fazemos alguns célculos e concluimos que

22n74 .5 hﬁmfl 22n72 + 22n74 o hﬁmfl

L 22n—4
2n—4 2n—4
22n—4

para todo k > 2. Usamos (2.16), (2.17) e chegamos em

22n—4 .5 — 2m—2 < 22n—4 .5 hﬁm—l + |2m—2 - g2<1 4 a2)a2n—2|
+|92(1 4 062)0527172 o hﬁmfl‘
2n—4 2m—2 L
2n—4 22n—4 22n—4 22n—4
< B33 T 160 T+ 6 T =699
Logo,
2m—2 2m+2—2n 140
I I <.
22n—4 . 5 5 9k/2

Lembramos que m < 2n + 2 e entao m — 2n — 2 < 0. Dai, m + 2 — 2n < 4. Assim,

140
< k2"
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Portanto, k < 18. Como estamos tratando o caso n < 2%/2, temos a estimativa n < 512 e
m < 1027. Contradizendo assim a hipdtese de [ > 1026, pois supomos desde o principio

que m > [+ 1.

2.2.2 O caso 2?2 < n

Nosso plano agora é considerar a desigualdade (2.16) e depois encontrar uma limitagao
superior para n. O passo seguinte é usar métodos computacionais para encontrar li-

mitagoes para k,l,m e n.

Lema 2.2.2. Se (n,m, k,l) € uma solu¢ao inteira nao trivial da equagao (2.3) com 1l >

1026, 252 < n e m > 1 + 1, entdo
n<m<38-10%7 [ <6.3-10% e k < 2091.

Demonstracao. Note que o Lema 2.1.1 junto com o fato de [ > 1026 implica na seguinte

cadeia de desigualdade

k2 <« p < 3-10%1%log® 1 < 10 (2.18)

Em particular, temos que
k < 44logl. (2.19)
Provaremos agora que 92(12‘3‘”# # 1. De fato, seja L = Q(ay, ..., ) o fecho normal

e Yr,..., os elementos de Gal(L/Q) tais que 1;(«) = ;. Aplicamos o automorfismo
¥, para qualquer i € [2, k|, e auferimos o seguinte absurdo
1> glai, k)*(1+af)af"? =2m72 > 1.
92(1+a2)a2n72

Logo, “——52z—— # 1. Com intuito de aplicar o Lema 1.1, tomamos ¢ := 3,

A=, A =2, A3 = g% (14 a?)

b1 :=2n—2, by := —m+2, b3 :=1.
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Para essa escolha, temos D = [Q(«) : Q] = k e por (2.4) escolhemos B = 2n. Além disso,
como ja foi feito na segao 2.1, podemos considerar A; = 0.7, Ay = 0.7k e A3 = 9k logk.
Entao segue do Lema de Matveev que

g2 (1 + 042)0[27172
2m—2

‘1 - > exp(—Qk*(1 +log k)(1 + log 2n) log k),

onde Q = 1.4-30%-3%5.0.7%-9 < 6.4 - 10'!. Mais ainda,

92 (1 + a2)a2n—2
2m—2

- | = exp(=5.7- 102k log? klog n), (2:20)

pois 1 + logk < 3logk e 1 + log2n < 3logn, para todo k > 2 e n > 3, respectivamente.

Combinamos (2.16) e (2.20) para concluir que
| <1.8-10%k*1og® klogn.
Sabemos que logn < 15logl, para todo [ > 1026. Entao
l
—— < 2.8-10"k*1og” k.
log
Pela desigualdade (2.10) chegamos que
1 <29-10"°k*1og” , (2.21)

pois log(2.8) 4+ 141og 10 4+ 4log k + 2loglogk < 51logk, para k > 2. Entao por (2.18)

obtemos,
n < 3-10(2.9-10"%k"log® k)?1log®(2.9 - 10'°k* log® k)
< 3-10".5.9-10"2k%(log k)* log®(2.9 - 10"k* log® k)
< 3-10"-5.9-10"k%(log k)* (56 log k).
Assim,

n < 8.5- 10"k (log k). (2.22)
Como k < 2logn/log?2, temos

k<

2
log(8.5 - 10'® L35 (1og k)3°).
og3 8 (log k™)

Usamos o software Mathematica e obtemos [ < 6.3 - 103!, Portanto,

n<1.9-10° m < 3.8-10%7 ¢ 2 < k < 2091. (2.23)
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2.3 Prova do teorema principal

Seja Ay = (2n — 2)log a — (m — 2) log 2 + log[g*(1 + a?)], entao por (2.16),

11— et < —. (2.24)

Se Ay > 0, entdo segue de (2.24) que

10
O<A2§€A2—1<W.
Logo,
log o log(g*(1 + a?)) 4
0< (2n—2 - 2 <14.5-(1.42)7".
(2n )10g2 mE et log 2 ( )

Por outro lado, se Ay < 0, entdo |1 — e*2| < 4 e e/l < 5. Assim,

0 < |Ay| <elt2l — 1 =elf2lleh2 — 1] < 5.1.10/21% < 51272,

Consequentemente
0 < |Ay| < 5.1-10/2"% < 512!/
e assim,
log 2 log[g?(1 2
0< (m—2)82 g, oy 08l 0+ _yon g 4oyt
log o log

O argumento de trabalho para As > 0 e Ay < 0 sao andlogos. Logo, para evitarmos

repeticoes desnecessarias, consideramos apenas o caso Ay > 0. Entao

0< (2n—2)y —m+ g < 14.5-(1.42)7, (2.25)
onde vy := 1122‘21 e =2+ —1og(g120(g1;a2)).

h m—1

Usando o mesmo argumento que o usado na prova de que 7 = 1, concluimos

FTranar—T
que v, = log a/ log 2 é irracional, para qualquer inteiro k > 2. Seja ¢y, x 0 denominador do
m-ésimo convergente da fracdo continua de 7. Consideramos M, := 1.3-10'9%30 log® k <

Mog91 € usamos o software Mathematica para obtermos que

min > 6M;, e max < 6.6 - 101123,
2Sk§2091(Q(500,k> k 2§k§2091(QG00’k)
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Definimos € := || rgooo|| — M ||7xg600|, para 2 < k < 2091, e obtemos que

min € > 1.2-10719,
2<k<2091

Note que as hipoteses para usar o Lema 1.4.1 sao satisfeitas para A = 14.5 e B = 1.42.
Portanto nao existe solugao para desigualdade (2.25) (e entdo ndo tem solugao para a
equacao Diofantina (2.3)) para n e [ satisfazendo

log(Aqg/€)

n—2< M [ >
" <k€_logB

Como 2n — 2 < My, para todo 2 < k < 2091, por (2.23) temos que

log (AQGOO,k/ Gk)

[
< log B

< 8076.

Observe que nesse ponto estamos sobre a hipétese de 25/2 < n. Logo, obtemos da relacio

(2.19) que k < 395. Repetimos o argumento anterior trés vezes e conseguimos que
[ <1621 e k < 325.

Observacao 2.3.1. Os proximos passos nao dependem da hipotese de que [ > 1026.
Portanto, estaremos resolvendo os casos em que | € pequeno também, isto €, quando

[ <£1026.

Suponha que [ < 1621. Segue do Lema 2.1.1 que
n<94-10"em < 2-10".

Agora, definimos a seguinte forma linear logaritmica

Ay = (m—1)logf — (2n —2)1 1[—}
1 (m ) Ogﬁ ( n ) OgOé+ og 92(1+a2)
Se A; > 0,entdo por (2.8),
8
0<A <eM—1< o
e
0 < (m—1)y, —2n+ py, < 16.7-(1.6)7".
onde v, = % ey =2+ _log(h/gg(z"’ﬂ))
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hﬁm71

Usando o mesmo argumento que o usado na prova de que 7 # 1, concluimos

e R e
que g = % é irracional, para todo [ > k > 2. Tomamos M, := 6.1 - 10"°log®[ e

usamos o software Mathematica para obter que

i 3210
ST —6M,>0e max (¢ <3.2-10%2
2§k<l§1621(q 000.5e) l 2Sk‘<l§1621(q 000,k,1)

Definindo €, := ||}, ;q1000]| — Mil[V; 191000/ Entao

min () > 1.2 - 107210,
2<k<1<1621 "

Agora, podemos aplicar o Lemma 1.1 para A = 16.7e B = 1.6. Como m —1 < M;, temos

_ log(16.7 - quoo0,k.1/€x.1)

< 26072.
log 1.6

Portanto, por (2.6) concluimos que m < 52144.
Finalmente usamos um algoritmo no software Mathematica que confirma que a equacao
(2.3) nao possui solugao para 2 < k <1 <1621, k+1<n <26072el+1<m < 52144.
O



CAPITULO 3

a+1

Resto da divisdo de [ppa

}F por p* parak =1,2,3e4

+1

Em 2012, Marques e Trojovsky provaram, em [25] e [26], que p | [p;a }F, para todo
a>1epe{2,3}. Posteriormente, Marques, Sellers e Trojovsky em [27] provaram que o
nimero [p:;l}F é divisivel por p para todo primo p tal que p = £2 (mod 5) e para todo
inteiro a > 1. Marques e Trojovsky também provaram, em [28], que se p = +1 (mod 5),
entao p { [p;:jF para todo inteiro a > 1.

Nosso objetivo, nesse capitulo, é encontrar a classe de residuos de [p:;l]F modulo

p, p*, p*eph.

3.1 Resto do coeficiente fibonomial médulo p

Vamos relembrar que, pela definicao de coeficiente fibonomial, temos
a+1 p* F .
{p } _ H p*(p—1)+j

e que definimos anteriormente e(p) = v,(Fl.(y)).
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Antes de provarmos o nosso primeiro teorema vamos provar um lema técnico que vai

ser bastante utilizado durante esse capitulo.

Lema 3.1.1. Seja p um primo tal que p = £1 (mod 5), entao

Fpop—1)+t2(p) 1

(mod p),
Fizp)

p(l
para todo t € [1, [ 15 ]].

Demonstragao. Pela férmula da adicao temos

Frpap-1)+tz(p) = Lpop-1)-1F2(0) T Fpep-1) Frz(p)41

e portanto,
Fpep—1)1t2(p) Ipep-1)
— = = Fap_11 +
th(p) =D EZ(P)

th(p)Jrl-

As propriedades de valorizacao p-adica e o Lema 1.1.1 implicam que

Fan,
Vp< v 1)) = Vp(Fp“(p—l)) - Vp<FtZ(p)) =a—= Vp(t) >0,

Feap)
pois (p,z(p)) = 1 et < p*. Assim, I%,i(—’ﬁ = 0 (mod p). Além disso, como p = +1
(mod 5), temos p%(p — 1) — 1 = —1 (mod 7(p)) (pela propriedade (6) do periodo de

Pisano). Logo, Fpe(p—1)-1 =1 (mod p). Assim,

Fpep-1)+t2(p) =1 (mod p)
th(p)

para todo t € [1, [f(’p)j]. O

Teorema 3.1. Seja p um primo tal que p = £1 (mod 5). Entao

|:pa+l

=1 (mod p),
paL (mod p)

para todo a > 0.

Demonstracao. Observe que

a a/z [p*/2(p)]
{p “} - 2 B ( 11 Fpap-1)+kz(p) s, _ 52>
p Fl .. Fpa sz(p) ’

k=1
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onde 5 = HjeM Frap-1)45, S2 = HjeM Fie M={je[l,p":2(p)1j}
Como p = +1 (mod 5), temos que 7(p) | p— 1. Logo, p*(p—1)+j =7 (mod 7(p)) e
(

(pela propriedade (5)) temos que
Fpa(p_1)+j = Fj (IIlOd p)

Em particular, S; = Sy (mod p). Concluimos pelo Lema 3.1.1 que

[p®/2(p)] F
H p®(p—1)+kz(p) Sl = 52 (IIlOd p>‘
puies Fiez(p)

Por outro lado, a hipétese p = +1 (mod 5) implica que z(p) | p — 1. Entao pelo Lema

1.1.1 observamos que
Lp?/2(p)]

W T Fuaw) =l )
k=1

a+1
po

pois v,(F;) = 0 quando z(p) { j. Portanto, v,([? }F —1)>0. O

Agora, usamos o mesmo raciocinio para efetuarmos uma pequena generalizacao no
teorema anterior. Para isso provamos um lema semelhante ao Lema 3.1.1. Salientamos

que o proximo lema independe do primo modulo 5.

Lema 3.1.2. Sejaa >0, k>1ep+#2,5. Temos

para todo t € |1, L%J] ek €.

Demonstracao. Novamente pela formula da adi¢ao

Pelas propriedades de valorizacao p-adica temos

Foagpen_
l/p <M> — Vp(Fpa(kafl)) — Vp(FtZ(p)) = a — Vp(t) > 0,
Feap)

pois (p,z(p)) =1 e t < p*. Por outro lado, note que

Pr=1=) 1= - D)() T A ) =+ - DE* T+ )
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=+ Dp-DE*2+p* -+ 1).

O perfodo de Pisano é tal que 7(p) | p — 1 ou w(p) | 2(p + 1). Logo, p*(p** — 1) +j =j

E

(mod 7(p)) e (pela propriedade (5)) temos que Fpa2e_1y4; = F; (mod p). Decorre que
p (

ai—1)—1 = 1 (mod p), pois p*(p** —1) — 1= —1 (mod 7(p)). Assim,

Fp“(pZ’“—l)thZ(p)

=1 (mod p),
Fiap)

pa
para todo t € [1, [Z(p)j]. O

De posse do lema anterior, observamos que mesmo adicionando uma quantidade par
de poténcias do primo p continuamos com o mesmo resto médulo p. Assim conseguimos

uma sutil generalizagao do Teorema 3.1. Vejamos a seguir.

Teorema 3.2. Sejaa >0, k>1e p+# 2,5 primo, entao

pa+2k
[ } =1 (mod p).
2

Demonstragcao. Observe que

otk Lp /Z( )] sz p*/2(p)) (6% 1) hx(r)
—1- ( H Si - %),
p* F Fl he1 sz (p)

onde Sl - Hje/\/l F“(p%—l )47 S2 - Hje_/\/[ F e M= {j € [1’pa] : Z(p) J(j}
Particularmente, pelo Lema 3.1.2 temos que S; = S (mod p). Além disso, pelo Lema

1.1.1 temos que, p | Flap2e_1)1; se, e somente se, z(p) | j. Como vimos anteriormente,
Lp®/2(P)]
Vp<Hk:1 kz(ﬁ)) =0e

Fl...Fpﬂ
[p*/2(p)] F
H pe(p2*—1)+kz(p) S =85 (mod p)
1 Flez(p)
Assim, Vp([pa;%} — 1) > 0. ]

3.2 Resto do coeficiente fibonomial médulo p?
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Nessa secao precisaremos exigir um pouco mais da funcao ordem de apari¢ao. Obser-
vamos, a partir do software Mathematica, que nao existe padrao aparente para o resto da

divisao quando aumentamos a poténcia de p. De fato, os primos 29 e 41 tem a propriedade

de z(p) =(p—1)/2, e

2
[p } =88,124=1+3p (mod p?),
Plp

respectivamente. J4 os primos 11 e 19, que satisfazem z(p) = p— 1, sdo da seguinte forma

D2
[ ] =12,20=1+p (mod p?).
Plr

Conjecturamos que [p;f}F = 1+ 3p (mod p?), e [p:;

}F = 1+ p (mod p?), quando

z(p) = (p—1)/2 e z(p) = p — 1, respectivamente. Acreditamos que a demonstragao da

conjectura, quando z(p) = (p — 1)/2, é similar ao caso que estudaremos nessa se¢ao.
Vejamos no teorema a seguir que quando z(p) = p — 1 e kK = 2 nossa conjectura é

verdadeira.

Teorema 3.3. Seja p um primo tal que z(p) = p — 1. Entao

|:pa+1

} =1+p (modp?),
P* 1F

para todo a > 2.

Demonstrag¢ao. Denotamos por M o conjunto dos j € [1,p% tais que p — 1  j. Pelas
propriedades do perfodo de Pisano vale a seguinte cadeia 7(p?) | p(p — 1) | p®(p — 1).
Entao, Fye-1y+; = F; (mod p?), pois p*(p — 1) +j = j (mod n(p?)), para todo j € M.

Assim,

Fp“(pfl)ﬂ' _ 2
JEM

pois ([ [enm p?) = 1. Logo, nosso coeficiente fibonomial se reduz médulo p? &

at+l P
P ] _ Foa(p—1)+j(p-1) ( 9
= | | —————  (mod p°).
|: pCL j=1 Fj(p_l)

Aqui usamos que p* — 1 = (p— 1)(p® 1 +--- 4+ 1).
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Por outro lado, pela formula da adicao

Fpop—1)+jp-1) Fpop—1) Fj(p—1)+1
F - FPG(P—I)_l + F :
i(p—1) J(p—1)

Sendo j € [1,p* 1 +--- + 1]\ {p?'}, temos

Frap-1)Fip-1)11
w»( TEo ) = Vp(Fpep-n) Fjp-1+1) = vp(Ejp-1)
Ejp-1)

> a+te(p)—(a—2+e(p) =2

. . . Foa_1VFip—
pOlS Vp(]) S a— 2 e pa_l _|_ e _|_ 1 < 2pa_1_ ASSIHl, W = O (mod p2) US&IHOS
Fpap—1)+jip-1) =1

2
Fros (mod p*), para

o fato de Fja(p—1)-1 = 1 (mod p*) e concluimos que

jelp ™+ + 1\ {p* '}

Logo, precisamos analisar o caso em que j = p®~!. Pela férmula da adicdo

Fpap-1) Fpe1(p-1)41

Frap-1)+p2-1(p-1)
- Fa —1)— +
Fpa-ip-1) remh Fpa-ip-1)

Utilizamos a férmula de multiplos angulos com k = p, n = p®~!(p — 1) e ¢ = 0 para obter
Fpap-1) i p Fpi-l ri
Fra-1(p-1) o i) T e -1 pt(p— )L
i=1

Note que p | (f) quando i € [2,p] e p | Fla-1(,_1). Logo,

Fpa(pfl)Fp“(p%H

L p 2
=pF",, mod p~).
) ro- | )
Além disso, sendo Fga(p—1)+1 =1 (mod p?), temos
pa+1
[ ] =1+p (mod p?).
P lp

3.3 Resto do coeficiente fibonomial médulo p?

Para médulo p? temos o seguinte resultado.
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Teorema 3.4. Seja p um primo tal que z(p) = p — 1. Entao

[pa—‘rl

] =1+p+p* (modp’),
P lr

para todo a > 3.

Demonstracao. Pela definicao de coeficiente fibonomial, temos

A lp—[ Fyo(p-1)+5
F L .

a
p e

Primeiro vamos definir o conjunto M como o conjunto dos j € [1,p?| tais que p — 11 7.
Pela propriedade do perfodo de Pisano w(p?) divide p*~'m(p) = p*~*(p — 1). Entao,
pip—1)+j =7 (mod 7(p?)), onde j € M. Temos
Footp_1)4
H P — g (mod p?).

JEM

pois ([T;cr Fj:p°) = 1. Logo, nosso coeficiente fibonomial se reduz médulo p* &

a+1 pi Ja .
p _ p(p—1)+j(p—1) 3
{ po ] = H . (mod p?).

j=1 J(p—1)
Nossa primeira afirmacao sera colocada de forma mais geral para que nosso estudo fique

o mais completo possivel.

Afirmagao 3.3.1. Se ptj, entao M =1 (mod p%).

J(p—1)

Demonstragao. Pela férmula da adicao

Fyeo-1)+ito-1) _ [ L1 Fjp-1)+1
Fjp-1) o Fjw-1)
Note que
Fyep-1 Fjp-1)+1
Vp( - pF‘ = ) = Vp(Fpap-1)Fjo-1)+1) — vp(Fjp-1))
i(p—1)
= (" (r—1) —(j)=a
e assim, “2te-0lie-ni = (mod p®). Portanto, Bee-nwie-n = | (mod p?), onde usamos

Fip-1) Fip-1)

que Fpap_1)-1 =1 (mod p?). O
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Logo, precisamos analisar os quocientes da seguinte forma
Lpep-1)tinp-1)
Y
Eipp-1)

e segue de L;Z:,j)J = kal:"HJ =p"2?+---+1queje[l,p?+---+1]. Com isso

reduzimos nosso problema a mostrar que
T o1 vt
S = p*(p jp(p
|}

j=1 Jp(p—1)

=1+p+p* (mod p?),

onde 7 := p»2 4 ... + 1. Note que podemos escrever S da seguinte forma

= Fpa (o) +ip(p—1) . Fra-1)Fipp—1)+1 s .
H : ;‘, = = H (Fp“(p—l)—l + - pF‘ e ) = HO\_ZJ(J)),

j=1 Jjp(p—1) j=1 Jp(p—1) j=1

-1 Fippr—1)+1
Fipp-1)

onde A = Flapp-1)-1 € y(j) = . Pela Proposicao 1.5.1, citada nas prelimi-

nares sobre fungoes simétricas, podemos reescrever S da seguinte forma
S=N—a@N "+ + (1) 0. (7). (3.1)

onde 0;/5(7) sdo as funcgdes simétricas elementares e § = (y(1),...,y(r)). Como A =1

mod p?), temos que
(mod p?), q

=1+01(Z)+ - +0.(T) (mod p?),

ﬁ Fpop—1)+jp(p-1)
j=1 F’jp(pfl)
onde = (a(1),....,a(r)) e 2(j) = —y(j).
Observamos agora que a partir de um certo k as fungoes simétricas elementares sao

congruentes a zero médulo p®. Vejamos:
Afirmacgao 3.3.2. Se k € [2,7], entdo 0x(T) =0 (mod p?).
Demonstracao. Lembre que

0@ = > a(in)-xlix).

1< <<, <r

Logo, a valorizacao p-adica de cada termo do somatoério é

) ) - Fp“(p—l)Fijp(p—l)H
(i) +-aliv)) = 3w ()
ijp(p—

j=1

Il
W

> V(b (p = 1) +elp) — (i) — 1 —e(p)

k

= kla—1) = 1(i)).

J=1
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a— 2 ?—1 a—2 ,
Por outro lado, i; <r < 2p De fato, r < ’Z 5 < pI;/Q = 2p®=. Dal,

vp((iy) - -a(ix)) > kla—1) —(a—2) — (k—1)(a—3) =2k — 1 > 3,
pois k > 2. Assim, v,(01(Z)) > 3. Portanto, 0%x(T) =0 (mod p?), para todo k > 2. O

Com isso nosso problema fica reduzido a

a+1
[ppa } =1+o0(@)=1+2z(1)+--+x(r) (mod p*).
F
Afirmagao 3.3.3. Se j e [1,7]\ {ip®3:i€[l,p+ 1]}, entdo z(j) =0 (mod p?).

Demonstragao. Seja
Fpe(p—1)+ip(p-1)
Eipp-1) ’
com j € [1,7]\ {ip®3 : i € [1,p+ 1]}. Novamente vamos analisar a valorizagao p-ddica

x(j) =

de z(7). Temos

o(2(5)) = Vp(Fpeo-1) Fipo-1)41) — Vp(Ejpp-1)) = a — 1 — 15(j).

Observe que (p + 2)p*~3 > r. De fato,

a—3 pa—2_1 pa—Q a—3 a—2 a—3
I e < =" =p" 4+ 1< (p+2)p
p—1 p/2

Logo, v,(j) < a—4 e assim, l/p(x(j)) >a—1—(a—4) = 3. Portanto, z(j) = 0 (mod p?),

para todo j € [1,7] \ {ip®2:i € [1,p+1]}. O

Temos por consequéncia da afirmacao acima que a primeira func¢ao simétrica fica mais
simples médulo p?, isto é,

p+1

01(T) = Zx(ip“_g) (mod p?).

i=1

Logo, nosso coeficiente fibonomial tem a seguinte forma médulo p3

a+1 ptl
{p 1 _1—1-2 x(ip*” (mod p?).

No préximo passo vamos analisar o que acontece com algumas combinagoes dos z(ip®~3)

para i € [1,p+ 1].
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Afirmagao 3.3.4. Sejam i,j € [1,p — 1], com i+ j = p. Entao z(ip®3) + z(jp®3) =0
(mod p?).

Demonstragao. Sejam i,j € [1,p — 1]. Entao

Fa _ Fl a—2 (0 __ F a (o F a—2(p__
x(z'p“_?’) +x(jp“_3) _Ip (p;) p—2(p—1)+1 4+ P (pFl) Jjp2(p—1)+1
ip?=2(p—1) Jjpe=2(p—1)

Flpa(p-1) [

Fonn 0 Fono Fonay 1y Fian }
Fipe2p1) Fjpo2(p1) ipe=2(p-1)Fipe=2(p—1)+1 F Lipa-2(p—1) Fjpe—2(p-1)41

Agora, usamos a definicao da sequéncia de Fibonacci e obtemos

Fpep-1)
Fipa-2(p—1y Fjpa-2(p_1) [EP“’2(p—1)Fip“*Q(p—l)+Fjp”*2(p—1)Fip"*2(p—1)—1+Fip“*2(p—l)Fjp“*Q(p—l)H]'
wpt~=(p—1)= jp*~=(p—

Observamos que pela féormula aditiva de nimeros de Fibonacci

Fpa(p_l) F. F. + F. )
Fipa2(p—1) Fipe2(p1) gp* 2 (p—1)Hip* 2 (p—1) Jp* 2 (p—1)+ip* 2 (p—1) | -

Por fim, usamos a hipétese de ¢ + 7 = p e chegamos em

Fpa(p_l) |:
F‘ a—2(p_ E a—2(m_ + F a—1(r_ :| .
Eipa—2(p-1) Fjpe—2(p-1) )T e e

Note que

Vp(Fjpa—2p-1yFipa—20p-1)) = Vp(i) + 1,(j) + 2a — 4 + 2e(p) = 2a — 4 + 2e(p)

Vp(Fpep-1)) = a — 1 +e(p).

Como 2a — 4 + 2¢(p) > a — 1 + e(p), para a > 3, temos que
Vp(Fjpa-2p-1) Fipa-2p-1) + Fpa-1(p-1)) = a = 1+ e(p),
onde usamos o fato de que v,(m + n) = min{v,(m), v,(n)} se v,(m) # v,(n). Logo,
vp(x(ip” ™) + 2(jp" 7)) = a+e(p) +a— 1+ e(p) — (2(a — 2) +e(p)) = 3.

Portanto, x(ip®~®) + x(jp*3) = 0 (mod p*), quando i + j = p. O
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Aplicamos a afirmacdo anterior para os pares (i,j) = (k+ 1,p — 1 — k) para k €
0, (p — 3)/2]. Concluimos que

{pa+1

' } = 14202 + 2l(p+ Dp*)  (mod p).
p" 1r

a—2>

Afirmagao 3.3.5. Temos que z(p = p (mod p?).

Demonstragao. Usamos a féormula de multiplos angulos para k = p, n = p*1(p — 1) e

c = 0. Logo,
Foap_1yFpa(,— P . .
a—2y _ Ltpr(p-1)Lpr(p-1)+1 p i1 p—it+1
z(p") = Fla1(p-1) o Z (i)F—leal(p1)Fp“(p—1)+1'
- i=1

Observe que

Vp

((p)Fi_l ) _ 1+ (—1)(a—14e(p), i€2,p—1]

. a—1(p_
iy p-Da-1+e®),  i=p
Logo, V,,((’Z)F;;_ll(pfl)) > 3, para todo i € [2,p]. Assim,

Fpep—1) Fpe—1p-1)1

=pFh ., (mod p?)
Fpa-1(p_1) P Hp—1)+1
e consequentemente,
z(p?)=p (mod p’),
pois Fpa-1(p—1y41 = 1 (mod p?). O
Entao,
Y a—3 3
b =1l+p+z((p+1)p* ") (mod p”).
F

Afirmagao 3.3.6. Temos que z((p + 1)p°~*) = p* (mod p*).

Demonstracao. Lembre que

Fa _ Fa— _ Fa -~ Fa— B
x((p + 1)pa*3) S (pFl) P 2D+ D+1 _ p (p;) 2R+
p*=2(p—1)(p+1) p*—2(p2—1)

Agora, usamos a férmula de multiplos angulos para k = p*, n = p* 2(p—1) e ¢ = 0.

Temos,

v’ i
Fpap-1) Fpe—2(p2-1) 41 _ Z P’ P Fpa*2(p—1) it
Fpe—2p21) ) ' Fha-a P2 (p=1)+1”

i=1 p*~2(p*-1)
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Note que
V <(p2) Fla2, 1) ) S (i—1)(a—2+e(p), i€[2,p*—1]
P\ Fpa2p21)/ — (p* —1)(a—2+e(p)), i = p.
P ) Fpa-21) :
ortanto, v, ( (%) 72—2-L ) > 3 e assim,
v Epa=2(p21)
Fpa-1)) _ o Fpo20-1) pp21 3
——=p —F mod p°). 3.2
Fpa72(p2_1) Fp ( 2 1) (p 1)+1 ( ) ( )
Agora, afirmamos que
F
p Rl =p+1 (modp*).
Fa 2(p71)
De fato, usamos novamente a férmula de miltiplos angulos para k = p+1, n = p* 2(p—1)
e ¢ = 0 e obtemos
Fpapr-1) = p+1 i1 p+1—i
Fra—20p_1) - Z i F_’F“ 2(p— I)F" 2(p—1)+1-
1
Note que a valorizacao p-adica é
((p—i—l)F - I+ (Gi—1)(a—2+e(p), i€[2,p—1]
Vp po2(p— 1)) = .
! (p—Dla—2+elp), ie€{pp+1}.
Consequentemente, z/p((p+1) F’a 12(p N ) >3, parai € [2,p+ 1]. Assim,
F
2D — 1 (mod ), (3.3)
Fpo—2(p_1)

pois F;’a_Q(pfl)H =1 (mod p) ep| (pH) para i € [1,p].

Além disso, mostramos que

Fp“”(p—l)
F

pa=2(p?-1)

=p*—p+1 (mod p?).

De fato, observe que
PH1=p+1)p -p+1)

Pela equacgao (3.3) obtemos
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F a—2(p_ . ~ . " . .
Como Vp(%) = 0, temos das propriedades de congruéncia para nimeros racionais
pd 2 (p*—1)
que
Fa72
p*2(p—1) _
F—() =p’—p+1 (modp’)
p*2(p?—1)

como desejavamos. Portanto, voltamos para a equagao (3.2) e concluimos que

Fo s
Fp# =p*(p* —p+1) (mod p?)
p-2(p2—1)

e por conseguinte
z((p+1)p"7°) =p*  (mod p°),

pois Fpa—22_1)11 = 1 (mod p?). O

Finalmente chegamos no resultado desejado, isto é,

|:pa+1

a] =1+p+p* (modp?®).
P lr

3.4 Resto do coeficiente fibonomial médulo p*

Por fim, conseguimos mostrar que esse padrao se mantém quando aumentamos a

congruéncia para pt.

Teorema 3.5. Seja p um primo tal que z(p) = p — 1. Entao

[pa+1

a} =1+p+p*+p* (modp*),
V2

para todo a > 4.

Demonstracdao. Por definicao temos que
[p““} _ lp—[ Fyotp-1)+5
p* Ir i1 F}
Como 7(p®) | p*(p — 1), temos p*(p — 1) +j = j (mod 7 (p*)), para todo j € M, onde
M ={jel,p]:p—1¢tj} Logo,

H Fpagp-1)4j = H F; (mod p*).

jEM jEM
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Note que (][, Fj,p*) = 1. Entdo,

Foat 1\is
H _EWT T (;1)+J =1 (mod p4).

jEM J

Assim, pelas propriedades de congruéncia para racionais temos

a p“71+-~~+1
Pt Fpep-1)+j(p-1)
pa — F.

j=1 J(pfl)

(mod p*).

Dividimos nossa prova em pequenas afirmagoes com o objetivo de tornar nossa exposicao

mais clara.

Afirmagao 3.4.1. Se ptj, entdo M =1 (mod p?).

Fip-1)

Demonstracao. De fato, pela férmula da adicao

Frop-1)+jp-1) Fpop—1) Fj(p—1)+1
F - Fpa(Pfl)*l + F :
Ji(p—1) J(p—1)

Note que Fpa(p-1)-1 =1 (mod p?) e

vy (DB ) 1))+ efp) — (1) + e0) = 0~ vy ld) = a > 4
j(p—1)

Segue entao o resultado. m

Sendo assim

{ﬁ} — . Fp“p 1)+jp(p—1) (modp4)

J=1 Flipp-1)
onde 7 := p»2 + ... 4+ 1. Escrevemos a congruéncia acima da seguinte forma

pitt d Foap—1)Flipp—1)+1 d ‘
U =TT (B4 ) T ()
F =

pa Jp(p—1) j=1

Fpa(p— 1) Jjp(p—1)+1

. Novamente, usaremos que
Fipp—1)

onde A = Fpe(p-1)-1 € y(j) == —

r

[TO=v0) =X —i@N "+ + (=10, (7),

j=1

onde o; é a j-ésima funcao simétrica e ¥ = (y(1),...,y(r)). Assim,

a+1 T F )
p } _ p?(p—1)+jp(p—1) _ — _ 4
:” =1+01(T)+ - +0.(T) (mod p)
{ % Fipp-1)

onde 7 := (z(1),...,z(r)), z(j) = —y(j) e A\=1 (mod p?).

Observamos que as funcoes simétricas elementares sao zeros médulo p* quando o grau

¢ maior do que ou igual a 3.
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Afirmacgao 3.4.2. Se k € [3,7], entdo ox(T) =0 (mod p?).

Demonstracao. Com efeito, seja

or(T) = E x(iy) - - x(ig).
1< << <r
Entao cada termo do somatério é da seguinte forma

k
. . z 1)+1
x(l1)"-x(zk) a(p— 1) H ]pp A

Eijpp-1)

Dal, v,(x(iy) - - - x(iy)) = ak — k — Z?Zl v,(i;). Contudo i), < r < 2p°2. Logo sem perda
de generalidade, v,(ix) < a—2e1,(i;) < a—3, paratodo j € [1,k—1]. Consequentemente,
vp(x(iy) -+ 2(ig)) > ak —k—(k—1)(a—3) — (a—2) =2k —1>5,

para k > 3. Portanto
z(iy) - 2(ix) =0 (mod p*),

e assim auferimos a afirmacao. m

Desse modo, o coeficiente fibonomial médulo p* se restringe a

|:pa+1

o ]F =1+01(T) + 09(T) (mod p4).

Continuamos nossa averiguacao no comportamento das fungoes simétricas elementares
Sdulo pt. Vi t 1 d
modulo p*. Visamos agora suas componentes x(i)’s e concluimos que a menos de um

subconjunto, a ser determinado, elas sdo nulas médulo p?.

Afirmagao 3.4.3. Seja j € [1,7]\ N, com N := {ip®~* :i € [1,p* + p+ 1]}, entao
z(j) =0 (mod p?).

Demonstragio. Note que v,(z(j)) = a —1—1,(j). Como j € [1,7]\ {ip®™* :i € [1,p* +
p + 1]}, temos que v,(j) < a — 5. Logo, v,(z(j)) > a—1—a+5 = 4 e chegamos no
resultado. O
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Pela afirmacao anterior reduzimos a segunda funcao simétrica elementar médulo p* a

oa(@® = Y a(ip” a(p™*) (mod p).

1<i<j<p?+p+1
Observamos que estudando a valorizagao p-ddica de alguns de seus termos podemos

simplifica-la ainda mais. Efetivamente,

Afirmagao 3.4.4. Seja 1,7 € [1,p*> +p+ 1]\ {p?}, com i # j. Entao

z(ip® Hz(jp* ") =0 (mod p?).

Demonstracao. Sabemos que

, , F2 o Fipa-spo1y+1Ejpe-sp_1)11

alip e (jp') = S
ip®—3(p—1)L'jpe—3(p—1)

Entao v,(x(ip” )z (jp*™*)) = 2a — 1,(1) — v,(j) — 2(a — 3) = 6 — 1,(i) — v,(j). Como

i,j € [1,p* +p+ 1]\ {p?}, temos v,(3), v,(j) < 1. Dal, v,(z(ip®*)z(jp*?)) > 4 e

chegamos assim no resultado. O]

Agora, notamos que pelo fato de ¢ < j podemos reescrever o9(T). Segue da Afirmagao

3.4.4 que

02(T) = 2(p"*)(01(T) —2(p"*))  (mod p).

Observamos que nosso problema foi reduzido a analisar a primeira funcao simétrica, ou

seja,
[pa+1
pa

Pela Afirmacao 3.4.3 sabemos que

}F =1+0.(T) +z(p* H(o1(T) — 2(p*?)) (mod p*).

pP+p+l

ol = Y a(ip™™) (modp*).

=1

Definimos anteriormente o seguinte conjunto
N:={ip"*:ie[l,p*+p+1]}

Agora consideramos os seguintes subconjuntos de [1,p* + p + 1]. Denote Ny = [1,p — 1],

Ny =[p+2,p*—p—2]\{tp:t € 2,p—2]} e N3 = [p* —p—1,p*+p+1]\{p* —p,p, p* +1}.
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Afirmacao 3.4.5. Seja i,7 € Ny tais que i + 7 = p. entdo
w(ip"™) +z(jp* ") =0 (mod p*).

Demonstracao. Pela definicao temos que

Fp“(p—l)

x(ipa_4) + ff(jpa_4) = [Ep“*:”(p—l)Fjp”*”(p—l) + F(i+j)p“’3(p—1)]'

Fipe=ap-1) Fjpe=s(p-1)
Note que,
I/p(F‘ipa—li(p_l)F}pa—li(p_l)) = I/p(i) + I/p(j) +2a — 6+ 2€(p)

Vp(F(z‘—i-j)pa*S(p—l)) = I/p(i + ]) +a—3+ 6(])).
Logo, sendo i,7 € Ny e i + 7 = p temos
Vp(Eipa-spe1)Fjpa-3p—1)) = Vp(i) +1p(J) +2a — 6 + 2e(p) = 2a — 6 + 2¢(p)
= 2a—6+2e(p)=a—3+e(p)+a—3+e(p)

> a—3+elp)+1=a—-2+¢e(p) =vp(Flitjpe-sp-1))-
Assim,
(i) + G Y) > ate(p) = 1) — 1)) — 20+ 6 — 2e(p)

+min{(v, (i) + v,(j) +2a — 6 + 2e(p), v, (i + j) + a — 3+ e(p)}

> a+e(p)+a—2+e(p) —2(a—3)—2e(p) =4,

onde usamos o fato de que v,(m + n) = min{y,(m),v,(n)} se v,(m) # v,(n). Portanto,

x(ip®™) + z(jp**) =0 (mod p*) parai,j € Ny ei+j=p. O
Afirmacao 3.4.6. Seja i,j € Ny tais que i + j = p*. Entdo
o(ip*") +2(jp*™) =0 (mod p*).
Demonstragao. Como na afirmagao anterior observamos que nesse caso v,(i) = v,(j) = 0,
jdquei,j € Nye
Vp(Fipa—sp-1)Fjpa-sp-1)) = 2a—6+2¢e(p)=a—1+e(p)+a—4+e(p)

> a—1+e(p) = Vp(F(iJrj)p"*?’(P—l))'
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Dai, v,(z(ip®™*) + z(jp**)) > a+e(p) + a — 1 + e(p) — 2a + 6 — 2e(p) = 5 e chegamos

assim no resultado. O
Afirmacgao 3.4.7. Seja i,j € N3 tais que i + j = 2p>. Entado
w(ip” ) +x(jp* ") =0 (mod p*).

A demonstracao é completamente analoga a afirmacao anterior.

De posse dessas afirmagoes chegamos no seguinte resultado

p+1

(@) =Y x(kp"*)+a((p+1)p"")  (mod p').

k=1
Afirmacao 3.4.8. Note que

1
z(kp?) =0 (mod p*).
1

p

b
Il

Fpa(Pfl)kaa_Q(p—l)le
Frpa—2(p-1)

mente, no Lema 1.5.2, que existem j, s € Z com (p, s) = 1 tais que

Demonstragdo. Lembramos que z(kp®™3) = . Foi provado anterior-

atj+1 a+j+3)
)

Fpa(p—1) = sp (mod p

a+j—1 a+j+1)

Fipa—2(p—1) = ksp (mod p

Frpa—2p-1+1 =1 (mod p*~?).

Entao existem rq, 7y, 3 € Z tais que

(Spa+j+1 +T1pa+j+3)(1 +,r,3pa72)

a—3\ __
l’(k?p )_ kspa+j—1 +r2pa+j+1

Dali,
(ks + p*)z(kp®™®) = p*(s + srap™ > + rip” + rirsp®).

Note que v,(z(kp*~3)) = a — (a — 2) = 2, pois v,(k) = 0. Logo,
ksx(kp®™3) = sp®  (mod p*),

e portanto,

P
x(k:p“_3) = - (mod p4),
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pois (p,s) = 1. Logo, concluimos que

p—1 1 p—1
w(kp") = 5 ) @k +a((p—k)p")
k=1 k=1
152,11
= S dpt
2;1? <k+p—k) (mod p’)
p—1 3
_ p 4
= mod p°).
“— 2k(p — k) ( )
Uma vez que k(;;ik) = —2—2 (mod p?), temos
p—1 p3 p—1 _1
x(kp?) = 52 (mod p*). (3.4)
k=1 k=1

Por outro lado, como Z, é corpo temos que todo elemento nao nulo possui inverso.

Além disso,

1
I P (mod p) & kk™* =1 (mod p).
Logo,
1 - pp—1)(2p—1)
Z == 2:(/(1)2 =) m’= G =0 (mod p),
k=1 k=1 k=1

pois p # 2,3. Dai, v,(3 0"} %) > 0. Portanto, retornamos para (3.4) e concluimos que

r(kp®3) =0 (mod p?).
1

e
Il

Assim,
o1(T) = 2(p* ) +2((p+ 1)p" ) + 2((p+ Dp*~*)  (mod p*).

Nas préximas afirmagoes encontraremos as congruéncias que vao caracterizar o (7) médulo

p.

Afirmacao 3.4.9. Note que

“?)=p (mod p?).
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Demonstracao. Seja

a72> _ Fpa(p_l)Fpafl(plel

z(p
Fp“”(pfl)

Pela férmula de multiplos angulos para k =p, n =p* '(p — 1) e ¢ = 0 temos

p
a—2\ _ p i—1 p—it1
z(p") = Z (z’)F_in“1(19—1)Fpa1(p—1)+1'

=1
Observe que
p et - ) T .
! (p—1)(a—1+e(p), i=Dp.
Dal, z/p((’i’)F;;_ll(p_l)) > a+e(p) >4, com i > 2. Logo,
r(p*?) = PFuip 1y, (mod ).
Assim,
z(p"?)=p (mod p),
pois Fpa-1(,-1)11 = 1 (mod p*). O

Afirmacao 3.4.10. Note que

w(p+Dp" ) +a((p+1)p* %) =p* (mod p?).

Demonstracdo. Seja
Frap—1) F(p+1)pt+1 (p-1)+1
Flp+1p1p-1)

com t € {a —4,a — 3}. Foi provado que existem sy, 11,l3,l3 € Z e j > 0 tais que

z((p+1)p') =

Fpa(p—l) — Spa+j+1 + llpa+j+37

Foryprip-1)41 =1+ l3p2.

Entao,

((p+ 1)sp™ T2 + Lp™ 2 ((p+ 1)p) = (sp™™ T + Lp"7 ) (1 + I3p°).
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Sendo t € {a — 4,a — 3}, temos

vp(p™ 7 a((p+1)p) > a+j+4+2=0a+j+6.
Logo,

(p+ Dsp™ 22 ((p+ 1)p') = sp™™ ™ (mod p"7*7),
comt € {a —4,a —3}. Sejat=a— 3, entdo

(p+ Dsp™™a((p+ 1)p**) = sp*™ T (mod p*t7T?)

p2

| (mod p*) (3.5)

z((p+1)p*~?) =

Agora, seja t = a — 4. Entao

<p + 1)Spa+j72flj((p+ 1>pa74> = Spa+j+1 (mod pa+j+3)’

e assim,
3
4\ _ P 4
Dp*?) = d ph).
z((p+1)p*") P (mod p°) (3.6)
Por (3.5) e (3.6) temos
4 3 p? p’ 4
1)p*™ Dp*™7) = ——
o+ D)+ al(p4 1) = B T (mod )
=p* (mod p*).

]

Retornamos ao problema e chegamos que
o1(T) =p+p* (mod p?).
Assim,

[pa+1

” } =1+ (p+p°)+p(p+p*—p) (modp").
F

=1+p+p°+p° (modp')
como queriamos. O

A partir dos nossos estudos nos sentimos aptos a conjecturar o seguinte resultado.
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Conjectura 3.1. Seja p um primo tal que z(p) = p — 1. Entdo

pa+1
[ a] =1+---+p1 (mod p").
I

para todo a, k € N tais que a > k.
Quando tentamos provar nossa conjectura notamos que os argumentos utilizados aqui

nao sao suficientes para tal. Por exemplo, no caso k = 5 o conjunto N definido na sec¢ao 3.4

se torna muito complexo. Isso torna a particao de IV, feita nessa mesma se¢ao, inviavel.
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