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Resumo

No presente trabalho estudaremos o sistema elı́ptico fracamente acoplado
−∆u+ u =

u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN ,

−∆v + ω2v =
v(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN ,

para N ≥ 3 e constantes 0 < s < 1 e 0 < ω < 1. Este é um sistema gradiente com

∇F (u, v) = (Fu, Fv) =

(
u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
,

v(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)

)
,

onde

F (u, v) =
u2 + v2

2s
− 1

2s2
ln(1 + s(u2 + v2)).

Mostraremos que esse sistema possui solução radial não-trivial através de métodos

variacionais. Na realidade, provaremos que a solução encontrada tem energia mı́nima

entre todas as outras soluções possı́veis.



Abstract

In this work we study the weakly coupled elliptic system
−∆u+ u =

u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN ,

−∆v + ω2v =
v(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN ,

for N ≥ 3 and constants 0 < s < 1 e 0 < ω < 1. This is a gradient system such with

∇F (u, v) = (Fu, Fv) =

(
u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
,

v(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)

)
,

where

F (u, v) =
u2 + v2

2s
− 1

2s2
ln(1 + s(u2 + v2)).

We will show that this system has a nontrivial radial solution via variational methods.

In fact, we will prove that this solution is a ground-state.



Introdução

Nos últimos anos, ondas estácionárias que se propagam sem distorções em sua forma

têm atraı́do grande atenção de fı́sicos e matemáticos devido à sua aplicação, por exem-

plo, em sistemas de comunicações ópticos ultra-rápidos. Estudos recentes sobre o as-

sunto procuram estabelecer critérios para a existência de soluções que têm energia

mı́nima, ou então, descrever a interação de pares dessas ondas de sólitons (veja [1],

[6], [16] e [19]). Em [19], Ostrovskaya e Kivshar mostraram que as amplitudes norma-

lizadas de dois feixes de luz em certos meios são governadas pelo seguinte sistema de

Schrödinger fracamente acoplado
iϕt + ϕxx + ϕ

(|ϕ|2 + |ψ|2)
1 + s(|ϕ|2 + |ψ|2)

= 0, em R2,

iψt + ψxx + ψ
(|ϕ|2 + |ψ|2)

1 + s(|ϕ|2 + |ψ|2)
= 0, em R2.

(1)

Este modelo representa as amplitudes de dois raios de luz linearmente polarizados,

quando ocorre interação incoerente num meio de interferência fotorrefrativa. No que

segue, s denota uma constante real positiva que representa um parâmetro de saturação

associado à força de acoplamento mútuo entre as duas componentes. No estudo das

trocas de dados ultra-rápidas as soluções mais importantes são as ondas estacionárias.

Logo somos motivados a procurar por soluções do tipo ondas estacionárias de (1), isto

é, soluções na forma

ϕ(x, t) = eitu(x) e ψ(x, t) = eiω2tv(x).
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Nesse caso, podemos mostrar que u e v satisfazem o sistema
−u′′ + u = u

(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
em R,

−v′′ + ω2v = v
(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
em R.

(2)

Devido as possı́veis aplicações de sólitons ópticos N -dimensionais, N um número na-

tural, nos sistemas puramente ópticos de troca de dados ultra-rápidas, como sugere

[19], decidimos estudar o sistema (2) em dimensões mais gerais. Dessa forma o pri-

meiro objetivo do presente trabalho será encontrar soluções radiais não-triviais do sis-

tema 
−∆u+ u =

u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN ,

−∆v + ω2v =
v(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN .

(3)

Nosso segundo objetivo será mostrar que a solução obtida é um ”ground-state”, isto

é, tem o nı́vel de energia mı́nimo dentre todas as soluções possı́veis. Trata-se de um

fato muito importante pois as únicas candidatas para ondas estacionárias estáveis são

os ”ground-states”, como afirmaram Ambrosetti e Colorado em [1].

Precisamos dedicar atenção especial ao tipo de solução não-trivial do sistema (3)

que estamos lidando. De fato, (u0, 0) e (0, v0) satisfazem (3), onde u0 e v0 são respecti-

vamente soluções radiais positivas dos problemas

−∆u+ u = u
u2

1 + su2
e −∆v + ω2v = v

v2

1 + sv2
em RN . (4)

Por meio dos resultados obtidos por Stuart e Zhou (cf. [21]), é possı́vel garantir a

existência de tais u0 e v0. Contudo, o trabalho de Berestycki e Lions em [3] nos fornece

soluções minimizantes para os problemas em (4). As soluções (u, v) interessantes do

ponto de vista da fı́sica para o problema (3) são aquelas em que ambas u e v não são

indenticamente nulas, chamadas de puramente vetoriais (cf. [15], [16]).

Ultimamente, o sistema (3) e suas variantes têm sido alvo de diversos trabalhos.

Em [10], Furtado, Maia e Silva estudam um problema similar a (3), com a exigência de

que a não-linearidade associada seja superlinear, isto é, tenha crescimento um pouco
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”maior”do que o linear no infinito. No entanto, em (3) a não-linearidade tem cresci-

mento linear no infinito, o que nos impede de usar [10]. Em [16], Maia, Montefusco e

Pellacci provaram a existência de uma solução (u, v) radial, com u0 > 0 e v0 > 0 para

um caso semelhante a (3). Basta fazermos s = 0 para obtermos um dos sistemas estuda-

dos em [16]. O resultado mais próximo do que desejamos obter para (3) encontra-se em

[5]. Nesse artigo, Brezis e Lieb provaram a existência de uma solução (u, v) 6= (0, 0), via

métodos minimizantes com vı́nculo, para um grande número de sistemas autônomos

dentre os quais (3) está incluı́do. No entanto, a partir desses argumentos não é possı́vel

distingüi-la das soluções do problema escalar do sistema desacoplado, além do que

não sabemos se a solução obtida é radial.

Encontrar soluções fracas de (3) é o mesmo que achar os pontos crı́ticos do funcional

I associado ao sistema definido no espaço de Hilbert H1(RN)×H1(RN)

I(u, v) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 + |∇v|2 + u2 + ω2v2 − u2 + v2

s
+

1

s2
ln(1 + s(u2 + v2)) dx. (5)

Esse funcional é de classe C1(H1(RN)×H1(RN),R) e sua derivada de Gateaux é dada

por

∇I(u, v) · (ϕ, ψ) =

∫
RN

∇u∇ϕ+∇v∇ψ + uϕ+ ω2vψ

− u2 + v2

1 + s(u2 + v2)

(
uϕ+ vψ

)
dx.

As soluções fracas associadas a (3) serão obtidas via métodos variacionais. Usaremos

uma variante do Teorema do Passo da Montanha devida inicialmente a Bartolo, Benci

e Fortunato [2]. Nessa versão, a condição de compacidade exigida é conhecida como

condição de Cerami (Ce). Na realidade, a definição de (Ce) que apresentaremos é mais

moderna que originalmente introduzida em [2]. Pode-se provar que as duas versões

são equivalentes. Optamos pela mais nova, pois essa tem uma apresentação simples e

concisa.

Vamos procurar os pontos crı́ticos do funcional I no subespaço das funções radi-

ais H1
rad(RN) × H1

rad(RN). Tal escolha é justificada pelo decrescimento uniforme no

infinito dos elementos desse subespaço, garantido pela desigualdade de Strauss (cf.

3



[13] ou [22]). De certa forma, a ausência de coercividade dos potenciais associados

ao problema (3) é compensada por esse comportamento dos elementos do subespaço

H1
rad(RN) × H1

rad(RN) no infinito. Usando o Princı́pio da Criticalidade Simétrica, va-

mos mostrar que os pontos crı́ticos do funcional I que encontramos no subespaço das

funções radiais serão pontos crı́ticos de I no espaço H1(RN) × H1(RN). Todos esses

resultados abstratos serão apresentados no primeiro capı́tulo.

Em seguida faremos uma abordagem do caso escalar seguindo o artigo de Stu-

art e Zhou. O método que apresentam é interessante pois a solução encontrada é

uma espécie de extensão para RN de uma função previamente definida em R. A

demonstração de existência de solução para o problema escalar poderia ter sido feita

como um caso particular do sistema. Entretanto, optamos por fazer uma revisão do

trabalho de Stuart e Zhou para ressaltarmos as diferenças entre os métodos e respei-

tarmos a ordem cronológica do estudo do problema, já que algumas idéiais utilizadas

na demonstração da condição de Cerami em [21] nos inspiraram a criar um argumento

semelhante para o sistema.

Os capı́tulos 3 e 4 serão de fato os mais importantes de nosso trabalho pois apresen-

tam resultados originais de existência de solução de energia mı́nima para o problema

(3). Estes fazem parte de um artigo em fase de preparação (cf. [15]). Primeiramente,

no capı́tulo 3 vamos estabelecer a existência de solução (u, v) ∈ H1
rad(RN) × H1

rad(RN)

fraca, radial e não trivial para (3) quando 0 < s < 1, 0 < ω < 1 e N ≥ 3. Pela natureza

do problema, a Teoria de Regularização pode ser usada para mostrar que as soluções

fracas que obtemos na realidade são soluções clássicas. No argumento de existência,

vamos recorrer à hipótese de não quadraticidade (NQ) como foi definida por Costa

e Magalhães em [7]. Nos lemas 3.2.1 e 3.2.2 mostraremos que o funcional I satisfaz a

condição (Ce). O maior obstáculo encontrado nessa etapa é a falta de compacidade nas

imersões H1(RN) ↪→ Lp(RN), em que 2 < p < 2∗. Para contornarmos essa dificuldade ,

restringiremos nosso estudo ao subespaço H1
rad(RN)×H1

rad(RN). Além disso adaptare-

mos os argumentos usados em [21] e [7] para mostrarmos que I satisfaz (Ce). Depois,

no Teorema 3.0.7 vamos provar que I tem a geometria exigida pelo Teorema do Passo

da Montanha. Nessa demonstração usaremos fortemente o crescimento ”sublinear”no

infinito de parte da não-linearidade associada a (3). De fato, vamos usar que dado
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α > 0 existe R = R(α) > 0 tal que

ln(1 + sr) ≤ srα , ∀ r > R.

Finalmente no capı́tulo 4 mostraremos que a solução radial não-trivial encontrada

no capı́tulo 3 é na realidade de energia mı́nima se considerarmos todas as possı́veis

soluções de (3). Nos basearemos no artigo de Jeanjean e Tanaka [12] e nos resultados

de simetria para soluções minimizantes devidos a Lopes (cf. [14] ou [23]).

Devemos ressaltar que apesar do método de Berestycki e Lions [3] ser considera-

velmente diferente do apresentado nos capı́tulos 3 e 4, os resultados que são obtidos

são semelhantes. Por outro lado, apesar de servir como inspiração para o presente tra-

balho , o método apresentado em [21] apresenta resultados diferentes dos nossos. A

partir dos argumentos contidos em [21] nada sabemos, ao menos em princı́pio, sobre a

energia da solução encontrada. Entretanto, em nosso caso como a solução encontrada

é do tipo minimax, conhecemos o nı́vel de energia desta.

É interessante observar que se ω = 1 e u0 > 0 é solução de (4), então definindo

u(x) := u0(x) cos(θ) e v(x) := u0(x)sen(θ),

em que θ é um ângulo qualquer em
(
0, 2π

)
, nós obtemos que

−∆u+ u = cos(θ)
(
−∆u0 + u0

)
e

u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
=
u3

0 cos(θ)

1 + su2
0

.

Logo,

−∆u+ u =
u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
,

e o mesmo valendo para v. Assim obterı́amos infinitas soluções não triviais (u, v) para

o problema (3), onde

u = u0(x) cos(θ) e v = u0(x)sen(θ)),

e ω = 1. É fácil ver que todas essas soluções têm o mesmo nı́vel de energia de u0.

Da mesma forma, é importante ressaltar que caso (u, v) seja solução de
−∆u+ u =

u(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN ,

−∆v + ω2v =
v(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
, em RN ,
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com u e v não sendo nulas quase sempre (q.s.) em RN , então multiplicando-se a pri-

meira equação por v e a segunda por u e integrando-se∫
RN

∇u · ∇v + uv dx =

∫
RN

uv(u2 + v2)

1 + s(u2 + v2)
dx =

∫
RN

∇u · ∇v + ω2uv dx,

e dessa forma (
1− ω2

)∫
RN

uv dx = 0.

Caso ω 6= 1, segue que ∫
RN

uv dx = 0,

ou seja, u é perpendicular a v no produto interno usual defindo em L2(RN). Essa

observação nos alerta para o fato de que não existe solução (u, v) com u > 0 e v > 0

para o problema (3).

No Apêndice A demonstraremos uma série de resultados técnicos que aparecem

no decorrer do trabalho.

No Apêndice B enunciamos alguns teoremas importantes e não tão conhecidos,

utilizados em nosso estudo.
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