Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Sistemas Elipticos Fracamente Acoplados
Assintoticamente Lineares

por
Luis Henrique de Miranda

Brasilia
2007



Resumo

No presente trabalho estudaremos o sistema eliptico fracamente acoplado
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para N > 3 econstantes )0 < s < 1e 0 < w < 1. Este é um sistema gradiente com
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Mostraremos que esse sistema possui solu¢do radial ndo-trivial através de métodos

F(u,v) =

variacionais. Na realidade, provaremos que a solugao encontrada tem energia minima

entre todas as outras solugdes possiveis.



Abstract

In this work we study the weakly coupled elliptic system
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for N > 3 and constants 0 < s < 1 e 0 < w < 1. This is a gradient system such with
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We will show that this system has a nontrivial radial solution via variational methods.

F(u,v) =

In fact, we will prove that this solution is a ground-state.



Introducao

Nos ultimos anos, ondas estdciondrias que se propagam sem distor¢des em sua forma
tém atraido grande atencado de fisicos e mateméticos devido a sua aplicacdo, por exem-
plo, em sistemas de comunicagdes Opticos ultra-rdpidos. Estudos recentes sobre o as-
sunto procuram estabelecer critérios para a existéncia de solugdes que tém energia
minima, ou entdo, descrever a interacdo de pares dessas ondas de sélitons (veja [1],
[6], [16] e [19]). Em [19], Ostrovskaya e Kivshar mostraram que as amplitudes norma-
lizadas de dois feixes de luz em certos meios sdo governadas pelo seguinte sistema de

Schrédinger fracamente acoplado
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Este modelo representa as amplitudes de dois raios de luz linearmente polarizados,
quando ocorre interagdo incoerente num meio de interferéncia fotorrefrativa. No que
segue, s denota uma constante real positiva que representa um parametro de saturagao
associado a for¢a de acoplamento mutuo entre as duas componentes. No estudo das
trocas de dados ultra-rapidas as solugdes mais importantes sdo as ondas estaciondrias.
Logo somos motivados a procurar por solug¢des do tipo ondas estaciondrias de (1), isto

é, solucoes na forma

o(x,t) = etu(z) e P(z,t) = e o().



Nesse caso, podemos mostrar que u e v satisfazem o sistema
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Devido as possiveis aplica¢des de sélitons 6pticos N-dimensionais, N um niimero na-
tural, nos sistemas puramente 6pticos de troca de dados ultra-rapidas, como sugere
[19], decidimos estudar o sistema (2) em dimensdes mais gerais. Dessa forma o pri-

meiro objetivo do presente trabalho sera encontrar solu¢des radiais ndo-triviais do sis-

tema ) )
_Au+u: M ’emRN’
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Nosso segundo objetivo serd mostrar que a solugdo obtida é um ”ground-state”, isto
é, tem o nivel de energia minimo dentre todas as solugdes possiveis. Trata-se de um
fato muito importante pois as tinicas candidatas para ondas estaciondrias estaveis sao
os “ground-states”, como afirmaram Ambrosetti e Colorado em [1].

Precisamos dedicar atengdo especial ao tipo de solucdo nao-trivial do sistema (3)
que estamos lidando. De fato, (ug,0) e (0, v,) satisfazem (3), onde u, e v, sdo respecti-

vamente solugdes radiais positivas dos problemas
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Por meio dos resultados obtidos por Stuart e Zhou (cf. [21]), é possivel garantir a
existéncia de tais u e vy. Contudo, o trabalho de Berestycki e Lions em [3] nos fornece
solu¢des minimizantes para os problemas em (4). As solugdes (u, v) interessantes do
ponto de vista da fisica para o problema (3) sdo aquelas em que ambas u e v ndo sdo
indenticamente nulas, chamadas de puramente vetoriais (cf. [15], [16]).

Ultimamente, o sistema (3) e suas variantes tém sido alvo de diversos trabalhos.
Em [10], Furtado, Maia e Silva estudam um problema similar a (3), com a exigéncia de

que a ndo-linearidade associada seja superlinear, isto ¢, tenha crescimento um pouco



“"maior”do que o linear no infinito. No entanto, em (3) a ndo-linearidade tem cresci-
mento linear no infinito, o que nos impede de usar [10]. Em [16], Maia, Montefusco e
Pellacci provaram a existéncia de uma solugédo (u, v) radial, com u, > 0 e vy > 0 para
um caso semelhante a (3). Basta fazermos s = 0 para obtermos um dos sistemas estuda-
dos em [16]. O resultado mais préximo do que desejamos obter para (3) encontra-se em
[5]. Nesse artigo, Brezis e Lieb provaram a existéncia de uma solugéo (u, v) # (0,0), via
métodos minimizantes com vinculo, para um grande ntimero de sistemas autdénomos
dentre os quais (3) estd incluido. No entanto, a partir desses argumentos ndo é possivel
distingtii-la das solu¢des do problema escalar do sistema desacoplado, além do que
ndo sabemos se a solugdo obtida é radial.

Encontrar solugdes fracas de (3) é o mesmo que achar os pontos criticos do funcional

I associado ao sistema definido no espaco de Hilbert H'(RY) x H!(R")
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Esse funcional é de classe C'(H'(RY) x H'(R"),R) e sua derivada de Gateaux ¢ dada

por

VI(u,v) - (p,9) = VuVe + VoV + up + w?or

RN

u? + v?
1+ s(u?+v?) (ugp + mb) dr.

As solucgoes fracas associadas a (3) serdo obtidas via métodos variacionais. Usaremos
uma variante do Teorema do Passo da Montanha devida inicialmente a Bartolo, Benci
e Fortunato [2]. Nessa versdo, a condi¢do de compacidade exigida é conhecida como
condic¢do de Cerami (Ce). Na realidade, a defini¢ao de (C'e) que apresentaremos é mais
moderna que originalmente introduzida em [2]. Pode-se provar que as duas versdes
sdo equivalentes. Optamos pela mais nova, pois essa tem uma apresentacao simples e
concisa.

Vamos procurar os pontos criticos do funcional I no subespaco das fun¢des radi-

ais H! ,(RY) x H!

rad rad

(RM). Tal escolha é justificada pelo decrescimento uniforme no

infinito dos elementos desse subespaco, garantido pela desigualdade de Strauss (cf.
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[13] ou [22]). De certa forma, a auséncia de coercividade dos potenciais associados
ao problema (3) é compensada por esse comportamento dos elementos do subespaco
H}ad(RN) X Hﬁad

mos mostrar que os pontos criticos do funcional I que encontramos no subespago das

(R™) no infinito. Usando o Principio da Criticalidade Simétrica, va-

fungoes radiais serdo pontos criticos de I no espago H'(RY) x H'(RY). Todos esses
resultados abstratos serdo apresentados no primeiro capitulo.

Em seguida faremos uma abordagem do caso escalar seguindo o artigo de Stu-
art e Zhou. O método que apresentam é interessante pois a solu¢do encontrada é
uma espécie de extensdo para RY de uma fungdo previamente definida em R. A
demonstragdo de existéncia de solugdo para o problema escalar poderia ter sido feita
como um caso particular do sistema. Entretanto, optamos por fazer uma revisdo do
trabalho de Stuart e Zhou para ressaltarmos as diferengas entre os métodos e respei-
tarmos a ordem cronolégica do estudo do problema, ja que algumas idéiais utilizadas
na demonstracdo da condi¢do de Cerami em [21] nos inspiraram a criar um argumento
semelhante para o sistema.

Os capitulos 3 e 4 serdo de fato os mais importantes de nosso trabalho pois apresen-
tam resultados originais de existéncia de solucdo de energia minima para o problema
(3). Estes fazem parte de um artigo em fase de preparacao (cf. [15]). Primeiramente,
(RY) x H,py(RY)

no capitulo 3 vamos estabelecer a existéncia de solugdo (u,v) € H, rad
fraca, radial e ndo trivial para (3) quando 0 < s < 1,0 <w < 1 e N > 3. Pela natureza

rad
do problema, a Teoria de Regularizacdo pode ser usada para mostrar que as solugdes
fracas que obtemos na realidade sdo solugdes cldssicas. No argumento de existéncia,
vamos recorrer a hipétese de ndo quadraticidade (N@Q) como foi definida por Costa
e Magalhdes em [7]. Nos lemas 3.2.1 e 3.2.2 mostraremos que o funcional / satisfaz a
condi¢do (Ce). O maior obstaculo encontrado nessa etapa é a falta de compacidade nas
imersoes H'(RY) — LP(RY), em que 2 < p < 2*. Para contornarmos essa dificuldade ,
(RY) x H} ,(RY). Além disso adaptare-

restringiremos nosso estudo ao subespago H! rad
mos os argumentos usados em [21] e [7] para mostrarmos que [ satisfaz (Ce). Depois,

rad
no Teorema 3.0.7 vamos provar que I tem a geometria exigida pelo Teorema do Passo
da Montanha. Nessa demonstragdo usaremos fortemente o crescimento “sublinear”no

infinito de parte da ndo-linearidade associada a (3). De fato, vamos usar que dado



a > 0 existe R = R(«) > 0 tal que
In(l1+sr) < sra ,¥Vr> R.

Finalmente no capitulo 4 mostraremos que a solugao radial ndo-trivial encontrada
no capitulo 3 é na realidade de energia minima se considerarmos todas as possiveis
solugdes de (3). Nos basearemos no artigo de Jeanjean e Tanaka [12] e nos resultados
de simetria para solu¢ées minimizantes devidos a Lopes (cf. [14] ou [23]).

Devemos ressaltar que apesar do método de Berestycki e Lions [3] ser considera-
velmente diferente do apresentado nos capitulos 3 e 4, os resultados que sdo obtidos
sdo semelhantes. Por outro lado, apesar de servir como inspiracdo para o presente tra-
balho , 0 método apresentado em [21] apresenta resultados diferentes dos nossos. A
partir dos argumentos contidos em [21] nada sabemos, ao menos em principio, sobre a
energia da solucdo encontrada. Entretanto, em nosso caso como a solugdo encontrada
é do tipo minimax, conhecemos o nivel de energia desta.

E interessante observar que se w = 1 e ug > 0 é solugdo de (4), entdo definindo
u(x) := ug(x) cos(f) e v(x) := up(z)sen(d),

em que 6 é um angulo qualquer em (0, 27), nés obtemos que

u(u® +v?)  ufcos(h)

—Autu = cos(0) (~Aug +up) € T— s(u+0?2)  14sud’

Logo,
u(u® + v?)
1+ s(u?+v?)’

e 0 mesmo valendo para v. Assim obteriamos infinitas solu¢des ndo triviais (u, v) para

—Au+u =

o problema (3), onde
u = up(x) cos(f) e v =ug(x)sen(h)),
e w = 1. E facil ver que todas essas solucdes tém o mesmo nivel de energia de uy.
Da mesma forma, é importante ressaltar que caso (u, v) seja solugdo de
2 | 2
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com u e v ndo sendo nulas quase sempre (q.s.) em RY, entdo multiplicando-se a pri-

meira equagdo por v e a segunda por u e integrando-se

2 2
Vu-Vv+uvd:c:/ uo(u” +v°) dr = Vu - Vo + wuv dz,

RN RN 1 + S(U2 + U2) RN

e dessa forma

(1 —wQ)/ wvdr = 0.
RN

/ uvdx =0,
RN

ou seja, u é perpendicular a v no produto interno usual defindo em L*(R"). Essa

Caso w # 1, segue que

observagdo nos alerta para o fato de que nao existe solugdo (u,v) comu > 0ev > 0
para o problema (3).

No Apéndice A demonstraremos uma série de resultados técnicos que aparecem
no decorrer do trabalho.

No Apéndice B enunciamos alguns teoremas importantes e ndo tdo conhecidos,

utilizados em nosso estudo.
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