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Resumo

Os grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki desempenham um papel fundamental na teo-
ria de grupos moderna, pois sao exemplos naturais de grupos periddicos finitamente
gerados autossimilares. Neste trabalho, construimos exemplos analogos aos grupos

referidos no campo das superalgebras de Lie.

Em 2006, Petrogradsky construiu um exemplo analogo para algebras de Lie restritas em
caracteristica 2. Shestakov e Zelmanov estenderam essa contrucao para caracteristica
positiva arbitraria, dando um exemplo de algebra de Lie restrita finitamente gerada com
p-aplicagao nil. Martinez e Zelmanov provaram que, sobre um corpo de caracteristica
zero, nao é possivel construir exemplos de algebras de Lie andlogas aos grupos de

Grigorchuk.

Neste trabalho, mostramos que a extensao desse resultado para superalgebras de Lie
em caracteristica zero nao é valida. Em qualquer caracteristica, construimos uma
superdlgebra de Lie R com as seguintes propriedades. R tem uma Z?-graduacao fina
tal que todo elemento homogéneo na Z,-graduacao R = Ry & Ry é ad-nilpotente.
Além disso, R tem crescimento linear e sua envoltéria associativa tem crescimento

quadratico. Mostramos também que a superalgebra de Lie R é just infinite.

Para uma caracteristica positiva arbitraria p, construimos também um exemplo de
algebra de Lie restrita fractal de crescimento linear cuja envoltoria associativa possui

crescimento quadratico.

Palavras-chave: superalgebras de Lie, dlgebras de Lie restritas, crescimento, algebras

nil, algebras autossimilares, algebras graduadas.



Abstract

The Grigorchuk and Gupta-Sidki groups play fundamental role in modern group theory
because they are natural examples of self-similar finitely generated periodic groups. In

this work we construct their analogue in the world of Lie superalgebras.

In 2006, Petrogradsky made an analogous construction for restricted Lie algebras in
characteristic 2. Next, Shestakov and Zelmanov extended this construction to an ar-
bitrary positive characteristic, giving an example of finitely generated restricted Lie
algebra with a nil p-mapping. Martinez and Zelmanov proved that similar examples

do not exist for Lie algebras in characteristic zero.

In this work we show that an extension of this result for Lie superalgebras in char-
acteristic zero is not valid. In case of an arbitrary characteristic, we construct a Lie
superalgebra R with the following properties. We prove that R has a fine Z2-gradation
and all homogeneous elements of the gradation R = Ry @ Ry are ad-nil. Furthermore,

R has linear growth and its associative hull has a quadratic growth.

For an arbitrary positive characteristic p, we also construct an example of a fractal
restricted Lie algebra of linear growth and such that its associative hull has a quadratic

growth.

Keywords: Lie superalgebras, restricted Lie algebras, growth, nil algebras, self-similar

algebras, graded algebras.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, faremos um levantamento de alguns resultados conhecidos, os quais

servem de motivagao para a construgao dos nossos exemplos.

1.1 Algebras e grupos de Golod-Shafarevich

O Problema Geral de Burnside apresenta a seguinte questao: um grupo periédico
finitamente gerado é necessariamente finito? Golod e Shafarevich provaram que a
resposta para tal questao é negativa, mostrando que para cada primo p existe um p-
grupo finitamente gerado infinito [13, 14]. A construcdo desses grupos baseia-se em
uma famosa construcao de uma familia de algebras associativas nil finitamente geradas
de dimensao infinita [13]. Essa construgdo também fornece exemplos de algebras de
Lie L finitamente geradas de dimensao infinita sobre um corpo arbitrario tais que
(ad z)"@¥) () = 0 para quaisquer z,y € L [15]. Sendo o corpo de caracteristica positiva
p, obtém-se uma algebra de Lie restrita L finitamente gerada de dimensao infinita cuja
p-aplicagao é nil, ou seja, x[pn(z>] = 0 para todo x € L. Isso dd uma resposta negativa
para uma questao de Jacobson que indaga se uma algebra de Lie restrita L finitamente
gerada é necessariamente finita quando cada elemento x € L é algébrico, isto é, quando
cada # € L é raiz de algum p-polinémio f,,(z) = agz?" + alx[pmfl] + o+ ap
([21, Ch. 5, ex. 17]). Sabe-se que a construgao de Golod fornece dlgebras associativas
nil de crescimento exponencial. Usando relacoes especialmente escolhidas, Lenagan
e Smoktunowicz construiram &algebras associativas nil de crescimento polinomial [27].
Para obter um maior aprofundamento acerca das édlgebras e dos grupos de Golod-
Shafarevich, veja [50, 11].
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Uma construgao diferente foi motivada por resultados respectivos da teoria de gru-
pos. Uma algebra de Lie restrita G é dita larga se existe uma subalgebra H C G de
codimensao finita tal que H admite um homomorfismo sobrejetivo sobre uma algebra
de Lie restrita livre nao abeliana. Seja K um corpo perfeito enumerdvel de carac-
teristica positiva. Entao existem &dlgebras de Lie restritas nil finitamente geradas de
dimensao infinita sobre K que sao residualmente finitas e limites diretos de algebras

de Lie restritas largas [3].

1.2 Grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki

A construcao feita por Golod é um tanto indireta. Grigorchuk, entretanto, fez uma
construcao direta e elegante de um 2-grupo infinito gerado por trés elementos de ordem
2 [16]. Esse grupo foi definido como um grupo de transformagoes do intervalo [0, 1] do
qual sdo removidos niimeros racionais da forma {k/2" | 0 < k < 2", n > 0}. Para
cada primo p > 3, Gupta e Sidki fizeram uma construcao direta de um p-grupo infinito
com dois geradores de ordem p [19]. Esse grupo foi construido como um subgrupo de

um grupo de automorfismos de uma arvore regular infinita de grau p.

Os grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki sao contraexemplos para o Problema Geral
de Burnside. Além disso, eles dao respostas para problemas importantes na teoria
de grupos. O grupo de Grigorchuk e suas generalizagbes sao os primeiros exemplos
de grupos de crescimento intermedidrio [17], os quais dao uma resposta negativa para
uma conjectura de Milnor de que grupos de crescimento intermediario nao existem.
A construcao de Gupta-Sidki também resulta em grupos de crescimento subexponen-
cial [12]. Os grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki sdo autossimilares. Em particular,
eles contém infinitas copias de si mesmos. Os grupos autossilimares, em especial os de-
nominados grupos de ramifica¢ao, constituem uma area bem estabelecida na teoria de
grupos. Para um aprofundamento maior, veja [18]. A seguir, discutiremos a existéncia

de analogos aos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki para outras estruturas algébricas.
1.3 Algebras associativas nil graduadas autossimi-

lares

O estudo desses grupos levou a uma investigacao acerca de anéis de grupos e outras

algebras associativas relacionadas [46]. Em particular, surgiram dlgebras associativas
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autossimilares definidas por matrizes de maneira recorrente [5]. As matrizes recor-
rentes foram também aplicadas em problemas da teoria dos ntimeros [1]. Sidki sugeriu
dois exemplos de algebras de matrizes associativas autossimilares [45]. Uma familia
mais geral de dlgebras associativas autossimilares foi introduzida em [37]. Essa familia
generaliza o segundo exemplo de Sidki [45] e, através dela, é possivel obter exem-
plos de dlgebras de Lie restritas de Fibonacci (veja abaixo) em termos de matrizes
autossimilares [37]. Outra caracteristica importante de algumas dlgebras associativas
autossimilares A construidas em [37] é que elas sdo somas de duas subdlgebras local-
mente nilpotentes A = A, @ A_. Recordemo-nos de que uma algebra é dita localmente

nilpotente se toda subalgebra finitamente gerada é nilpotente.

Mas os analogos desejados dos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki devem ser algebras
associativas autossimilares nil, de modo a produzir novos exemplos de grupos periodicos
finitamente gerados. Mas tais exemplos ainda nao sao conhecidos. Problemas em

aberto na teoria de dlgebras de dimensao infinita podem ser vistos em [51].

1.4 Algebras de Lie restritas nil

Ao contrario das dlgebras associativas, para dlgebras de Lie restritas existem analogos
naturais dos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki. Sobre um corpo de caracteristica 2,
Petrogradsky construiu um exemplo de uma algebra de Lie restrita de dimensao infinita
L gerada por dois elementos, denominada dlgebra de Lie restrita de Fibonacci [33]. Seja
char K = 2 e seja R = K[t;|i > 0]/(t!|i > 0) um anel de polinémios truncado. Fazendo
0; = 8%,2’ > 0, sao definidas duas derivacoes de R:

vp = 01 +1to(0s +t1(05 4 t2(0s + t3(05 + ta(Fs + -+ +)))));

vy = Oy +t1(03 + t2(0s + t3(05 + t4(0s + -+ +))))-

Essas duas derivacoes geram uma élgebra de Lie restrita L = Lie, (v, v2) C Der R e uma
algebra associativa A = Alg(vy,v2) C End R. Bergman mostrou que a dimensao de
Gelfand-Kirillov de uma algebra associativa ndo pode pertencer ao intervalo (1, 2) [23].
Isso, porém, nao é valido para algebras de Lie. A dimensao de Gelfand-Kirillov de uma
algebra de Lie finitamente gerada pode ser qualquer niimero pertencente ao conjunto
{0}U[1, +o0] [32]. A dlgebra de Lie de Fibonacci tem um lento crescimento polinomial,
com dimensao de Gelfand-Kirillov GKdim L = log 5., 2 ~ 1.44 [33]. A é&lgebra de Lie
restrita L é autossimilar. Outras propriedades da éldebra de Lie restrita de Fibonacci

e suas generalizagoes sao estudadas em [36, 38].
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Uma propriedade muito interessante de L é que ela possui uma p-aplicagao nil [33],
propriedade analoga a periodicidade dos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki. Nao se
sabe se a envoltoria associativa A de L é uma algebra nil. Entretanto, Petrogradsky e
Shestakov provaram uma afirmacao mais fraca. As dlgebras L e A sao somas diretas

de duas subdlgebras localmente nilpotentes [36]:

L=L,®L., A=A,&A_. (1.1)

Existem exemplos de algebras associativas de dimensao infinita que sao somas diretas de
duas subalgebras localmente nilpotentes [25, 9]. Algebras de Lie restritas de dimensao
infinita podem possuir varias decomposi¢oes como somas diretas de duas subalgebras

localmente nilpotentes [39].

No caso de uma caracteristica prima arbitraria, Shestakov e Zelmanov sugeriram um
exemplo de uma dlgebra de Lie restrita finitamente gerada com uma p-aplicacao nil [44].

Nesse exemplo, a mesma decomposigao (1.1) é obtida para alguns primos p [26, 37].

Um exemplo de algebra de Lie restrita nil p-gerada L para uma caracteristica prima p
arbitraria foi estudado em [39]. O mérito desse exemplo é que para quaisquer primos
temos a mesma decomposicao (1.1) em somas diretas de duas subdlgebras localmente

nilpotentes. Contudo, é um tanto complicado efetuar computacoes para esses exemplos.

Observe que apenas o exemplo original tem uma base monomial nitida [33, 36]. Em
outros exemplos, os elementos da algebra de Lie sao combinacoes lineares de monomios.
Por vezes, trabalhar com tais combinagoes lineares envolve uma dificuldade técnica con-
siderdvel [44, 39]. Uma familia continua de dlgebras de Lie restritas nil de crescimento

lento com bases monomiais satisfatérias é construida em [40].

Seja G um grupo e G = G1 O G5 O - - - sua série central inferior. Associada ao grupo G,
é construida uma algebra de Lie Z-graduada L (G) = 1'631 Li,onde L; = G;/Gi11 @7 K,
i > 1, e char K = p. O produto é dado por [a;G;11,b;Gj41] = (@i, b;)Gitjr1, onde
(a;,b;) = a; 1bj’1aibj ¢ o comutador dos elementos a;, b; no grupo G. Um residualmente
p-grupo G é dito de largura finita se todos os fatores G;/G;11 sdo grupos finitos com

ordens uniformemente limitadas.

O grupo de Grigorchuk G é de largura finita. Mais precisamente, foi provado que

dimp, G;/Gi11 € {1,2} para i > 2 [43, 7]. Em particular, a respectiva algebra de Lie

L = Lkg(G) = & L; tem crescimento linear. Bartholdi provou recentemente que a
i>1

dlgebra de Lie restrita Ly, (G) é nil, ao passo que Ly, (G) nao é nil [6].
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1.5 Algebras de Lie sobre um corpo de carac-

teristica zero

No caso em que o corpo é de caracteristica zero, nao existe um exemplo similar de cresci-
mento lento, devido ao préximo resultado. Em outras palavras, nao existem analogos
naturais dos grupos de Grigorchuk no campo das algebras de Lie de caracteristica zero.

A afirmacao exata é dada no seguinte

Teorema 1.1 (Martinez e Zelmanov [28]) Seja L = & L, uma dlgebra de Lie
ael’
sobre um corpo K de caracteristica zero, graduada por um grupo abeliano I'. Suponha

que sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes:

(i) existe d > 0 tal que dimg L, < d para todo o € T';

(ii) todo elemento homogéneo a € Lo, o € I', € ad-nilpotente.

Entao L € localmente nilpotente.

1.6 Superalgebras de Lie nil graduadas fractais

A investigagao acerca da construcao de exemplos anédlogos aos grupos de Grigorchuk e
Gupta-Sidki nao ficou restrita aos campos das algebras associativas e das élgebras de
Lie. Petrogradsky construiu exemplos de superalgebras de Lie andlogas a esses grupos
em caracteristica arbitraria [34]. Esses exemplos sdo também andlogos & dlgebra de
Lie restrita de Fibonacci e a outras algebras de Lie autossimilares mencionadas acima.
Nas superdlgebras de Lie construidas, os elementos homogéneos com respeito a Zo-
graduacgao sao ad-nilpotentes. Essa propriedade é analoga a periodicidade dos grupos
de Grigorchuk e Gupta-Sidki. Ambas as superdlgebras sao autossimilares e, portanto,
contém infinitas cépias de si mesmas. Devido a essa propriedade, dizemos que elas sao

fractais. A construgao do primeiro exemplo de [34] é descrita abaixo.

Seja A = Alx;, y; | i > 0] uma algebra de Grassmann nas infinitas variaveis ;, y;, ¢ > 0.

Considere os seguintes elementos impares em W (A):

a; = Op; + Yii (0, + Yir1Ti1(On o + ViraTiya(Ony g + 1)), i>0

bi = 0y, + xiyi (0, + $i+1yi+1(ayi+2 + Titalira(Oy s + ),
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E definida a superédlgebra de Lie R = Lie(ao, by) € W(A) e sua envoltéria associativa
A = Alg(ap,bp) € EndA. No caso em que char K = 2, é assumido que a aplicacdo
quadratica nos elementos impares coincide com o operador respectivo em End A. A
superalgebra R descrita acima é autossimilar e possui crescimento lento (GKdim R ~
1.44). Além disso, R = Ry @ Ry é nil graduada.

Descreveremos agora o segundo exemplo construido em [34]. Seja A = Alx;, y;, 2 | @ >

0] uma &algebra de Grassmann e considere os seguintes elementos impares em W (A):

a; = Op; + Yii(Or; 1 + Yir1Tis1 (O y + Yir2Tin2(Ony g + -7 0))),
bi = ayi + Ziyi(ayprl + Zi+1yi+1(ayi+2 + Zi+2yi+2(ayi+3 +o )))a 1> 0.

¢ =0, + inzi(aziﬂ + $i+1zi+1(azi+2 + xi+22i+2(azi+3 +-)),

E definida a superalgebra Q = Lie(ag, by, co) € W(A) e sua envoltéria associativa
A = Alg(ag, by, co) C End A. Para char K = 2, é assumido que a aplica¢do quadrética
nos elementos impares coincide com o operador respectivo em End A. A superalgebra
Q descrita acima também ¢é autossimilar e possui crescimento lento (GKdim Q ~ 1.89).
Além disso, Q = Q5® Qg ¢ nil graduada e possui uma Z3-graduagao fina pelo multigrau
em relagao aos geradores {ag, by, co}. Esse exemplo mostra que nao é possivel esten-
der o Teorema 1.1 para superalgebras de Lie, pois trata-se de uma superalgebra de
Lie nao localmente nilpotente, com uma Z3-graduacao cujas componentes homogéneas
tém dimensoes uniformemente limitadas por 1, e cujos elementos homogéneos sao ad-

nilpotentes.

1.7 Algebras de Lie restritas nil de crescimento

lento

Para um corpo de caracteristica positiva arbitraria, Petrogradsky construiu uma familia
L(Z) de algebras de Lie restritas 2-geradas de lento crescimento polinomial com uma
p-aplicacado nil, onde = é uma infinita tupla de inteiros positivos [40]. A saber,
GKdimL(Z) < 2 para todas as tais dlgebras. FEssas dlgebras sao construidas em
termos de derivacoes de uma algebra de infinitas poténcias divididas €2. A algebra de
Lie L e sua envoltéria associativa A C End(2) sdo Z*-graduadas pelo multigrau em

relagdo aos geradores. Se a tupla = é periddica, entao L(Z) é autossimilar.

Como caso particular, foi construida uma subfamilia continua de &lgebras de Lie restri-

tas nil nao isomérficas L(Z,), a € RT, com crescimento extremamente lento. A saber
) ) )
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elas possuem dimensao de Gelfand-Kirillov igual a 1, mas o crescimento nao é linear.
Para essa subfamilia, as envoltérias associativas A tém dimensao de Gelfand-Kirillov
2, mas o crescimento nao é quadratico. A virtude desses exemplos é que eles possuem

bases monomiais explicitas.
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Capitulo 2

Definicoes basicas

Neste capitulo, vamos introduzir alguns conceitos basicos. Dentre outras coisas,
definiremos superélgebras de Lie e dlgebras de Lie restritas, que sao os objetos principais
deste trabalho. Nos nossos exemplos, o corpo base serd denotado por K. Utilizaremos
a notacao (X)y para o subespaco linear gerado por um subconjunto X de um espago

vetorial sobre K.

2.1 Algebras de Lie, algebras de Lie restritas e suas

envelopantes

Definicao 2.1 Uma algebra de Lie L é um espago vetorial sobre um corpo K munido
de uma operacao bilinear | , | : L x L — L, denominada colchete de Lie, satisfazendo

as sequintes condigoes, para quaisquer x,y,z € L:

(i) [x,y] = — |y, | (anticomutatividade);

(i) [z, [y, 2]] + [y, [z, x]] + [z, [z, y]] = O (identidade de Jacobi).

Quando char K # 2, a anticomutatividade do colchete de Lie implica que [z,z] = 0
para todo x € L. No caso em que char K = 2, adicionamos essa condicao aos axiomas
de algebra de Lie. Neste trabalho, colchetes de grandes comprimentos serao normados
a direita: [x,y,z] = [z, [y, z]]. Para cada x € L, definimos o operador adjunto ad x :
L — L por adz(y) = [z,y]. Se (adx)™ = 0 para algum inteiro positivo n, dizemos que

o elemento = € L é ad-nilpotente.
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Seja A uma algebra associativa. Definindo em A o produto comutador
[.T,y]:xy—yl', 'r7y€A7

o0 espaco vetorial A torna-se uma &algebra de Lie, denotada por A(™). Por outro lado,
podemos associar a cada dlgebra de Lie L uma algebra associativa com identidade,

denominada dlgebra envelopante universal.

Definicao 2.2 Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Uma adlgebra envelopante
universal de L é um par (U,1), onde U é uma dlgebra associativa unitdria sobre K e
i L — U é um homomorfismo de dlgebras de Lie com a sequinte propriedade
universal: se A € uma dlgebra associativa unitdria qualquer sobre K e o : L — A7) ¢
um homomorfismo de dlgebras de Lie, entao existe um unico homomorfismo de dlgebras

associativas ¢ - U — A tal que ¢(1y) =14 e poi =o.

Para toda élgebra de Lie L, um par (U,7) como na definigdo acima existe e é tnico,
a menos de isomorfismos. A prova desse fato pode ser encontrada em [20]. Obte-
remos a seguir uma construgao para (U, i) utilizando o conceito de dlgebra tensorial.

Primeiramente, vamos definir o produto tensorial de espacos vetoriais.

Definicao 2.3 O produto tensorial entre dois espagos vetoriais A e B sobre um mesmo

corpo K € um espaco vetorial A ® B sobre K com uma aplicacao bilinear

®: AxB — A®B
(a,b) — (a®Db)

que satisfaz a sequinte condicdo: se {a; | i € I} e {b; | j € J} sdo bases de A e B,

respectivamente, entio {a; ® b; | i € I,j € J} € uma base de A® B.

A partir da definicao acima, podemos introduzir o conceito de produto tensorial de

algebras.

Definigao 2.4 Sejam A e B duas dlgebras sobre um mesmo corpo K. O produto
tensorial A ® B € a dlgebra cujo espaco € o produto tensorial dos espacos A e B, e o

produto € definido por

(G1®b1) . (a2®b2) :a1&2®b1b2, a; GA,bi € B.
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Seja A uma &lgebra qualquer (ndo necessariamente unitéria) sobre um corpo K. Con-
sideremos T°(A) = K e T'(A) = A. Paran > 2, denotemos por T"(A) = A®---® A

o produto tensorial entre n copias de uma algebra A.

Definigao 2.5 Seja A uma dlgebra sobre um corpo K. A algebra tensorial de A € a

dlgebra associativa unitdria T(A) = S T"(A).
n=0

Através do conceito de algebra tensorial, podemos obter uma algebra envelopante uni-
versal (U,i) de uma é&lgebra de Lie L sobre um corpo K. Considere o quociente
UL)=T(L)/(z®@y—y®z—[z,y] | z,y € L), onde T'(L) é a élgebra tensorial do espago
vetorial L. Se 7w : T'(L) — U(L) é o homomorfismo canénico e i = w|, : L — U(L) é
a sua restrigdo a L, entao o par (U(L),4) constitui uma algebra envelopante universal

para L. Para mais detalhes, veja [20].

Observe que, da forma como construimos a algebra envelopante U(L), o produto con-
siderado em L coincide com o comutador em U(L)™). O teorema abaixo nos fornece
uma base para a algebra envelopante universal U(L) a partir de uma base ordenada

arbitraria da algebra de Lie L.

Teorema 2.6 (Poincaré-Birkhoff-Witt) Para qualquer base {x; | i € I} de uma

algebra de Lie L, onde I é um conjunto ordenado de indices, 0s monomios

constituem uma base para a dlgebra envelopante U(L).
O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, por vezes, é referido abreviadamente por PBW.

Definicao 2.7 Uma dlgebra de Lie L sobre um corpo K de caracteristica p > 0 € dita
uma algebra de Lie restrita (ou p-dlgebra de Lie) se em L estd definida uma opera¢ao
undria x — o, x € L, denominada p-aplicacdo, satisfazendo os sequintes aziomas:
(1) (\2)lPl = NexlPl) para quaisquer A € K, € L;
(ii) ad(z?)) = (adz)?, para todo x € L;

p—1
(iii) (z 4+ y)P! = 2! 4yl 13" si(2,y), para quaisquer x,y € L, onde isy(z,y) € o
i=1

coeficiente de t'~' no polinomio ad(tx + y)P~'(x) € LIt].
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Esse conceito é motivado pelo seguinte fato: se A é uma algebra associativa sobre um
corpo K de caracterfstica p > 0, entdo a aplicacdo = +— 2P, v € A7), satisfaz os trés

axiomas acima.

A expressao dada no axioma (iii) da Defini¢ao 2.7 é de dificil aplicabilidade. Portanto,

para as nossas computacoes, utilizaremos a seguinte versao:

p—1

(x4 ) =2l + g+ (ad )~ (2) + D sila,y), (2.1)

onde s;(x,y) envolve comutadores que contém i letras x e p — i letras y.

Definigcao 2.8 Seja L uma dlgebra de Lie restrita sobre um corpo K de caracteristica
p > 0. A dlgebra envelopante universal restrita de L é o quociente u(L) = U(L)/J,
onde J ¢ o ideal da dlgebra envelopante universal U(L) gerado pelo conjunto {xP) — P |
x € L}.

O préximo resultado é uma versao do Teorema de Poincaré-Birkoff-Witt para algebras
envelopantes restritas. Através de uma base ordenada qualquer de uma algebra de Lie

restrita L, podemos obter uma base para u(L).

Teorema 2.9 (PBW para algebras envelopantes restritas [21]) Para qualquer
base {x; | i € I} de uma dlgebra de Lie restrita L, onde I é um conjunto ordenado de

indices, 0s monomios

{80 iy < . <ip, 0< a; <p—1, n >0}

11

constituem uma base para a dlgebra envelopante restrita u(L).

Outro conceito de fundamental importancia para este trabalho é o de derivacao, pre-

sente no Capitulo 5.

Definigao 2.10 Seja A uma dlgebra de tipo arbitrdrio. Uma aplicagdo linear ¢ €

End A ¢ dita uma derivacao de A se satisfaz a condi¢ao

é(a-b) = d(a)-b+a- o(b).

O espaco de todas as derivagoes de A sera denotado por Der A. E facil verificar que
Der A é uma subdlgebra da algebra de Lie End™) A.
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Sejam L uma algebra de Lie e V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um ho-
momorfismo ¢ : L — End ™) V' é chamado uma representacio da dlgebra de Lie L.

Entao,

o(lz,9]) = o(x),0(W)] = d(x)oy) — o(y)o(x),  w,y€L;
Oz, yD)v = ¢(@)(d(y)v) — o) (P(z)v),  zyel, veV

Denotando z o v = ¢(z)v, z € L, v € V, obtemos a no¢ao de mddulo de Lie. Neste

caso, a relagao acima é reescrita como

[z,yJov=az0o(yov)—yo(rov), zyelL veV
A nogao de representagdo (ou médulo) é equivalente para a envelopante universal
U(L) [21].

Agora sejam L, V dlgebras de Lie, e V um modulo de Lie sobre L. Queremos definir

uma estrutura de algebra de Lie para o espaco vetorial H = L @ V' fazendo
[(xav>’(y7w)] = ([x,y],xow —Yyouv+ [va])7 r,y€ L, v,weV.

A anticomutatividade é evidente. Escrevemos por simplicidade z = (z,0), z € L, e
v=(0,v),veV. Seja J(X,Y,X) =[X,[Y,Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] o polinémio
de Jacobi. E claro que J(z,y,2) =0 paraz,y,z € Le J(v,w,u) =0 para v,w,uec V.
Considerando z,y € L, v € V, temos

J(@,y,0) = [z, [y, v]] + [y, [v, 2] + [v, [z, y]] = [, [y, 0] = [y, [z, 0]] = [[z, 9], 0]
=zo(yov)—yo(rov)—[r,ylov=0,

porque V' é um modulo de Lie sobre L. Considerando o caso restante, temos x € L,

v,w e V:

J(z,v,w) = [z, [v,w]] + [v, [w, z]] + [w, [z,v]]

=zo[v,w] — [v,xow] — [xowv,w].

O resultado obtido é nulo se, e somente se, a acao por x € L é uma derivacao da
algebra de Lie V.

Entao, sejam L,V &lgebras de Lie, e V um modulo de Lie sobre L tal que L age sobre
V' como derivagoes (isto é, temos um homomorfismo ¢ : L — Der V'). Neste caso, L&V

tem estrutura de dlgebra de Lie, denominada produto semidireto, denotado por L V.



CAPITULO 2. DEFINICOES BASICAS 21

Todas essas nocoes sao naturalmente generalizadas também para superalgebras de Lie.

2.2 Algebras graduadas

Para introduzirmos o conceito de superdlgebra de Lie, precisamos da definicao de

algebra graduada.

Definicao 2.11 Seja G um grupo. Uma dlgebra A € dita G-graduada se para cada
g € G existe um subespaco A, de A de modo que:
(1> A = & Ag7
geG

(i) AjAn C Ay para quaisquer g, h € G.

Nesse caso, a decomposicio A= @ A, € denominada G-graduagao de A.
geG

Dizemos que uma G-graduagao de uma algebra A = @© A, é fina se nao existem um
grupo H e uma graduacao A = 69 Ay, tal que para un;Iquer 0 # Ay, h € H, existe
g € G tal que A, C Ay e alguma dessas inclusoes é prépria. Em particular, se todas
as componentes A,, g € GG, sao no maximo unidimensionais, obtemos uma graduacao

fina.

2.3 Superalgebras de Lie

Definicao 2.12 Uma superalgebra é uma dlgebra Zy-graduada A = Ay ® As.

Um elemento a € A,, a € Zs, é dito homogéneo de grau . Nesse caso, escrevemos
dega = a. Os elementos de Aj sao denominados pares e os de Az, impares. De
agora em diante, sempre que em uma expressao aparecer o grau de algum elemento a,
deg a, assumiremos que tal elemento ¢ homogeéneo, e a expressao se estende aos demais

elementos por linearidade.

Definigao 2.13 Sejam A e B duas superdlgebras sobre um corpo K. O produto ten-
sorial de superalgebras A ® B € a superdlgebra cujo espaco € o produto tensorial dos

espacos A e B com Zo-graduacao induzida, e cujo produto é definido por

(Gl X bl) . ((12 (029 bg) = (_1)degb1-dega2a1&2 X blbg, a; € A, bz € B.
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Definicao 2.14 Uma superalgebra associativa é uma dlgebra associativa Zs-graduada

A=A;® Ay

Definigao 2.15 Uma superalgebra de Lie € uma dlgebra Zs-graduada L = Ly® Ly com

um produto [ , | (denominado supercolchete de Lie) satisfazendo os sequintes axiomas:

(i) [z,y] = —(=1)des=deey [y 7] (superanticomutatividade);

(ii) [z, [y, 2]] = [[@,y], 2] + (—1)de=deey [y [z z|] (superidentidade de Jacobi).

Em particular, essas condi¢oes implicam que Lz é uma élgebra de Lie e L1 ¢ um moédulo
sobre Lj. Neste trabalho, supercolchetes de grandes comprimentos serao normados a
direita: [z,y, z] = [z, [y, 2]]. Para cada « € L, definimos o operador adjunto adx : L —
L por adz(y) = [z,y]. Dizemos que o elemento = € L é ad-nilpotente se (ad x)"* = 0

para algum inteiro positivo n.

Seja A = Ay & Ay uma superalgebra associativa. Podemos definir no mesmo espago

vetorial A um supercomutador

[z,y] = xy — (—1)degl”degyyw, x,y € A.

Esse produto faz de A uma superalgebra de Lie, a qual denotamos por A=), Por outro
lado, a qualquer superélgebra de Lie L podemos associar uma algebra associativa, como

Veremos a seguir.

Definicao 2.16 Seja L = Ly & Ly uma superdlgebra de Lie sobre um corpo K. Uma
algebra envelopante universal de L é um par (U,i), onde U € uma dlgebra associativa

unitdria sobre K e i : L — U € uma aplicagao linear que satisfaz a condicao

i, y]) = i(2)i(y) — (=1)* B4 EYi(y)i(x) (2.2)

com a sequinte propriedade universal: se A € uma dlgebra associativa unitdria qualquer
sobre K e o : L — A € uma transformacao linear satisfazendo (2.2), entdo existe um

inico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : U — A tal que ¢(1y) = 14 e poi = 0.

Observe que, na definicao acima, a dlgebra A nao precisa ser Zs-graduada.

Para qualquer superalgebra de Lie L, existe um par (U,i) como na Defini¢ao 2.16. E

esse par ¢ unico, a menos de isomorfismos. Podemos obter uma algebra envelopante
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para L como segue. Seja T'(L) a algebra tensorial de L, e J o ideal de T'(L) gerado

pelos elementos
r@y—y@z— (-1 g y] oy € L

Tomando U(L) = T(L)/J e considerando i : L — U(L) a restricdo do homomorfismo
canoénico m : T(L) — U(L) a L, entdo o par (U(L),i) é uma &lgebra envelopante

universal da dlgebra de Lie L. Para mais detalhes, veja [20].

O teorema abaixo é uma versao de PBW para superalgebras de Lie L = Ly & Ly. Se
conhecemos bases ordenadas para as componentes homogéneas Ly e Ly, podemos obter

uma base para a algebra envelopante U(L).

Teorema 2.17 (Poincaré-Birkhoff-Witt para superdlgebras de Lie) Seja X,
uma base de Ly e X; uma base de Ly sobre K. Se < € uma ordem total em

X = Xy U Xy, entao o conjunto de todos os monomios da forma
T1Zg - Ty, 1 >0,

comx; € X, x; < wiyq, € x; # w1 se x; € Xy, € uma base para U(L) sobre K.

No caso de caracteristicas pequenas char K = 2,3, é necessario acrescentar alguns
axiomas aos apresentados na definicao de superalgebra de Lie. Substituindo x =y =
2z € L7 na superidentidade de Jacobi e usando a superanticomutatividade, obtemos
3[z,[2,2]] = 0, z € L. Entao, se char K # 3, temos a identidade: [z,][z,z]] = 0
para todo z € Lg. Para caracteristica 3, adicionamos essa identidade aos axiomas de

superalgebra de Lie.
e (char K =3) [z,]2,2]] =0, z € Ly.

Substituindo z = y € L1 na superidentidade de Jacobi, obtemos 2(ad x)%z = [[z, ], 2].
Se char K # 2, vale a identidade

(ad2)*z = = [[z,7],2], x€Lg, z€ L.

N —

Neste trabalho, lidamos com superalgebras de Lie da forma A7), onde A é uma su-

peréalgebra associativa. Nesse caso, temos quadrados [z,z] = 22?%, © € A({). Dessa
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forma, a identidade acima tem a seguinte forma (pode-se verificar diretamente para

caracteristica 2):
(ad x)?z = [ZEQ, z] , TE A({), ze AL, (2.3)

Se char K = 2, adicionamos mais estes axiomas para superalgebras de Lie:
e [z,z] =0 para todo = € Lg;
e existe uma aplica¢do quadrdtica (quadrado formal)

(*)[2]2 LT — Lﬁ
v — zPl

que satisfaz

M) =222 @+ )P =2 4 [zy] + 9y aye L, NeK;

e uma identidade analoga a (2.3) é valida:

(ad2)?z = [xp],z] , w€ly zel.

No caso p = 2, para obtermos a dlgebra envelopante universal, além de tomarmos o
quociente de T'(L) por J = (93 Qy—y@z— (—1)dszdey [y o] |z, y € L), precisamos
tomar também o quociente pelo ideal (y oy—y?|ye LT). Uma superalgebra de Lie
sobre um corpo K de caracteristica 2 ¢, grosso modo, o mesmo que uma algebra de Lie
Zs-graduada com uma aplicagao quadratica Ly — Lg similar a uma p-aplicacao (veja
abaixo). Em todos os casos, a aplicagdo quadratica coincide com o quadrado ordindrio

na algebra envelopante U(L) e serd denotada simplesmente por 2%, x € L.

2.4 Crescimento de algebras

Introduziremos agora o conceito de crescimento. Seja A uma &lgebra associativa (ou
de Lie) gerada por um conjunto X. Denotemos por AXm) o subespaco de A gerado

por todos os monomios em X de comprimento menor ou igual a n, n > 0. Temos
AXm) — (1 x|, € X, s<n)g

No caso especifico de uma superalgebra de Lie de char K = 2, também consideramos

os quadrados formais dos monémios impares de comprimento no méximo n/2. Se A é
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uma algebra de Lie restrita, fazemos AX™ = ([xy, .. .a:s]pk | z; € X, spf <n)g [31]. A
definicao de A é andloga para superalgebras de Lie restritas. Em qualquer situacéo,

obtemos uma funcdo de crescimento:
ya(n) = ya(X,n) = dimg AKX n>0.

Sejam f, g : N — R* duas fun¢oes mondtonas nao decrescentes com valores positivos.
Escrevemos f(n) < g(n) se, e somente se, existem duas constantes N,C > 0 tais que
f(n) < g(Cn) para todo n > N. A equivaléncia f(n) ~ g(n) ocorre se, e somente
se, f(n) < g(n) e g(n) < f(n). Conjuntos geradores distintos produzem fungoes de

crescimento equivalentes [23, Ch. 1, Lemma 1.1].

Sabe-se que o crescimento exponencial é o maior crescimento possivel para algebras
associativas e algebras de Lie finitamente geradas. Uma fungao de crescimento y4(n)
é comparada com funcdes polinomiais n*, k € R*, ao computar-se a dimensdo de
Gelfand-Kirillov [23], definida a seguir.

Definicao 2.18 Seja A uma (super)dlgebra associativa (ou de Lie). A dimensao de
Gelfand-Kirillov superior (ou, simplesmente, dimensao de Gelfand-Kirillov) de A €
dada por

GKdim A = inf{a > 0 | y4(n) < n“}.

A dimensao de Gelfand-Kirilov inferior de A € dada por

GKdim A = sup{a > 0 | va(n) = n}.

1 1
Nao ¢ dificil verificar que GKdim A = lim w e que GKdim A = lim w.
n—00 nn n—o0 nn
Assuma que os geradores X = {z,...,x;} possuem pesos positivos wt(z;) = A;,
i =1,..., k. Definimos uma funcao de crescimento ponderada:

Fa(n) = dimg (@, - -~ 4, | Wh(zg,) + -+ wt(zy,,) <n, 2;, € X)k, n>0.

Se C; = min{\; | i = 1,...,k} e Co = max{)\; | i = 1,...,k}, entdo J4(Cin) <
va(n) < H4(Cyn) para n > 1. Assim, obtemos uma funcao de crescimento equivalente
Ja(n) ~ va(n). Portanto, podemos utilizar a funcao de crescimento ponderada F4(n)

para computar as dimensoes de Gelfand-Kirillov.

Seja L uma (super)algebra de Lie e X C L. Denotamos por Lie(X) a subdlgebra

de L gerada por X, incluindo a aplicacao quadratica no caso char K = 2. Se L ¢
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uma (super)algebra de Lie restrita, denotamos por Lie,(X) a subdlgebra restrita de L
gerada por X. Semelhantemente, se X é um subconjunto de uma algebra associativa

A, denotamos por Alg(X) C A a subdlgebra associativa gerada por X.

2.5 Algebra de Lie das derivacoes especiais

O conceito trazido nesta secao serd 1til para a construcao feita no Capitulo 5. Supon-
hamos que char K = p > 0. Usando anotagao I ={0,1,2,...}eN, ={0,1,...,p—1},

consideremos a algebra polinomial truncada
A=Kz, iel|al =0,iell.

Seja N{, ={a: I — N,} o conjunto de fungbes com um numero finito de valores nao

a; e X¥ = [[o;x"

nulos. Para o € NI denotemos |a| = 3 er i’ € A, O conjunto

i€l
{x* | @ € NJ} é claramente uma base de A. Consideremos o ideal A™ gerado por
todos os elementos x%, a € N{D, |a| > 0. Denotemos por 0; = %, 1 € I, as derivacoes

parciais de A.

Introduzimos a denominada édlgebra de Lie das derivagoes especiais de A [41], [42], [35]:

|a

W(A) = { DX Ay, a%j

aENi Jj=1

Ao, € K, ij € I}.

E essencial que a soma para cada X%, a € Né, seja finita.

Lema 2.19 ([36]) Para nimeros complexos arbitrarios a; € C, i € N, existem

graduagoes nas dlgebras A, W(A) tais que wt(z;) = —a;, wt(d;) = a;.

2.6 Superalgebra de Lie das superderivacoes

Seja V = V5@ V; um espago vetorial Z,-graduado. Denotemos por End V' a algebra as-
sociativa formada por todos os endomorfismos do espago V. Para a € Zy, consideremos

os endomorfismos de grau o:

End, V ={¢ € EndV | ¢(V3) C Vars, B € Za}.
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Os elementos de Endg V' sao denominados endomorfismos pares e os de Endy V', endo-
morfismos impares. Consideremos um endomorfismo ¢ € End V' e um elemento v € V
quaisquer. Uma vez que V' = V5@ V7, podemos escrever de forma tnica v = vy+v;, onde
vy € Vgewvy € V4. Também escrevemos de modo tinico ¢(vg) = ug+ug e ¢(v1) = wo+wy,
com ug, wy € Vg e uy,w; € Vi. Definindo ¢g(v) := ug 4+ wy e ¢1(v) := ug + wp, obtemos
um endomorfismo par ¢y € EndgV e um endomorfismo impar ¢; € End; V tais que

¢ = ¢ + ¢1. Através dessa decomposicao, obtemos uma soma direta
EndV = EndgV @ End; V,

com a qual EndV possui uma estrutura de superalgebra associativa. Dessa forma,
End ™V é uma superalgebra de Lie, denominada superdlgebra linear geral, a qual é
denotada por gl(V).

Outro conceito muito importante neste trabalho é o de superderivacao, presente no
Capitulo 4.

Definicao 2.20 Seja A = Ag @ Ay uma dlgebra Zy-graduada de tipo arbitrdrio. Uma
aplicagao linear ¢ € Endg A, B € Zo, é uma superderivacao de grau (3 se satisfaz a
condi¢ao

d(a-b) = ¢la)-b+ (—1)%%8% . ¢(b), a,b€ A.

O espaco de todas as superderivagoes de A de grau a € Zs serd denotado por Der, A C
End, A. E facil verificar que Der A = Dery A@Derg A é uma subdlgebra da superalgebra
de Lie End™) A.

Definicao 2.21 Uma superalgebra de Lie restrita L = L ® Ly € uma superdlgebra de
Lie tal que a componente par Lg é uma dlgebra de Lie restrita e Lt é um modulo sobre

Ly restrito, ou seja, ad(zP)y = (ad 2)Py para quaisquer x € Lg, y € L.

Observamos que, para char K = 2, as superalgebras de Lie restritas e as algebras de
Lie restritas Z,-graduadas sao exatamente os mesmos objetos. Se L = Ly @ Ly é uma
superalgebra de Lie restrita, estendemos a 2-aplicacao para toda a algebra fazendo

(3j + y)[Q] = x[Z} +y[2} + [l’,y], VS L67 Yy e LT'

Seja A, = A(xy,...,x,) a édlgebra de Grassmann em n variaveis. Definindo degz; = 1,
v =1,...,n, temos a superalgebra associativa A,, = Ag @ A7, denominada superdlgebra
de Grassmann. Como o supercolchete em A,(f) é trivial, ele é denominado superco-

mutativo. As relagoes 0y, (z;) = 05, para i,5 € {1,...,n}, definem superderivacoes
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0., € DerA,,. Toda superderivacao D € DerA,, pode ser escrita unicamente na
forma [24]

D = zn:Piaxi, P, e A,.
=1

Se char K = 0, obtemos uma superdlgebra de Lie de Cartan do tipo W,, simples de
dimensao finita [24]. Para mais informagoes a respeito da teoria de superdlgebras de
Lie, veja [24, 47, 2].

Seja I um conjunto bem ordenado de cardinalidade arbitraria. Consideremos Z, =
{0,1} e seja Zi = {a : I — Zy} um conjunto de fungoes com um nimero finito de
valores nao nulos. Suponha que o € Z1 assume valores nao nulos {i1,...,4;} C I, onde
iy < -+ < i;. Facamos x® = x;, a4, -+ 1y, e |a| = t. O conjunto {x® | a € ZL} é uma
base da algebra de Grassmann A; = A (x; | i € I), que é uma superélgebra associativa
A = Ay ® Ag, onde todo elemento z; com @ € [ é impar. Denotemos por 0,,, i € I, as
superderivacoes de A; determinadas pelos valores 0,,(z;) = d;5, 7, j € I. Consideremos

o espago vetorial de todas as somas formais

|al

W(A;) = { D XD iy O, ‘ Aaj, € K, i; € I}.

aczl =1

E essencial que a soma para cada X*, o € Z1, seja finita. Essa construgio é semelhante
a algebra de Lie das derivagoes especiais. Para mais informagoes, veja [41, 42, 35].
Verifica-se de modo similar que o produto entre elementos de W(A;) estd bem definido
e W(Aj) age sobre A; por superderivacoes. No Exemplo 1, a superdlgebra R definida

sera construida como subélgebra de W(A;) C Der A;.
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Capitulo 3

Resultados principais

Neste capitulo, exibiremos um exemplo de superalgebra de Lie e um exemplo de algebra
de Lie restrita satisfazendo algumas propriedades. Listaremos aqui os principais resul-

tados obtidos acerca desses exemplos, a serem detalhados no Capitulo 4 e no Capitulo 5.

3.1 A superalgebra de Lie R

Dando continuidade ao que foi feito por Petrogradsky [34], construimos outro exemplo
de superdlgebra de Lie andloga aos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki. Para um
corpo qualquer, construimos uma superalgebra de Lie fractal R em que os elementos
homogéneos na Zs,-graduagao sao ad-nilpotentes. O diferencial do nosso exemplo esta
no fato de que R tem crescimento linear, além de apresentar uma construcao elegante,

com base monomial evidente e elementos de faceis computagoes.

A superalgebra R tem uma Z2-graduacao natural cujas componentes homogéneas sao
no maximo unidimensionais, e os elementos homogéneos da Z,-graduagao R = Rg® Ry
sao ad-nilpotentes. Trata-se, entao, de um contraexemplo para uma possivel extensao

do Teorema 1.1 para o campo das superalgebras de Lie.

Neste exemplo, nosso objetivo é estudar a seguinte superalgebra de Lie finitamente
gerada. Consideramos uma superdlgebra de Grassmann A em infinitas variaveis. Es-
crevemos nossos elementos como somas infinitas pertencentes a superalgebra de Lie
W(A) C DerA. Consideramos que existe uma imersao natural da algebra de Grass-
mann A na algebra End A, associando cada elemento de A a multiplicacdo a esquerda

por esse elemento.



CAPITULO 3. RESULTADOS PRINCIPAIS 30

Seja A = A [z;]i > 0] e considere os seguintes elementos impares em W (A):
Vi = axz + TiTiq1 (a$i+2 + xi+2xi+3<81i+4 + ‘/Ei+4xi+5(aiﬂi+6 + e )))7 ©2>0. (31)

Definimos uma superalgebra de Lie R = Lie(vg, v1) C W(A) e sua envoltdria associa-
tiva A = Alg(vg,v1) C End A. No caso em que char K = 2, assumimos que a aplicac¢ao
quadratica sobre os elementos impares coincide com o quadrado do endomorfismo

correspondente (multiplicacao a esquerda) em End A.

Dizemos que {v; | ¢ > 0} s@o os elementos pivé. Estabelecemos as seguintes pro-

priedades principais de R = Lie(vg, v1) e de sua envoltdria associativa A = Alg(vg, v1).

(i) No inicio do Capitulo 4, obtemos relagoes bésicas entre elementos de R e

mostramos que R é autossimilar.

(ii) Se char K # 2, R tem uma base composta por mondmios standard de dois tipos
(Teorema 4.5). No caso em que char K = 2, obtemos uma base de R formada
por mondmios do primeiro tipo e quadrados de elementos pivo (Coroldrio 4.6).

Entao, temos bases nitidas.

(iii) No caso em que char K = p > 0, também consideramos uma superalgebra de Lie
restrita Lie, (v, v1), que para char K = 2 coincide com a &lgebra de Lie restrita

também denotada por Lie,(vg,v1), € a base coincide com a base de R.

(iv) Introduzimos duas fungdes peso wt, swt, que sdo aditivas em produtos de
monomios (Segao 4.3).

(v) Obtemos uma Z*graduagaio R = @& R,,,, pelo multigrau em relagio aos
n1,n2>0

geradores {vg,v1} (Lema 4.9). Mostramos que essa Z?-graduacio ¢é fina, isto &,
dim R, ,, <1, n1,ny > 0. Introduzimos dois sistemas de coordenadas no plano:

as coordenadas multigrau (X, Xs) e as coordenadas peso (Z1, Zs) (Secao 4.4).

(vi) Encontramos limitagoes para os pesos dos monomios de R e A (Segao 4.5). Na
representacao geométrica, os monomios de R estao em uma regiao do plano limi-
tada por duas curvas logaritmicas (Teorema 4.18). Para a envoltéria associativa
A, valem limitagoes similares. A estrutura das componentes homogéneas esté

bem clara na Figura 4.5, pagina 50.
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(vii) GKdimR = GKdim R = 1 (Teorema 4.20). Se char K # 2, a funcao de cresci-

mento ponderada de R é linear. A funcao de crescimento usual satisfaz

lim M =3, no caso p # 2;
m—r0o0 m
3
lim M = —, no casop=2.
m—oo M 2

A superélgebra Q construida em [34] foi “pequena”’, com GKdimQ ~ 1.89.
Entretanto, o nosso exemplo R ¢é ainda “menor”, com GKdim R = 1 e crescimento

linear. Essa é a virtude do nosso novo exemplo.
(viii) GKdim A = GKdim A = 2, o crescimento de A é quadratico (Teorema 4.26).
(ix) Na secao 4.7, descrevemos fungoes geradoras para R.

(x) R =Ry ® Ry é uma superalgebra de Lie Zy-graduada nil (Teorema 4.32). Obte-
mos uma decomposicao triangular em soma direta de trés subalgebras localmente
nilpotentes R = Ry & Ry & R_ (Teorema 4.34).

(xi) R é uma algebra just infinite (Secao 4.9). Destacamos que, para a su-

peralgebra [34], isso ainda nao é conhecido.

(xii) A ¢é nao nil nos casos p =0 e p =2 (Lema 4.31). Para o exemplo [34], ainda nao

se sabe se tal algebra A é nil ou nao.

3.2 A algebra de Lie restrita R

No Capitulo 5, construimos uma algebra de Lie restrita R sobre um corpo K de ca-
racteristica p > 0. Essa dlgebra, assim como o exemplo de superalgebra construido
no Capitulo 4, é autossimilar e tem crescimento linear. Além disso, R tem uma Z2-
graduagao cujas componentes homogéneas sao no maximo unidimensionais. Contudo,

a algebra de Lie restrita R nao possui uma p-aplicagao nil.

Para este exemplo, vamos considerar char K = p > 0. Seja A = K|[z;|i > 0]/(z?) uma

algebra de polinomios truncada. Considere os seguintes elementos em W (A):
—-1_p-1 —1_p-1 —1_p-1 .
Vi = O, + @7 %y O + 00007 3 (Oapy + 0475 (Ons +--0))), 120, (3.2)

Definimos a algebra de Lie L = Lie(vg,v1) C W(A), a dlgebra de Lie restrita R =
Lie, (v, v1) e sua envoltéria associativa A = Alg(R) C End A.
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Os elementos {v; | ¢ > 0} também sao chamados de elementos pivé. Estabelecemos

as seguintes propriedades principais de R = Lie,(vg, v1) e de sua envoltéria associativa

A = Alg(R).

(i) No inicio do Capitulo 5, obtemos relagoes bésicas entre elementos de R e

mostramos que R é autossimilar.

(ii) L tem uma base composta por mondmios standard do primeiro tipo (Teorema
5.6), ao passo que R possui uma base formada por mondémios de dois tipos
(Corolério 5.7). A base obtida é bem clara.

(iii) Introduzimos duas fungoes peso wt, swt, que sdo aditivas em produtos de

monomios (Se¢ao 5.3).

(iv) R é Z*-graduada pelo multigrau em relagao aos geradores {vy,v;} (Lema 5.10).
Introduzimos dois sistemas de coordenadas no plano: as coordenadas multigrau
(X1, X3) e as coordenadas peso (Z1, Zs) (Segao 5.4).

(v) Encontramos limita¢oes para os pesos dos monomios de R e A (Segao 5.5). Na
representacao geométrica, os monomios de R estao em uma regiao do plano limi-
tada por duas curvas logaritmicas (Teorema 5.20). Para a envoltéria associativa

A, valem limitagoes similares.
(vi) GKdimR = GKdim R =1 (Teorema 5.22).
(vii) GKdim A = GKdim A = 2 (Teorema 5.28), o crescimento de A é quadratico.

(viii) As componentes homogéneas da Z?-graduacao de R sao no méximo unidimen-
sionais (Teorema 5.31). Obtemos uma decomposigao triangular em soma direta

de trés subdlgebras localmente nilpotentes R = R, & Ry @ R_ (Teorema 5.33).

(ix) A p-aplicagao definida em R nao é nil (Lema 5.32) e a dlgebra associativa A é
nao nil. Para o exemplo construido em [40], ainda ndo é conhecido se A é nil ou

nao.

(x) R é uma algebra just infinite (Secao 5.8). Essa propriedade também néo é conhe-

cida para o exemplo [40].
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Capitulo 4

A superalgebra de Lie R

Neste capitulo, estudaremos as superdlgebras de Lie do Exemplo 1. Consideremos a
algebra de Grassmann A = Afz;|i > 0]. Em W(A), destacamos os seguintes elementos

impares, a quem chamamos de elementos pivo:
V; = O, + %41 (Opyyy + TigoZins(Onyyy + Tigaivs(Opps + 7)), 1 2>0.
Observe que os elementos v; podem ser escritos recursivamente na forma

V; = Oy, + TiTip1Viga, 1 2>0.

Definimos a superdlgebra de Lie R = Lie(vg,v1) = Rg @ Ry € W(A) C Der A e sua

envoltdria associativa A = Alg(vg, v1) C End A.

4.1 Relacoes principais

Para cada ¢ > 0, definimos o endomorfismo I, € End A por [,,(a) = z;-a. Dessa forma,
cada letra de Grassmann z; (i > 0) pode ser identificada com I,, e, portanto, pode ser
vista com um endomorfismo da algebra associativa A. As letras de Grassmann e as
superderivagoes {x;, 0, | © > 0} s@o claramente elementos impares de End A. Valem
as relagoes anticomutativas abaixo:

Tilj = —TjTy4, 6xza:v] - _axj@xiv a:vil‘j - _xjaa:ia { 7é ]a
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Também ¢ valida a seguinte relacao nao trivial:
O, ;i + 20, =1, 2>0.

Os elementos pivo v; agem sobre as variaveis de Grassmann da seguinte maneira:

0, k < n;
1, k =n;
Un(Tg) =
0, k=n+20-1, [>0;
L TnTn+1 """ Tn420—2Ln421-1; k=n+ 217 [>0.

Definimos as aplicagoes shift 7: A — A e 7: W(A) - W(A) por

7—(1'1) = xi""l’ T(8$1> = 8CIEZ‘+1; 7’ Z 0

A aplicac@o 7 é claramente um endomorfismo de W(A). Obtemos no resultado a seguir

algumas relacoes basicas entre elementos pivo.
Lema 4.1 Sao vdlidas as sequintes relacoes, para i > 0:

(i) v} = 2ip1viye;

(i) [vi,vi] = 22i10i42;
(iti) [vs, vig1] = —Tivig2;
(iv) [V}, vig1] = —Viga;

(V) [Vi, Viga] = 2205114 3Viqa.
Demonstragao: Para a prova do item (i), observe que

07 = (O, + Tiis10142)° = (05,)° + (2ii31Vi42)" + [On,, TiTis1Viga] = Tis1Viso.
O item (ii) segue do fato de que [v;,v;] = 2v2. Observe também que

[vi, Uz’+1] = [axi + TiTit1Vit2, 81’i+1 + $i+1$i+2%’+3]

[IiIi+1Uz‘+27 3zi+1] = —ZiVjt2,
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o que prova o item (iii). Além disso, temos

2

i Vit1| = |V, [Vi, Vig1]] = Vi, —TiViq2| = —Viy2

V;, Vi1 | = [, Vi, viga]] = [vi, —Tiviae] = —v
e, portanto, vale o item (iv). Por fim, as igualdades
[Vi, Viga] = [Or; + TiTit1Viga, Viga] = Tiit1 [Viga, Viga] = 20:%i411Ti130i44

tornam valido o item (v). O
O lema a seguir mostra como calcular o produto supercomutador entre dois elementos

pivo quaisquer, generalizando os itens (ii), (iii) e (v) do lema acima. Sua demonstragao

pode ser feita através de uma simples inducao.
Lema 4.2 Para quaisquer inteiros 1,k > 0, temos:

(i) sek € par, entdo [vi, viyr] = 22 Tiyk 1 Tiph1Viphr2;

(i) se k € impar, entdo [v;, Viyk] = —X;+* Tivk_1Vitkr1-
Demonstragao: Se k é par, obtemos através do item (ii) do Lema 4.1
[Vs, Vigk] = [On, + TiTi110i42 4 -+ + i+ -+ Tigh—1Vigk, Vigk] = 205+ Tig k1 Tip k1 Vi ks 2,

provando a afirmacgao (i). Por outro lado, se k é impar, pelo item (iii) do Lema 4.1

obtemos
Vi, Vi) = [On; + Tiig10i02 + -+ + Xi v+ Tigk—2Vitk—1, Vitk] = —Ti** Tiph—1Vitkt1,
o que prova a afirmagao (ii). O

A nogao de autossimilaridade é de fundamental importancia na teoria de grupos [18].
A Algebra de Lie de Fibonacci é autossimilar [36]. Uma definicao geral foi dada por

Bartholdi [6]. Uma élgebra de Lie L é dita autossimilar se existe um homomorfismo
Yp:L—DerRA(R® L),

onde R é uma algebra comutativa e Der R é a algebra de Lie das derivacoes de R. Essa
definicao estende-se facilmente para superalgebras, e consideramos R uma superalgebra

associativa supercomutativa.
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Consideremos as seguintes superalgebras de Lie geradas por dois elementos: L; =

Lie(v;, vi41), © > 0. Em particular, temos Ly = R.

Corolario 4.3 Temos

(1) v, € R, 1>0;
(i) 7" : R — L; € um isomorfismo para todo i > 0;
(iii) R tem dimensdo infinita;

(iv) existe uma imersao de autossimilaridade:

R < (0,,)k A (Alzo] @ T(R)) .

4.2 Base de R

Nosso objetivo agora é encontrar uma base para a superdlgebra de Lie R = Lie(vg, v1).

Para simplificar a notagao, denotaremos por r, um monomio cauda:

rp=adath e A, & e{0,1}; n>0. (4.1)

Para n < 0, vamos assumir que r, = 1. Se necessario, denotaremos outros elementos

do tipo (4.1) por 7/, r", etc.

Chamamos de monomio standard do primeiro tipo todo monomio da forma

Tp_oUn, N > 0.

Chamamos de monomio standard do seqgundo tipo todo monémio da forma
Tn—3Tn—1Vn, n Z 27

com exce¢ao do mondémio xgrovs, denominado monomio falso. Temos o seguinte resul-

tado:

Lema 4.4 Seja char K # 2. Todos os sequintes monomios pertencem a superdlgebra
de Lie R = Lie(vg, v1):



CAPITULO 4. A SUPERALGEBRA DE LIE R 37

(i) mondomios do primeiro tipo:

{rn_avn | n > 0}; (4.2)

(ii) mondmios do sequndo tipo:

{rn_szn_1v, | n > 2} \ {zox2vs}. (4.3)

Demonstragao: De agora em diante, o nimero n sera o comprimento, v,, sera a cabeca,

rn—o a cauda, e os produtos remanescentes serao o pescoco do monomio referido.

Provaremos, por inducao sobre o comprimento n, que todos os monomios do primeiro
tipo pertencem a R. Os monomios deste tipo com comprimento n =0 oun =1, vg e
vy, claramente pertencem a R = Lie(vg, v;). Consideremos agora n > 2 e suponhamos
que todo elemento da forma r,_sv, com 0 < k < n — 1 pertence a R. Observando os

produtos

[UEL—% Tn—3vn—1] = Tn_g[’UZ_Q, Un—l] = —T'n—3Un,
[Un727 7anf3vnfl] = :l:?”n,3[’l}n,2, ,Unfl] = :l:rnf?)xn72vn

e tendo em vista que v, 9,7, 3v,_1 € R, concluimos que todos os monomios do

primeiro tipo de comprimento n pertencem a superalgebra R.

Em relagao aos monomios do segundo tipo, é facil ver que zivs e xov3 pertencem a
R, uma vez que [vg,vg] = 22102, [v1,v1] = 2x9v5 e char K # 2. Consideremos agora
monomios do segundo tipo de comprimento maior ou igual a 4, i.e., elementos da forma

Tn_3Tn_1V, com n > 4, separando-os nos seguintes casos:

A) Se n é par, o Lema 4.2 nos mostra que

[V, Un—2] = 2@oT1 -+ Tp—3Tp_1Up.

Sendo vy e v,_y monoémios do primeiro tipo, ja sabemos que ambos pertencem a R e
0 n ) )

como char K # 2, concluimos que

ToX1 " Tpo3Tn_1Vn € R.

Multiplicando esse elemento por v; (0 < i < n — 3), podemos eliminar qualquer fator

x;. Logo, todo monomio do segundo tipo de comprimento par n pertence a R.
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B) Se n é fmpar, o Lema 4.2 também nos dé que

[Ulvxovn—Z] = —2o [Ula Un—ﬂ = —220T1T  * * Tp—3Tp—1Vp.-

Uma vez que vy e £gv,_» pertencem a R (sdo monomios do primeiro tipo) e char K # 2,
também é verdade que

LoXl1T9 " LTp—3Lp—1Up € R.

Multiplicando esse elemento por v; (0 < i < n — 3), podemos eliminar qualquer fator

x;. Portanto, todo monomio do segundo tipo de comprimento impar n pertence a R. [J

E importante observar que a suposi¢ao de que char K # 2 foi necessdria apenas
para provar que os elementos do segundo tipo pertencem a R. A afirmacao sobre

os monomios do primeiro tipo permanece valida quando char K = 2.

Veremos no teorema abaixo que os monomios apresentados no Lema 4.4 constituem,

na verdade, uma base para a superélgebra de Lie R = Lie(vg, v1) quando char K # 2.

Teorema 4.5 Seja char K # 2. Uma base da superdlgebra de Lie R = Lie(vg,vy) €

dada pelos monomios standard de primeiro e sequndo tipos apresentados no Lema 4.4.

Demonstragao: Pelo Lema 4.4, os monomios referidos pertencem a R. Para mostrar
que eles geram R como espaco vetorial, é suficiente provar que qualquer produto su-
percomutador entre monémios standard é combinagao linear de monomios standard.
Alguns esforgos abaixo sao necessarios para verificar que os monoémios do segundo tipo

nao contém o monomio falso zgzavs.

Nos produtos que consideraremos a seguir, ¢ possivel que os monomios que os compoem
contenham um mesmo fator z;, resultando em 0, que é combinacao linear de monémios
de primeiro ou segundo tipo, como desejado. Para simplificar os cédlculos, vamos su-
por que os fatores x; desses monomios sejam todos distintos. Em alguns momentos,

escreveremos elementos de primeiro ou segundo tipo na forma mais geral r,_jv,.

1) Consideremos produtos de monémios standard de mesmo comprimento n. Observe

que

[T 1Un, 7 0n] = 2207 210,10 (4.4)
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¢ multiplo de um monoémio do segundo tipo, exceto eventualmente para n = 1, devido
a possibilidade de obtermos um multiplo do monomio falso. Mas podemos descartar
essa possibilidade, uma vez que, para n = 1, o unico produto possivel em (4.4) é

[’01, ’Ul] = 21'2'1}3.

2) Consideremos agora produtos de mondémios standard de comprimentos distintos

n < m, com n =m (mod 2). Nesse caso, temos

Up = axn + xnxn+l(azn+2 + -+ xm—4xm—3(6zm,2 + C(7777,—21:777,—10777,) tee ) (45)

2.a) Se o mondmio da direita é do primeiro tipo, o produto

[Tn—lv'n,y T;nfjvm] = T'p-1 (arn (T;n72) + Inxn+lal‘n+2 (r:’n*2>
+... X, xm—Bazm_z (7”;172>)Um

/
:l:rn—lxnxn—i-l e xm—me—lrm_2[Umv Um]

= (Z irg)2> Uy, 2rglflxm+1vm+2
J

resulta numa combinacao linear de monémios de primeiro e segundo tipos (uma vez que

m > 2,7 | Tmi1Vme NA0 pode ser o monomio falso, pois tem comprimento m+2 > 4);

2.b) Se o mondémio da direita é do segundo tipo, todos os produtos possiveis (aqui

usamos a mesma apresentagao (4.5) de vy,)

(m=2) [Vo, £102] = [0y + ToT 102, T102] = 0,
(m =3) [V1, Xovs] = [0y, + T122v3, T2v3] = 0,
"1V, Ty 3Tm—1Vm] = Tno1(On, (T 3Tm—1) + xnxn+13xn+2 (1! _3Tm—1)
+oot Ty T30, (T 3Tm1))Unm
(m > 4) 7 1T Tt T 2T 1T 3Tm—1 [V U]

= (Z ir;,jl)_;;) Tm—1Um
J

resultam numa combinagao linear de monémios do segundo tipo.

3) Por fim, vamos considerar produtos de monomios de comprimentos distintos n < m,

comn=m—1 (mod 2). Como n < m, temos

Up = a:rn + xnanrl(aanrg + -+ xmf5xmf4(axm,3 + $m73xm72'vm71) te ) (46)
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3.a) Se o monoémio da direita é do primeiro tipo, o produto

[T 1Un, rﬁnfzvm] = 7p1(0, (T;n—2> + xnxn-l-laﬂ?nw (T;n*2)
ot T Tin—a0y o (Th0_9) ) U,

/
irn—lxnxn+1 Tt xm—3$m—2rm_2[vm—1a Um]

= (Z :I:rfi)2> Uy, £ r&fom_lva
J

resulta numa combinagao linear de monomios do primeiro tipo;

3.b) Se 0 monoémio da direita é do segundo tipo, todos os casos possiveis (onde usamos

a apresentagao (4.6))

<m - 2) [Ulv xIUQ] = [aml + 212903, 1311]2] = Vg,
(m = 3) [U07 x2v3] = [aﬂco + 5130513'13@ + ToX1X2X3Vy, :L'Q’UB] = XoT1V3,
[U27'T2U3] = [aazg + X2x3vy, .%‘2’03] = V3,
[Pn—1Vn, T 3Tm—1Vm] = Tn-1(0s, (M _3Zm—1) + TnZni10s, 5 (Th_3Tm—1)

+.oo T TaOp, (T 3Tm—1))Um
]

(m Z 4) :l:rn—lxn' *Tm— ZTm 3[Um 1y Tm—1Um

= (Z irﬁ;?s) Tp—1Um T%,QUm
J

também resultam em combinagoes lineares de monémios de primeiro ou segundo tipo.

Uma vez que os monomios dos dois tipos sao linearmente independentes em Der A

(veja [36]), eles formam uma base para a superalgebra de Lie R = Lie(vg, v1). O

Como consequéncia do teorema acima e da demonstragao do Lema 4.4, podemos obter

uma base para R no caso em que char K = 2.

Corolario 4.6 Seja char K = 2. Os monomios standard do primeiro tipo e os quadra-
dos dos elementos pivé, {x,_1v, | n > 2}, formam uma base tanto para a superdlgebra

de Lie R = Lie(vg, v1) como para a superdlgebra de Lie restrita Lie,(vo, v1).

Demonstracao: Seja L = Ly®L; C W(A) a subdlgebra gerada por vy, v; considerando
apenas o colchete supercomutador [, ]. Pelo teorema acima e pela demonstragao do
Lema 4.4, sua base {w; | j € J} consiste de todos os monémios do primeiro tipo.

Para obter a dlgebra de Lie restrita Lie,(vg, v1) =Lie,(L), é suficiente adicionar todas
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as poténcias {wj[-p } | n > 1,7 € J}. Essas poténcias sdo triviais, a menos que sejam

quadrados de elementos pivo.

Consideremos agora o caso da superédlgebra de Lie R = Lie(vg,v1). Neste caso, pre-
cisamos adicionar os quadrados de uma base da componente impar Li. Novamente,

adicionamos os mesmos quadrados dos elementos pivo. U

4.3 Funcoes peso

Suponhamos agora que as superderivacoes e as variaveis de Grassmann tenham peso
wt como segue:

Queremos que todos os termos na relacio recursiva
Vj = Oy + TiTip1Vig2, 120

tenham o mesmo peso e que, além disso, a fun¢ao peso seja aditiva em monomios nas

letras {x;, 0., v; | i > 0}. Entao, para cada i > 0 temos

wt(v;) = wt(0y,) = iy, @ = —; — Qg1 + Qpa.

Obtemos a relagao de recorréncia

Q19 = QOéi + a1, 1 Z 0. (47)

Na forma matricial,

i i ) 01
G —a , ©>0; onde A= . (4.8)
O7ES)) QGt1 2 1

Os autovalores da matriz A (raizes do polinoémio caracteristico de (4.7)) sdo A\ =2 ¢
Ao = —1. Entao, as sequéncias ozl(l) =2 (1>0)e 0452) = (—1)" (+ > 0) formam uma
base para o espago de solugoes da relagao de recorréncia (4.7). Dessa forma, podemos

introduzir duas fung¢oes peso como segue.

Lema 4.7 Temos as sequintes fungoes peso:
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(1) wt(0s,) = wt(v,) = 2", n >0 (a fungdo peso);
(i) swt(0,,) = swt(v,) = (—=1)", n >0 (a fung¢ao superpeso);

(i) Wt(v,) = (wt(vy,),swt(v,)) = (2™, (=1)"), n >0 (a fun¢do vetor peso).

Demonstracgao: Segue dos comentarios feitos acima. O

De agora em diante, chamaremos simplesmente de monomios quaisquer monomios nas

letras {x;, 0., v; | i > 0}, pertencentes a dlgebra associativa End A.

Lema 4.8 As funcgoes peso estao bem definidas em todos os monomios. Além disso,
sao aditivas em produtos de monomios, i.e., se a € b sao dois monomios desse tipo,
entao

Wt(a - b) = Wt(a) + Wt(b).

Demonstracgao: Segue da forma como construimos as fungoes peso. 0

4.4 7Z’-graduacao de R; coordenadas peso e multi-

grau

Lema 4.9 As dlgebras R = Lie(vg, v1) e A = Alg(vg, v1) sao Z*—graduadas pelo multi-
grau em {vg, vy }:

R= & R, A= @ Ay,

ni,n2>0 ni,n2>0

Demonstragao: Os vetores peso Wt(vg) = (1,1) e Wt(v1) = (2, —1) dados no Lema

4.7 sao linearmente independentes. Obtemos, entao, um reticulado peso:

I = ZWt(v) ® ZWt(v;) C R%

Para ny,ny > 0, seja A,;n, C A o subespago gerado por todos os monomios de graus
n1 e ny em relagao aos geradores vy e vy, respectivamente. Pelo Lema 4.8, para todo

v € Ay n,, temos

Wt(v) = ny Wt(vg) + no Wt(v1) = (n1 + 2n9,n1 — na). (4.9)
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Como os vetores Wt(vg) e Wt(vy) sao linearmente independentes, concluimos que ele-

mentos pertencentes a componentes A,, ,, distintas sao linearmente independentes.

A prova para a superélgebra de Lie R = Lie(vg, v1) é andloga. O

Observe que se v € Ay, ,,, entdo swt(v) = nyswt(vg) + naswt(vy) = ny —ng = 0
se, e somente se, n; = no. A diagonal da Z*-graduacao de A ¢é definida como sendo
a soma direta das componentes homogéneas cujos elementos tém superpeso nulo, ou
seja, a subdlgebra @ A,,. Analogamente, a diagonal da Z?-graduacao de R é dada

n>0

pela soma direta & R,,,.
n>0

Corolario 4.10 Valem as sequintes afirmacoes:

(i) As dlgebras R e A possuem decomposi¢ao triangular em somas diretas de trés
subdlgebras:

R=R,oRy &R, A=A,0A0A_,

onde as componentes sao geradas por monomios de superpeso positivo, zero e

negativo, respectivamente;
(ii) As componentes nulas Ry e Ay coincidem com as diagonais correspondentes Ry =

%) Rnn 6A0: S7) Ann-
n>0

n>0

Demonstragao: Segue da aditividade da fungao superpeso. O

Dado um monomio nao nulo v € A, ,,,, n1,n2 > 0, definimos o vetor multigrau
Gr(v) = (n1,n9) € Z* C R%

Podemos identificd-lo no plano R? com coordenadas standard (X, X,), as quais

chamamos de coordenadas multigrau, fazendo Gr(v) = (ny,ng) = (X, Xa).

Seja (X1, X3) € R? um ponto qualquer do plano. Introduzimos também as coordenadas

peso (Z1, Z») no plano R? da seguinte maneira:

Zl :X1+2X2; X1 = (Zl+222>/3,
ZQZXl—XQ; XQZ(ZI—ZQ)/3

(4.10)
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Lema 4.11 Seja v € A um monémio, Gr(v) = (X1, X2) o seu multigrau, e (Z1, Z)
as suas coordenadas peso. Entao, (Z1,7Z5) = Wt(v) = (wt(v), swt(v)).

Demonstragao: Através de (4.9), colocamos o peso e o superpeso em fungao do multi-

grau, o que nos da

Wt(U) =np+ 2712 = X1 -+ 2X2 = Zl, SWt(U) = N1 —Ng = X1 — XQ = ZQ.

O
Lema 4.12 Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) O multigrau de um elemento pivé v, € dado por
1
Gr(v,) = 3 (2" +2(-1)"2" = (=1)"), n>0;
(ii) Os elementos v, pertencem a uniao de duas retas no plano: X; — Xo = 1 e

X —Xo=-1.

Demonstracao: O item (i) segue do fato de que Wt(v,) = (2", (—1)") e das relagoes
entre as coordenadas (4.10). Para a verificagao do item (ii), observemos que para um

elemento pivo v, temos X; — Xy = Zy = swt(v,) = (—1)™.

Assim, se n é par, v,
pertence a reta X; — X, = 1. Por outro lado, se n é impar, v, esta localizado na reta

Xl—XQZ—l. |:|

Para exemplificar, listamos os multigraus e os vetores peso de todos os mondémios

standard de comprimento menor ou igual a 5:
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Monoémio Vetor peso Multigrau Monomio Vetor peso Multigrau

" (1,1) (1,0) Tovs (31,-2)  (9,11)

u (2,-1) (0,1) 105 (30,0)  (10,10)

Vg (4,1) (2,1) ToUs (28, —2) (8,10)
ToUs (3,0 (1,1) T3U5 (24,0) (8,8)
109 (2,2 (2,0) TT1V; (29, -1) (9,10)
U3 (8,—1) (2,3) ToToVs (27,-3) (7,10)
ToUs3 (7,-2) (1,3) TOT3Vs5 (23,-1) (7,8)
103 (6,0) (2,2) 1TV (26, —1) (8,9)
ToT1Vs3 (5,—1) (1,2) T1T3V5 (22,1) (8,7)
ToU3 (4,-2) (0,2) ToT3Vs (20, —1) (6,7)
Uy (16,1) (6,5) TOT1TVs5 (25, —2) (7,9)
LUy (15,0) (5,5) TOT1T30;5 (21,0) (7,7)
T104 (14,2) (6,4) ToTaT3Vs5 (19, —-2) (5,7)
ToUy (12,0) (4,4) T1X9T3Vs (18,0) (6,6)
ToT1Vs (13,1) (5,4) xor1rarzvs  (17,—1) (5,6)
ToTVy (11, -1) (3,4) T405 (16, —2) (4,6)
T1Toy (10,1) (4,3) ToT4Us (15, -3) (3,6)
ToX1Toly (9,0) (3,3) T1X405 (14, -1) (4,5)
T30y (8,2) (4,2) ToT4Vs (12,-3) (2,5)
ToT3U4 (7,1) (3,2) ror1x4vs (13, —2) (3,5)
T1T30y (6,3) (4,1) TOToT4Vs5 (11, —4) (1,5)
TT1 T304 (5,2) (3,1) T1ToT4V5 (10, —2) (2,4)
Us (32,-1) (10,11) ror1Tax4vs  (9,—3) (1,4)

(4.11)

No préximo resultado, provaremos que o monomio falso xgrovs nao pertence a su-
perélgebra de Lie R = Lie(vg, v1) e, portanto, nao pode ser listado entre os monémios

standard.

Lema 4.13 Valem as sequintes afirmacoes:

(i) O monoémio falso tem multigrau Gr(xgzavs) = (—1,2);

(ii) O mondmio falso nao figura na lista dos monémios standard.
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Demonstragao: Para a prova da afirmagao (i), consideremos o elemento v = x9v3 € R.
Como vemos na tabela 4.11, temos Gr(v) = (0,2). Uma vez que [vg, ZoZ2v3] = v
e a fungdo multigrau ¢é aditiva em produtos de monomios (Lema 4.8), temos
Gr(zozavs) = Gr(v) — Gr(vg) = (0,2) — (1,0) = (—1,2). Entao o monémio falso nao
pode ser obtido através de produtos sucessivos de vy e vy, pois, caso contrario, suas

coordenadas multigrau seriam ambas nao negativas. Portanto, xgrsvs nao pertence a

R. O

Pela expressao obtida no Lema 4.12 para o multigrau de um elemento pivo, podemos
estabelecer uma relacao entre os multigraus de v,, e 7(v,) = v, 41. Se Gr(v,) = (n1,n2),

temos

Gr(v,s1) =

Podemos generalizar essa relagao para um elemento v € A,,,, € sua imagem pelo

endomorfismo 7:

Lema 4.14 Seja0# v € A, ,,, 1,02 > 0, € seja 7(v) sua imagem pelo endomorfismo

7. Se Gr(7(v)) = (my, ma), entdo

my _ 2n2 _ AT . nq :
meo ni + No No
01 ) , , . L
onde A = ( ) ) ¢ a matriz definida na relagao de recorréncia (4.8).

2

Demonstracao: Uma vez que v € A,,,,, 0 elemento v é uma combinacgao linear de

produtos de n; fatores de vy e ny fatores de v;. Entao vale a igualdade
Gr(v) = ny Gr(vg) + na Gr(vq).

Como 7 é um endomorfismo, 7(v) é uma combinagao linear de produtos de n; fatores
de 7(vg) e no fatores de 7(vy). Sabendo que 7(vg) = v1 e T(vy) = vg, concluimos pela

aditividade da fungao multigrau que

Gr(7(v)) = ny Gr(vy) + ng Gr(ve) = n1(0,1) + n2(2,1) = (2n2, 11 + n2).
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4.5 Limitacoes para os pesos
O lema a seguir nos da estimativas para os pesos dos monomios standard de R.

Lema 4.15 Os pesos dos monomios standard de primeiro e sequndo tipos satisfazem

as sequintes desigualdades:
2" < wt(r,_gv,) <27, 0> 0;

2" < Wt(ry_3Ty_1v,) <27 n > 2

Demonstragao: Observe primeiramente que o peso de uma cauda r, =

a0 abn & € {0,1}, tem as seguintes limitacoes:
2m+1 -1
0> wh(ry,) > —(20+2" 4+ +2™) = T - =21 m >0, (4.12)
Veja que, formalmente, essas desigualdades permanecem validas para m = —1. A

partir de (4.12), podemos obter estimativas para os pesos dos monoémios standard dos

dois tipos. Temos, entao,
2" > wt(rp_gv,) > —2" 141427 =2""1+1>2"1 > 1.
Como wt(vg) =1 = 2%, temos
2" < wt(ry_ov,) < 2%, n >0

e estd provada a primeira parte do lema. Para a prova da segunda parte, observe que

sao validas as desigualdades
2t = on 9"l > Wt (1w _qvy) > 20241 20 4 2n =27 ] > 202

as quais nos dao

2" 2 < Wt(rpy_3Tp_1vn) <2770 0> 2.
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Lema 4.16 Os superpesos dos monomios standard de R tém as sequintes estimativas:

n
< swi(rp_ovy,) < 5 M > 1;

n 1
2 2

N W

< sWt(ry_3T,_10,) < g +1, n>2

|3

Demonstragao: Seja w = r,,_sv, um monomio standard do primeiro tipo, com n > 1.

Suponhamos que o comprimento n de w seja par e fagamos n = 2k. Tomando r, o =

0,61 Eok—3 E2k—2

xy w3 Ty 3 Top 5, 0 < & <1, e considerando os superpesos
swt(zg) = swt(x2) = - -+ = swt(xo_2) = —1,
swt(x1) = swt(xs) = - -+ = swt(zg—3) = 1,

swt(v,) = 1,

obtemos as seguintes desigualdades:

—k <swt(r,—o) < k—1;

—g +1=—k+1<swt(r, qv,) <k= g

Vejamos agora o caso em que o comprimento de w é impar, com n = 2k + 1. Fazendo
o = x2S 228258 0 < & < 1, e considerando o superpeso swt(vags1) = —1,
temos
—k <swt(r,_o) < k;
n 1

_§_§:—k—1§swt(rn720n)Sk—lz

Em ambos os casos, valem as desigualdades

NN GV]

|3
|

< swi(r,_ov,) <

SIE

o3
N =

Consideremos agora um monomio standard do segundo tipo w = 7, _3x,_1v,, com
_ — 0.8 Sok—a, §2k-3
n > 2. No caso em que n = 2k, tomando r,,_3 = 2’27 -+ x5, ;25 5, 0 <& < le

usando swt(xog_1v9x) = 2, temos

—k+1<swt(r,_3) <k-—1;

—g +3=—k+3<swt(rp_sx,1v,) <k+1= g + 1.
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A — _ 80,8 Sor—3 _Cok—2
Ja no caso em que n = 2k + 1, fazendo r,_3 = zg'z} - x5 375, , € usando

SWt(TogUogr1) = —2, ocorre

—k <swt(r,_3) < k—1;

3
—g 5= —k =2 <swt(r,_3r,_10,) < k—3=

Em ambos os casos, valem as desigualdades

|3
|
CCRIEN

3w )< =41
—— — — < sWt(rp_s3Tp_1v,) < = :
2 27 st 2
O
Agora conseguimos obter estimativas mais gerais.
Lema 4.17 Seja w um monomio standard de comprimento n > 0. Entdo
n—2 n n 3 n
2" <wt(w) <27 —— — = <swt(w) < =+ 1.
2 2 2
Demonstragao: Segue diretamente do Lema 4.15 e do Lema 4.16. U

As estimativas encontradas no Lema 4.17 nos dao informagoes referentes a repre-
sentacao geométrica dos monodmios standard no plano R? em termos das coordenadas

peso (Z1, Z3), como mostra o teorema a seguir.

Teorema 4.18 O conjunto dos pontos do plano associados aos monomios standard de

R = Lie(vg,v1) € limitado por duas curvas logaritmicas em termos das coordenadas
peso Wt(w) = (Zy, Zs):

1 ) 1
—510g221—§ < Ly < §log2Z1+2

Demonstragao: Seja w um mondémio standard de comprimento n > 0. Pelo Lema
4.17, vale a desigualdade 22 < Z;, de onde obtemos n < log, Z; + 2. Pelo mesmo

lema, conseguimos cotas para Z; = swt(w):

1 5 n
—§log2Z1—— < 5~

n 1
< Zy< —4+1< -1 A 2.
5 > 2_2+ 20g2 1+

[\CR V]
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59 Covolild

ToTV33 | f

OT 35 7 9111315171921 23252729 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59
Zo=swt

Xy

Figura 4.1: Representagao dos monomios standard no plano. Os pontos verdes sao
monomios do primeiro tipo; os azuis, do segundo tipo. Os elementos pivo estao na
cor vermelha, e o ponto de cor preta representa o monoémio falso. As duas curvas
logaritmicas que limitam os monomios standard estao na cor verde, enquanto as linhas
vermelhas mostram pontos com pesos iguais aos de elementos pivo. O primeiro ponto
vazio da diagonal é (57, 57).
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4.6 Crescimento de R e A

O lema a seguir mostra que, para m > 4, existem exatamente dois mondémios standard

com peso igual a m.

Lema 4.19 Suponha char K # 2 e seja m > 1 um inteiro. Valem as sequintes

afirmacgoes:

(i) Existe um tinico monomio standard do primeiro tipo wy satisfazendo wt(wi) = m

(vale também para char K = 2);

(i) Sem ¢ {1,3}, existe um tinico monomio standard do sequndo tipo we satisfazendo

wt(wg) = m;

(iii) Sem ¢ {1,3}, existem exatamente dois monémios standard com peso igual a m;

sem =1 oum = 3, existe apenas um monomio standard de peso m.
(iv) Sem ¢ {1,3} e wy = r,_2v,, entdo wy = rp_oTyUy1 (a cauda é a mesma);
(v) Sem ¢ {1,3}, entdo swt(wy) — swt(wy) = 3 - (—1)";

(vi) Sem ¢ {1,3}, entao Gr(w;) — Gr(wp) = (—=1)"(2, —1).

Demonstragao: Primeiramente, vamos provar a afirmacao (i) para m = 1. Observe
que se um monomio standard do primeiro tipo tem peso 1, seu comprimento deve ser
igual a 0. De fato, se r,_ov,, € um monomio standard do primeiro tipo com comprimento
n > 1, seu peso satisfaz wt(r,_ov,) > 1, em virtude do Lema 4.15. Assim, uma vez que

wt(vp) = 1, 0 inico monémio standard do primeiro tipo com peso igual a 1 é w; = vy.

Agora provaremos a afirmagao (i) para valores de m maiores que 1. Fixemos n > 1. Se
Tn_oU, € um monomio standard do primeiro tipo de comprimento n, o Lema 4.15 nos
mostra que wt(r, ov,) € {2771 + 1,271 +2,...,2"} (0 peso de 7, v, é claramente
um nimero inteiro). Reciprocamente, para cada m € {271 +1,2""14+2 ... 2"} existe
um dnico monoémio standard do primeiro tipo wy = r,_sv, tal que wt(w;) = m. Com

efeito, uma vez que todo inteiro nao negativo pode ser escrito unicamente como soma

de poténcias de base 2, para ¢ = 2" —m € {0,...,2"! — 1} existe uma tinica cauda
ooy = x5+ 2272 tal que wt(r,) = —c. Logo, existe um tnico wy = rn_yv, tal que

wt(wy) = 2" — ¢ = m. Assim, para todo m > 2 existe um tnico monémio standard do

primeiro tipo w; satisfazendo wt(w;) = m.
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Para a prova da afirmagao (ii), suponhamos inicialmente m = 2. Com base no Lema
4.15, observamos que nao existem mondémios do segundo tipo de comprimento maior
ou igual a 3 com peso m = 2. Como wt(xjve) = 2, w; = 103 ¢ 0 Gnico monoémio
do segundo tipo cujo peso é igual a 2. Suponhamos agora m = 4. O Lema 4.15 nos
garante que s6 € possivel haver monémios do segundo tipo de peso 4 se o comprimento

for n = 3, logo w; = x9v3 é 0 inico monomio que satisfaz as condigoes desejadas.

Agora provaremos (ii) para valores de m maiores que 4. Fixemos n > 4. Se 7,,_3%,_10,
¢ um monomio standard do segundo tipo de comprimento n, do Lema 4.15 inferimos
que wt(r, 32, 1v,) € {2772 41,2242, ...,2"" 1} Com o mesmo argumento anterior
concluimos também que, reciprocamente, para cada m € {272 +1,2""24+2, ..., 2" 1}
existe um unico monémio standard do segundo tipo wy = r,_3x,_1v, para o qual
wt(wy) = m. Entao, para cada m > 5 existe um tnico monoémio standard do segundo

tipo wy com wt(wsg) = m.

De (i) e (iii), concluimos que para m ¢ {1,3} existem exatamente dois monomios
standard de peso m. Vejamos o que acontece nos casos m = 1 e m = 3. Pelo Lema
4.15, monomios do segundo tipo tém peso maior ou igual a 2. Entao existe apenas um
monomio standard com peso m = 1, e este é do primeiro tipo: w; = vg. Por fim, uma
procura por elementos da forma r,_3x,_1v, com peso m = 3 apontaria apenas para
o monodmio falso xyxevs3, que ndo é um monomio standard (Lema 4.13). Portanto, o

tinico mondmio standard com peso m = 3 é w; = xgvy e provamos a afirmacao (iii).

Para a prova de (iv), tomemos um inteiro positivo m ¢ {1,3} e seja w; = r,_2v,
o monémio do primeiro tipo que satisfaz wt(w;) = m. Entdo ws = r, 22,041 é 0

monomio do segundo tipo que tem o mesmo peso, pois

Wt(rp_oxppy1) = wt(rn_2) + wt(z,) + wt(v,11)

onde usamos a aditividade da fungao peso (Lema 4.8). Isso implica que

swt(wy) — swt(wg) = swt(r,_ov,) — SWt(Tp_2TpVni1)
= swt(rp_2) + swt(v,) — swt(r,_a) — swt(z,) — swt(v,41)
= ) ) ()
= 3y
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o que prova o item (v). Por fim, pelo Lema 4.12, temos também

Gr(wy) — Gr(wy) = Gr(rp_ov,) — Gr(r,_2T,Uns1)
= 2Gr(v,) — Gr(vy41)

= @ -1 2 - (1))

1
_g (2n+1 + 2(_1)n+172n+1 _ (_1)n+1)

= (=D"(2 -1,

provando assim a afirmagcao (vi). O

No resultado abaixo, computamos a fungao de crescimento ponderada 4g (m), tornando
possivel calcular a dimensao de Gelfand-Kirillov de R = Lie(vg, v1). Obtemos também

uma aproximagao para a fungao de crescimento regular yg(m).
Teorema 4.20 Valem as sequintes afirmacoes:
(i) Se char K # 2, entao R tem crescimento linear:
Ar(m) =2m —2, m>3;
(ii) Se char K = 2, entdo
Ar(m) =m+ [logym], m >1;

(i) GKdimR = GKdimR = 1;

(iv) Se char K # 2, entdo

(v) Se char K = 2, entdo

lim
m—oo m

Demonstragao: Para a prova de (i), suponhamos char K # 2. Pelo Lema 4.19, para
cada inteiro m > 1 existem exatamente dois mondmios standard de peso m, com
excecao de m = 1 e m = 3, para os quais existe apenas um monomio standard. Assim,

para m > 3, o numero de monomios standard com peso menor ou igual a m é

Ar(m) = 2m — 2.
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Portanto, R tem crescimento linear.

Vejamos agora o crescimento de R quando char K = 2. Como vimos no Corolario 4.6,
os monomios do primeiro tipo e os quadrados dos elementos pivo, {z,_1v, | n > 2},
constituem uma base para R. Observe que, para n > 2, o monomio do segundo tipo
Tp_10, tem peso wt(z,_1v,) = 27~ Além disso, para todo m > 1 existe exatamente
um monomio do primeiro tipo com peso igual a m (Lema 4.19). Assim, o nimero de

monomios da base com peso menor ou igual a m é
r(m) =m+ [logym], m>1,

o que prova a afirmacao (ii). Em qualquer caracteristica, GKdimR = GKdim R = 1.

Provaremos agora as afirmagoes (iv) e (v). A fungao de crescimento yg(m) dé exata-
mente o nimero de monodmios standard v € R,,,,,, com grau n = n; +ns < m. Se v
é¢ um monomio standard de multigrau (X7, X5) e coordenadas peso (Z1, Z3), o grau n
de v satisfaz, pelas relagoes (4.10),

W27y Zy—Zy 2 1

n 1+ Xo 3 + 3 31—|—32

Pelo Teorema 4.18, obtemos as desigualdades

2 logy, Z1 4+ 5 2 logy Z1 + 5
I —|————|Z1<n< =7 —=— | Z;.
31 ( 67, rEns3at Ty !
log, Z1 + 5
Uma vez que lim 208 £1 19 = 0, para todo € > 0, temos
Z1—00 6Zl

2 2
(5—5) Z1 <n< (§+€) Z
para Z; suficientemente grande. Assim, dado & > 0, existe N € N tal que
S 3
5—5 n§ Z1 S §+€ n, VZl ZNE" (413)

Seja M. o nimero de monomios standard com peso menor que N, e fixemos m € N.

Se v é um monomio standard com grau n < m e peso Z; suficientemente grande, entao

3 3

Suponhamos char K # 2. Para cada peso Z; > 4, existem exatamente dois monomios

standard (Lema 4.19). Obtemos, entdo, uma cota superior para a fun¢ao de cresci-
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mento:

3
yr(m) <2 (5 + 5') m+ M. (4.15)

o . 3
Por outro lado, se v é um monoémio que satisfaz N < Z; < <§ — 6/> m, por (4.13)

G-

e, portanto, v tem grau n < m. Obtemos pela afirmagao (i) uma cota inferior para a

temos

funcao de crescimento:

r(m) > (__5) (4.16)
( )

De (4.15) e (4.16), concluimos que lim

m—o0
relagdo (4.14) e da afirmagao (ii) segue que

= 3. Supondo agora char K = 2, da

3 3
<§—6’)m+[log2m] M. < ~r(m) < (2+6>m+[10g2m]+M5/,

de onde concluimos que lim =
m—00 m

R(m) 3

5
Encontrada a dimensao de Gelfand-Kirillov da superdlgebra de Lie R = Lie(vy, vy),
nosso objetivo agora é determinar o crescimento de sua envoltoria associativa A =
Alg(vg, v1). Para nosso auxilio, consideraremos a seguir uma superalgebra de Lie um

pouco maior R O R e sua envoltéria associativa A = Alg(R) D A.
Um monomio quasi-standard de comprimento n > 0 é um monomio da forma

,,,,n dxin 22$in 11 Un,
onde &, 9,&,-1 € {0,1} e &2 + &,—1 < 1. Isso significa que um tal monoémio contém
no méaximo uma das variaveis {x, 2,2, 1}. O conjunto dos monoémios quasi-standard
consiste de todos os monomios standard, além de outros dois monomios: zgv; e o
monomio falso xgzavs. Introduzimos esses monomios para simplificar o nosso trabalho

na demonstragao do Teorema 4.22.

Definimos R como sendo o espaco gerado por todos os monomios quasi-standard.
Claramente, R O R.

Lema 4.21 A dlgebra R = Lie(vg, v1) estd contida numa superdlgebra de Lie (restrita)

R C W(A) cuja base consiste de todos os monémios quasi-standard.
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Demonstragao: De forma semelhante a prova do Teorema 4.5, concluimos que todo
produto supercomutador de mondmios quasi-standard é uma combinacao linear de
monomios quasi-standard. Isso prova que o espaco vetorial R definido acima é, na

verdade, uma superalgebra de Lie com o produto supercomutador [ , ]. 0]

No teorema abaixo, consideramos uma subdlgebra associativa gerada por mondémios

quasi-standard.

Teorema 4.22 Sejo A = Alg(R) C End(A). Entdo

(i) uma base de A ¢ dada pelos monémios
(Pt 22 vaup ope st ug® | &, aq € {01} &uoo ot < 115 n > 0},

onde r,_3 sao monomios cauda;
(i) AD A = Alg(vy,v1);

(iii) mondmios com &,_1 = 0 sdo linearmente independentes e pertencem a A.

A 3 A 3 — 57172 577,71 Qnp—1_ On—2 a0
Demonstracao: Considere um monomio w = r,_3x," 5 x," 1 v,v," 1 v, 5" - - - 1%, com

&, a; € {0,1}, satisfazendo a condi¢ao &, o +&,-1 < 1+ a,,_1. Observe que a parte
inicial de w é um mondmio da forma rn_gxfl"_‘;xi”__f v, com & € {0,1}. Caso &,—2 +
€a_1 < 1, tal parte pertence a R, uma vez que se trata de um mondmio quasi-standard.
Como v; € R C R para todo i € {0,...,n — 1}, w é um produto de elementos
de R. Logo, w € A. Por outro lado, se tivermos &, o = &,-1 = 1, devemos ter
obrigatoriamente v, 1 = 1. Assim, w = (1,37, 1V,) * (Tn_2Vpn_1) - V"5 -+~ v5° é um
produto de elementos de R e, portanto, pertence a A A independencia linear segue

dos mesmos argumentos utilizados em [36, demonstracao do Teorema 4.1].

Estamos trabalhando com produtos de monomios quasi-standard. Podemos reordena-
los através de argumentos como em PBW, onde é fixada uma ordem total, obede-
cendo ao comprimento n desses monomios. Nesse processo, produtos (e poténcias) de

monomios de mesmo comprimento desaparecem, uma vez que

(rn—1vn) - (1) _yvn) = :i:?";f_lvfl =47 Lo 1 Vo



CAPITULO 4. A SUPERALGEBRA DE LIE R 57

Obtemos, entao, produtos de elementos quasi-standard, escritos em ordem decrescente

de comprimento. Obtemos, por exemplo, o produto

(rn—1vn) = (rp—2Un-1) - - - vo, (4.17)

onde ha um tnico monomio quasi-standard de comprimento n, enquanto os demais, de

comprimentos n — 1,...,0, podem ou nao aparecer.

Podemos mover todas as letras de Grassmann em (4.17) para a esquerda. De fato,
seja x; uma variavel de Grassmann num monoémio quasi-standard r;_1v; (¢ < j). Os
monomios quasi-standard que o antecedem em (4.17) tém comprimentos maiores que
j e, portanto, maiores que 7. Logo, x; supercomuta com as cabecas vy correspondentes
(k > i). No caso em que 7, 9v, 1 nao aparece em (4.17), o fator senior r, jv, é
quasi-standard e, portanto, contém no maximo uma das varidveis {x,, s, x, 1}. Visto
que nao é possivel obter alguma dessas variaveis através de produtos com mondémios
de comprimentos menores, obtemos a condicao &, o+ &,-1 < 1, onde a,,_1 = 0. Ja no
caso em que r,_ov,_1 aparece em (4.17), ou seja, no caso em que «,,_; = 1, as variaveis

{Tp_2, 2, 1} podem aparecer livremente. Provamos, portanto, a primeira afirmacao.

A segunda afirmacio é trivial, uma vez que A = Alg(f{), A = Alg(R) e ROR. A

terceira afirmacao decorre do fato de que r,_ov,,v,_1,...,v990 € R C A. O

Decorre das estimativas obtidas no Lema 4.15 que o peso de um monomio standard
é sempre um inteiro positivo. Podemos generalizar essa afirmacgao para monomios

quasi-standard.
Lema 4.23 Seja w um monémio quasi-standard. Entao wt(w) > 1.

Demonstracao: Com efeito, se w = r,_1v,, é um monomio quasi-standard, temos
wt(w) > 2" -2t — ... 20 =1,

O

O préximo lema nos da estimativas para pesos e superpesos de monomios da base de
A obtida no Teorema 4.22.

y _ §n72 Enfl Qnp—1 Onp—2 (o7 A .
Lema 4.24 Seja w = 7,32, 5z, 0,0," 1 0,57 - - v5° um monomio pertencente a

A, com n > 1, nas mesmas condigoes do Teorema 4.22. O peso e o superpeso de w
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satisfazem as desiqualdades

22 < wt(w) < 2" [swi(w)| < n.

Demonstragao: Para n € {1, 2}, essas estimativas podem ser verificadas diretamente.
Suponhamos n > 3. Provaremos primeiro as desigualdades referentes a funcao peso

wt. Se w contém no méaximo uma das variaveis de Grassmann {z,_o,z,_1}, temos
2n_2+1:—(20++2n_3)—2n_1+2néwt(’lU) §2n+2n—1+._‘_‘_2022n+1_1

e, portanto, 2% < wt(w) < 2", No caso em que &, 5 = &,_1 = 1, w deve necessaria-

mente conter o fator v, _; em sua composi¢ao. Assim,
2n71+1 — _(20++2n71)+2n+2n71 SWt(UJ) §2n+2n71++20:2n+1_1

e novamente temos 2" < wt(w) < 2" como querfamos.

Para limitarmos o superpeso, vamos supor primeiramente que n seja par, com n = 2k.
Uma vez que —k+1 < swt(r,_3) < k—1, swt(va) = 1 e —k < swt(vg*7" -+ 05°) < k,
temos

—2k 4+ 2 < swt(w) < 2k.

No caso em que n é impar, com n = 2k+1, temos —k < swt(r,_3) < k—1, swt(vogps1) =
—1, —k < swt(vg* ---v3°) < k+ 1 e, portanto,

—2k — 1 < swt(w) <2k — 1.

Em ambos os casos, vale a limitacao | swt(w)| < n. U

Com as estimativas encontradas no Lema 4.24, obtemos informacoes a respeito da
representacio geométrica dos monémios de A = Alg(vg,v;) no plano R? em termos

das coordenadas peso (71, Z).

Teorema 4.25 O conjunto dos pontos do plano associados aos monomios de A =
Alg(vg,v1) € limitado por duas curvas logaritmicas em termos das coordenadas peso
Wt(w) = (2, Zy):

| Zs| < logyZy + 2.



CAPITULO 4. A SUPERALGEBRA DE LIE R 59

ane 3 _ n—2_&n-1 Qn—1, On—2 ()] A -
Demonstracao: Seja w = r,_3x," 5z, v,0," 1 v, 5" - - - v5° um monomio pertencente

a A = Alg(vg,v1) C A. Paran = 0, a verificacio ¢ imediata. Suponhamos entéon > 1.

Pelo Lema 4.24, valem as desigualdades
2n—2 < Zl e ‘ZQ‘ S n,

de onde concluimos que |Zs| < log,Z; + 2. O

Com as limitacoes encontradas no Lema 4.24, podemos estimar o crescimento da

algebra A = Alg(vg, v1) e calcular sua dimensao de Gelfand-Kirillov.
Teorema 4.26 Seja A = Alg(vg,v1). Temos GKdim A = GKdim A = 2.

Demonstragao: Fixemos um ntmero natural m > 2 e facamos n = [log, m| —1 > 0.
Consideremos monomios w € A como no Teorema 4.22 com &,-1 = 0. Entao, tais
monomios sao da forma w = r, ov,v, " v 5 - vg® e pertencem a A. Pelo Lema
4.24, wt(w) < 2" < m. O ntdmero desses monomios constitui uma cota inferior para

0 crescimento:

Loy

’?A(m) Z 271—1 Lo 22n—1 Z 2210g2 m—=5 _ 210g2m2—5 — 3_2m )

(4.18)

Fixemos novamente um nimero natural m e fagamos n = [log, m] + 3 > 3. Considere
N _ &2 &1 i1 0o Qo N
agora um monomio qualquer w = r;_3x; 5w w7 075" - - vg® pertencente a base
de A determinada no Teorema 4.22. Se j > n, entdao wt(w) > 2972 > 272 > m.
Assim, para que tenhamos wt(w) < m, é necessario que se tenha j < n. Entao, o

numero desses monémios w com j < n nos dd uma cota superior para a funcao y (m).

Nessas condigoes, para j = 0, temos apenas o monomio w = vg. Para j = 1, temos qua-
tro monomios: vy, V1V, ToU1, LoU1vy. Suponhamos entao j > 2. Nesse caso, temos 272
possibilidades para 7;_3, 7 possibilidades de escolha para os coeficientes &;_2,&;_1, ;1
satisfazendo §; o +&;_1 < 1+a;_q, ¢ 27=1 possibilidades de escolha para os coeficientes

Qj_,...,ap. Temos, entdo, 20272/t = 7.2%73 monomios para j > 2. Portanto,

Fa(m) < 1+4+i7-221—3:5+7.2&:1+E-4"—1<5-22"—2
- o 4—1 33

< 5 . 22 logy m+-4 S 80m2
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Segue dessas desigualdades e de (4.18) que GKdim A = GKdim A = 2. O

Corolario 4.27 FExistem constantes ¢y, ¢, c3,cq4 > 0 tais que, para todo m > 1:

(i) cam® < Aa(m) < com?;

(i) csm? < ya(m) < cym?.

1
Demonstracgao: Pela demonstragao do Teorema 4.26, ¢; = 32 e co = 80 satisfazem

cim? < Ya(m) < eam?, o que prova (i).

Para a prova da afirmacao (ii), observemos que se u pertence a uma base monomial de
A C A e tem peso menor ou igual a m, entdo o seu grau em relacio a {vo, v1} também
nao excede m. Logo, ya(m) < ya(m). Tomando ¢35 = ¢; = 3 temos c3m? < ya(m).
Por outro lado, se « é um monémio pertencente a uma base monomial de A C A e seu
grau em relagao a {vg,v1} é menor ou igual a m, entao seu peso nao excede 2m. Logo,

ya(m) < a(2m) < cym?; onde ¢y = 4cy > 0. O

4.7 Funcoes geradoras de R

Seja A = @y, nezAnm uma dlgebra Z%-graduada, que tem uma Z-graduagao induzida:
A = ®pez Ay, onde A, = Bpyr—nAmi. Definimos as respectivas funcgoes geradoras (ou
fungoes de Hilbert):

H(A by, ty) =Y dim Ay tity

n,m

H(A ) =) dim A, t" = H(At,t).

Analogamente, definem-se fungoes geradoras para conjuntos e espagos vetoriais gradua-
dos. A superélgebra de Lie R = Lie(vg, v;) é Z?-graduada pelo multigrau, como vimos
no Lema 4.9. A fim de obtermos propriedades para a fungao geradora H(R,t, 1),

provaremos os resultados a seguir.

Lema 4.28 Seja R = Lie(vg,v1). Se TF é o conjunto dos monomios standard de

comprimento n > 4 e tipo k € {1,2}, entao

Tvlf+1 = {1, 20} - T(T:>-
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Demonstracgao: Segue imediatamente da estrutura dos monomios standard. 0

Provaremos a seguir que a Z2-graduacao de R pelo multigrau em relacao aos geradores

{vog,v1} é uma graduagao fina.

Teorema 4.29 As componentes da Z*-graduagao de R = Lie(vy, v1) obtida no Lema

4.9 sao no maxrimo unidimensionais.

Demonstragao: Provaremos este resultado por contradicao. Suponhamos que exis-
tam dois monoémios standard distintos u, v com o mesmo multigrau Gr(u) = Gr(v) =
(X1, X2) (e, consequentemente, com o mesmo vetor peso Wt(u) = Wt(v) = (21, Z2)).
Pela tabela (4.11), observamos que dois mondémios standard distintos ndo podem pos-
suir o mesmo multigrau se ambos tiverem comprimento menor ou igual a 5. Entao,
sem perda de generalidade, podemos supor que u tem comprimento maior ou igual a
6. Pelo Lema 4.17, temos wt(u) > 2*. Uma vez que wt(v) = wt(u), o comprimento
de v nao pode ser inferior a 5. Logo, os comprimentos de u e v sao ambos maiores ou
iguais a 5. Podemos supor que o menor desses comprimentos é minimal sob a condigao

de termos u # v com o mesmo multigrau. Assim, pelo Lema 4.28, temos
uw=x7(d), v=x7(0); b€ {0,1},

onde u,? sao monomios standard cujos comprimentos sao inferiores aos de u e v,
respectivamente, diferindo destes em uma unidade. Sejam Gr(a) = (ny,ng) e Gr(v) =

(mq, my). Através do Lema 4.14, chegamos & seguinte relagao:

() (5) e (2)-()- ()

01
onde A = ( 5 1 ) Temos entao

(Z;::;) — (AT)—1<ozo;ﬁo>
1 -1 2 ' ag — Bo
201 0 0
_ 1(—(040—50)>
2 ap — Bo '

Como g, By € {0,1}, temos necessariamente g — g € {—1,0,1}. Se ocorresse oy —
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fo = 1, o nimero ny—m; = —(ny—my) nao seria inteiro. Temos, portanto, ag— LGy = 0

e, consequentemente, (ny,n2) = (my, me), isto é, Gr(a) = Gr(0). Pela minimalidade

do exemplo, segue que & = v. Uma vez que oy = 5y, temos u = v e chegamos numa
3 )

contradicao, o que prova o resultado. 0]

Uma vez que as componentes homogéneas da Z2-graduacao de R pelo multigrau em

relagao a {vg, v1} sdo no maximo unidimensionais, temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.30 Seja R = Lie(vg, v1) e suponhamos char K # 2. A func¢ao geradora

H(R, t1,1t2) satisfaz a sequinte relagdo:

H(R, t1,ty) = ty+13 43ty + ity —t7y —t7 5 + (1 4+ 171 - H(R, g, t515).

Demonstragao: Usando o Teorema 4.29, vemos que os coeficientes da fungao geradora
H(R, t1,t2) =, dim Rt sdo iguais a 0 ou 1. Vamos denotar por 7" o conjunto
de todos os monomios standard e por 7, os monomios standard de comprimento n,

com n > 0. Por exemplo, para n € {0,1,2,3,4}, temos

Ty = {vo}k;

T = {uh

T2 = {U2,$0U2,I1U2};

T3 = {113,900?13,$1U3,$2U3,9€0$1U3};

Ty = {v4,ToVs, X104, ToVs, T3Vs, ToX1Va, ToLaV4,

ZToT3Vyq, T1T2Vg, T1X3V4, ToL1T2V4, $0$1$3U4}'

Com o auxilio da lista de multigraus apresentada em (4.11), encontramos as fungoes

geradoras H(T,, t1,t) para n < 4:

H(To, t1,t2) = ti;

H(T\,t1,t) = o

H(Ty, t1,ts) = 15+ bty + tity;

H(Ts,t1,tn) = t3+tits + 155 + tits + t5t3;

H(Ty, t1,ty) = oty + ity + it + tits + 1565 + t1t3

+t + ity + 5ty + 1585 + 515 + 1915

Uma vez que os monomios standard T’ constituem uma base para R = Lie(uvg, vq)
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(Teorema 4.5), temos H(R, t1,t2) = H(T, t1,t2). Pelo Lema 4.28, vale a relacao

Toi1={1,20} - 7(T}), n>4.

Portanto, temos

T\(TOUT1UT2UT3UT4) = {1,$0}T(T\(TOUT1UTQUT3>> (419)

Observando que Gr(zg) = — Gr(vy) = (—1,0), temos

H({I0}7t17t2> = tfl € H({17I0}7t17t2) =1+ tfl

Podemos, portanto, computar a funcao geradora

H(R,t1,t2) = H(ToUTUToUT3U Ty, ty,ts)

+(1+ ") H(T(T\ (ToUTy UT, UTy)) , ty,ts)

= H(ToUT Ul UTs UTy, ty,ts)
+(A+ 1Y) - (H(R b, ty) = H(Ty UTy U Ty U Ts, b, 6)) ey, t0imi2e

= bttty + 8 F ity + 1+ Bty + s + tity + 115 + 1t + ity + Bt
HES S+ B S + 5ty + ity + oty + 155 + 115 + 1545
H(1+ 1Y) - H(R, by, B5ty) — ty — 5ty — t1t5 — 15 — t1ts — t1ts — tit5
—t8t5 — 154 — 1115 — t7 My — tity — titE: — 17N — it — 312 — 131
—t2t5 — 35 — 313

= B0t ity — 1y — 17 (L4171 - H(R, t, t31).

4.8 Ad-nilpoténcia dos elementos homogéneos da

superalgebra de Lie R = R ® Ry

Para a construcao do nosso exemplo R, desejamos obter uma propriedade andloga a pe-
riodicidade dos grupos de Grigorchuk e Gupta-Sidki. Para os casos em que char K = 0
ou char K = 2, a édlgebra associativa A = Alg(vg,v;) ndo é nil, conforme veremos no
Lema 4.31. Contudo, mostraremos no Teorema 4.32 que, para uma caracteristica ar-

bitraria, R tem uma propriedade semelhante a periodicidade dos grupos mencionados:
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todo elemento homogéneo na Zs-graduacao de R é ad-nilpotente.

Lema 4.31 Se char K = 0 ou char K = 2, a dlgebra associativa A = Alg(vy, v1) ndo

é nil.

Demonstragao: Seja char K = 2. Paran > 0 e 0 # o € K, consideremos o elemento
nao nulo v = v, + az,v,11 € R. Como estamos em caracteristica 2, o quadrado de v

pertence a R = Lie(vg, v1). Assim,

2 2
v: = (Up + axpVpi1)” = U+ [Un, QT V4]
= Tp41Unt2 + QUpt

1
= « <Un+1 + a$n+1vn+2

¢ um elemento nao nulo de R. Observe que v,11 + —%,11U,12 tem uma forma seme-
o

lhante a de v. Assim, temos

(U2)2 =a?- a (Vnt2 + QTnioVnis) = & (Vnt2 + QTni20n43)

onde v, 19 + AXp 120,43 também é nao nulo e tem forma semelhante a v. Repetindo o
procedimento de elevar ao quadrado, sempre vamos obter um elemento nao nulo, da
forma o’ (v, + o'z, v,e1). Concluimos assim que a envoltéria associativa A de R

nao é nil.

Para o caso em que char K = 0, o corpo K contém o corpo QQ dos racionais e, portanto,

contém o conjunto Z dos inteiros. Dessa forma, temos
A = Algy (vo,v1) D Algy (v, v1),

onde Algy(vg,v1) é o subanel de End A gerado por vy e v; com coeficientes em Z.

Consideremos o homomorfismo sobrejetor
¢ . AIgZ(UQ, Ul) — A]gz(’Uo, Ul) X7, ]FQ &= AlgFg (Uo, ’Ul).

Uma vez que que Algg, (vo,v1) nao é nil, posto que charF, = 2, o mesmo acontece

para a algebra Alg, (v, v1). Portanto, A = Algy(vo, v1) D Alg,(vg,v1) ndo é nil. O

O teorema abaixo nos dd uma propriedade andloga a periodicidade dos grupos de
Grigorchuk e Gupta-Sidki.
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Teorema 4.32 Seja R = Lie(vg,v1) = Rg ® Ry. Para todo a € Ry, m € {0,1}, o

operador ad(a) é nilpotente.

Demonstracao: Suponhamos primeiramente que a € Rj. Nesse caso, temos
(ad(a))? = ad(a?) e a nilpoténcia de ad(a) pode ser provada a partir da nilpoténcia de
ad(a?), onde a* = 3 [a,a] € Ry se char K # 2 ¢, se char K = 2, também temos a® € Ry
devido a aplicacao quadratica prevista nos axiomas de uma superalgebra de Lie. Logo,
podemos reduzir a demonstracao deste resultado para o caso em que a € Rg. Observe
que todo monomio standard par contém pelo menos uma variavel de Grassmann, uma

vez que os elementos pivo v, sao todos impares.

Provaremos uma afirmagao mais geral. Fixado um nimero N > 0, consideremos o
conjunto V' formado por todos os monémios quasi-standard de comprimento menor
ou igual a N que contém no minimo uma variavel de Grassmann. Afirmamos que a

algebra associativa Alg(V) C End A é nilpotente.

Seja w um produto nao nulo de M elementos w; € V. Decorre do Lema 4.23 que
wt(w) > M, posto que o peso de cada fator w; satisfaz wt(w;) > 1. Faremos algumas
modificagoes no produto. Vamos mover para a esquerda e ordenar as varidveis de
Grassmann, sem alterar a ordem das cabecas. Observe que uma variavel de Grassmann
x; pode desaparecer ao ser comutada com uma cabega apropriada v, com k < j.

Vejamos os seguintes exemplos:

ToUs * TzV7 = —T2Ts5 " UsU7 + To - Ur;
T3y - Tal7 = —X3Ts - V4UT; (4.20)
XoVU3 - TyU7 = —Tolsy - V3VUy + ToX3Ty - Uy.

Sendo assim, o produto pode ser escrito como uma combinacao linear de monomios da
forma

U= Tiy  Tipy Uk " Uy s 1y <N, k <N.

Seja n o numero de variaveis de Grassmann e seja m o numero de cabecas do produto
acima, respectivamente. Como z;, € {zo,...,2n_1} € 0 produto u é ndo nulo, o nimero
n de letras de Grassmann distintas acima nao excede N. Além disso, o nimero de
variaveis de Grassmann no produto original w é maior ou igual ao niimero de cabecas,

e essa propriedade é mantida por transformagoes como em (4.20). Entao m < n < N.
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Estimando o peso do monomio resultante u, obtemos

M < wt(w) = wt(u) <m-wt(oy) <m-2¥ <n-2YV <N .2V,

Assim, Alg(V)M =0, onde N; = N -2V + 1.

Consideremos agora um elemento par a € Ry qualquer. Sendo assim, a é combinacao
linear finita de monomios standard pares, os quais contém pelo menos uma letra de

Grassmann. Entao, a € V e, portanto, a’** = 0. Fazendo Ny = 2N; — 1, para qualquer

b € R temos
N N, N. Ny j 73 0.0
(ad(a))™(0) = [a™0] = (la—ra)™ ()= > | " | (=1)Lri(®)
i+j=Nz \
N. o
= Z ( .2 ) (—=1)?a’ba’ = 0.
i+j=Na t
Desse modo, concluimos que ad(a) é nil. O

Segue do teorema acima que todo elemento homogéneo na Z?-graduacao de R pelo

multigrau em relacao a {vg, v} é ad-nilpotente.

Corolario 4.33 Considere a Z*-graduacio R = @& R, ., apresentada no Lema
ni,n2>0

4.9. Sea € Ry, p,, n1,n2 > 0, € um elemento homogéneo dessa graduagao, entao ad(a)

é nil.

Demonstracao: Seja a € R,,,,, com ny,n9 > 0. Se ny + ny é par, entao a € Rg. Se
ny + ng é impar, temos a € Ry. Em qualquer caso, a é homogéneo da Zs-graduagao

R = Ry @ Ry. Pelo Teorema 4.32, concluimos que ad(a) é nil. O

Observe que esse resultado é valido para qualquer caracteristica, inclusive zero. A su-
peralgebra de Lie R construida no nosso trabalho é um exemplo de superdlgebra com
uma Z2-graduacao em que as dimensoes das componentes homogéneas sao equilimi-
tadas (Teorema 4.29) e os elementos homogéneos sao ad-nilpotentes (Corolario 4.33).
Com isso, obtemos um contra-exemplo para uma possivel extensao do Teorema de

Martinez-Zelmanov para superalgebras de Lie.

Teorema 4.34 Na decomposicao triangular A = A, & Ay ® A_, as subdlgebras A

e A_ sao localmente nilpotentes.
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Demonstragao: Segue dos argumentos utilizados no artigo [36].

4.9 Just infinitude da superalgebra de Lie R

No Teorema 4.5 e no Corolario 4.6, mostramos que a superédlgebra de Lie R = Lie(v, v1)
tem dimensao infinita, qualquer que seja a caracteristica do corpo K. Contudo, a
principio, se tomarmos quocientes dessa algebra por ideais bilaterais, podemos obter

algebras de dimensao finita.

Uma K-algebra A é dita just infinite dimensional, ou simplesmente just infinite, se
dimyx A = oo e cada ideal nao nulo de A tem codimensao finita. O teorema a seguir

mostra que a superalgebra de Lie R = Lie(vg, v;) tem essa propriedade.
Teorema 4.35 A superdlgebra de Lie R = Lie(vg,v1) € uma dlgebra just infinite.

Demonstragao: No Teorema 4.5, exibimos uma base de R composta por infinitos
monomios standard, mostrando que dimg R = oo. Consideremos agora J <R um ideal

bilateral nao nulo de R e seja 0 # w € J.

Nosso objetivo agora é encontrar um elemento v # 0 do ideal J<R tal que, escrito como
combinacao linear dos monémios standard com coeficientes nao nulos, ao menos um
desses monomios nao contenha letras de Grassmann. Uma vez que w € R, podemos
escrevée-lo como combinagao linear finita de monomios standard com coeficientes nao
nulos. Dentre esses monomios, destacamos os de maior peso, que sao no maximo dois,

digamos w; = ry_svy e/ou we = ry_sxyUN41 (Teorema 4.19). Assim, escrevemos
W =W+ ary_2UN + fry_2TNUN41,

onde pelo menos um dos coeficientes {a, 8} é ndao nulo e @ é uma combinagao linear

finita de mondémios standard com peso inferior a wt(ry_svy) = Wt(ry_2ZyUN11)-

Se a # 0, multiplicamos w a esquerda sucessivamente por cada elemento pivo v; tal
que x; compoe a cauda ry_s, eliminando todas as letras de Grassmann de ary_svy.

Obtemos entdo um elemento nao nulo

v=w+avy + fryvNni1 € J,



CAPITULO 4. A SUPERALGEBRA DE LIE R 68

onde w’ é combinagao linear de monoémios standard com peso inferior a wt(vy). O

termo avy (0 # o € K) ndo contém letras de Grassmann, como desejavamos.

Caso tenhamos o = 0, o coeficiente [ sera nao nulo. Multiplicando w a esquerda suces-
sivamente por cada elemento pivo v; tal que x; compoe a cauda ry_s, e posteriormente
por vy, eliminamos todas as letras de Grassmann de fry_sxyvuni1. Obtemos assim
um elemento nao nulo

v=uw"+ Buni1 € J,

onde w” é combinacao linear de monomios standard com peso inferior a wt(vy41). O

termo fuyyy (0 # 6 € K) nao contém letras de Grassmann, como desejdvamos.

Uma vez obtido o elemento 0 # v € J, seja m o maior comprimento dentre os monomios
standard que aparecem na combinacao linear, e seja I o conjunto dos indices i €
{0,...,m} para os quais essa combinacao contém um termo da forma \;v;, 0 # \; € K
(sem letras de Grassmann). Multiplicando v a direita pelo elemento xg - - - Zp U2,

anulamos todos os termos que contém alguma letra de Grassmann e obtemos

[, 20+ Ty Umia] = Z +NTo Ty TopUmya, A £ O. (4.21)

Observe que as varidveis de Grassmann comuns a todos os termos de (4.21) s@o exata-
mente as letras z; tais que i € I = {0,...,m} \ I. Multiplicando (4.21) & esquerda

sucessivamente por elementos pivo v; com ¢ € I em ordem crescente, eliminamos todas

essas variaveis de Grassmann comuns e, fazendo I = {iy,..., it} com i3 < ... < iy,
obtemos
k
E j:/\ijxil e ZL‘Z‘]. cr L5, Um4-2 € J, >\ij 7& 0. (422)
=1

Agora multiplicamos (4.22) a esquerda sucessivamente pelos elementos pivo

Viy, Vigs - - -, Vip_,» Tesultando num elemento do tipo
V' £ N U2 € J, (4.23)

onde v" é uma combinacgao linear (possivelmente nula) de monémios standard de com-
primento m+ 2 que contém pelo menos uma letra de Grassmann. Multiplicando (4.23)

POT Iq - - * Ty y2Umya, anulamos v’ e obtemos

[0 £ Niy U2, o * ** TingaUmra) = TN, To  ** Ty 1Uma- (4.24)
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Multiplicando (4.24) & esquerda sucessivamente por vy, ..., U1, eliminamos todas as

letras de Grassmann e concluimos que v,,+4 € J.

Observe que — [02,, 5, Um+a] = Upys também pertence ao ideal J. Usando o item (iv)

do Lema 4.1, uma simples indugao nos faz concluir que v,, € J para qualquer n > m-+4.

Vamos mostrar que todo monomio standard de comprimento n > m + 7 pertence a J.

Com efeito, se n > m + 7, temos
[Un—Qa To--- xn—i’)vn—l] = ixo ©rTp—2Up € J.

Podemos eliminar qualquer fator z; fazendo o produto comutador do elemento acima
com v;, 1 = 0,...,n — 2. Assim, J contém todos os monomios standard do primeiro

tipo de comprimento n > m + 7.

Agora vamos mostrar que os monomios standard do segundo tipo de comprimento
n > m + 7 também pertencem a J. Suponhamos primeiramente char K # 2. Se

n > m+ 7 é par, temos

1
5 [Uo, Un—2] =Zo" Tp—3Tp—1Vp € J.

Fazendo o produto comutador desse elemento com v;, ¢ = 0, ..., n—2, podemos eliminar

qualquer fator x; acima. No caso em que n é impar, temos
- [ZIZ’()'Un_4, Un—4, 'Un—?)] = ToUn—2 € J7

5 [V1, ToUp—2] = To "+ Tn—3Tp_1Un € J.

Podemos eliminar qualquer fator x; fazendo o produto comutador do elemento acima

com v;, 1 = 0,...,n —3. Dessa forma, concluimos que todos os monoémios standard do

segundo tipo de comprimento n > m + 7 pertencem ao ideal J.

No caso em que char K = 2, a operacao x — 22, onde = é impar, pertence aos axiomas

de superalgebra de Lie. Entao, v% = Tpi1Unso € J para todo n > m + 4.

Em qualquer caracteristica, provamos entao que J contém todos os monomios standard
de comprimento maior ou igual a m+7 pertencentes a base de R. Portanto, a dimensao
da algebra quociente R/J é finita e nao excede o numero de mondémios standard de

comprimento menor ou igual a m + 6. 0
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Capitulo 5

A algebra de Lie restrita R

Neste capitulo, estudaremos as élgebras de Lie do Exemplo 2. Seja K um corpo de
caracteristica p > 0. Consideremos a algebra de polinémios truncada A = K[z;|i >
0]/(«?). Dentre as derivagoes dessa dlgebra, destacamos os seguintes elementos:

1 1

— p—1_p—1 p—1_p—1 p—1_p—1 ;
Vi = O, + 27 @y (O + 00007 3 (Oapyy + 234 %5 (Onis +--0))), 120

A esses elementos v; € Der A damos o nome de elementos pivo. Eles podem ser escritos

na forma recursiva

_ p—1,_p—1 ;
V; = (9:,;1 + €; xi+1 Vi42, ] Z 0.

Definimos a &lgebra de Lie L = Lie(vg, v;) C Der A.

5.1 Relacoes principais

Para cada i > 0, definimos l,, € End A por [,,(p) = z; - p. Dessa forma, cada varidvel
x; pode ser vista como um endomorfismo da dlgebra A. Portanto, {z;,0,, | i > 0} C

End A. Valem as seguintes relacgoes:
Tilj = TjTy, axzarj = axjaxia arixj = mjaxm i 7é J;

z? =0, (8,)?=0, i>0.

Também ¢ valida a seguinte relacao nao trivial:
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Os elementos pivo v; agem sobre as variaveis x; da seguinte maneira:

(
O, k< n;
1, k=n;
Un(zk) =
0, k=n+20—-1, 1>0;
(a2 el T, k=n+2l, >0

Definimos as aplicagoes shift 7: A — A e 7: W(A) - W(A) por

7(2;) = xiy1, 7(0n,) = Oy, 1 20.

E facil ver que 7 é um endomorfismo de W (A). Recordamos que os comutadores aqui
sao normados a direita: [a,b,c] = [a,[b,c]]. Usamos também a notagao [(a)g,b] =
la,...,a,b], onde a aparece k vezes no produto de Lie. Obtemos no resultado a seguir

algumas relacoes basicas entre os elementos pivo.

Lema 5.1 Sao vdlidas as sequintes relacoes, para i > 0:

(1) [0, viga] = 2 7'l viga;
(ii) [vi,via0] =0;
(iii) [(vi)2, vipa] = =2l 22l Fvigs;
(iv) [(0i)p, vig1] = =22, Tvige;
(V) [(vis1)p—2, (Vi)ps Vit1] = —vipa.

Demonstracao: As igualdades

_ p—1,_p—1 p—1_p—1
[Uia 'Ui+1] = [3% + T, T Vig2, al’i+1 T X Tigg Ui+3}
_ p—1 p—1 _ p—2,_ p—1
= [%H ) a$i+1i| Ty Vipe = —(p— 1)xi+1xi Vi42

— pplop=2
= T TipVig2

provam a afirmagao (i). Além disso, temos

[vi, Vigo] = [On, + ﬁ_lxﬁﬁlvwm Viya] =0,
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o que prova a afirmagao (ii). Para a prova da afirmacao (iii), observemos que
[(vi)2, Vis1] = [, + 20 2l g2, a7 2l Tvia] = —al 22l P,
Uma simples indugao nos faz concluir que
(0 vira] = (1P (p = Dl Fvis = (=1)Pal Fvins = —al Toigs,
tornando vélida a afirmacao (iv). De forma semelhante, obtemos
[(Vit1)p—2, (Vi)ps Visa] = (=1)P " (p — D)iss = —vipa,

provando assim a afirmacao (v). O

O lema a seguir mostra como calcular o produto comutador entre dois elementos pivo
quaisquer, generalizando os itens (i) e (ii) do lema acima.

Lema 5.2 Para quaisquer inteiros i,k > 0, temos:

(i) se k € par, entdo [v;,viyx] = 0;

.s s . ~ . p—l p 1 p—1
(ii) se k € impar, entdo [v;, vigy) = o] Xy | -2y, 1$z+kvl+k+1'
Demonstragao: Se k é par, temos
_ p—1 P~ 1 p—1 p—1 _
[V3, Vigr] = [axz T @7 i Oy o T T T Vi, Ui+k] =0,

provando a afirmagao (i). Por outro lado, se k é impar, pelo item (i) do Lema 5.1 temos

_ p—1 o 1 p—1 p—1
[Uh Ui-l—k] — [axl + X; 1+1 az-‘,—? + -+ X; te xiJrk,QUH—k—la Ui+k]
_ .p-1  _p-1 p—1
= I “Tiyp—oTiyp— lxz+kv2+k+17
tornando vélida a afirmacao (ii). U

Na dlgebra associativa End A, podemos calcular as poténcias de grau p dos elementos

pivo v; como no lema abaixo:

Lema 5.3 Para todo v > 0, vale

_ p—1_
Uy = — T Vit
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Demonstracao: Na algebra de Lie End A7), a correspondéncia = — 2P define uma

p-aplicacao. Dessa forma, para =,y € End A, temos

—

-
(z+y)P =2+ 9"+ (ady)’ H(z) + > si(z,y),

%

||
N

onde os comutadores em s;(x,y) contém i letras x e p — i letras y. Segue entao que

= (Ol e vi)
= (&vl)pﬂL (f’fffl i+1vi+2) + (ad 0, )P~ ( T ' f+1vz+2) (5.1)

+ Z Sl( f—&—llv%a )

1 _p-1
Para 2 < i < p — 1, o termo s;(z! "2 1 V2,0,,) envolve comutadores em que o

elemento 2%~ 'a? v, aparece em grau maior ou igual a 2 e a derivacdo 9, aparece
em grau menor ou igual a p — 2. Isso implica que s;(z" " f+11v2,8 ) = 0 para todo
. _ 1 p-1 -1

ie{2,...,p—1}. Segue de (5.1) que v = (ad 9, )P~ (&l b [ vi40) = —ab V4. O

7,

As poténcias de grau p na algebra End A definem uma p-aplicagao na algebra de Lie
End™) A. Podemos, entdo, definir R = Lie,(vg, v1), a dlgebra de Lie restrita gerada

por vy e vy. Observe que L C R.
Consideremos as seguintes algebras de Lie restritas geradas por dois elementos: L; =

Lie,(v;, vi41), @ > 0. Em particular, temos Ly = R.

Corolario 5.4 Temos

(l) v, € R, 12>0;
(ii) 7 : R — L; € um isomorfismo para todo i > 0;
(iii) R tem dimensao infinita;

(iv) existe uma imersdo de autossimilaridade:

R = (0z) i A (K[wo]/(x5) @ T(R)) .
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5.2 Basesde L e R

Nosso objetivo agora é encontrar uma base para a dlgebra de Lie L = Lie(vg,v1). Para
simplificar a notagao, denotaremos por r, um monomio cauda:

rn:xg°~--x§”; €0y, 6n €{0,...,p—1}, n>0.

n

/ "

Quando necessario, denotaremos outros monomios cauda por 7/, 7., etc. De agora em

diante, os monomios vy, v1 € todos os monomios do tipo

Tn—2x§n71Un7 O S é-n—l S p— 27 n Z 2,

n—1
serao referidos como monomios standard do primeiro tipo. Ja os monomios da forma
p-l > 2
xn—lvn7 n - Y

serao designados como monomios standard do sequndo tipo.

Lema 5.5 Todos os monomios standard do primeiro tipo

{U07 Ul} U {Tn—Qxfnf_llvn | 0 S fn—l S p— 27 n Z 2}

n

pertencem a dlgebra de Lie L = Lie(vg, v1).

Demonstragao: Primeiramente, provaremos por inducgao sobre n que todo elemento
pivo v,, n > 0, pertence a L = Lie(vg, v1). Obviamente, os monémios vy e v pertencem
a L. Tomemos agora n > 2 e suponhamos que v; € L para todo 0 <7 <n — 1. Entao,

o item (v) do Lema 5.1 nos garante que

Up = — [(Un—l)p—27 (Un—2)p7vn—1] e L.

Provaremos agora que todo elemento da forma r,_jv,, com n > 2 pertence a L.

Suponhamos primeiramente que n seja par. Pelo Lema 5.2, temos

— bl p—1 _p—2
[Vo, V1] =z -+ ab 5P v, € L.

Multiplicando o elemento acima por elementos pivo v;, podemos eliminar alguns dos

fatores x;, onde 0 <7 <n —1.
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Vejamos agora o caso em que n > 2 é impar. Uma vez que n — 1 é par, ja sabemos que
~1
xf v,_1 pertence a L. Dessa forma, o Lema 5.2 nos garante que
-1 p—
n

p—1 _ P p—2
[vl,xo vn_l} =Ty T n_1Un € L.

1
oy,

Podemos eliminar alguns dos fatores x; multiplicando o elemento acima por elementos

pivo v;, onde 0 <7 < n — 1. O

Dado um monoémio v = r,_q1v,, o nimero inteiro n > 0 é denominado o comprimento
de v. Provaremos a seguir que os monomios apresentados no Lema 5.5 constituem uma

base para a algebra de Lie L = Lie(vg, v1).

Teorema 5.6 O conjunto dos monomios standard do primeiro tipo
{UOa Ul} U {Tn—inn_illvn | 0 S gn—l S p— 27 n 2 2}

constitui uma base para a dlgebra de Lie L = Lie(vg, vy).

Demonstracgao: Provamos no Lema 5.5 que todos os monomios standard do primeiro
tipo pertencem a L. Para mostrar que eles geram L como espago vetorial, é suficiente
provar que qualquer produto comutador entre dois desses monomios é combinacao
linear de mondmios standard do primeiro tipo. Os produtos que consideraremos a
seguir podem eventualmente resultar em elementos com alguns termos nulos, caso
algum fator x; apareca em grau maior ou igual a p. Por simplicidade, vamos supor que

cada fator z; aparece no maximo em grau p — 1.

1) Consideremos produtos entre monémios de mesmo comprimento n. Observe que
/ !
[Tn—1Un, Ty _10n] = 701 [Un,vn] =0 (5.2)

¢ uma combinacao linear de elementos de B.

2) Consideremos agora produtos entre monomios de comprimentos distintos n < m,

com n = m (mod 2). Nesse caso, temos

Up = axn + xﬁilzz:}l (axn+2 +ot xfni—l4xfni—13 (aﬂcm—Q + x£17—12xfni—llvm) o ) (53)
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Assim,
&o En—1 1o Nm—1 o Y0 Yn—1,Mn—1_n+1 Nm—1
T I A A
Yo . Yn—1 pfl p*l 77n+2_1 Mn+3 - NMm—1
427 Tp—1 Ly Tpy1lnia  Tpgs Lm—1Um
+ e
Yo . Tn—1 p—l . p—l "7m—2_1 Mm—1
+’I’]m_21’0 Lp—1 Tp Tin—3Tm—2  Lm—1 Um;
onde v; =& +n;, 1 € {0,...,n — 1}, é uma combinagao linear de monémios standard

do primeiro tipo, visto que 0 < 1,1 < p — 2.
3) Por fim, vamos considerar produtos entre monomios de comprimentos distintos
n<m,comn=m—1 (mod 2). Assim, temos

+ ottt o) ). (5.4)

m—

_ p—1,p—1 p—1 p-1
Up = aln + Ty, xn+1<azn+2 +oeet+ xm—Sxm—4(a’E

m—3

Supondo 7,,_1 # 0, o produto

o En—1 Mo Nm—1 o Yo Yn—1  Mn—1_7n+1 Nm—1
(27« 2 Uy T Xy U] = Mg’y AT X U
Y0 ., n=1,p—=1,Pp=1 Nnit2—=1_nni3  Nm-1
thnt2Zo Ty Ty Tp1Tpty Tpys * Tpyog Um
N0 L pntp=l Pl el
TNm—1T Lp—1 Tn Tin—2Tm—-1  Ums
onde v; = & +n;, i € {0,...,n — 1}, é uma combinagao linear de monémios standard

do primeiro tipo, posto que 0 < 1,1 < p — 2. No caso em que 7,,_1 = 0, o produto

[ - o, - o] =l a a T a  o
a2
_|_ e
T IR e e T
e

onde v; = & +m;, © € {0,...,n — 1}, também é uma combinagao linear de monoémios

standard do primeiro tipo, visto que 0 < 7, o < p — 2.

Uma vez que os mondmios standard do primeiro tipo sao linearmente indepen-

dentes [36], eles constituem uma base para a algebra de Lie L = Lie(vg, v1). 0]
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Encontrada uma base para L = Lie(vg, v1), nossa meta agora é obter uma base para a
algebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1), levando em consideragao as poténcias de grau

p dos elementos pivo apresentadas no Lema 5.3.

Corolario 5.7 Os monomios standard do primeiro tipo
{v0, 01} U {rn a2 vn [ 0< 6y <p—2, n > 2}
e 0s monomios standard do sequndo tipo
{an "o, | n > 2}

formam uma base para a dlgebra de Lie restrita R = Lie,(vo, v1).

Demonstragao: Vimos no Teorema 5.6 que os monomios standard do primeiro
tipo constituem uma base B para a subalgebra de Der A gerada por wvg, v,
considerando apenas o colchete comutador [, ]|. Para obter a dalgebra de Lie
restrita R = Liey(vg,v1) = Liey(L), é suficiente adicionar todas as poténcias
{wlP"l | w € B,n > 1}. Essas poténcias sdo triviais, a menos que sejam poténcias
de grau p de elementos pivo. Do Lema 5.3, concluimos que o conjunto de mondémios
BU{z?~ v, | n > 2} é uma base da élgebra de Lie restrita R = Lie, (g, v1). O

5.3 Funcoes peso

A fim de obtermos o crescimento da algebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1) e de sua
envoltdria associativa A = Alg(R) C End A, recorreremos ao uso de uma fungao peso

wt. Suponhamos que os pesos das derivacoes 0,, e das varidveis z; satisfazem

wt(0y,) = —wt(z;)) =a; € C, 1 >0.
Queremos que todos os termos na relacao de recorréncia
=0 p—1 p—1 >0
UV = Oy, + X5 Ty Vig2, 12

tenham o mesmo peso e que, além disso, a funcao peso seja aditiva em monomios nas
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letras {x;, 0y, v; | i > 0}. Dessa forma, para cada i > 0 temos

wt(v;) = wt(0p,) =, ;= —(p— 1)y — (p— Dy + @igo.

Obtemos a relagao de recorréncia

10 = POy + (p — 1)C¥i+1, 1 Z 0. (55)

Na forma matricial,

i i . 0 1
i) g “ , 1>0; onde A= . (5.6)
(7AR)) Q1 p p—1

Os autovalores da matriz A (raizes do polinomio caracteristico de (5.5)) sd@o A\; = p e
A2 = —1. Entdo, as sequéncias o”) = pi (i > 0) e o/ = (=1)' (i > 0) formam uma
base para o espago de solugoes da relagao de recorréncia (5.5). Dessa forma, podemos

introduzir duas fung¢oes peso como segue.

Lema 5.8 Temos as sequintes fungoes peso:

(i) wt(0y,) = wt(v,) =p", n >0 (a fungdo peso);
(ii) swt(0,,) = swt(v,) = (=1)", n >0 (a fun¢ao superpeso);

(i) Wt(v,) = (wt(v,),swt(v,)) = (p™, (=1)"), n >0 (a fungdo vetor peso).

Demonstragao: Segue dos comentdrios feitos acima. 0

De agora em diante, chamaremos simplesmente de monomios quaisquer monomios nas

letras {z;, 0,,,v; | © > 0}, pertencentes a dlgebra associativa End A.

Lema 5.9 As funcgoes peso estao bem definidas em todos os monomios. Além disso,
sao aditivas em produtos de monomios, i.e., se a € b sao dois monomios desse tipo,

entao

Wt(a - b) = Wt(a) + Wt(b).

Demonstragao: Segue da forma como construimos as fungoes peso. 0



CAPITULO 5. A ALGEBRA DE LIE RESTRITA R 79

5.4 Z’-graduacao de R; coordenadas peso e multi-

grau

Lema 5.10 As dlgebras R = Lie,(vo,v1) e A = Alg(R) sdo Z*—graduadas pelo multi-

grau em rela¢ao a {vo,vq}:

R= & Ryn, A= & A,

ni,n2>0 ni,n2>0

Demonstracao: Os vetores peso Wt(vg) = (1,1) e Wt(v1) = (p, —1) dados no Lema

5.8 sao linearmente independentes. Obtemos, entao, um reticulado peso:

I = ZWt(v) ® ZWt(v;) C R%

Para ny,ny > 0, seja A,,n, C A o subespago gerado por todos os monomios de graus
n1 e ny em relagao aos geradores vy e vy, respectivamente. Pelo Lema 5.9, para todo

v € Ay n,, temos

Wt(v) = ny Wt(vg) + no Wt(v1) = (ng + png, ny — na). (5.7)

Como os vetores Wt(vy) e Wt(v;) sdo linearmente independentes, concluimos que ele-

mentos pertencentes a componentes A,, ,, distintas sao linearmente independentes.

A prova para a élgebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1) é analoga. O

Observe que se v € A, ,,, entdo swt(v) = nyswt(vg) + neswt(vy) = ny —ng = 0
se, e somente se, n; = ny. A diagonal da Z?-graduacao de A é definida como sendo
a soma direta das componentes homogéneas cujos elementos tém superpeso nulo, ou
seja, a subdlgebra @ A,,. Analogamente, a diagonal da Z2-graduacao de R é dada

n>0

pela soma direta & R,,,.
n>0

Corolario 5.11 Valem as sequintes afirmagaoes:

(i) As dlgebras R e A possuem decomposi¢ao triangular em somas diretas de trés
subdlgebras:
R=R,®oRy®dR., A=A, A BdA_,
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onde as componentes sao geradas por monomios de superpeso positivo, zero e

negativo, respectivamente;
(ii) As componentes nulas Ry e Ay coincidem com as diagonais correspondentes Ry =

S¥) I{nn EZfXO = & [Xnn-

n>0 n>0

Demonstragao: Segue da aditividade da fungao superpeso. O

Dado um monomio nao nulo v € A, ,,,, n1,n2 > 0, definimos o vetor multigrau
Gr(v) = (n1,ny) € Z* C R2

Podemos identificd-lo no plano R? com coordenadas standard (X;,X5), as quais

chamamos de coordenadas multigrau, fazendo Gr(v) = (ny,ng) = (X, Xa).

Seja (X1, X3) € R? um ponto qualquer do plano. Introduzimos também as coordenadas

peso (Zy, Z) no plano R? da seguinte maneira:

Zy = X1 + pXo; X1 =(Z1+pZs)/(p+1);
Zy = X — Xo; Xo=(Z1—Z)/(p+1).

(5.8)

Lema 5.12 Seja v € A um monémio, Gr(v) = (X1, X2) o seu multigrau, e (Z1, Z)
as suas coordenadas peso. Entao, (Zy, Zy) = Wt(v) = (wt(v), swt(v)).

Demonstragao: Através de (5.7), colocamos o peso e o superpeso em fungao do multi-

grau, o que nos da

wt(v) =ny +pne = Xy +pXo =21, swt(v) =n; —ny = X; — Xo = 2.

Lema 5.13 Sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:

(i) O multigrau de um elemento pivé v, € dado por

1
Gr(vn) = =7 (" +p(=1)"p" = (=1, n20;

(ii) Os elementos pivd v, pertencem d uniao de duas retas no plano: X1 — Xo =1 e
X — Xo=—-1.
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Demonstracao: A afirmacao (i) segue do fato de que Wt(v,) = (p", (—1)") e das
relagoes entre as coordenadas (5.8). Para a verificacao do item (ii), observemos que
para um elemento pivo v, temos X; — Xy = Z5 = swt(v,,) = (—1)". Assim, se n é par,
v, pertence a reta X; — X, = 1. Por outro lado, se n é impar, v,, esta localizado na
reta X; — Xy = —1. O

Pela expressao obtida no Lema 5.13 para o multigrau de um elemento pivo, podemos

estabelecer uma relagao entre os multigraus de v, e 7(v,,) = vp41. Se Gr(v,) = (n1, na),

temos
Gr(vp,e1) = ]ﬁ (p"! + p(=1)" L, pr L — (1))
= D) D - D~ (1))

= (pn2,n1+ (p— 1)na) .

Podemos generalizar essa relagao para um elemento v € A,,,, € sua imagem pelo

endomorfismo 7:

Lema 5.14 Seja0 # v € A, p,, n1,n2 > 0, e seja 7(v) sua imagem pelo endomorfismo

7. Se Gr(1(v)) = (m1, ma), entdo

ma _ pna _ 4T n1
M ni+ (p— 1)ng ny )
0 1 ) , . . L
onde A = ( ) ¢ a matriz definida na relagdo de recorréncia (5.6).

p p—1

Demonstracao: Uma vez que v € A,,,,, 0 elemento v é uma combinagao linear de

produtos de n; fatores de vy e ny fatores de v;. Entao vale a igualdade
Gr(v) = ny Gr(vg) + na Gr(vy).

Como 7 é um endomorfismo, 7(v) é uma combinagao linear de produtos de n; fatores
de 7(vg) e ng fatores de 7(vq1). Sabendo que 7T(vg) = v e 7(v1) = vg, concluimos pela

aditividade da fungao multigrau que
Gr(7(v)) = n1 Gr(v1) + ne Gr(va) = n1(0,1) + na(p,p — 1) = (pne,n1 + (p — 1)na).

O
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5.5 Estimativas para os pesos

O lema a seguir nos da estimativas para os pesos dos monomios standard do primeiro

tipo.

Lema 5.15 Se w = x§° . i" L vn € um mondmio standard do primeiro tipo de com-
primento n > 1, entao
P 1 < wi(w) < p™.

Demonstragao: Recordemo-nos de que wt(v;) = —wt(z;) = p' para todo i > 0.
Visto que & € {0,...,p— 1} para todoi € {0,...,n—2} e &,_1 € {0,...,p— 2}, pela
aditividade da funcao peso temos

o> wt(@ 2t >

n—1 =

= ((p—=D(A+p+-+p" )+ (p—2)p" ")
pr=(" =1+ (p—-2)p"")
pr=((p—1p* ' =1)

P AL

No lema abaixo, computamos os pesos dos monomios standard do segundo tipo.

Lema 5.16 Se w = 27" v, ¢ um monémio standard do sequndo tipo de comprimento

n > 2, entio wt(w) = p" 1.

Demonstragao: Basta observarmos que

Wt(xﬁ:llvn) = wt(v,) — (p— D) wt(zp1) =p" — (p - 1)pn_1 =D

0

No préximo lema, obtemos estimativas para os superpesos dos monomios standard do

primeiro tipo.

Lema 5.17 Se w = :Ugo x 5" " v, € um mondomio standard do primeiro tipo de com-

primento n > 1, entao

n+1
2

(p—1) < swi(w) < (- 1).
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Demonstragao: Suponhamos que o comprimento n de w seja par e facamos n = 2k.

Levando em conta que & € {0,...,p — 1} para todo i € {0,...,n —2} e &, €

{0,...,p — 2}, e considerando os superpesos
swt(xg) = swt(za) = -+ - = swt(zop_2) = —1,
swt(x1) = swt(z3) = -+ - = swt(zop_1) = 1,
swt(v,) = 1,

obtemos as seguintes desigualdades:

—g(p—l)-l—l:—k(p—l)—i—l§swt(w)S(k—l)(P—1)+p—2+1=g(p—1).

Vejamos agora o caso em que o comprimento n de w é impar, com n = 2k 4+ 1. Uma

vez que swt(vggi1) = —1, temos
n+1 n—1
=) =—klp-1)-(p-2)-1<swt(w) <k(p-1)-1=——(p-1) -1
Em ambos os casos, valem as desigualdades
n+1 n
- (p—1) <swi(w) < S(p—1).
2 2
O

No lema a seguir, calcularemos os superpesos dos monomios standard do segundo tipo.

Lema 5.18 Se w = 2”_ v, é um monémio standard do sequndo tipo de comprimento
n > 2, entao swt(w) = (—1)"p.

Demonstragao: Basta observarmos que swt(z,_1) = swt(v,) = (—1)". O

Agora podemos obter estimativas mais gerais para os pesos e superpesos dos monomios

standard.

Lema 5.19 Seja w um monomio standard de comprimento n > 0. Entdo

1
Pl < wi(w) <pt, 2

p < swt(w) < gp—i- 1.
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Demonstracao: Se n > 1, as cotas para wt(w) decorrem diretamente do Lema 5.15
e do Lema 5.16. Em relacao ao superpeso, se w é do primeiro tipo, pelo Lema 5.17

temos

1 1
L st - < swilw) < Sp-1) < S+ 1,

Por outro lado, se w é do segundo tipo, segue do Lema 5.18 que

n+1 n
——5 P S —pSswi(w) <p< op+l.
No caso especifico em que n = 0, temos wt(w) = 1 = p" e swt(w) = 1 = ﬁp +1. 0O

2

As estimativas encontradas no Lema 5.19 nos dao informagoes referentes a repre-
sentacao geométrica dos mondmios standard no plano R? em termos das coordenadas

peso (Z1, Zs), como mostra o teorema a seguir.

Teorema 5.20 O conjunto dos pontos do plano associados aos monomios standard

¢ limitado por duas curvas logaritmicas em termos das coordenadas peso Wt(w) =
(Zl,ZQ).'
_p

2(long1—|—2) < 7y, < p

< 2(long1 +1)+ 1.

Demonstragao: Seja w um monodmio standard de comprimento n > 0. Pelo Lema
5.19, vale a desigualdade p"~! < Z;, de onde obtemos n < logp Z1 + 1. Pelo mesmo
lema, conseguimos cotas para Zs = swt(w):

1
~L(1og, 2 +2) < -

%

pgzgggp—i—nglongl—{—l)—i-l.

5.6 Crescimento de R e A

A fim de obtermos o crescimento da dlgebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1), provaremos

o seguinte lema:

Lema 5.21 Seja m > 1 um inteiro. Valem as sequintes afirmacoes:

(i) Existe um monémio standard do primeiro tipo com peso igual a m se, e somente

se, m =1 oum > p. Neste caso, wy € unico;
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(ii) FEziste um monémio standard do sequndo tipo wy tal que wt(wg) = m se, e

somente se, m = p* com k > 1. Neste caso, wsy € tinico;

- 1
(iii) Se m = p* com k > 1, entdo wy; = vy, € wg = 2} Vg = —Up -

Demonstragao: Para os pesos m = 1 e m = p, temos os monémios do primeiro tipo
vg e vy, respectivamente. Como consequéncia do Lema 5.15, temos o fato de que os
monomios standard de comprimento n > 2 tém peso maior ou igual a p + 1. Fixemos
agora um inteiro n > 2. Pelo Lema 5.15, um monomio standard do primeiro tipo de
comprimento n tem peso wt(z - - -xf[ffvn) € {p" ' +1,...,p"}. Reciprocamente,
para cada m € {p" ' +1,...,p"} existe um tinico monémio standard do primeiro tipo
w; tal que wt(w;) = m. Com efeito, o inteiro ¢ = p"—m € {0,1,...,p"—p" ' —1} pode
ser escrito de maneira tinica na forma ¢ = & - p* + & - pt + -+ &uo PV 2+ &y P

com0<&,...,6 2<p—1e0<¢&, 1 <p—2. Dessa forma, wlzxgo-nxff:f

Uy, €0
tnico monomio standard do primeiro tipo que satisfaz wt(w;) = p™ —c = m. Portanto,
para todo m > p + 1 existe um tnico monoémio standard do primeiro tipo com peso
igual a m. Isso conclui a prova de (i). O item (ii) segue diretamente do Lema 5.16 e a

prova de (iii) é imediata. O

Agora podemos computar o crescimento da dlgebra de Lie restrita R = Lie, (v, v1) €

encontrar sua dimensao de Gelfand-Kirillov.

Teorema 5.22 Valem as sequintes afirmacaoes:

(i) Considerando a fungdo peso wt, obtemos a sequinte funcdo de crescimento para
R:

Ar(m) =m+ [logpm] —p+2, m>p.

(ii) GKdimR = GKdimR = 1.
Demonstracao: Consideremos m > p. Pelo item (i) do Lema 5.21, o nimero de
monomios standard do primeiro tipo com peso menor ou igual am é m —p+ 2. O

item (ii) do mesmo lema mostra que o nimero de monoémios standard do segundo tipo

com peso igual ou inferior a m é [logp m]. Logo,

Ar(m) =m+ [logpm} —p+2, m>p.
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Portanto, GKdim R = GKdim R = lim M

=1. U
m—oo  Inm

Encontrada a dimensao de Gelfand-Kirillov da dlgebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1),

nosso objetivo agora ¢ determinar o crescimento de sua envoltéria associativa

A = Alg(R). Para nosso auxilio, consideraremos a seguir uma &lgebra de Lie um

pouco maior R O R e sua envoltéria associativa A = Alg(R) D A.

Um monomio quasi-standard de comprimento n > 0 é um monomio da forma

60 577.—2 En—l
Ty = Ty 9Ty Un,

onde &,-2,&,-1 € {0,....,p—1} e &0+ &1 < 2(p— 1) — 1. Isso significa que um
tal monomio nao pode conter as letras z, _o,7,_1 em grau p — 1 simultaneamente.

Observe que todos os monomios standard sao, em particular, monomios quasi-standard.

Definimos R como sendo o subespaco de End A gerado por todos os monomios quasi-

standard. Claramente, R O R.

Lema 5.23 A dlgebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1) estd contida em outra dlgebra

de Lie R C End A cuja base consiste de todos os mondmios quasi-standard.

Demonstragao: De forma andloga a prova do Teorema 5.6, concluimos que todo pro-
duto comutador de monémios quasi-standard é uma combinacao linear de mondémios
quasi-standard. Isso prova que o espaco vetorial R definido acima é, na verdade, uma

algebra de Lie com o produto comutador [, ]. O

No teorema abaixo, consideramos uma algebra associativa gerada por monomios quasi-

standard.

Teorema 5.24 Sejo A = Alg(R) C End A. Entdo

(i) uma base de A ¢ dada por todos os monémios da forma

50 571—2 fn—l Qp, Qn—1, On—2 aQ
Lo " Ty oLy 1 Uy Uy 1 Upg "~ Vg, n =0,
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onde 0 < &,a; < p—1 para todo i € {0,...,n}, a, > 1 e, no caso especifico em

que a, = 1 e oy, = 0, adiciona-se a condigdo &,—o+ &1 <2(p—1) — 1;
(i) A D A = Alg(R);

(iii) mondmios com &,—1 < p — 2 sao linearmente independentes e pertencem a A.

XA s A s _ §n72 577.71 AUn—1_ OQnp—2 [e7s)
Demonstragao: Considere um monémio w = r, 32" 5z, " v,v0 1 on "5 - vg°, com

&,a; € {0,1,...,p— 1}, a,, > 1, satisfazendo a condi¢ao &, 2 + &1 <2(p—1) —1
caso se tenha a,, =1 e a,,_1 = 0. Observe que a parte inicial de w ¢ um mondémio da
forma rn,gxii’QQxinllvn com ¢ € {0,1,...,p—1}. Caso & 2+ &1 <2(p—1) — 1,
tal parte pertence a R, uma vez que se trata de um monémio quasi-standard. Como
v; € R C Rparatodoi € {0,...,n}, wéum produto de elementos de R. Logo, w € A.

Por outro lado, se tivermos &, 2 = §,-1 = p — 1, devemos ter obrigatoriamente o, > 2

~ - ~2 p-1
ou a1 > 1. Temos, entdo, duas possibilidades: w = (r,_szb 522" v,) - (,_2v,) -

an—2 ,,0n—1 (e %) _ p—2 p—1 oy —1 ap—1—1
von =2y, "t (caso a, > 2) ou w = (rp_sah _Sab u,)vir T (2 ovnq) 0"
vyt ug? (caso a1 > 1). Em ambos os casos, w é um produto de elementos de

R e, portanto, pertence a A. A independéncia linear segue dos mesmos argumentos

utilizados em [36].

Estamos trabalhando com produtos de monomios quasi-standard. Podemos reordena-
los através de argumentos como em PBW | onde é fixada uma ordem total, obedecendo
ao comprimento n desses monomios. Nesse processo, produtos entre p monomios de

mesmo comprimento desaparecem, uma vez que

(i wn) - (PP 0,) - (PP 0) = g0 = =1 2P .

Obtemos, entao, produtos de elementos quasi-standard (no méximo p — 1 para cada
comprimento fixado), escritos em ordem decrescente de comprimento. Obtemos, por

exemplo, um produto

[(ra0a) - (5 0] 1 50a1) - (1 vn)] - [ on) -+ (Do) - o - v,
(5.9)
onde ha pelo menos um monomio quasi-standard de comprimento n, enquanto os de-

mais, de comprimentos n — 1,...,0, podem ou nao aparecer.

Podemos mover todas as letras z; em (5.9) para a esquerda. De fato, seja z; uma
variavel z; num monomio quasi-standard 7;_1v; (i < 7). Os mondémios quasi-standard

que o antecedem em (5.9) tém comprimentos maiores que j e, portanto, maiores que
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i. Logo, x; comuta com as cabegas v correspondentes (k > 7). No caso em que o
produto (5.9) envolve apenas um monoémio quasi-standard r,_jv,, de comprimento n e
nenhum monoémio de comprimento n — 1, pelo menos uma das variaveis {x, o, 1}
deve aparecer em grau no maximo p — 2, visto que nao ¢ possivel obter alguma dessas
variaveis através de produtos com monomios de comprimentos menores ou iguais a
n — 2. Dessa forma, obtemos a condi¢ao &, o +&,-1 < 2(p—1) —1sea, = 1e
an—1 = 0. Ja no caso em que o produto (5.9) envolve pelo menos dois monémios de
comprimento n, as variaveis {x,_s, z,_1 } podem aparecer em grau até p— 1. O mesmo
acontece para o caso em que pelo menos um monomio de comprimento n — 1 aparece

m (5.9). Provamos, portanto, a primeira afirmacao.

A segunda afirmacéo é trivial, uma vez que A = Alg(R), A = Alg(R) e R D R. A
terceira afirmacao decorre do fato de que rn,gxfb"_’fvn,vn,vn,l, ...,v9 € R C A para
0<&1<p—2. O

Decorre das estimativas obtidas no Lema 5.19 que o peso de um monoémio standard
é sempre um inteiro positivo. Podemos generalizar essa afirmacao para monoémios

quasi-standard.
Lema 5.25 Seja w um mondmio quasi-standard. Entao wt(w) > 1.

Demonstragao: Se w tem comprimento 0 ou 1, a verificacdo é imediata, visto que

wt(vg) = 1 e wt(zv,) > p— (p — 1) = 1. Fixemos entio um comprimento n > 2.
—1_p-1 1 < :

Observe que o monémio u = 28 '#?~ .. 22" 2" lu, (que ndo é quasi-standard) tem

peso
wt(u) =p" — (p— 1)+ +p ) =p"—(p" —1) =1

Assim, se w é um monomio quasi-standard de comprimento n > 2, pelo menos uma das
variaveis {x,_o, ,_1 } deve aparecer em grau menor ou igual a p — 2. Caso w contenha
no maximo p — 2 letras x,_», seu peso satisfard wt(w) > 1+ p"~2 > 1. Por outro lado,

caso w contenha no maximo p — 2 letras x,,_;, teremos wt(w) > 1+ p"~! > 1. [l

O préximo lema nos da estimativas para pesos e superpesos de monomios da base de
A obtida no Teorema 5.24.

. fe% ~ .
Lema 5.26 Seja w = 5 - - 25 225 om0 52 - 080 wum mondmio pertencente

a A, comn >0, nas mesmas condicoes do Teorema 5.24. O peso e o superpeso de w
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satisfazem as desiqualdades

P < wi(w) <p"th [swi(w)] < (n+1)(p— 1)

Demonstragao: Para n < 1, essas estimativas podem ser facilmente verificadas.
Tomemos entao n > 2. Provaremos primeiramente as desigualdades referentes a funcao

peso. Se a,, = 1 e a,,_1 > 0, a parte inicial de w é um monomio quasi-standard

w=af 2225 v, cujo peso satisfaz 1+ p"2 < wt(u) < p”, conforme a demons-

tragao do Lema 5.25. Assim, o peso de w = u - v, 5% - - v5° satisfaz
P LSwi(w) <pT+ (p- D@4+ p+ ) =p 4" - L
Se a,, > 2, temos
Pl =2p"—(p—1)(14+p+---+p" ) <wt(w) < (p—D)(p"+---+p+1) =p"T —1.
Por fim, se a,,_1 > 1, temos

anrl—l.

PV = p " = (p— 1) (14p+ - 4" ) < wi(w) < (p—1)(p"+- - +p+1)

Em qualquer caso, valem as desigualdades p" 2 < wt(w) < p™**.

Agora, a fim de limitarmos os superpesos, vamos supor primeiramente que n seja par,

com n = 2k. Uma vez que
—k(p—1) <swi(ag’ a5 )) < k(p— 1),

L—k(p—1) < swt(vgivy"y' - 05°) < (k+1)(p— 1),

temos —2k(p — 1) + 1 <swt(w) < (2k + 1)(p — 1), ou seja,
—n(p—1) <swt(w) < (n+1)(p—1).
No caso em que n é impar, com n = 2k + 1, temos
—(k+ 1)(p—1) < swh(a - 2§) < k(p— 1),

—(k+1)(p—1) < swhvgefi'v5 - 05°) < =1+ (k+1)(p—1)
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e, portanto, —(2k + 2)(p — 1) < swt(w) < (2k +1)(p — 1) — 1. Logo,
—(n+1)(p—1) <swt(w) <n(p—1)—1.

Em ambos os casos, vale a limitagao |swt(w)| < (n+1)(p — 1). O

Com as estimativas encontradas no Lema 5.26, obtemos informacoes a respeito da
representacao geométrica dos monomios de A = Alg(R) no plano R? em termos das

coordenadas peso (21, Zs).

Teorema 5.27 O conjunto dos pontos do plano associados aos monomios de A =

Alg(R) € limitado por duas curvas logaritmicas em termos das coordenadas peso
Wt(lU) = (Zl, Zg)
‘ZQ‘ < 1Og2 Zy + 2.

0 En—2 &n-1_ .y, On-1 On_2 o P
cept s oty T e o - - 05 um mondmio perten-

Demonstracao: Seja w = x oy T Uy

cente a A = Alg(R) C A. Pelo Lema 5.26, valem as desigualdades
pn_Q < Z e |ZQ| < (n+1)(p—1),

de onde concluimos que |Z5| < (log, Z1 +3)(p — 1). O

Com as limitacoes encontradas no Lema 5.26, podemos estimar o crescimento da

algebra A = Alg(R) e calcular sua dimensao de Gelfand-Kirillov.

Teorema 5.28 Seja A = Alg(vg,v1). Valem as sequintes afirmagoes:

(i) Ewxistem constantes c1,cy > 0 tais que cym? < Ya(m) < com?;
(ii) Ewistem constantes cz,cq > 0 tais que cym? < ya(m) < cam?;

(iii) GKdim A = GKdim A = 2.

Demonstragao: Fixemos um niimero natural m > p e fagamos n = [log,m| — 1 >
. A s _ - Qp—1_ Qp— A
0. Consideremos monémios w = x5 - - 25 25 o2n 19252 - 080 € A como no

Teorema 5.24, com &,_1 < p — 2. Esses monomios pertencem a A e, pelo Lema 5.26,
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temos wt(w) < p"™ < m. O nimero desses mondmios constitui, portanto, uma cota

inferior para 7 (m). Temos entao

Fa(m) i pp=1)-(p=1)pt=p" - (p— 1) (5.10)

_ _ 2_
an 1 Z p210gpm 5 :plogpm 5 _ I%m2_

Fixemos novamente um nimero natural m e fagamos n = [log, m| + 2 > 2. Considere
agora um mondmio qualquer w = z¥ - - -xi"_’;x?__ vy 03?1t - ug® pertencente & base
de A determinada no Teorema 5.24. Se j > n, entdo wt(w) > p'~' > p"~! > m. Para
que tenhamos wt(w) < m, é necessario que se tenha j < n. Entao, o nimero desses

monomios w com j < n nos dd uma cota superior para ya (m).

Nessas condigoes, para j = 0, temos apenas o monomio w = vy. Para j = 1, temos
p*(p—1) mondmios possiveis, pois w € A é da forma w = a:g%?lng, onde 0 < &, ap <
p—1lel < a; <p—1. Suponhamos entao 7 > 2. O ntimero desses monémios com
aj=lea1=06p(p—1)0"1—p2(p—1)Y0"1 = —p ) (p— 1), visto que
as letras {x;_o,x;_1} nado podem aparecer em grau p — 1 simultaneamente. Por outro
lado, o nimero desses mondmios w com a; > 2 é p!(p — 2)p’ = p* (p — 2) e o ntmero

desses mondmios w com «a;_; > 1¢é p/(p — 1)?p'~! = p¥~!(p — 1). Portanto,

Jam) < 1+p(p-D+> [0 P -1 +p5(p—2) +p¥ ' (p-1)]

7J=2
< 1+p2(p—1)+2 [p2j71+p2j+1+p2j]
j=2
n ) p2n72 -1
< 14p0p -+ W <1+ (p-1)+ 25—
j=2 p-l
2 6 4 2 pr? -1
< l+p(p—D+20p"—p" +p —1)']92—_1
< 1+p =P 20"+ ) 1) <pt+ (' + 1) P!
S p5 . p2n71 — p2n+4 S p2 log, m+4 _ p4 . mQ'

Dessas desigualdades e de (5.10), verifica-se as afirmagoes (i) e (iii). Para a prova de

(ii), basta considerarmos o mesmo argumento utilizado no Corolario 4.27. O
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5.7 As componentes homogéneas da Z’-graduacao

de R sao no maximo unidimensionais

Vimos na Secdo 5.4 que R possui uma Z>-graduacao pelo multigrau em relaciao a
{vo,v1}. Nesta se¢do, mostraremos que as componentes homogéneas dessa graduagao

sao uniformemente limitadas. Para isso, precisamos dos dois lemas a seguir.

Lema 5.29 Seja T o conjunto dos monomios standard de comprimento n > 2 e tipo
k€ {1,2}. Entao

T = {Lzo,...,ap '} r(T); Tiy =7(T7),
Demonstracgao: Segue imediatamente da estrutura dos monomios standard. 0J

Lema 5.30 Se u e v sao monomios standard distintos, ambos de comprimento menor

ou igual a 2, entao Gr(u) # Gr(v).

Demonstracao: Observe inicialmente que Gr(vy) = (1,0) e Gr(v;) = (0,1) s@o os
multigraus dos monoémios standard de comprimento 0 e 1, respectivamente. Denotando
por T} = {a50a8 vy | 0 < & < p—1, 0 < & < p—2} o conjunto dos mondmios standard
do primeiro tipo de comprimento 2 e fazendo X = {(X;,X5) |1 < X; <p, 1 < X, <

p — 1}, temos a seguinte correspondéncia biunivoca:

r  — X
x(é)oai?vz — (X1, X)) =(p—&,p—1-&).

Além disso, o inico monomio standard do segundo tipo de comprimento 2 tem multi-
grau Gr(zh'vy) = Gr(vy) +Cr(a? ") = (p,p—1) = (0,p—1) = (p,0) ¢ X. Isso conclui

a demonstracao. ([l

Como consequéncia do Lema 5.29 e do Lema 5.30, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.31 As componentes da Z*-graduacio de R = Lie,(vy, v1) obtida no Lema

5.10 sao no mdximo unidimensionais.

Demonstragao: Provaremos este resultado por contradi¢ao. Suponhamos que exis-

tam dois monomios standard distintos u, v com o mesmo multigrau Gr(u) = Gr(v) =
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(X1, X2) (e, consequentemente, com o mesmo vetor peso Wt(u) = Wt(v) = (73, Z3)).
Pelo Lema 5.30, os comprimentos de u e v nao podem ser menores ou iguais a 2
simultaneamente. Sem perda de generalidade, podemos considerar que u tem compri-
mento maior ou igual a 3. Assim, pelo Lema 5.19, temos wt(u) > p?. Uma vez que
wt(v) = wt(u), do Lema 5.19 inferimos também que o comprimento de v deve ser maior

ou igual a 2.

Afirmamos que o comprimento de v nao é igual a 2. Se o fosse, terfamos wt(v) =
wt(u) = p? e, consequentemente, v = vy € u = x5 ‘vz, Mas swt(vy) = 1 # —p =
swt(25 'vs). Isso contradiz a nossa hipétese de que u e v tém o mesmo multigrau
e, consequentemente, o mesmo vetor peso. Portanto, os comprimentos de u e v sao,
ambos, maiores ou iguais a 3. Podemos supor que o menor desses comprimentos é
minimal sob a condi¢do de termos u # v com o mesmo multigrau. Pelo Lema 5.29,

temos

U = ‘7"8[07—(@)7 V= ngT(ﬁ)a Qo, 50 S {Oa NNy 2 1};

onde 4, ¥ sao monomios standard cujos comprimentos sao inferiores, por uma unidade,
aos comprimentos de u e v, respectivamente. Sejam Gr(a) = (ni,ng) e Gr(v) =

(mq, my). Através do Lema 5.14, chegamos & seguinte relagao:

() () () () ()

0 1
onde A = . Temos entao
p p—1

ny — My o -1 [ @ — Bo

() e
l—p p ) o — Po
1 0 0

( (1= )0~ f) ) |
o — Bo

Como ag,fy € {0,...,p — 1}, temos |ag — fo| € {0,...,p — 1}. Uma vez que

=

=

ny, —m; = ;p(ao — Bp) é um numero inteiro, necessariamente temos |y — fo| = 0,
isto é, ag = [y. Portanto, (ni,ns) = (mq,ms), isto é, Gr(a) = Gr(v). Pela

minimalidade do exemplo, segue que « = ©. Uma vez que ay = fy, temos
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507_

u = xy°7(U) = x,°7(0) = v e chegamos numa contradi¢ao, o que prova o resultado. [J

Provaremos no resultado a seguir que R nao tem uma p-aplicagao nil.

Lema 5.32 Valem as sequintes afirmacoes:
(i) A p-aplicagio definida na dlgebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1) nao € nil.
(i1) A dlgebra A nao € nil.

Demonstragao: Paran > 0 e 0 # a € K, consideremos o elemento nao nulo v =

Vp + axP v, € R. Temos

v o= (v, + az? v, )P = 0P + (ad )P (P v, )
— 20 Vni2 — WUpy1

— 1 p—1
= —« Un+l+axn+1vn+2

1

, ~ -1 N

é um elemento nao nulo. Observe que v, 1 + —at 1VUn+2 tem uma forma semelhante a
o

de v. Assim, temos
2 1
o p—1 o —1 p—1
v = —aP (—a) (vn+2 + ozxn+2vn+3) =aPf (Un+2 + aa:n+2vn+3) ,

~1 L,
onde v, 1o + ozl 42Unt3 também ¢é nao nulo e tem forma semelhante a v. Efetuando
a p-aplicacao repetidas vezes sobre v, sempre vamos obter um elemento nao nulo, da

forma o (v, + a*'2? v, 1). Concluimos assim que R nao tem p-aplicagao nil. [

Teorema 5.33 Na decomposicao triangular A = Ay & Ay & A_, as subalgebras A

e A_ sao localmente nilpotentes.

Demonstragao: Segue dos argumentos utilizados no artigo [36].

5.8 Just infinitude da algebra de Lie restrita R

No Teorema 5.6, mostramos que a algebra de Lie restrita R = Lie,(vg, v1) tem dimensao
infinita. Contudo, ao tomarmos quocientes dessa algebra por ideais nao nulos, obtemos

algebras de dimensao finita. Provaremos esse fato no teorema a seguir.
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Teorema 5.34 A dlgebra de Lie restrita R = Lie,(vo, v1) € uma dlgebra just infinite.

Demonstragao: No Teorema 5.6, exibimos uma base de R composta por infinitos
monomios standard, mostrando que dimg R = oco. Consideremos agora J <R um ideal

bilateral nao nulo da algebra de Lie restrita R e seja 0 # w € J.

Nosso objetivo agora é encontrar um elemento v # 0 do ideal J <R tal que, escrito
como combinacao linear dos monomios standard com coeficientes nao nulos, ao menos
um desses monomios nao contenha letras x;. Uma vez que w € R, podemos escreve-
lo como combinacao linear finita de monomios standard com coeficientes nao nulos.
Dentre esses monomios standard, hd no maximo dois com peso maximal (Teorema
5.21). Assim, escrevemos

w =W+ aw; + Pws,, (5.11)

de forma que w seja combinacao linear finita de monomios standard de peso inferior a
wt(wy) = wt(ws), onde w; e wy sdo, respectivamente, monémios standard do primeiro
e do segundo tipo e, além disso, pelo menos um dos coeficientes {«, 5} é nao nulo.

Vamos analisar os dois casos possiveis.

1)Sea #0e B #0em (5.11), tem-se necessariamente wt(w;) = wt(ws) = p* para

’ —1 .
algum k > 1, de onde concluimos que w; = vy € wy = :ci Vky1 €, assim,
~ p—1
w =W+ av, + BT, Vi1

Nesse caso, uma vez que v, nao contém letras x;, podemos tomar v = w.

2) Se a« =0 ou # =0, temos

w =W + A\u,

onde u = 3:80 ‘- -:E%ijvN e A#0 (se a =0, fazemos A = f e u = wy; se f = 0, fazemos

A =aeu=wp). Multiplicando w & esquerda sucessivamente por cada elemento pivo
v; (0 <i< N —1)em grau &, eliminamos todas as letras z; de u. Obtemos entao um
novo elemento nao nulo

v=w+ \uy,

onde w' é combinagao linear de monomios standard com peso inferior a wt(vy) = p”.

Observe que o termo vy (0 # A € K) nao contém letras z;, como desejavamos.

O elemento 0 # v € J obtido é uma combinagcao linear de monémios standard. Conside-
remos m o maior comprimento dentre os monomios standard que aparecem nessa com-

binagao linear com coeficiente nao nulo, e seja I o conjunto dos indices i € {0,...,m}
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para os quais essa combinacao contém um termo da forma A\;v;, 0 # \; € K. Multipli-

p— 1

cando v a direita pelo elemento 25 - - 2210, . € R, anulamos todos os termos que

contém alguma letra x; e obtemos

p—1 1 p— p—2 p—1 -1
[v, 2 -2l o0 E g a2l . (5.12)

el

Observe que as varidveis z; que aparecem em grau p — 1 em todos os termos de (5.12)
sdo exatamente as letras x; tais que i € I = {0,...,m} \ I. Multiplicando (5.12) &
esquerda sucessivamente por elementos pivo v; com i € I em grau p— 1, e por elementos

pivo v; com i € I em grau p — 2, obtemos, fazendo I = {iy, ... ix} (i1 < ... <ig):

Z i Ty T, Umta € (5.13)

Agora multiplicamos (5.13) & esquerda sucessivamente pelos elementos pivo

Uiy, Vigs - - -, Vi, » Tesultando num elemento do tipo
v+ )\ikvm+2 € J, (514)

onde v" é uma combinacgao linear (possivelmente nula) de monémios standard de com-
primento m + 2 que contém pelo menos uma letra x;. Multiplicando (5.14) por

-1 -1
TG X Umea, anulamos v’ e obtemos

/ p—1 p—1 o p—1 p—1
[U + AiyUm2, g "'xm+2vm+4] = ATy $m+1$m+2vm+4 (5.15)

Multiplicando (5.15) a esquerda sucessivamente por v; em grau p—1 (0 <i<m-+1)e

depois por v, 12 em grau p—2, eliminamos todas as letras x; e concluimos que v,,, 14 € J.

Pelo item (v) do Lema 5.1, vy45 = — [(Um+4)p—2; (Vm+3)p, Um+a] também pertence ao
ideal J. Usando o item (v) do Lema 5.1, uma simples indugao nos faz concluir que

v, € J para qualquer n > m + 4.

Vamos mostrar que todo monomio standard de comprimento n > m + 7 pertence a J.

Com efeito, se n > m + 7, temos

p—1 p—1 _ .p1 p—1_p—2
(Vo @l - ab v ] = ab hab e, €
Fazendo o produto comutador desse elemento por elementos pivo v;, ¢ € {0,...,n—1},

podemos eliminar fatores x;. Portanto, J contém todos os monomios standard de
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comprimento n > m + 7 do primeiro tipo.

Uma vez que J é um ideal da algebra de Lie restrita R, J absorve as poténcias de grau
p de seus elementos. Logo, v = —xﬁ-:ll V1o para todo ¢ > m + 4. Dai concluimos que
todo monomio standard do segundo tipo de comprimento n > m + 6 pertence ao ideal

J.

Provamos entao que J contém todos os monomios standard de comprimento maior ou
igual a m + 7. Portanto, a dimensao da édlgebra quociente R/J é finita e ndo excede o

nimero de monomios standard de comprimento menor ou igual a m + 6. U
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