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RESUMO
UMA APLICACAO DOS METO~DOS DOS ELEMENTOS FINITOS E
DIFERENCASFINITASA INTERACAO FLUIDO-ESTRUTURA

Autor: Luis Carlos de Sousa Junior

Orientador: Lineu José Pedroso

Programa de Pés-graduacdo em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, agosto de 2006

Em muitos casos préticos de Engenharia, uma estrutura pode ter seu comportamento
dindmico aterado em funcdo da presenca de um fluido denso, e nesses casos, deve-se
investir em uma abordagem Fuido-Estrutura. Quando houver um regime de pequenos
deslocamentos, tanto para a estrutura como para o fluido, este se torna um problema

Acustico-Mecanico.

Este trabalho apresenta aguns resultados numéricos baseados na formulagdo em
Elementos Finitos (EF) “U-p” (deslocamento-presséo) (Zienkiewicz e Newton 1969). Essa
formulacéo foi adotada devido a sua ampla utilizagdo, ter mostrado bons resultados em

mais de trés décadas e pelo fato de ser a base de cddigos computacionais comerciais.

E também apresentara uma proposta de formulagéo numérica equivalente a anterior, porém
em Diferengas Finitas (DF). Esse modelo em DF considera estruturas laminares do tipo
viga. Em ambas as formulactes (EF e DF), o fluido € modelado por meio da equacdo da
onda e condic¢des de contorno diversas: interacéo fluido-estrutura, parede rigida, ondas de

gravidade de pequenas amplitudes e radiac&o.

S80 apresentados resultados de casos sintéticos, no qual foi possivel explorar as
potencialidades das formulagGes numéricas (acoplamento, condi¢cBes de contorno). Estes
problemas sdo analisados para o caso de vibracOes livres e forgadas. Para a integragdo no
tempo, foi utilizado o Método de Newmark, que se mostrou eficaz mesmo com as matrizes

acopladas (fluido+estrutura).

Parametros governantes fluido-estrutura sdo incorporados nas analises. S&o também

apresentados model os simplificados baseados no conceito de massa adicional.

Os modos naturais de perfil tipico de uma barragem gravidade de concreto foram
calculados. Simulagdes transientes foram feitas para entender a resposta dessa estrutura
tipica sob condigdes acopladas e desacopladas com o reservatorio, quando sujeita a um

movimento harmoénico do solo.

Vi



ABSTRACT
AN APLICATION OF THE METHODOSOF FINITE ELEMENTSAND FINITE
DIFFERENCESTO FLUID STRUTURE INTERACTION

Author: Luis Carlos de Sousa Junior

Supervisor: Lineu José Pedroso

Programa de Pés-graduacdo em Estruturas e Construcao Civil
Brasilia, August of 2006

In many Engineering practical cases, the structural dynamic behavior can be strongly
changed by the presence of a dense fluid, and in these cases, some effort on a fluid-
structure analysis must be done. Particularly when there are small displacements for fluid

and structure this becomes an acoustic-mechanic problem.

This work present some numerical results based on a finite element (FE) formulation “U-
p” (displacement — pressure) (Zienkiewicz and Newton 1969). This formulation was
adopted because of its well established used, its good results in more than three decades

and base for commercial programs.

Also, an equivalent numerical formulation is presented, but it's based in finite differences
method (FD). These FD model consider laminated structures like beams. In both
formulations (FE and FD), the fluid is modeled by wave equation and various boundary
conditions: fluid-structure interaction, rigid wall, small amplitude gravity waves and
radiation.

Results from synthetic cases are presented and possibilities explored of the numerical
formulations (coupling, boundary conditions). These problems are analyzed in cases of
free and forced vibration. For time integration, the Newmark Method was used, and it was

efficient for coupled matrices (fluid + structure).

Fluid-structure governing parameters are incorporated on analysis. Results from simplified
models based on added mass concept are aso showed.

Natural modes of a typical concrete gravity dam were calculated. Transient simulations
were done to understand structural response when coupled and uncoupled with reservoir

when submitted to a harmonic ground motion.

Vi
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1- INTRODUCAO
1.1- UMA CLASSIFICACAO DOSPROBLEMASACOPLADOS

A interacdo entre meios continuos diferentes aparece em varios problemas préticos de
Engenharia. A solucdo do problema se da de forma simultdnea, ndo sendo possivel a
solugdo de apenas um meio individualmente. Dependendo do tipo de problema e dos
valores das constantes fisicas envolvidas, o acoplamento pode ser forte ou fraco, de acordo

com o grau de interag&o.
Zienkiewicz (1989) apresenta duas classes de problemas acoplados:

e Classe I: Envolve os casos no qual o acoplamento entre os diferentes dominios ocorre em
uma interface via imposicdo das condi¢cdes de contorno. Os meios sofrem diferentes
processos de discretizacdo, mas na interface ha um acoplamento entre eles, que sdo
fisicamente semelhantes. Nessa classe de problemas estdo a Interacdo Fluido-Estrutura e

Estrutura-Estrutura

e Classe Il: Estes problemas se caracterizam pela superposicdo dos dominios (parcial ou
total). O acoplamento se da nas equacdes diferenciais que governam diferentes fenbmenos
fisicos. Nesta classe estdp a andlise térmica de tensdes, a estabilidade de solos e a
percolacdo em meios porosos e a extrusao metalica no qual um fluxo plastico é acoplado a

um campo térmico.

A figura 1.1 ilustra aguns exemplos das duas classes de problemas voltados para a

Engenharia de Barragens.
1.2 - ASPECTOSDA INTERACAO FLUIDO-ESTRUTURA (IFE) E APLICACOES

A Interacdo Acustica Fluido-Estrutura, ou Fluido-Elasticidade, envolve o estudo de
vibracdes de estruturas em presenca de um fluido em geral denso, em escoamento ou ndo.
A consideracdo adequada da presenca do fluido se torna importante a medida que o

comportamento estrutural € significativamente aterado pela presenca do mesmo.
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(a) Zienkiewicz (1980 =—s (b)
Figura 1.1 - Problemas Acoplados, (a) Classe |: interacdo entre dois meios continuos

distintos, (b) Classe |I: superposic¢éo de dois dominios.

Solugdes aproximadas baseiam-se em artificios para eliminar um dos meios em questéo.
Tem-se, por exemplo, o conceito de massa adicional, no qual o fluido é substituido por
massas que S0 incrustadas na estrutura, representando assim apenas o efeito inercial que o
fluido causa na estrutura. Em outros model os a estrutura € uma condi¢éo de contorno para

a cavidade, como uma “impedancia acustica’.

De uma forma geral, pode-se destacar duas abordagens bastante utilizadas e objetos de
estudo da IFE: ainteracdo entre uma estrutura deformavel e um escoamento do fluido; e a
interacdo dindmica entre uma estrutura e o meio acustico (fluido). No primeiro caso, um
fluxo constante ou oscilante, o desprendimento de vortice excita estaticamente e
dinamicamente a estrutura. A modelagem da equagdo de movimento do fluido (Navier-
Stokes) e a interagdo deste com o movimento da estrutura sdo fundamentais no
entendimento do fendmeno. Do ponto de vista de andlise estrutural, procura-se avaliar as

forcas de arraste (“drag”) e sustentacéo (“1ift”) resultantes na estrutura.

No segundo caso, o fluido é apenas um meio vibrante (ndo ha escoamento médio), ou sgja,
as suas particulas se movimentam em torno das posi¢les estaticas — meio acustico. A
estrutura também € vibrante e interage com o fluido de modo a formar um sistema de dois
meios continuos acoplados na interface, segundo uma equacdo que relaciona as variavels
da estrutura com as variaveis do fluido (em geral, deslocamentos e pressdes). Essa é uma
abordagem simplificada perante a primeira, mas suficiente para muitas aplicacdes praticas.
Esta segunda abordagem € o ponto de partida das formulaces desenvolvidas no presente
trabal ho.



A figura 1.2 mostra alguns problemas de |FE em diversas areas da Engenharia.

© C)
Figura 1.2 - Problemas de Interacdo Fluido-Estrutura, (a) |FE em tanques liquidos (Kyung
2004), (b) programa de andlise numérica de escoamento em estruturas aeronauticas
(internet), (c) ensaio em modelo reduzido de uma plataforma offshore de produgéo do

petréleo (fonte: www.model basin.com.br).

1.2.1- Efeitosde Superficie Livre em problemas Fluido-Estrutura

Ao caminhar com um recipiente contendo liquido, o movimento de uma pessoa deve ser
cuidadoso para que ndo haja derramamento do liquido. Essa experiéncia mostra que,
mesmo para deslocamentos muito pequenos do recipiente, a superficie do liquido pode se
mover aumentando significativamente a amplitude das ondas da superficie, culminando no
transbordamento do liquido. No entanto, pode-se gjustar cuidadosamente a fregiiéncia do

movimento para que o liquido ndo derrame.

Esta simples experiéncia ilustra o fendbmeno de vibracdo da superficie livre, que esta4

relacionado com a formagdo de ondas no contorno aberto do liquido. Este fendbmeno



também aparece em varios casos préaticos de Engenharia, que envolvem a estabilidade das
estruturas de reservatorios liquidos. O fluido interno, ao ser excitado pelas paredes do
reservatorio pode produzir esforcos significativos e aterar drasticamente a resposta de

estruturas de sustentacdo do reservatorio.

Um evento sismico pode causar efeitos ndo negligenciaveis de superficie livre em
reservatérios de barragens, eclusas e canais de navegagdo, estruturas portudrias,
reservatérios elevados d’'égua e petrleo, os quais estdo sujeitos a receberem esforgos
ocas onados pelas ondas de superficie. A figura 1.3 ilustra algumas dessas aplicagoes.

Nas estruturas aeronauticas e aeroespaciais, a excitacéo da superficie livre do liquido nos
tanques de combustivel pode provocar uma amplificacdo na amplitude de vibracéo de
veiculos espaciais. Essa interacdo € fortemente influenciada pelo nivel do liquido no

tanque, que é varidvel com o tempo. A figura 1.3c ilustra o exemplo.

NA

CO () ©

I

Figura 1.3 — Exemplos do efeito de vibracéo superficie livre naengenharia, (a) modelo de

um tanque de caminhdo de combustivel; (b) reservatorio elevado; (c) tanques de foguetes;

(d) eclusaou canal de navegacéo, (€) navio petroleiro.



Na histéria recente, houve uma catéstrofe na provincia de Beluno, Itdlia (1963), no qual o
deslizamento de uma encosta produziu uma onda no reservatorio que fez com que a agua
passasse sobre a crista da barragem, inundando uma vila ajusante e provocando a perda de

milhares de vidas.

1.2.2- Por que estudar Interacdo Fluido Estrutura (IFE) em Barragens e
Hidrotécnica

A Hidroel asticidade esta fortemente presente na Engenharia de Barragens e Hidrotécnica,
dentre as aplicagdes nesse campo destacam-se a interacdo barragem-reservatério durante
um sismo, 0 comportamento dinamico dos sistemas de aducdo (golpe de Ariete), vavulas,

comportas, turbinas, perfis de vertedores dentre outras.

e Interagdo dindmica barragem-reservatorio (IBR). Durante a acdo de um sismo, é de
fundamental importancia a consideracdo da interacdo dinamica entre a estrutura e o fluido
do reservatério. De uma maneira simplificada, o reservatério pode induzir esforgos devido
as pressdes hidrodindmicas no paramento da barragem, que produzem uma nova
configuracao de tensdes e estabilidade na mesma. Além disso, 0 movimento da superficie
livre induz um diagrama de pressdes adiciona na barragem e pode provocar 0
transbordamento da &gua do reservatério (overtopping), levando ao surgimento de novas
forgas dindmicas sobre a barragem e suas estruturas auxiliares. A andlise completa do
problema envolve o estudo da resposta dindmica acoplada, com os dois meios (estrutura e

fluido) interagindo entre si. Vide figura 1.4a.

e Interacdo eclusa-cana de navegacdo. Vale o mesmo dito para a IBR, a Unica diferenca
esta nas condi¢bes de contorno do reservatério, que agora esta confinado por muros de

concreto, formando uma cavidade acUstica retangular com superficie livre, figura 1.4b.

e Transientes hidraulicos. Os transientes de presséo e velocidade podem ser gerados em
tubulagbes d’agua por meio de interrupcdo brusca do fluxo, devido a quebra de
componentes estruturais ou mecanicos e por mudancas de geometria do duto (acdo de
véllvulas). Esses transientes podem provocar a ruptura de elementos estruturais
(tubulagBes) e de controle (vavulas, comportas e grades), danificacdo de turbinas,
cavitacdo natubulagdo etc. Vide figuras 1.4c e 1.4d.



Superficie Livre +— Estrutura de

\ Gravidade -
Infinito = :’ 1
« Cavidade A%ﬁgica \ : :

eserva \ P
: _ N
Contorno Rigido X Cavidade
Acustica
@) (b)

Galeria
Condutos Forgados

" Tomada & Agus Comporta de Setor
Inwertide

(d)

Cross Section of Spillway

Tainter Gates & Flip Lip

qu"“r_l_...
Talnter
Gates

r]‘l'.l'drlullr.
 Tabvater P
ELOW : .

(9 (h)
Figura 1.4 - Problemas de Interacdo Fluido-Estrutura em Engenharia de Barragem, (a)

Interacdo Barragem-Reservatério durante um sismo; (b) Cavidade de uma eclusade
navegacao; (c) Adutora de Barragem (Encicl. Encarta 1996); (d) Sistema de Aducéo de
Enchimento e Esvaziamento da Eclusa de Tucurui (SENC 2001) (e) Escoamento em
estruturas de um vertedor (Encicl. Encarta 1996); (f) Escoamento em torno de um pilar de
vertedor ou de tomada d' &gua; (g) Escoamento em torno de uma estrutura de controle

(comporta); (h) Escoamento sobre uma comporta flexivel.




e Vibragdes induzidas por escoamento. O escoamento da agua por uma estrutura pode
induzir vibragbes que muitas vezes culminam na ruptura da estrutura por fadiga ou
fissuracdo. Esse fendmeno ocorre em comportas, pilares e grades da tomada d’ agua. Além
do arraste, 0 escoamento a atas velocidades leva ao desprendimento periddico de vortices
gue produz uma forca (dinamica) lateral na estrutura, perpendicular ao fluxo. Vide figuras
1l.4eal.4h.

1.3- REVISAO BIBLIOGRAFICA

O foco dos estudos desse trabalho sdo os problemas que envolvem o acoplamento entre
uma estrutura vibrante e um fluido acustico, com consideracdo de efeitos de superficie
livre. A seguir € apresentada uma revisdo bibliogréfica voltada para esse grupo especifico
de casos.

1.3.1 - Revisdo geral sobreInteracdo Fluido-Estrutura

Solucbes analiticas associadas a resultados experimentais inspiraram varios trabahos
classicos, como os textos de Lamb (1945), Westergaard (1931), Keulegan & Carpenter
(1958), Abramson (1967), Belvins (1979 e 1990), Gibert (1988) e tantos outros. Cabe
destacar aqui o conceito de Massa Adiciona e Matriz de Transferéncia que permitem
andlise rapida e simplificada de muitos problemas de IFE. Porém, suas limitacBes no
tratamento adequado de problemas com geometrias complexas, ndo lineares, e a
dificuldade em se abordar problemas de vibragbes com compressibilidade do fluido e
vibragdes de estruturas em 2D ou 3D suscitou 0 desenvolvimento de formulagdes

numéricas sofisticadas.

Existem duas formas classicas de abordar o problema fluido-estrutura: as formulactes
Lagrangeanas e as Eulerianas. A primeira descreve o solido e o fluido com varidveis de
deslocamento, sendo que o fluido € modelado como um solido elastico sem resisténcia ao
cisalhamento. Esse elemento ficou conhecido na literatura por “Mock Element” ou
elemento falso, Cook et. al. (1989).



A formulacdo vetorial ou Lagrangeana possui as seguintes vantagens. é de facil
implementagcdo, pois os codigos feitos para estruturas sdo facilmente adaptados, as
matrizes sdo simétricas, e a interface fluido-estrutura ndo necessita de consideracdes
especiais ja que o acoplamento é natura pela igualdade de deslocamentos dos meios ha
interface. No entanto, esta formulagdo possui um nimero elevado de graus de liberdade e

conduz a um grande nimero de modos naturais espurios de circul agdo.

Vérios pesguisadores dispensaram esforcos em desenvolver e aperfeicoar formulagtes
Lagrangeanas, dentre os quais, pode-se citar Zienkiewicz e Bettess (1978), Handi e Ousset
(1978), Bathe e Han (1978), Wang e Bathe (1997), Bermudez e Rodrigues (1994, 1997)
dentre outros. Uma das formas apresentadas na literatura (Cook et. a., 1989) de minimizar
os modos de circulacéo é fazer do modulo de cisalhamento um nimero muito pegueno ou
introduzir um termo (paré@metro) de penalidade que multiplica a matriz de rigidez do
fluido, que é gjustavel por tentativa e erro. No entanto, apesar dos esforgos, a formulacéo

Lagrangeana obteve um estado secundério entre os pesquisadores.

As formulagOes Escalares ou Eulerianas utilizam varidvels escalares para descrever o
fluido, tais como pressao, potencial de velocidades e potencial de deslocamentos. A grande
vantagem dessas formulagfes é o menor nimero de graus de liberdade no fluido em

comparacao com as formulagdes L agrangeanas.

Historicamente, os primeiros autores que descreveram o fluido com variaveis escalares
foram Zienkiewicz e Newton (1969) — Formulacdo U-p. O fluido acUstico era descrito por
pressdo, com uma formulagdo derivada a partir da discretizacdo da equacdo da onda
através do Método de Galerkin. A estrutura era descrita por variaveis de deslocamento e

havia uma matriz de acoplamento que permitia a resolucdo acoplada do sistema.

No entanto, as formulagdes Eulerianas conduzem a matrizes ndo simétricas, o qué dificulta
0 uso de solucionadores tradicionais de autoval ores e autovetores. Everstine (1980) propds

uma mudanca de varidveis para simetrizar o problema, que consistia em trocar a pressao
pelo potencial de velocidades (p=—p- ¢ ). Entretanto, essa ast(icia impedia a resolugéo de

problemas estaticos. Zienkiewicz e Newton (1969) também foram um dos primeiros a



propor uma simetrizacdo do problema acustico fluido-estrutura, por meio de algebrismo no

sistema de equacdes.

Na literatura (Pedroso (1986), Barbosa (1998) e Morais (2000)) estdo descritos varios
trabalhos que tentaram simetrizar as matrizes do problema IFE, dentre os quais cabe
ressaltar a formulagcdo potencial simétrica (U-¢-Po) (Bathe, 1985) que serviu de base para
os estudos de Barbosa e Pedroso (1997), Barbosa (1998) e Casas e Pavanello (1996).

1.3.2 - Efeitosde Superficie Livre em Fluidos Acusticos

O fendmeno de vibrag&o superficie livre interessa a engenheiros de vérias &reas de atuagéo.
Dentre as inUmeras pesguisas hesse assunto, podem-se destacar os trabalhos de
Westergaard (1931), Lamb (1945) e Abranmson (1963). Seus textos discutiam as equagdes
basicas que fundamentavam o fendmeno e solugBes andliticas para as freguéncias,
deformadas modais e pressdes hidrodindmicas em tanques de geometria variada e com

paredes aceleradas.

Muitos cientistas e engenheiros tentaram formular e simular 0 movimento do fluido em
lagos e baias. O objetivo na maioria das vezes era prever e avaliar a formacdo de ondas de
gravidade. Dentre os estudiosos cabe destacar Goldesborough (1930), Lamb (1950) e
Vanoni (1951).

Uma outra forte corrente de pesguisadores se interessou em estudar o efeito hidrodinamico
de um liquido sobre estruturas durante um sismo. Alguns destes sdo Westergaard (1931),
Jacobsen (1949), Werner et ai. (1949), Housner (1957) e Clough (1960).

Além dessas aplicacbes, houverem também pesguisas na area de Engenharia Naval,
Aeronautica e Militar que estudaram a influencia do fendbmeno de movimento da superficie
livre na estabilidade de navios tanque, avides e foguetes. Dentre estes pesquisadores cabe
destacar Abramson (1966), Blagoveschchensky (1962) e Stewartson (1959), dentre outros

inlmeros pesquisadores.

Uma solucdo exata para o problema geral de oscilagdes de fluidos em reservatérios moveis
€ extremamente dificil, assim, ao lado dagueles que continuavam desenvolvendo solucdes



analiticas, outros pesquisadores investiram nos métodos numeéricos para resolver o
problema. Um dos primeiros a propor um modelo em elementos finitos capaz de incorporar
0 movimento da superficie livre em reservatérios liquidos foram Zienkiewicz e Newton
(1969). Eles estudavam o problema de interacdo fluido-estrutura e propuseram uma
formulacdo que era capaz de considerar o fendbmeno, apesar de ndo ter utilizado nas

simulagdes desse trabal ho.

Apesar do numero recente de trabalhos sobre o assunto, o0 Grupo de Dindmica e Fluido
Estrutura da UnB tem se pautado suas pesquisas em trabalhos cléssicos, caso do presente
trabalho que baseiase em Zienkiewicz e Newton (1969). Entretanto, Morais (2000)

estudou uma formulagdo “U-IT-P-n” em elementos finitos, que previa uma variavel (1)

para a elevagdo do nivel da superficielivre.

Dentre as varias possibilidades de tratamento do fenémeno de vibracéo da superficie livre,
esse trabalho se desenvolve em duas diregdes: uma formulacéo analitica desenvolvida em
termos da funcéo potencia de velocidades, onde as pressdes séo obtidas por derivagéo
temporal deste potencial (Anexo D); e duas formulacbes numeéricas, que partirdo da
descricdo do fluido em termos da varidvel pressdo (equacdo da onda), com uma
discretizacdo do dominio em elementos finitos e diferencas finitas. Sendo que nas
formulacBes numéricas, esse efeito € incorporado a modelagem do fluido acustico, e a

importancia dessa condi¢do de contorno € discutida nos estudos de caso do capitulo 4.

1.3.3- Outrasabordagensa lFE

A diferenca entre as formulagbes mencionadas é fundamentalmente a forma de
discretizacdo noda do problema. A formulagdo Euleriana é representada por coordenadas
espaciais, enquanto a Lagrangeana por coordenadas materiais. A abordagem Eurelina-
Lagrangeana (ALE) procura utilizar uma definicdo de malha, que sgja independente da
descricéo pelas coordenadas ou pela descricdo material, de forma que existam velocidades
distintas para 0 meio e para os n6s da maha. A formulacdo ALE possui vantagem no

tratamento de problemas ndo lineares de grandes deformacgdes (Barbosa 1998).

Recentemente, outras formulages foram apresentadas na literatura para modelagem de
problemas acoplados fluido-estrutura. Wang e Bathe (1997) apresentaram uma formulacéo
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mista, no qual o fluido é descrito por variaveis de pressdo e deslocamento. Morais (2000)
apresenta uma formulacéo mista baseada nos trabalhos de Abbound (1990), Gibert (1988),
Ohayon e Morand (1995), que descreve o fluido por varidveis de presséo, potencial de

deslocamentos e pela elevacdo da superficielivre.

Guam e Moorde (1997) propuseram nhovas técnicas numéricas para a modelagem da
interacdo reservatorio — barragem — fundac@o. A barragem de terra é discretizada por
elementos finitos, a fundagdo estratificada € representada por uma impedancia aclstica, 0
fluido € incompressivel e viscoso. O fluido é discretizado por elementos de contorno que
também considera a condig&o de absor¢do no fundo do reservatdrio. E analisado um caso
prético da barragem La Villita submetida ao sismo El-Centro (1940). A andlise transiente é

feita com um procedimento no dominio dafrequéncia.

Xing et. al. (1997) fizeram um estudo analitico dainteragdo entre uma viga reta flexivel e
um reservatério. As expressdes sdo deduzidas para pressdo nula na superficie livre e
condicéo linear de ondas de gravidade, para o efeito de radiacdo no infinito o autor faz a
smplificagdo de pressdo nula no infinito. O método analitico € baseado no método de
separacdo de variaveis. Os resultados permitem a constatacdo do efeito de massa adicional
no modo fundamental acoplado.

O fendmeno ndo linear de cavitagdo pode ocorrer durante um sismo em uma barragem,
pois 0 movimento do paramento de montante da barragem descola o fluido na regido de
interface, podendo gerar o desprendimento de micro-bolhas. Oskouel & Dumanoglu (2001)
fizeram estudos na barragem Pine Flat (California) submetida ao sismo El-Centro (1940).
Os autores usaram uma formulacdo numérica baseada em deslocamentos para os dois

dominios e obtiveram uma reposta transiente do sistema.

A andlise dinamica acoplada de superficie livre de um liquido com estruturas flexiveis € de
fundamental importancia em compartimentos de fluidos combustiveis em avides,
caminhdes tanque, navios e etc. Bauer & Eidel (2004) se propuseram a estudar
analiticamente a interacdo do movimento de uma viga esbelta flexivel com a superficie
livre de um reservatorio retangular liquido durante movimentos harmoénicos translacionais

e rotacionais da parede rigida do reservatério. O fluido era inviscito e irrotaciona e
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descrito por um potencial de velocidades @ e a viga pela equacéo de movimento flexural
de vigas esbeltas.

Kugukarslan (2005) procura estabelecer o valor do comprimento minimo de truncamento
da maha de elementos finitos do reservatério de forma a representar adequadamente o

modo de massa adicional com condicéo de contorno de Sommerfeld.

Uma andlise vibratéria de baixas freguéncias no acoplamento de tanques flexiveis
parciamente cheios de liquido incompressivel é feita por Schotté & Ohayon (2005). O
model o de elementos finitos simétrico € baseado no deslocamento da estrutura, €levacéo da
superficie livre e duas outras varidveis auxiliares (U-n-n—A, respectivamente). O exemplo
numerico estudado € um reservatorio retangular liquido particionado a0 meio por uma
placa flexivel. Os resultados numéricos sdo comparados a um experimento mostrando bom
desempenho do método numeérico e atestando a incompressibilidade do fluido nos modos

de baixa frequéncia da superficielivre.

1.4- CARACTERIZACAO OBJETIVOSDO TRABALHO

Este trabaho se caracteriza por um estudo teorico-analitico-numérico do acoplamento
acustico-mecanico, representando a retomada, com implementacdes, da formulagdo U-P de
Zienkiewicz e Newton (1969). Essa formulacdo Euleriana tem uma grande importancia
histérica, além do fato de ser smples, ter sido amplamente testada e ter apresentado bons
resultados. O investimento nessa formulagdo também se justifica por ser andloga a

formulacéo usada em programas comerciais de el ementos finitos.

Por outro lado, serd proposta uma formulagdo em Diferengas Finitas com as mesmas
potencialidades da formulacdo em elementos finitos. O objetivo é propor uma formulagdo
aternativa de mais fécil entendimento e que sgja aplicavel a uma grande variedade de
problemas. Nos exemplos estudados, os resultados e desempenho das formulagdes

numéricas serdo comparados.

S&0 0s objetivos principais deste trabal ho:
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e Estudar vibragtes livres e forcadas de sistemas acusticos-mecénicos com diversas
condicdes de contorno para o fluido — parede rigida, superficie livre e radiagdo no infinito
(Sammerfeld). O fluido € descrito com um meio aclstico, ou sgja, as particulas sofrem
pequenas Vvibractes em torno da posi¢do de equilibrio, ndo havendo escoamento médio, ou

Sgja, apenas a onda aclstica se propaga.

e Desenvolver ferramentas computacionais para fluido-estrutura baseado em formulagdes

numeéricas em elementos finitos e diferencas finitas.

o Apresentar exemplos de base, que visam a compreensio do fendmeno fluido-estruturae a
discussdo a cerca dos principais parametros governantes do problema. Esses exemplos séo
tratados com solugdes analiticas, dadas pelo Método da Matriz de Transferéncia (MMT) e
numéricas pelo Méodo dos Elementos Finitos (MEF) e Método das Diferencas Finitas
(MDF). Séo construidos modelos simplificados para os casos em questéo, baseados na

incompressibilidade do fluido (conceito de massa adicional).

e Efetuar estudos de vibracdes livres em casos de maior complexidade — vibragdes livres
de uma barragem tipica de concreto mostrando-se os modos de vibracdo e sdo calculadas

as massas adicionais, que auxiliam na montagem dos modelos simplificados.

e Simular casos onde sdo calculados os valores préprios para se determinar 0s modos e
frequéncias naturais de vibragdo. Nas andlises transientes, sdo montados modelos
simplificados que reproduzem a resposta transiente acoplada do sistema IFE.

Com efeito, este trabalho tem também por objetivo a continuidade de um Projeto Final em
Engenharia Civil do autor dessa dissertacdo (Sousa Jr 2003). Ele complementa os estudos
da referida monografia e apresenta problemas de maior complexidade com resposta
transiente, além de também introduzir ssimulagdes baseadas nas Diferengas Finitas tanto

para o fluido actstico como para a estrutura (viga flexional e de cisalhamento).

1.5- ABRANGENCIASE LIMITACOES
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Os dois meios continuos em estudo, o sdlido e o fluido, tém seu comportamento delimitado

por hipoteses simplificadoras. N&o séo abordados efeitos ndo-lineares.

O solido é governado pela teoria linear elastica e regime de peguenos deslocamentos em
torno da posic¢éo de equilibrio.
Trabalha-se com sistemas de 1 grau de liberdade (SSUGL), vigas e solidos planos (2D).

O fluido é invicito, irrotacional e seus deslocamentos s@0 em torno da posicdo de
equilibrio. A condic&o de superficie livre € modelada com a teoria de ondas superficiais de
pequena amplitude (linearizac80). N& hé escoamento nem disperséo de energia no meio
fluido.

Os amortecimentos presentes no sistema advém da estrtuura e fronteira distante no fluido.

Os exemplos estudados possuem fronteiras retas (horizontais ou verticais), ou sgja, 0s

vetores normais aos contornos possuem valores“1” e“0”.

Os elementos finitos usados sdo simples — EF 1D de 2 n6s e EF triangular de 3 nos. Suas
funcdes de interpolacdo séo lineares.

1.6 - ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

A dissertacdo € composta de 5 capitulos e 5 anexos.

O primeiro capitulo contém uma introducdo sobre os problemas acoplados e Interacéo
Fluido-Estrutura. E mostrada uma breve classificacdo dos fendmenos acoplados, com
énfase em algumas aplicagbes préticas de fluido-estrutura nos diversos campos da
Engenharia, com énfase a Engenharia de Barragens e Hidrotécnica. E apresentada uma
sucinta revisdo da literatura, destacando aguns trabalhos classicos, e situando a

formulagdo implementada entre outras congéneres.
O segundo capitulo é dedicado ao desenvolvimento das principais equagdes governantes

do fendbmeno fluido-estrutura, e a deducdo das formulagdes numeéricas. Sao apresentados

dois métodos de solucéo do problema fluido-estrutura: a formulacdo em Elementos Finitos
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U-P de Zienkiewicz & Newton (1969) e uma outra proposta em Diferencas Finitas. Por
fim, sdo desenvolvidas as matrizes de elementos finitos 2D lineares do fluido, do solido e
lineares 1D para as condicdes de contorno (fluido-estrutura, superficie livre e radiacdo no

infinito).

No terceiro capitulo sdo apresentados aspectos computacionais do trabalho. Sdo relatados a
funcionalidade, arquitetura dos cddigos desenvolvidos, algoritmo das principais subrotinas
e algumas informagdes sobre os solucionadores de autovalores. E detalhada a montagem
das matrizes do sistema acoplado, para as duas formulages numéricas (MEF e MDF), para
dois casos simples. Também é feita uma descricdo do método de integracdo no tempo

utilizado na andlise transiente.

No quarto capitulo contém os estudos de caso (resultados numeéricos) realizados. S&o
abordados casos de cavidades acUsticas com contornos rigido, fechado, superficie livre,
aberto e movel/flexivel (estrutura eléstica). S0 analisados os casos de uma cavidade
acustica curta com superficie livre e fundo flexivel, uma viga engastada/livre acoplada com
um reservatério semi-infinto e uma barragem de grande porte acoplada com um
reservatério. Os exemplos sdo avaliados segundo metodologias anadliiticas (Método da
Matriz de Transferéncia e Massa Adicional) e numéricas (MEF e MDF).

No quinto capitulo sdo feitos comentarios gerais sobre os estudos realizados, buscando-se
organizar as principais conclusdes a cerca dos problemas tratados, e apresenta-se as

perspectivas para futura continuidade do trabal ho.

O Anexo A € um formulario com as aproximagdes de diferencas finitas para derivadas e

consideracdes sobre erro envolvido no método.

O Anexo B mostra as equagdes de movimento de vigas segundo alguns modelos de
comportamento (flexdo pura e cisahamento). Estas equacdes sdo utilizadas na

discretizagdo da estrutura com MDF no capitulo 2.
O Anexo C apresenta a deducdo da solucdo analitica da interagdo entre um reservatorio

incompressivel e uma barragem rigida acelerada. Esta € a cléssica solugdo de Westergaard

e serve de referencia para os estudos dos modos fundamentais de vibracdo acoplados
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(massa adicional) dos casos 2 e 3 do capitulo 4 (viga engastada/livre acoplada com um

reservatorio semi-infinto e uma barragem acoplada com um reservatorio semi-infinito).

O Anexo D contém a deducdo das expressbes anditicas para os as freguéncias e
deformadas dos modos naturais de vibracéo de superficie livre de tanques retangulares.
O Anexo E introduz o problema da sismicidade brasileira e suas reflextes no problema de

Interac@o Barragem-Reservatorio.

16



2- DESENVOLVIMENTO TEORICO

Este capitulo apresenta a formulagdo tedrica que fundamenta os estudos e simulactes desse
trabalho. Trata-se inicialmente, de forma bastante sucinta, as equagbes que regem a
interacdo acustica fluido-estrutura. As equacbes governantes do solido eléstico-linear
produzem um funcional e uma funcéo de dissipacdo, que levados na equacdo de Lagrange,
originam a equagdo de movimento. As equacdes governantes do fluido sdo apresentadas
(continuidade, quantidade de movimento e estado), para que se possa delas obter a equacéo
da onda, que governa o fendmeno de vibragbes acUsticas em um fluido invicito e

irrotacional .

A partir das equaces de movimento do solido e do fluido (onda), sdo aplicados dois
métodos numéricos de solucdo. Um deles é calcado no Método das Diferencas Finitas
(MDF) e outro no Método dos Elementos Finitos (MEF). Esses modelos séo baseados na
formulacdo denominada U-P, apresentada por Zienkiewicz e Newton (1969), que
originalmente discretizou os dominios solido e fluido por elementos finitos. S&o
desenvolvidas as matrizes para elementos finitos 1D de dois nés e 2D de trés nés. O

modelo com discretizacdo pelo MDF utilizaiguai s equagdes e condic¢des de contorno.
2.1- VIBRACAO DE SOLIDOSELASTICOS

Hipoteses simplificadoras:

e Oscilacdes de pequena amplitude em torno da posicdo de equilibrio;

e Relacdo tensdo-deformacéo linear;

e Material isotropico e homogéneo.

Equagtes linearizadas:

Seja 0 dominio do problema, as condic¢des de contorno e as equagdes envolvidas.
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2g
Figura 2.1 — Solido elastico e condi¢des de contorno.
Onde Qg: dominio da estrutura, 0Qg: contorno com condicédo de forga, Xg: contorno com

condicdo de deslocamento,

Relacéo deformacéo () — deslocamento (u):

i 0O O
oX )
O — O
£, By
£
|0 o % »
Xy — — 0 u
£ dy oXx z
4 0 0
£ 0 — —
= 0z oy
9 5 9
| 0z ox |
Relagdo tensdo () — deformacéo (¢):
[1-v v v 0 0 0 |
O x v 1-v v 0 0 0 ||éx
Oy ) v 1-v O 0 0 ||¢w
oz|___E o o o 2 o o |
oyl @+v)1-2v) Z L2 £y
o, 0O 0 0 2 0 |le,
O, 0 0 0 0 0 1—221) £,
{o}=[Dfe} (2.1b)
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Tem-se ainda a equagéo diferencia de equilibrio no corpo (Qg):

00
9o Xy+ao-zx—pEl'jx+bX=0
z

oX ady ad
Jo, do, JO .
axxy + ayw + azzy — peli, +b, =0 (2.1c)

0
9o 0yz+ao-zz—pEUZ+bZ=0
oX oy 0z

Onde pe € a massa especifica do material constituinte da estrutura (kg/mq), by, by e b, séo

os componentes da forca de corpo { b} .

Condi¢ao de contorno de forga no contorno (9Qg ):

I, Ontl, 0y +l,-0,=F,

Xz

l, -0 +l,-0,+l,-0,=F, (2.1d)

I, O+l 0,+l,-0,=F,

Onde Fy, Fy e F, sdo as componentes do vetor de forca de superficie {F}, Iy, Iy e |, sdo os

co-senos diretores da direcdo normal ao contorno.

Condicéo de contorno de deslocamento nulo no contorno (Zg ).

Condicdes iniciais de deselocamento e velocidade, uj(0) e u; (0) respectivamente, em

todo dominio.

A Energia Cinética do corpo solido € dada por:

-2 RO (22)
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Energia Potencial: Energia de deformacéo — trab. das forcas de sup. - trab

corpo.

1, =3 [[fef ok, - [fi a3 [1flf blo
L agrangeano:

Funcéo de dissipacdo (amortecimento):
1 AT S
R= [[Judaf oo

Onde p é uma constante de amortecimento.

Equacéo de Lagrange:

oo oo 0=

Onde U é o deslocamento.

. das forcas de

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Substituindo as 2.3, 2.4 e 2.5 em 2.6, chega-se a equacdo de movimento de um sblido na

formaintegral.

d|o|1l AT T
E{a_u{i (ol {u}dszEﬂ

_{B%E ([feF ok - [l Pl - [ o

}+

’ {% E J[Judof fulde }} =1{0} (2.7)
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2.2 - VIBRACAO DE FLUIDOSACUSTICOS

As deducbes apresentadas abaixo sdo uma sintese do exposto em Pedroso (2004).

O fluido estudado neste trabalho obedece as seguintes hipéteses simplificadoras:
homogéneo, invicito; monofasico; isentrdpico; pequenos deslocamentos; pressdes minimas

sempre superiores a pressao de vapor d’ agua (ndo ha cavitacdo).

O problema de mecénica dos fluidos em questdo tem 3 incdgnitas a serem determinadas:
densidade, pressdo e velocidade. Sob certas condigbes de contorno, para se calcular as
variaveis do movimento de um fluido, € necessario resolver trés equacbes fundamentais,

s30 elas;

Equacao da Continuidade 8ptf + DIV(pf\7): 0 (2.83)
Equacdo da Quantidade de Movimento (Navier-Stookes)

Py aa_\t7 + p,VGRADWV )+ GRAD(p)—,u[AV +%GRAD(DIV(\7))} =0 (2:80)
Equacfo de Estado (linearizada) f(p,p,)=cte p=p,c? (2.8¢)

Onde p é a pressdo; pr é a densidade do fluido; V é a velocidade de escoamento do fluido;

DIV(\7)=V-\7=8—V+8—V+8—V; GRAD(p)=Vp = iniﬁiﬁ p; ¢ é a
oX dy 0z oXx dy 0z

velocidade do som no fluido;  é o coeficiente de atrito viscoso.

Supondo que a densidade varia harmonicamente no tempo, e que a vibragdo sgja

unidimensional (direcéo ‘x’), entdo a equacéo 2.8afica

iwcﬁz+pr|v(\7):o (2.9)

Multiplicando ambos os lados pela &rea (S) transversal ao fluxo do fluido, e introduzindo o

conceito de vazéo (g=p.SV), obtém-se:
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p+—=0 (2.10)

Fazendo p igua a zero e linearizando a equacdo da quantidade de movimento (2.8b)

chegase a

pi 2%+ GRAD(p) =0
(2.11)
_iSdp
@ OX

Substituindo 2.11 em 2.10, chega-se a equagao da onda no dominio da fregiiéncia, em uma

dimens3o:

92 ?
axf 4 [9) p=0 (2.12)

A equacdo 2.12 pode ser escrita no dominio do tempo.

p 1 .
S &2 b=0 (2.13)

Generalizando 2.13 para as outras dimensoes, tem-se:

V2p+(%j p=0 ou {A+(§j }pzo (2.14)

Na equacdo 2.14, A € 0 mesmo que V2, e corresponde a um operador de rigidez,
enquanto que 1/c? é um operador de massa. Essa idéia é semelhante ao conceito de rigidez

€ massa em estruturas;

(K - ©0*M) X=0 (2.15)
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Nas equacdes 2.13 a 2.14 sdo aplicaveis dois tipos de condi¢des de contorno: sobre a

pressdo e sobre o gradiente da presséo.

Pressdo prescrita (Dirichlet): P= Po

Gradientes prescritos (Neumann): Vp=po

A seguir, seréo apresentadas algumas expressdes que fornecem condi¢des de contorno

como um valor prescrito de pressdo ou seu gradiente.

2.2.1 - Condicao de Contorno de I nterface Fluido-Estrutura (condicéo FE)

A condicdo de contorno mais importante nesse trabalho € a de interface com solido movel-
flexivel. Como o fluido é descrito por variaveis de pressdo e o sblido por seus
deslocamentos, deve haver um acoplamento das duas varidveis na regido de interface dos

meios.

Considerar-se-& um exemplo de uma cavidade unidimensional (em x) acoplada a uma
estrutura rigida-movel (modelo do pistdo). O movimento da estrutura“u” se da ao longo do

eixo “X”, e apressdo ao longo de uma secdo transversal é constante. A figura 2.2 ilustra a

situacéo.
- [ 3
# u CI l
Area: A dp —» 1 | Contormo
Movel
dx
X -

Figura 2.2 - Interacdo contorno mével com cavidade 1D.

O demento infinitessmal de fluido localizado proximo ao contorno moével pode ser

equilibrado ao longo da direcéo “x”, resultando em:

SF, =ma

dpA=—p, Al dx (2.16)

Onde U, € aaceleracdo da parede movel nadirecdo normal ao contorno movel.
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A equacdo 2.16 pode ser escrita da seguinte maneira,
— =Py (2.17)

Generalizando a equacdo 2.17, obtém-se a equacdo diferencial da “condicéo fluido-
estrutura’”.

d_zzvnp:_pf(j (2.188)

2.2.2 - Condicao de Contorno de Parede Rigida

Se aparede é rigida U = 0. Ent&o a equacdo 2.18 setorna:

dp
L -V p=0 2.18b
g~ VP ( )

2.2.3 - Condigao de Contorno de SuperficieLivre

Quando uma cavidade acuUstica esta aberta para a atmosfera, na regido de contato sdo
desenvolvidas ondas de superficie. A maneira mais simples de modelar essa condicéo de
contorno € estabelecer pressdo nula nessa regido. No entanto, essa aternativa elimina a

possibilidade de existéncia de ondas de superficie.

Superficie Média

dz

aP gzt
JZ

Figura 2.3 - For¢as em um elemento na superficie livre da cavidade acustica
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Para considerar corretamente esse fenémeno, serd desenvolvida a equacdo linearizada para
ondas de pequenas amplitudes. Na superficie média (figura 2.3) do fluido, a pressdo

hidrostatica € dada pela expresséo:
P=p:97n (2.19)
Onde“qg" € aaceleracdo dagravidade en € aelevacdo do nivel daagua.

A velocidade e aceleracéo de uma particula sobre a superficie livre podem ser dadas pelas

variagoes temporais da elevacéo 1.

Velocidade: I (2.20)

8277

Aceleracéo: o2 (2.21)

Assim, pode-se fazer o equilibrio dindmico somando as forcas verticais atuantes em um

elemento infinitesimal localizado sob a superficie livre.

2F, =ma
op 2°n
— dzdxdy = —p dxdydz—"
azzxy pfxyzatz
p a7 (2.22)

0z~ P
Derivando a equacdo 2.19 em relagdo ao tempo e introduzindo o resultado em 2.22 chega

sea

9P _ p

2~ "' pg

(2.23)

Como a direcéo “Z” € norma a superficie livre, entdo pode-se generaizar esta equacéo

para se obter a“condicao de superficielivre’.
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p 1.
F_V p=-=
P P g p (2.24)

A condicdo de superficie livre é também conhecida como condicdo de ondas de gravidade.
Isso se deve ao fato da forca restauradora do movimento da onda ser dada pelo campo

gravitacional daterra(Q).

2.2.4 - Condicao de Contorno de Radiag&o no I nfinito ou Sommerfeld

Para compreender o efeito de radiacdo no infinito € conveniente se valer novamente do
caso unidimensional. Considere que a pressdo em um ponto do fluido é funcdo de duas
ondas, a primeira que é gerada em um contorno mével, por exemplo, e a outra que provém
da reflexdo das ondas em um outro contorno. A pressao resultante sera a interagdo dessas
duas ondas. No entanto, em muitas situagdes, a cavidade acustica € infinita, ndo sendo
desgjavel que a onda retorne. Sendo assim, € necessario usar uma condicao especial nesse

contorno para simular esse fenbmeno.

Matematicamente, esta condi¢do pode ser demostrada de forma didética por Clough 1960

ou Pedroso 2004. Assim, a press&do num ponto “x” & dada por:
p=F(x—ct)+G(x+ct) (2.25)

Onde F e G séo fungbes desconhecidas gque representam a onda incidente que regressa do
contorno longingquo, respectivamente. Para que ocorra a radiacéo € necessario que G sgja

nula, ou sga, p=F(x-ct).

Fazendo G=0 e derivando-se a equagdo 2.25 em relacdo a“x” e ao tempo, obtém-se:

b _dpoF _, (2.26)
ox dF ox

op Jp dF ,

—_— = — = — F

o oF oo - (2.27)

Das equacdes 2.26 e 2.27 obtém-se,
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dp__1dp
oX c ot

(2.28)
A direcdo “x” é normal ao contorno, entdo generalizando a equagdo 2.28 é obtida a

equacdo diferencial da*“ condicéo de radiacao no infinito”.

ap 1lop
P_y p=_=9P 2.29
on PT T (2:29)

Esta expressdo é um resultado cléssico da teoria de ondas ou acUstica e tem uma analogia

com um amortecimento estrutural.

2.3- MODELO NUMERICO BASEADO NO METODO DAS DIFERENCAS
FINITAS

A solucdo de uma equacdo diferencia em um dominio implica no conhecimento dos
valores da(s) variavel(eis) estudada(as) em todo o meio continuo. Computacional mente,
isso sO € possivel se for conhecida a solucéo analitica da equacdo diferencia (Fortuna
2000).

O MDF consiste em resolver a equacdo diferencial em pontos discretos do dominio. Esse
conjunto de pontos denomina-se de malha, e no presente trabaho, estes pontos sdo
igualmente espacados, ou segja, maha é regular. Mas é possivel aplicar o0 método a uma
‘nuvem’ de pontos com espacamento aleatdrio entre nés, segundo a teoria de Operadores

Discretos discutida em Pulino 2004.

Para a transformacdo das equacdes diferenciais em formas discretizadas e posteriormente
em um sistema de equagdes algébricas em fungdo dos valores da variavel em cada né, é
preciso aproximar as derivadas. Essa transformacdo € possivel mediante aplicacdo da
“Expansdo em Série de Taylor”. O Anexo A contém o desenvolvimento das expressdes do
MDF que substituem as derivadas.

2.3.1- Contorno Flexivel tipo Viga Flexional Esbelta para uma Cavidade Acustica
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O anexo B “(Dindmica de Vigas)” apresenta o desenvolvimento da equacdo diferencia de

movimento flexional de uma viga esbelta, que é reescrita abaixo.
0" (%) =0 2L o) (2.30)

Onde m é amassa por unidade de comprimento, El é arigidez flexiona, ® é freqiiéncia

circular, ¢(x) é adeformadado eixo central daviga

Aplicando-se 0 MDF na equacéo 2.30 chega-se a um sistema de equacdes algébricas que
pode ser agrupado em uma unica equacao matricial. A derivada ordinaria de quarta ordem,
a esquerda da equagdo 2.30, geraumamatriz [A], e o primeiro termo da direita da equagéo

gerauma matriz diagonal [B].

O sistema de equacdes naforma matricia fica
1 m

—|All¢}= 0* —|B 2.31

—alAlg}= o ZBli} (2:31)

Onde Ax é o passo damalhae

[A] = [¢M] = [¢i—2 —49_, +6¢ - 44, + ¢i+2]
B]=l¢l=12]

(2.32)

A equacdo matricia final (2.31) é a classica equacdo de movimento de um sistema com

multiplos graus de liberdade ({[K] - @’ [M]} X = 0), no dominio da fregiiéncia.
2.3.2 - Contorno Flexivel tipo Viga de Cisalhamento para uma Cavidade Acustica

A equacdo de movimento para a viga de cisalhamento também esta apresentada no Anexo
B. A referida equacdo esta reescrita abaixo:
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o) =
P'(X)=w kAG¢(><) (2.33)

Onde m € a massa por unidade de comprimento, KAG a rigidez ao cisalhamento, o &

frequénciacircular, ¢(x) é adeformada do eixo central daviga

Aplicando-se o operador de diferengas finitas no termo ¢” (x) da equagdo 2.33, obtém-se a

matriz [C]. O termo ¢(x) gera uma matriz diagonal [D], semelhante a0 caso de vigas

flexionais.

Assim, chega-se ao seguinte sistema de equagtes, naformamatricial:

1 , m
F[c]{cb}:w m[B] (2.34)

Onde Ax € 0 passo damalhae

[C] = [¢”] = [¢i—1 - 2¢i + ¢i+1]
[B]=[s]=1¢]

(2.35)

2.3.3 - Condic¢des de Contorno para Estruturas Laminarestipo Viga

A utilizacdo do MDF no contorno requer nos artificiais fora da viga, devido atipologia das
células que substituem as derivadas nesses pontos. Por isso, o MDF também deve
discretizar as equacOes diferenciais dos contornos. Abaixo s80 mostradas as equacdes
correspondentes a algumas condigdes de contorno comuns em vigas.

(5
71 =0
Engaste ox ),

e i ¢ =0 i  — )=
° +—0— 2. AX (¢|+l ¢|—1) 0
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- ]
Apoio O’ |
s S 60 L oo g
A —~5(01-20+0.)=0
b= (2.37)
-
ox° ).
Livre M _[axz ji =0 2'AX3( bo+20,
L - 1 —26,,+¢,,)=0
i..‘t o : i:i E(¢i4_2¢i +¢i71):0 _¢i—2 +4¢i—2 _2¢i—1_2¢i+l+
0.=20 -0, +6.,,=0

$,=40-44,+0,,=0

(2.38)

Figura 2.4 - Condicdes de contorno usuais para vigas em DF.

Os pontos virtuais podem entdo ser substituidos por pontos reais da maha, segundo as

equactes 2.36 a 2.38, correspondentes as condicdes de contorno da figura 2.4.

2.3.4 - Fluido Acustico Limitado por Diferentes Fronteiras

O esguema da figura 2.5 ilustra uma malha de DF com pontos regularmente espacados,

num dominio bidimensional. Na mesma figura, sdo mostradas as células equivalentes ao

operador laplaciano (V?) daequagio da onda.

A equagdo da onda discretizada por DF tem a seguinte forma de recorréncia,

1
VZp-—=p=0
C2

Piaj— 2P + Pia,; 4 Piia—2P; +Piju _ip -0

(o by e
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(i)
} J+1
| o | | j
i_]._F I L] - I i-1 f;x i+1
' [ J J
. . 4 - 1|- - - * + J_l \j
il -
. @ (b)

Figura 2.5 — Discretizacdo do fluido pelo MDF, (a) Maha de diferencas finitas, (b) célula

para a discretizacdo do operador V 2,

A regra de recorréncia (2.39) deve ser aplicada em todos os pontos i,j da maha (figura
2.5a). Um problema surge quando nos pontos sobre um contorno (parede rigida ou movel,
aberta, superficie livre, radiacdo). A célula (figura 2.5b) acaba envolvendo um ponto fora
da maharea do fluido — na figura 2.5a estes pontos “virtuais’ estdo nas bordas com cor

mais clara.

Para contornar este problema, basta discretizar as equacOes diferenciais do contorno e
escrever o ponto virtual em funcdo dos pontos reais dentro da malha, assim como forafeito

no item 2.3.1 (figura 2.4 e equagdes 2.36 a 2.38).

d -1~ Mk+
Equagéo do contorno rigido: Va p| = a_p = P P 125p" L=0= Py = P (2.40)

i

Vnp| _9p| _ pk—l_pk+1:_£pk

Equacdo da superficie livre I 9n | , 20 g

(2.41)

linearizada (ondas de B o ..
= Px1 = ——/— P+ Pras
gravidade): 9

ou simplesmente sem ondas de superficie: px=0

= :——p

Equac&o do contorno infinito: ‘ (2.42)
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ap| _ Pii = P
on|, 2.6

= Py = —200 (U, + Pyyy

Equaggo do acoplamento fluido- V , p|, = =—p, U,

(2.43)
estrutura:

Onde “k” é o indice sobre os n6s do contorno; “pk-1” € a pressdo em um no virtual (fora da
malha); “u” é o deslocamento normal a fronteira movel; e “9” € o passo da maha na

direcdo perpendicular ao contorno.

Aplicando a equagdo (2.39) em todos os pontos i,j e eliminando os pontos fora da malha
com as equagdes (2.40) a (2.43), chega-se a um sistema de equagdes semel hante ao obtido
pelo MEF. Ou sga, monta-se uma matriz de rigidez do fluido com os termos que vem

acompanhando “p;;”, uma matriz de massa com os temos em [ ;, uma matriz de
superficie livre com os temos em — 2% P, ;, uma matriz de radiacdo com termos em p, ;

e uma matriz de acoplamento com termos em Ui . De forma que o resultado fica,
(K, P+ M 1+ [sLfp+ [CHp+FS, Hul =0 (2.44)

2.4- MODELO NUMERICO BASEADO NO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

2.4.1 - Solido Eléastico

A equacdo (2.5) pode ser discretizada por elementos finitos. Para isso é necessario

aproximar os deslocamentos da seguinte forma:
i=0=[N,Ju} d=G=[NJu} d=d=[N G} e=[B,Ju} (2.45)

Onde U €é o campo aproximado de deslocamentos, [N,] as funcdes de forma do elemento
finito, { U} € o vetor de deslocamentos nodais, [B,] € a matriz de derivadas das funcbes de

forma que relaciona as deformagdes (€) com os deslocamentos (u).
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Aplicando as equacOes aproximadas acima (2.45) na equacdo de Lagrange (2.5), obtém-se

a equacdo de movimento ja discretizada:

M Jit+[ce fut+ [K Kot = {ps}
Onde:
Matriz de massa do elemento: [M |*© m’pE N, Jave
Matriz de rigidez de um elemento: [K .| = ”.ﬂBu Io]B, Jav,
VE
Matriz de amortecimento de um elemento: [C. |*© H J.,u[N N, Jdv,
Vetor de forcas de superficie: {P,}* = ”[N {Fldst

Vetor deforgas de corpo: {R,} = [[[IN, folav,
VE

2.4.2 - Fluido Acustico
Hipoteses simplificadoras:
¢ Oscilagbes de pequena amplitude em torno da posicéo de equilibrio;

e Fluido homogéneo, invicito e irrotacional;

(2.46)

(2.473)

(2.47h)

(2.47¢)

(2.470)

(2.47¢)

e As pressdes minimas no sistema sdo sempre superiores a pressao de vapor d dgua (ndo

ha cavitacéo).
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~— .. Ondas de Superficie

¥ + — |
i T r4 |_
" |
L Gl
1 Qf 3 | Radiag¢@o
n —»
Qs B Cavidade Acistica Ne— >
I (Contorno
Estrutura .
Flexivel = i Infinito)
g I, |
L
N

Contorno Rigido

Figura 2.6 — Cavidade acustica e condic¢des de contorno.

Q¢: dominio fluido; I'1: interface com o sdlido;
Qs: dominio sélido. I',: interface com contorno rigido;
I's: superficie livre com ondas de gravidade;

I'4: radiacéo no infinito.

Reescrevendo as equacdes governantes do fluido:

1

Equacgo da Onda (2.14): v? -—p=0 No corpo (Q+)
c

Equagéo do contorno mével (2.18): V.p=-pli} No contorno (T")

Equacdo do contorno rigido: Vap=0 No contorno (I"2)

Equacdo da superficie livre linearizada
(ondas de gravidade) (2.24):

Equacdo do contorno infinito (radiacdo)

1 .
V.p= —ED oup=0  No contorno (I's)

1.
Vop=-=p No contorno (I's)
(2.29): c

Aproximando as pressdes no fluido “p” por p, surge um erro € na equagdo daonda (2.14).

1
2

- p#0 (2.48)

e=V’p-



Pelo Método de Galerkin, integrando o produto do erro € com a fungéo aproximada p em

todo o dominio fluido, o resultado € zero. Esta € a chamada condi¢&o de ortogonalidade.

Jepaa, =0 (2.49)
Qf
Substituindo o erro (equacdo 2.48) na equacdo 2.49 chega-se a
2 A 1 = ~
j(v p——z-pjdef =0 (2.50)
C
Qy
2 A a 1.
jV ppdQ, — I_zpdef =0 (2.51)
Q; Q; c

A primeira integra da equacéo 2.51 pode ser resolvida aplicando uma integracéo por

partes em duas dimensdes, dada pelo teorema de Green-Gauss. O resultado fica:

[Vippaa, = [V-(Vp)pdQ, =- [V -V pdQ, + [Vp-{n}pdr (252)
Q¢ Q; Qy r

Onde n é um vetor normal ao contorno T'.

A Ultima integral da equagéo 2.52 é avaliada no contorno da cavidade acUstica. Essa

integral pode ser separada de acordo com os tipos de contorno (figura 2.6), ou sgja,

[V-(VP)pdQ, =— [Vp-V pdQ, +{Vp-{n}pdr, + {Vp-{n}pdr, +
Qf oF ri r2

. o (2.53)
+Vp-{n}pdr, + {Vp-{n} pdr,
r3 r4

Substituindo as equacbes 2.18, 2.24 e 2.29 nas suas respectivas integrais de contorno
(equacdo 2.53), chega-se a:
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A\ A ~ " " ~ 1. 1.
[V-(VB)pdQ, =- [V -V pdQ, - dp, {u}-{n}pdr; - {= ppdr; - §=p pdr,
Q Il F3g 1"4C

Qg

(2.54)

Substituindo a equacéo 2.54 na primeiraintegral da equacéo 2.51 obtém-se:

Q

o i 1. 1:, 1
— [Vp-V pdQ, - {p{u}-{n}pdr, - §= ppdr, - §=p pdr, - [ ppde, =
Q¢ Tl F3g F4C C

(2.55)

As pressdes no fluido “p” e os deslocamentos na estrutura “u” sdo aproximados pelas

funcbes p e U, respectivamente. Essas funcdes s30 escritas em termos das pressdes e
deslocamentos nodais ({p} e {u}), por meio de matrizes de interpolagio ou matrizes de

funcdes de forma[Nu] e [Np] adequadas.

u=0=[Nufa} (2.56)
p~ p=[Nplp} (2.57)

Além disso, as derivadas das pressdes podem ser aproximadas da seguinte maneira:
Vp=Vp =V[Np[p}={LlNpp}= [BpKp} (2.58)
Onde{L} éo vetor dederivadas: {L}={0/0X a/aY}" .

Aplicando as equactes 2.56, 2.57 e 2.58 na equacédo 2.55, transforma-se as integrais desta

Ultima equacéo nas seguintes matrizes,
[vp-vpda, ={p}" [[Bp] [Bol2, {p}={p}"[K, [} (2.59%)
Q; Q;

J & booa ={o [ INeT el {5} I ) (25%)

Q
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4pf{u} {n}pdr, ={pf’ 4pf Nu[" [2]Nplr {i}= {p}" [Fs]' {i} (2.59)
cj— par, {p}ch—[Np]T[Np]dr{} {p} [s-Ki} (2:59)

cj— pdr, ={p}' cj— Np[' [Npldr, {p}= {p} [RIp} (2.59)

Onde [A] € uma matriz de rotagcdo que projeta os deslocamentos nodais na diregdo normal

ao contorno.

Substituindo as equagdes 2.59a a 2.59e em 2.55 e eliminando-se {p}", obtém-se a equagdo
de movimento do fluido aclstico, semelhante a equacdo de movimento da estrutura
(equacéo 2.46).

[K 1{p}+IM  1{p}+ plFs] {i}+[sU{p}+[Ri{p}=0 (2.60)
Onde:
.

[K]= QJ [Bo]' [BpJd2, Matriz de rigidez do fluido. (2.613)

1
[M]= P I[Np]T [NplaQ, Matriz de massa do fluido. (2.61b)

Q¢
Matriz de acoplamento fluido estrutura

[FSI" = 4[Nu]" [AINpldr, g’ (2610)

r1 (transposta).

1 Matriz de superficie livre — ondas de
[SL]= = [Np] [Npldr, | P (2.61d)

39 gravidade.
1
[Rl= ch[Np]T [Npldr, Matriz de radiacéo no infinito. (2.61€)
r4

Asintegrais fornecem as matrizes dos elementos finitos para o dominio fluido.

2.5- MATRIZESELEMENTARES
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A seguir, serdo mostradas as matrizes elementares para os dominios fluido e solido. Essa
demonstracdo é proveniente das equactes 2.47 e 2.61. Inicialmente sdo obtidas as matrizes
para um elemento unidimensional simples de 2 nés, no qual a pressdo varia linearmente ao

longo do seu eixo e é constante ao longo de uma se¢do transversal. E depois sdo deduzidas
as matrizes de um elemento triangular plano.

2.5.1 - Elemento Finito 1D para o Fluido

Considera-se um elemento 1D de comprimento 1© e com uma varidvel genérica por né ().

As funcdes de interpolacéo (forma) sdo dadas abaixo.

={
¢t ’
P, ®, l w‘ . : —»X
> — % X X, = 1 2
! l(e) I"' ].[.‘.:, "'; [ l(e) 7
_%=X _X=%X
1T @ N, = | ©
(2.62)

Figura 2.7 - Funcdes de forma para um elemento 1D de 2 nés.

A partir das fungdes de forma e pressdes nodais, a variavel ¢ é aproximada por ¢3 Para

isso, basta introduzir a matriz de fungdes de forma e escrever ;/3 em funcdo dos valores

nodais {5 }.

#(x) =[N, (X) N,(x)]{¢}

. (2.63)
¢(x>=|(ie)[x2 ~x x—xll{;’l}

2

A matriz de derivadas das funcdes de forma [B] pode ser obtida diferenciando a equacdo
2.63 em relacdo aordenada “x”.
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0 0
[B]:&[N]:&[Nl Nz]
1 (2.64)

[B]:_|<e)

[-1 1]

a) Matriz derigidez do fluido

De acordo com a equacdo 2.61a, a matriz de rigidez do fluido é calculada utilizando-se a

equacdo 2.64, ou sga,

[K1® = [[B,1"[B,]dQ, =A<e>xfl(ie)__} ~ -1 x

(e) 1 _1_)(2
=AY e

(l(e))2 -1 1_x1
[KJ“E%F _1}
-1 1 (2.65)

b) Matriz de massa do fluido

Segundo a equacdo 2.61b, a matriz de massa do fluido € obtida utilizando-se as funcgdes de

forma (equagéo 2.62).

M 19 = [N T[N, Jde,

Qg

9 A9EN A® N2 NN
[Mf]():C_2J|: 1j|[N1 NZ]dXZ?J|: ! ! Z}dx

AN Al NN, N7 (2.66)

A integracio analitica da equac3o 2.66 € uma tarefa trabalhosa. E conveniente se fazer uma

transformacdo de coordenadas, ou seja, é preciso substituir a coordenada “x” por uma

coordenada natural, fazendo
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Substituindo a equacéo 2.67 em 2.66 obtém-se:

@x4 12 LL
M1 = AZ J‘{ 1 lzz}dx
X1 I‘1L2 L2

A integracdo analitica (equacéo 2.68), em coordenadas naturais, € dada pelaregra:

s alp ~
XJ;Ll LZdX_ (0{+ﬂ+1)| (XZ Xl)

Logo, em 2.68 asintegrais ficam:

Y je_l,e

X2
L2 .dxk=—""_
J v T ) 6

10 ,|(e):E,|(6)

X2
219 dx=-—"—
Il ? (2+0+1) 6

x1

Substituindo 2.70 em 2.68 chega-se a conclusdo de que a matriz de massa é

[M]@_AW@ 2 1
f 6c |1 2

2.5.2 - Elemento Finito 2D para o Fluido

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)

Agora, serdo calculadas as matrizes para um elemento 2D. O elemento é triangular de trés

nos e as fungdes de interpolagédo sdo lineares, como mostra afigura 2.8. O elemento possui

uma incognita por né (1, ¢2 € ¢3).
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@ (b)
Nl NZ N3

Figura 2.8 - Elemento finito triangular, () Coordenadas dos nés e variavel nodal, (b)

Formas de interpolagéo.

Um elemento triangular de trés nds possui as seguintes funcdes de interpol acéo:

1(X y) 1(9) (a1+b1X+C1y)

1
N ( y) (e) (aZ + b2X+ CZ y)

1
N (%) = > (s +byx ) (2.72)
1= X2Y3—X3Y2 H=X3Y1—X1Y3 B=X1Y2—Xo Y1
bi=y>-Yys bo=y3—y1 bs=y1—Y>
C1= X3—X2 Co= X1 —X3 C3= X2 —X1
Entéo, a funcéo aproximada (13 fica,
3(x)=[N, N, N,|{¢
o(x) =[N, N, N,[{¢g} (2734
)
ou ¢(x) 2A‘e’ [a, +bx+cy a,+b,x+c,y a;+b,x+c,yl Zz (2.730)
3

A matriz de derivadas das funcdes de forma do elemento &
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d BN%X BN%X BN%X

[Bf]_{L}[Nf]_{aax}[Nl N2 N3l=|oy ON ON
Ay 18y %y %y

1 (b by bs}
= 2.74
2A(€) Ll Cr C3 (274

[Bs ]

a) Matriz de Rigidez do Fluido

De acordo com a equacdo 2.61a, amatriz de rigidez do fluido pode ser obtida utilizando-se

aequacdo 2.74, ou sgja,

[K1@ = [[B]"[B]d2,

b, b1 b, b
[K,]® = J‘ 1 |b b, b 1 |b b, b, A
A2A9 ¢ ¢, ¢ ] 2AY|c ¢, ¢
1 2 b12 + CZI;.2 blb2 + Clc2 b1b3 + ClC3
[K,]® = (ZA(Q) j b +c2 bbb, +c,c, jdA
simétrico bl +cZ |
b>+c’ bb,+cc, bb,+cc,
[K f ](e) = AA® bz2 + C§ bzbs +C,Cy
simétrico b? +c? (2.75)

b) Matriz de Massa do Fluido

De acordo com a equagdo 2.61b, a matriz de rigidez do fluido é calculada utilizando-se a

matriz de funcdes de forma.

M 19 = [N, TIN, Jog,

Q¢

(2.76)
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N,
1
[Mf](e) :?J. N, [Nl N, Ns]dAf =

A N3
. NZ NN, NN,
=?j N2 N,N, |dA,
Al sim, N2

Vaendo-se do mesmo procedimento apresentado para o elemento finito 1D, para se obter
umaintegral das funcbes de forma é conveniente fazer uma mudanca de coordenadas. Para
um elemento finito triangular, as coordenadas naturais L1, L, e L3, de um ponto “P”
gualquer no triangulo, sdo dadas através de uma espécie de “quinhdo” de érea, conforme
mostraafigura2.9.

Figura 2.9 - Coordenadas retangulares e naturais em um elemento triangular.

Onde:
A1, AreAs A=A+A+A; (2.77)

As coordenadas naturai s sdo definidas como:
N1=L1:% Ny=L,="2 N3=L3=% (2.78)

Levando as equagdes 2.78 em 2.76 o resultado €,
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1 Li L1L2 L1L2
M7= | L5 L,L, |dA,
Al sim L2
. 3

(2.79)

No caso do elemento 1D, a integracdo se dava sobre o eixo do elemento. Ja no caso da

equacdo 2.76, a integracdo acontece na area do elemento de profundidade unitaria. Para

integrar as coordenadas naturais (2.78) em termos de area, basta usar a seguinte expressao:

1 Al
Juditd=—= PP __ope
: (@+B+y+2)

Portanto as integrais contidas em 2.79 ficam,

1.11.0!
ILile L9dA = 2 Y C PN
F @+1+0+2) 12
1010!
jLidA: J.Lfdx: J‘LidXZL A© =£A(e)
A A A (2+0+0+2) 6

Aplicando 2.81 em 2.79, chega-se a matriz de massa do elemento.

A(e)
12-¢?

[Mf](e) =

N
N R

sim

¢) Matriz de Acoplamento Fluido-Estrutura

(2.80)

(2.81)

(2.82)

O elemento triangular pode estar em uma interface com um elemento finito do dominio

solido. A matriz de acoplamento fluido-estrutura € dada pela expressdo (2.61c), ondeI'; € 0

contorno de interface com o sdlido.

Supondo que um dos deslocamentos da estrutura (vertical ou horizontal) estgja projetado

na diregdo normal ainterface, entéo,



[FS) = fIN,I"[AIN, Jar, = jm”l}[Npl N, T

uz2

(2.83)

Onde Nu e Np sdo as funcbes de interpolacdo dos deslocamentos do solido (u) e das
pressdes no fluido (p), respecivamente. E suposto que os elementos do solido e do fluido
utilizem as mesmas fungdes de interpolacéo, entdo Nui=Nf;=L;, onde Li € a coordenada
natural, e que dois dos deslocamentos nodais ja estgja projetado na direcdo norma ao

contorno.

A integracdo das coordenadas naturais ao longo da interface com a estrutura fica:

J'L L, = 1.1 Lij(e) :lLij(e)
T (L+1+2) 6
(2.84)
101
j LodL, = [LdL, = 2 e lpe
° (2+0+1) 3

Lj

Para simplificar, imp8e-se que a condicdo de interface com o sblido esta presente em
apenas um dos lados do elemento finito triangular. Esse lado contém 2 noés “i” e “j”, e seu

comprimento é Lij.

Substituindo-se 2.84 em 2.83 demonstra-se que a matriz de acoplamento fluido-estrutura é

L9721
FS|® = 2.85
[FS] 6 {1 2} (289

A matriz 2.85 possui posi¢des apenas nos graus de liberdade (nds) da interface com o
solido. Vae lembrar que, essa matriz € vdlida somente para interfaces horizontais ou
verticais, no qual um dos graus de liberdade do sblido (horizontal ou vertical) ja estgja

projetado na direcdo normal a esse contorno. Uma demonstragdo mais correta da matriz de
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acoplamento poderia ser feita mediante utilizacdo do vetor normal, com 0S co-senos

diretores.

d) Matriz da Condicéo de Superficie Livre
Considerando a equagéo (2.61d) e introduzindo a matriz de fungdes de forma do elemento

triangular, tem-se,
[SL]©@ = LN TIN I
= ja[ I[N, 1dr,
I3

S0 ==

I3

N > N,N
! [Nl Nz]drszi_[ .l 122 dra
N, gsLsm  N; (2.86)
Supondo que a condic&o de contorno exista em apenas 1 dos lados do elemento, o lado que
possui os nos “i” e “j” e comprimento L;;, procede-se da mesma maneira do qué foi feito

anteriormente na matriz de acoplamento fluido-estrutura. Entdo é obtida a matriz de

superficielivre.

L--(e)
[SL]® =—— {2 1} (2.87)
6g |1 2

€) Matriz de Radiacgao no Infinito

Segundo a equacdo 2.61e, a matriz de radiacdo no infinito difere da matriz de superficie

livre apenas na constante “¢” no lugar de “g”. Logo, amatriz de radiacdo fica

[RI® = [N, '[N, Jar,

I,

R L f N NN
cglsm N7 ¢
(e
[R](E)ZL” {2 1}
6c |1 2 (2.88)

2.5.3 - Elemento Finito 2D para o Sélido
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O processo de obtencéo das matrizes elementares para um elemento solido triangular 2D
de trés n6s é semelhante ao que foi feito para o e emento triangular do fluido. A diferenca
entre os dois modelos € que a varidvel nodal, o deslocamento, € uma grandeza vetoria e
precisa de dois graus de liberdade para ser descrita, um deslocamento horizontal e um

vertical. A figura2.10 ilustra o elemento e as variaveis envolvidas.

Figura 2.10 - Elemento finito triangular 2D para um solido de 3 nés e 6 graus de liberdade.

O elemento para estrutura usa as mesmas funcdes de forma que foram apresentadas para o
elemento de fluido (equacgéo 2.72), mas ha um arranjo diferente em funcdo da existéncia de

2 graus de liberdade por no.

N, O N 0O N, O
' ’ y {ul U, U U, U ue}T

fi=
O N, O N, 0 N, (2.89)

ou a=[N, Ko}

A matriz de derivadas € obtida das relagdes deformacdo-deslocamento da elasticidade
linear. De acordo com a teoria basica da Elasticidade 2D (Shames 1964), essa matriz é

dada por,
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%X 0 0N, /0 oN, /0 oN, / 0
B.J=] 0 9, [N.]- e MNos, 2%0)
_%y %X_ _aN / N, Ax oN, Ay N, Ax oN, Yoy oN, /X

Introduzindo as equacfes 2.72 em 2.90 conclui-se que a matriz de derivadas é,

. bb 0O bb 0 b 0
[B“]zzA‘e’ 0c O0c O c (2.91)
Cl bl CZ b2 C3 b3

a) Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez € dada equacdo 2.47b, onde a matriz de relacBes constitutivas [D] €

expressa por uma das equacoes:

e 1-v v 0 £ 1 v O
Dep|l=7————| v 1-v 0 ou |Dg; |= v 1 0 2.924
[ EPD] (1+V)(1— ZV) 1-2p [ EPT] m 11—y ( )
0 0o — 0 0 —
2 2
Estado Plano de Deformagdes Estado Plano de Tensbes

As matrizes [Bg] e [D] sdo formadas por constantes, logo na equagdo 2.47b elas saem da

integral. Assim, amatriz de rigidez do elemento fica

keI =[B.]'Io]8, 1f]fove

b 0 o

0

o » B bb 0 b, 0 b, O (2.92b)
K. @ =—L | “2IpJo ¢ 0 ¢, 0 c
5 T 4A®|0 ¢, b, ! 2 3

b O c Cl bl CZ b2 C3 b3

3 3

10 ¢c; by
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Onde “t” é a espessura do elemento finito.

A matriz de relacOes constitutivas D pode ser usada em sua versdo para estado plano de

tensdes ou deformacdes, conforme 2.92a.

b) Matriz de Massa

Introduzindo a matriz de fungdes de forma (equagdo 2.89) na equacdo 2.47a (matriz de
massa), obtém-se

N, 0]
0 N,
N, OfN, O N, O N, O
M =pp [INJIN Ve =pe || 2 ' ’ ° dA:
F EV-E[ 8 Eg 0 N,[0O N, 0O N, 0 N,
N, O
[ 0 Ngj
NS O NN, 0 NN, O
NS 0 NN, 0 NN,
N> 0 N,N 0
M = pe [N, T[N, JaVe = p 2 27 dA:
5 Evl : E,i N,’ 0 N,N,
sim N, 0
L N32 _
(2.93)

Onde“sim” indicaque a matriz é simétrica.

Utilizando a mudanca de coordenadas, semelhante ao qué foi feito nas equagles 2.77 a

2.82, € demonstrado que a matriz de massa consistente do elemento solido €

2 0 1 0 1 O]
2 0101
A® 2 010
M@ = Pe .
Mc] - )0 1 (2. 94)
sim 2 0
- 2_
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2.6- MONTAGEM DO PROBLEMA ACOPLADO

A solucdo do problema acoplado de Interacdo Fluido-Estrutura consiste em resolver
simultaneamente as equagOes de movimento da estrutura e do fluido. Essa forma de
acoplamento foi originalmente proposta por Zienkiewicz e Newton (1969) para elementos
finitos.

Na equacdo de movimento da estrutura (equagéo 2.46), o vetor de forgas de superficie { Ps}
pode ser transformado em dois outros vetores: um vetor de forgas de superficie genérico
{f} mais um vetor de forgas devido as pressoes do fluido na regido de interface com o
solido [FS]*{p}, ou sga, {Ps}={f}+[FS]*{ p}. Logo, as equacdes de movimento do sbélido

e do fluido ficam:

M Rii}+ [Ce R+ [k Ha} - [Fskp}=[f] (2.958)
K, ]{ITD}+ [M  Hpf+ o, [FSI" )+ [SLI{p}+[RI{p}=0 (2.95b)

As equagdes acima podem ser arranjadas em uma Unica equacao matricial.

[M] 0 {ﬁH[cE] OHU*H[KE] —[FS]}{u}:{{f}}*
pIFSIT M 1+st] 1B/ L o [Rlp/T| 0 K ]lp/ 1o
ou  [M*{8} +[CH{ S} +[K*I{S} =f*

(2.96)

Onde as matrizes M*, C* e K* sd0 matrizes andl ogas as matrizes de massa, amortecimento
e rigidez de um sistema nédo acoplado, com diferenca na configuracdo da matriz. O vetor

{8} envolve todos os graus de liberdade do sistema (deslocamentos e pressoes).
A egquacdo acoplada originada do MDF se diferencia da equacdo 2.96 pelo pato da matriz

de acoplamento ser diferente nas equacdes de movimento do fluido e da estrutura, ficando

0 Sistema da seguinte maneira.

[M¢] 0 ul [[Cel o fu] |[Kel [FSI{fu|  [{f}
[p-[Fszl [MMSL]HﬁHo [RlH*pHo [Kf]}{ﬁ}_{o} (257)
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2.7 - CASO PARTICULAR: FLUIDO INCOMPRESSIVEL

Dependendo do parametro de compressibilidade do problema fluido-estrutura (wL/c<<1) e
das condicdes de contorno, pode haver um modo de vibragdo no qual o fluido ndo tem sua
rigidez mobilizada. Esse modo de vibragdo € denominado modo de massa adicional, e em
muitas analises a aplicacdo desse conceito € suficiente para aproximar o comportamento
dinémico do sistema.

Pela hipotese de incompressibilidade do fluido:

C=oo (2.98)

Logo, aplicando (2.98) na equacéo da onda (2.14), obtém-se a equacéo de Laplace:
V2p=0 (2.99)

A formulagdo numérica para o fluido (equacdo 2.95b) fica simplificada na sua 2? linha, e 0

campo de pressdes no fluido pode ser escrito da seguinte maneira,

[, p}-plPsT fi}=0

~{py=-plK, I'lFsT {i} (210
Substituindo a pressio acima na primeira linha da equagio (2.95a) obtém-se,
(Me1+ plFsIk, FIFST Jit+rcatfi+ [k =1 1)
ou  ([Mc]+[M U1+ [CHut+ Ko} ={ 1) (2.101)
onde Map € amatriz de massa adicional, dada por
M = p[FSIK, [*[FsT (2.102)
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A forma de andlise dinamica do sistema FE com a equacdo 2.101/2.102 substitui o fluido
por um efeito inercial, anexando massas (Map) a estrutura. Esse modelo tem a grande
vantagem de ter um nimero de graus de liberdade reduzido, igual aos graus de liberdade da

estrutura.
Uma outra forma de modelar o fluido como um meio incompressivel € eliminar, na

equacao acoplada 2.96, a matriz [M¢]. De acordo com a condi¢éo de incompressibilidade
(Cc=00), amatriz M; (equacdo 2.61b/MEF e 2.39/MDF) tende a zero. Assim a equacéo

2.96 fica,
ul [[Ccl o |fu|  |[Kel —[FSI|[a]  [{f}
{'ﬁHO [R]Hﬁ}*{o [Kfl}{ﬁ}‘{o} (2199

[Me]l O
p'[Fsz] 0,
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3- PROCEDIMENTOSNUMERICOS

Apbs a exposicéo da formulacdo tedrica e feita no capitulo 2, é necess&rio detalhar a
“mecanica’ do método, ou seja, mostrar como as equagdes de movimento sdo montadas.
Para isso, serdo apresentadas nesse capitulo as rotinas, regras de recorréncia e resolucao
manual de exemplos para melhor ilustrar a aplicagcdo das formulagdes numeéricas.

O capitulo €é dividido em 3 partes. Na primeira € mostrado o esquema gera de aplicacdo
das metodol ogias numeéricas a |FE. Na segunda parte € mostrada a montagem das equaces
matriciais de um problema tipico, onde inicialmente € construido um modelo 1D seguida
de um 2D. Sendo que, para cada modelagem, o problema é resolvido por duas formas
diferentes, uma com o MDF e outra com MEF. Além disso, na parte final do capitulo é

apresentado o algoritmo de integracéo no tempo.
31- ALGORTIMO DE MONTAGEM DO PROBLEMA ACOPLADO FE

A escolha do método numeérico para modelagem de um problema de Engenharia depende
das caracteristicas do problema, precisdo requerida e principamente da experiéncia do
Engenheiro. Este trabaho utiliza dois métodos numéricos (MEF e MDF). Para os casos
estudados, o MEF mostrou melhor precisdo que o MDF, conforme sera concluido no

capitulo 4 - Resultados Numeéricos.

O MEF se vale de um numero finito de elementos que representa o dominio fisico em
estudo. JA o MDF aplica a forma discretizada da equacdo diferencial que rege o
comportamento do meio numa‘nuvem’ de pontos. A forma de tratamento das condicdes de
contorno também é diferente, 0 MEF usa elementos especiais nafronteira, jao MDF usa o
artificio de discretizar a equacdo diferencial do contorno para eliminar os nés ‘virtuais que
surgem na aplicacdo da forma discretizada da equacdo governante do fendmeno no

dominio.

Independente do método numérico usado, a montagem da equagéo acoplada tem 0 mesmo
principio. A idéia principal é resolver simultaneamente as equacGes de movimento da
estrutura e do fluido. A Unica dificuldade que surge é com a matriz de acoplamento [FS],
que relaciona as acel eragOes da estrutura com as pressdes do fluido nainterface comum aos

dois meios continuos. Asfiguras 3.1 e 3.2 ilustram a aplicacdo do MEF e MDF.
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De acordo com 0 exposto no item 2.6 do capitulo 2, a equacdo de movimento amortecida de

um sistema |FE é:

[ [M] OHﬁ}"{[CE] 0 :|{ﬁ}+|:[KE] —[FSJHU}:{U}}
p-[FS,] 0]|p 0 [RI(p 0 [K¢]]lp 0
ou [Meel{ 6} +[Crel{ 6} + [Keel{ 6} ={Fee} (3.1

Na equacdo acima, as matrizes de massa, amortecimento e rigidez da estrutura (Mg, Kg e
Ceg) sfo quadradas e f € um vetor de forgas, sendo gque todos possuem dimensdo igual ao
nimero de graus de liberdade na estrutura (GLE). Da mesma forma, as matrizes do fluido
(Ms, SL, R e Ky) sdo quadradas com dimens&o igual ao numero de graus de liberdade no
fluido (GLF). A matriz de acoplamento fluido-estrutura (FS) tem dimensdo igua a GLE
linhas por GLF colunas, e possui numeros diferentes de zero na posi¢des correspondentes
aos nos da estrutura que estdo na interface com o fluido. A variavel “u” € um vetor com 0s
graus de liberdade de deslocamento da estruturae “p” o vetor com os graus de liberdade de

pressdo do fluido.

O procedimento geral para se chega a equacdo 3.1 & 1) montar as matrizes de cada
elemento de um dos dominios ou contornos baseado nas equagdes do capitulo 2; 2) somar
nas posicoes corretas as matrizes de cada um dos elementos (matrizes elementares) e obter
amatriz global; 3) substituir cada matriz na equacdo 3.1. A montagem das matrizes (etapa

3) do sistema acoplado pode ser feita segundo a rotina abaixo.

Formageral darotina de montagem do problema acoplado.

Entradas: Mg, Cg, Kg, f, M¢*, R, K¢ e pr. Onde M¢*= M; +SL.

1. Clculode GLEeGLF.

2. Céculodamatriz [FS].

3. Inicidizagdo das matrizes quadradas Meg, Cre, Kre com dimensdo (GLE+GLF) e do
vetor Fee com a mesma dimensao.

4. Incorporagao das matrizes Mg, Cg, Ke ef as matrizes Mg, Cre, Kre € a0 vetor Fee.
Incorporagdo das matrizes My, R, Ky e f as matrizes Meg, Cre, Kee.

6. Incorporacdo damatriz FS as matrizes Mee € Kee.

Saidas. Mgg, Cre, Kre € Free daequagéo 3.1,
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A rotina acima estd detalhada abaixo em pseudo-linguagem. Esse algoritmo procura
representar a estrutura l6gica de composicdo da equacdo 3.1 e pode ser transcrito para

qualquer linguagem cientifica de programacao.

Algoritmo de montagem da equacéo acoplada (em pseudo-linguagem).

$PASSO 1. %$PASSO 4
GLE = tamanho (Ke) Para i=1 até GLE
GLF = tamanho (Kf) Feg(i,1) = £(i,1)

Para j=1 até GLE

$PASSO 2 Mpg (i,3) = Mg(i,3)
FS(GLE,GLF) = 0 Cee(i,3) = Cg(i,3)
Kee(1,3) = Kg(i,3)
Para 1=1 até NGLfe Fim
Grl = CONTORNOfe (i, 1) Fim

Gr2 = CONTORNOfe (i, 2)

Gr3 = CONTORNOfe (i, 3) $PASSO 5
Gr4 = CONTORNOfe (i, 4) Para i1=1 até GLF
X1 = COORDf (Grl,1) Para j=1 até GLF
Y1l = COORDf (Gr1l,2) Kgg (GLE  + i, GLE + j) =
X2 = COORDf (Gr2,1) Ke(1,3)
Y2 = COORDf (Gr2,2) Mg (GLE + i, GLE + J) =
Li; = ((x2-x1)7"2 + (y2-y1)72)70.5 | Me*(i,7)
FS(Gr3,Grl) = FS(Gr3,Grl) + Cpg (GLE + 1, GLE + j) = R(i,3)
Lij/6%(2) Fim
FS (Gr3,Gr2) = FS (Gr3,Gr2) + | Fim
Lis/6%* (1)
FS (Gr4,Grl) = FS (Gr4,Grl) + | $PASSO 6
Lij/6% (1) Para i=1 até GLE
FS (Gr4,Gr2) = FS (Gr4,Gr2) + Para j=1 até GLF
Liy/6*(2) Keg(i, GLE + j) = - FS(i,3)
Fim Mg (GLE + j, 1) = £ *
FS(i,j)
$PASSO 3 Fim

Mrs (GLE+GLF, GLE+GLF) Fim

Crg (GLE+GLF, GLE+GLF)

Il
(@) o o

Kpz (GLE+GLF, GLE+GLF)

Onde: NGLfe: numero de graus de liberdade na interface fluido-estrutura; CONTORNOfe:

matriz com as informacfes sobre a interface fluido-estrutura — graus de liberdade do
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dominio fluido e estrutura na interface; X e Y: coordenadas dos n6s do fluido sobre a
interface ; COORDf: matriz com as coordenadas x e y de cada grau de liberdade do fluido;
Lij: comprimento do lado do elemento sobre a interface fluido-estrutura; pr: massa
especifica do fluido.

No caso de matrizes montadas com diferengas finitas, ha uma diferenca entre a matriz de
acoplamento do fluido e da estrutura, conforme comentado na secéo 2.6 (eg. 2.97) do
capitulo 2. O algoritmo pode ser adaptado no PASSO 6, fazendo:

%PASSO 6 paraMDF
Parai=1 até GLE
Paraj=1 até GLF
Kee(i, GLE +) = - FS((i )
Mee (GLE +j, i) = ps * FSy(j,i)
Fim

Fim

3.2- EXEMPLO DE CONSTRUCAO DASMATRIZESACOPLADAS

Com o intuito pedagogico e de elucidacdo da modelagem numérica abordada nesse
trabalho, pretende-se por meio de exemplos simples, desenvolver passo-a-passo uma
metodologia de abordagem de problemas de problemas acoplados em IFE. Acreita-se que
essa metodologia possa ser assimilada através dos procedimentos utilizados, a despeito das

dificuldades mateméticas envolvidas na questéo.

Os exemplos que serdo mostrados a seguir também tém por objetivo ilustrar a mecénica de
funcionamento das metodologias numéricas apresentados nesse trabalho. O sistema
acustico-mecanico proposto € uma cavidade retangular acoplada no fundo com um sélido
elastico e com superficie superior aberta, conforme figura 3.3a. A superficie aberta é
modelada de duas formas:. inicialmente com presséo nula nos modelos 1D e com condicéo

de ondas de gravidade nos modelos 2D.

Para cada um dos modelos (1D e 2D), sédo mostradas duas formas de solucao/discretizado.
A primeira solucdo se d4 com DF e a posterior por EF.
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Vale ressatar que ndo serdo utilizadas as matrizes de dissipagdo: amortecimento estrutura e
radiacdo no fluido. A matriz de amortecimento estrutural pode ser calculada conhecendo-se
o coeficiente de amortecimento () e a massa do SSUGL (Mg), de acordo com a equagéo
2.108.

3.2.1- Modelo 1D — Solugdo Numérica com Diferencas Finitas

O objetivo é desenvolver um modelo unidimensional cuja cavidade acustica é discretizada
a0 longo do seu eixo de simetria vertical. A estrutura de fundo € idealizada como um
sistema de um grau de liberdade (SSUGL). A figura 3.3b mostra 0 modelo numérico 1D e

em 3.3c estdo os dados de dimensdes e constantes fisicas do problema.

Um ponto fundamental nessa simulacdo € o nimero de nés em que se discretiza o dominio.
Para que segja possivel fazer um esquema passo-a-passo e ndo utilizar equagdes matriciais

muito grandes, foi adotada um malha com apenas 3 nés, conforme mostrado na figura 3.3b.

Dados do Fluido
¢ =1500 m/s
ps = 1000 kg/m®

Dimensdes (horiz. x vert.):

3 10mx10m
D;]-:“ﬂ:io s P, Dados da Estrutura:
k =80kN/m
Ip ps = 7800 kg/m*
1
tu, Dimensdes (horiz. x vert.):
Estrutura
@ 10mx1m.
k
(b) (©)

Figura 3.3 - Caso exemplo de acoplamento acustico-mecanico, (a) problemafisico, (b)

modelo numérico 1D, (c¢) dados de dimensdes e constantes fisicas.
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De acordo com o0 que foi visto anteriormente, a equagdo que rege O comportamento
vibratério do fluido da cavidade aclstica € a equagd da onda. Considerando que o
fenbmeno de variagcdo de pressdo ocorre exclusivamente ao longo do eixo y, ou sga,
d?pldx? = 0, pode-se aplicar o operador diferencial de 22 ordem na derivada segunda da

pressdo (Anexo A), resultando em:

(R Pia—2P; +Pju 1 .
e L @2

A forma de recorréncia de 3.2 deve ser aplicada em todos os n6s da malha de DF (j=1 e 2)
gerando as equagdes 3.3. Vale ressatar que 3.2 ndo foi aplicado ao nd 3, porque a pressdo

nesse no ja é conhecida (p=0).

Aplicando 3.2 namalha:

P= _ 1 1
_______ 3¢ =1 = 2(p2_2p1+po)__2p120
Ay C
: 1 1.
24 j=2 :Ayz(p3_2p2+p1)_? p,=0
(Eq. 3.3
T?T
41
| Condicao de contorno no né 1 (eq. 2.45):
| Ip P, — P
Vv =K =2 Fo _ _ ’
Oé} np|J:1 an =1 ZAy pfu
Passo da malha Ay= 5m P, = 2Ay p, U+ p, (Eq.3.4a)

Figura3.4—Modelo 1D paraa cavidade. Condicéo de contorno de pressao nulano né 3:

p3=0 (Eq. 3.4b)

Nas equactes em 3.3 nota-se que ao fazer j=1 surge um no artificia 0. Em j=1 também é
preciso acoplar a pressdo p; com a aceleragdo U do SSUGL. Para promover esse
acoplamento e eliminar o né 0 das equacgbes é necessario aplicar o MDF também a
condic&o de contorno, como foi feito na equacgéo 3.4a.

Substituindo as equacdes do contorno (eq. 3.4a e b) no lugar de po € ps em 3.3, chega-se a
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e

20/ Ay}{u}+

0

1
Ay?

-2 2
1 -2

)=

Ou, trocando os sinais fica:
iz 10 Pl + _pr/Ay{U}_i_i 2 =-2|p ~0
c?|0 1||p, 0 Ay? -1 2 || p,

A estrutura flexivel do fundo é um sistema simples de 1 grau de liberdade (SSUGL). Suas
propriedades inerciais e elasticas sdo: Mg = 78000 Kg e Kg = 80 kKN/m, respectivamente.

(3.5)

Sobre 0 SSUGL existe uma forca F que pode ser decomposta em duas outras. uma devido a

pressdo p; do fluido e outro devido a uma forca externa qualquer (f) atuante no SSUGL.

Equacdo de movimento ndo amortecida da estrutura fica:

[M E]{U}+ [KE]{U}: F

[M E]{U}+ [KE]{U}: —Ap, + f

[78000}{ii}+ [80000fu} + [10 o]{ El} = f

2

(3.6)

Com as equagdes de movimento da estrutura e do fluido, 3.6 e 3.5 respectivamente, pode-se
montar a equacdo do sistema acoplado. Para isso, basta recorrer a equacéo 3.1 e substituir

nelas as equacgdes 3.5 e 3.6 e usar as constantes fisicas e geométricas do problema (figura
3.3c), ficando:

{[ME] 0 HﬁH[KE] [F&]Hu}:{{f}}
[Fs] M1+ 15/ | 0 Klp/ | o

§] 80000 A 0
2

) (3) o el o () (2
oo @) e () )

(3.7)
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78000 0 0 u 80000 10 0 u f
-400 4.4444e- 007 0 p,r+| O 008 -0.08|3p,r=+0
0 0 4.4444e-007 || p, 0 -0.04 0.08 ||p, 0

3.2.2- Modelo 1D - Solucdo Numérica com Elementos Finitos

O modelo numérico em EF usa 2 elementos 1D ao longo do eixo vertical de simetria da
cavidade. Existem 3 nés e 2 elementos de comprimento 5m e &rea de secéo transversal de

10m?. A figura 3.5 ilustra 0 modelo.

A conectividade dos elementos e as coordenadas dos nés estdo mostradas nas tabelas 3.1 e

3.2.
Tabela 3.1 - Coordenadas dos nos.

NG X y
1 0 0
2 0 5
3 0 10

Tabela 3.2. Conectividade dos elementos.

Elemento NG 1 NG 2 1(e) Area(A(e))
1 1 2 5m 10 m2
2 2 3 5m 10 m2
» fj___:l
1 E Descricdo daMalha:
v 1 = /2 = 5 metros.
[ {:i A 4 2 elementos finitos unidimensionais de 2
] nos.
ie
] E 3 nos.
. I':T:j L

Figura 3.5 - Modelo 1D com el ementos finitos.
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As matrizes My, Kt e FS do elemento finito 1D para o fluido est&o descritas na segéo 2.5.1.
Segundo a equagdo 2.65, a matriz de rigidez para os dois elementos finitos do problema

Sao:

(&)1 -
(e)|_ A
[Kf |(e) {—1 1} (38)
(1) 2 =-2\p (2) 2 -2|p,
K = K = 3.9
[ f] [_2 Z}pz © [ f] [_2 Z}ps ( )

A matriz de rigidez do sistema € dada pela superposicdo das posicbes das matrizes

elementares. Para a malha mostrada na figura 3.5, a matriz de rigidez global do sistema &

_IKE O Kg 2 -2
[Kf]_Lim (KQ+k2)| |sm. 4 (310
' 22 22 '

De acordo com a equagao 2.71, a matriz de massa dos 2 elementos finitos sdo:

6cz |1 2

M©]- A @ {2 1}
@)=~ 1

(3.12)

M, ]P = 2 1)p, (YN G- 2 1]p, (3.12)
7615002 |1 2]p, f 6-15002| 1 2|p,

Superpondo as posi¢des, da mesma maneira que foi feito na matriz de rigidez, obtém-se a
matriz de massa global do sistema.

M, - M. Mg |_ 80 [ 2 1|p (3.13)
lem MY +MP)| 615007 | sim. 4], '

A estrutura € a mesma da modelagem por DF (eq. 3.6), um SSUGL n&o amortecido. Suas

propriedades inerciais e elasticas sdo:
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[K g ]=[80000] [Mg]=[780] (3.14)

A matriz fluido—estrutura [FS] acopla a pressdo p; com a aceleragdo U, da estrutura, e sua

expressao € dada pela equacdo 2.61c. Para 0 caso de um elemento 1D, a matriz [FS] possui
apenas uma posicdo, que é igua a projecdo da érea da secdo transversa na direcdo
perpendicular ao movimento do contorno.
Portanto, a matriz de acoplamento fluido-estrutura é:

[FS]= Al 0]=[10 0] (3.15)

Onde“A” é a &rea da secéo transversal da cavidade.

Com as matrizes elementares acima é possivel montar as equacdes de movimento do fluido

e da estrutura.
Equagao equilibrio da estrutura M K+ [K e fu, b -[Fskp,}=0 (3.16)
quagso eqiliviodaesntra p [rsT e v o+l Jpd=0  an)

Escrevendo as equactes 3.16 e 3.17 naforma matricial, é obtido:

M [0l 7% Tike] -IFsT | |
L)[FS]T [Mfﬂ i { 0 [Kf]} P 49
P, 2 0
78000 0 0 u 80000 -10 O u f
10000 7.407e—-6 3.704e—6 [ p,r+| O 2 -2{pt=10 (3.19)
0 3.704e—-6 14.815e-6|| P, 0 -2 41\p, 0

As equagtes 3.7 e 3.19 fornecem uma visdo geral do problema numérico de autovalores e
autovetores de um sistema fluido-estrutura. E possivel perceber a no simetria do problema

nas duas matrizes, ocasionada pela matriz de acoplamento [FS]
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Outra caracteristica observada é a proximidade entre nimeros de ordem de grandeza muito
diferentes. Na primeira matriz existem nas posicdes 1,1 e 2,1 nimeros da ordem de 10°
produzidos pela matriz de massa da estrutura [Mg] e acoplamento [FS], enquanto na
posicdo 2,2 hd um nimero da ordem de grandeza 107, produzido pelo quadrado da
velocidade do som no denominador. O mesmo acontece na 2* matriz, ha o parametro de
rigidez na posicdo 1,1, com ordem de 10°, préximo de um ndmero da ordem de 10%, na
posicdo 2,2. Esse arranjo desbalanceado de valores e esparcialidade nas matrizes, associada
a existéncia de nimeros negativos na diagonal, produz sistemas de autovalores de dificil
solugdo e convergéncia, assim como € a fonte dos maiores problemas da questéo (Pedroso
2004).

3.2.3- Modelo 2D — Solucdo Numérica com Diferencas Finitas

Nas segOes 3.2.1 e 3.2.2 a cavidade acUstica foi modelada de forma unidimensiona o
sistema acoplado da figura 3.3a. Cada n6 do modelo numérico da figura 3.3b tem um valor
de pressdo que representa uma secdo da cavidade acustica. Nessa fase, o fluido sera
discretizado nas duas direcdes, ou sgja, haverd nos ao longo dos eixos vertical e horizontal

dafigura 3.3a

Da mesma forma que foi feito na secdo 3.2.1, o sistema acoplado da figura 3.3a sera

modelado com 0 MDF (se¢éo a) e em seguida com o MEF (se¢do b).

a) Estrutura

A placa de fundo é uma viga de cisalhamento, conforme modelo estrutural apresentado no

Anexo B (item A.2). A figura 3.6 mostra aviga e o modelo numérico em DF.
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Viga de Cisalhamento
(Shear beam)

F.

3

® Modelo Numérico
3 (MDF)

J/Fl in

Figura 3.6 — Viga de Cisalhamento e modelo numérico com MDF.

A equacdo de movimento da estrutura da figura 3.6 € também demonstrada no Anexo B.
Ela pode ser discretizada aplicando os operadores discretos do MDF em cada um dos nés
do malha. O operador de 22 ordem para a derivada da equacéo 3.20 é encontrado no anexo
A.

2
ka4 Y 4 kutmi=F
dx

(ui—l —Zui +ui+l)+ Eui +mui = Fi

Ou naformadiscretizada (MDF): KAG
AX? (3.20)

Onde KAG é arigidez ao cisahamento; k é a rigidez distribuida do apoio eléstico sob a
viga; m € amassa distribuida da viga; u € o deslocamento da viga em relacéo ao seu eixo

central; F € o vetor de forgas sobre a estrutura; e Ax € o passo da malha de nés (=5m).

Aplicando aregrade recorréncia 3.20 nos pontos da figura 3.6 chega-se as equagoes:

i=1 Zi?(uo —2u, +U, )+ ku, +mi, = F, (320
X
KAG =
i=2 F(ul —2u, +U,)+ku, +mu, = F, (3.22)
i=3 %(U2 —2u, +U,)+ku, +mi, = F, (3.23)
X
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Os n6s 0 e 4 que surgiram nas equagdes 3.21 a 3.23 ndo existem na viganumerica. A forma
de eliminar os nos virtuais em DF € discretizar também as equagdes das condicles de
contorno e escrever 0s nés virtuais em fungdo dos nos reais (dentro da malha da viga
numérica). Nos dois extremos da viga a derivada do deslocamento deve ser zero, devido a
hipétese de ndo rotacdo da secdo da Viga de Cisalhamento.

, du u, —u,
i —| =——"2=0>=U,=u
Parede rigida esquerda ox |, D AX o= U
du (3.24)
- 0 du
X i — = O :u4 =U2
o | _,

O vetor de carregamento naviga (F) pode ser separado em duas partes, um vetor associado

as pressdes nos nés do fluido daregido de interface e um outro vetor de carga genérico.

AX AX
Fl 7 P fl 7 0 0 P. fl
F=qF, p=sAxp, t+3f,t=— 0 Ax O [p,r+1f, (3.25)
F AX f o o Xlp f
3 7 p3 3 2 3 3

Aplicando 3.24 e 3.25 em 3.21 a 3.23, reagrupando os termos para a forma matricial,

chega-se a equacdo de movimento da viga numérica.

-2 2 0 1 0 0])\[u, 1 0 0](q,
KAG = _ N
ol 1 -2 1 |+k|0 1 OjKu,,+mO 1 OKU,,=
0 2 -2 0 0 1])|u, 0 0 1||u,
[ Ax
2 0 0 Py fy
-1 0 Ax O [p,p+:f,
AX
0 0 = f
_ 5 |LP: 3
-2 2 0 1 0 0])(y 1 0 Offd,
269-10°/ 1 -2 1 (+80-10°{0 1 O|Ru, +78-10°(0 1 Ofi, =
o 2 -2 0 0 1))|ug 0 0 1||u,

250 0 0 (p] [f,
| 0 500 0 {p,t+{f,
f

0 0 250((p, 3 (3.26)
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b) Fluido

A cavidade acustica 2D foi discretizada em 9 nos, sendo que desses, apenas 0 nd 5 ndo esta
sobre um contorno. Os nés 1, 2 e 3 estdo sobre a condicdo de acoplamento fluido-estrutura;
osnos 1, 4,7, 3,6 e9 estdo sobre a condicdo de parede rigidae os n0s 7, 8 e 9 estéo sobre a

condicéo de superficielivre.

13 14 15
P= 12 7 8 9 16
11 4 5 6 17
Fluido
10 1 2 3 18
S
-
21 20 19
. + + Estrutura
1 2

Figura 3.7 — Modelo numérico bidimensiona de DF para o sistema acoplado dafig. 3.6.

Além dos nés reais, ou sgja, que estdo sobre o dominio rea da cavidade ou contorno,
existem nos virtuais que surgirdo com o uso dos operadores discretos no contorno.
Aplicando a forma discretizada da equagéo da onda 2D nos pontos de 1 a 9 da figura 3.7
chega-se a um grupo de equacoes.

1 d’p d’p 1

Vip-—p=0 ou +
czp dx* dy* c?

1 1 1.
A_X2<pi—1,j —-2p,; + pi+1,j)+A_y2<pi,j—l_2pi,j + pi,j+1)+? p,; =0

| 1 1 1
j=1 < (Po-2p,+ p2)+A—y2(p21—2p1+ p) = P =0

1 1 1
e (p,—2p, + p3)+A—y2(pzo -2p, + p5)—g p,=0

j=2
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j=3 A—)l(z(pz—2p3+ p18)+A—§/2(p19—2p3+ p6)_c_12 p,=0
j=4 A—iz(pn—2p4+ p5)+A$2(p1—2p4+p7)—C—12p4=o
j=5 A':L(2(|04—2|05-,+ p6)+A§/2(p2—2p5+ ps)—c—lzr)s:o
j=6 A—)l(z(p5—2p6+ p17)+A—i2(p3—2p6+p9)—Ci2p6:o
j=7 A—iz(p12—2p7+p8)+A—_\t2(p4—2p7+p13)—ci2 B, =0
j=8 Aiz(p7—2p8+pg)+A)1/2(p5—2p8+p14)—C—12 Py =0
=9 A)l(z(l08—2|09+|016)+A—)1/2(p6—2p9+pls)_c_l2 P, =0

(3.27)

Condicdes de contorno:

Parede rigida V.pl = x|, T 2ax 0= Po=Pe
esguerda

- v, p|4 = Pu=Ps
\ n p| =—-pu

Parederigidadireita V.|, = Py =Ps

Superficie Livre
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| _ PP
Vnp|1—ay|l— 2Ay =—pPiUy

Fluido - estrutura = Py =—2AXp U, + P,

Va p|2 = Py =24y p U, + Ps
V.p

s = P =2Aypli; + Py

(3.28)
Substituindo 3.28 em 3.27 e fazendo Ax=Ay=5m, p;=1000 Kg/m?, chega-se na equagdo de

movimento do fluido.

[FSZ]{U1}+ lM f J{pl}+ le J{pl}: 0

(400 0 0] [—4.44 o}
0O 400 O —4.44 b,
0 0 400 —4.44 0 P,
0 o0 0|y —4.44 P,
0 0 0 {UZ}+1O‘7- —4.44 Py +
0 0 0| —4.44 Bs
0 0 O 0 408000 B,
0 0 O 408000 By
10 0 0] I 408000 || P,
[-0.16 0.08 0 0.08 1 p
004 -016 0.04 0 0.08 0 P,
0 008 -016 O 0 0.08 P,
0.04 0 0 -016 0.08 0 0.04 P,
+ 0.04 0 004 -016 0.04 0 0.04 psr=0
0.04 0 008 -016 O 0 0.04 || ps
0.08 0 0 -016 008 0 ||py
0 0.08 0 004 -016 0.04 ||p,
I 0.08 0 0.08 -0.16](p,
(3.29)

c) Sistema Acoplado

A equacdo acoplada contém a equacdo de movimento da viga (3.26) e do fluido (3.29). A
solucdo completa do sistema acoplado se da resolvendo essas duas equacfes de movimento

de forma acoplada

U, u

Hlll/lsi]] [I\[/IO} ﬂ Sl J{[KOE] [[FK?]]} 21: (3.30)
P, P,

Substituindo 3.36 e 3.29 em 3.30 chega-se a
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3.2.4 - Modelo 2D - Solugdo Numérica com Elementos Finitos

O sistema acoplado fluido-estrutura da figura 3.8 € um modelo em EF. A cavidade acustica
é discretizada por elementos triangulares para acUstica de 3 nés e a viga de fundo por

elementos triangulares de estado plano, conforme sec¢éo 2.5.

— Elemento da Superficie Livre
S

— Elemento Fluido
K(fe) I\'I(fe)

3
% Elemento de Acoplamento
6 FS©

— Elemento Solido

K(E) I“(E)

Figura 3.8 — Modelo numérico bidimensional com EF para o sistema acoplado dafig. 3.6a.
a) Estrutura

Cada n6 do elemento da estrutura possui originalmente 2 graus de liberdade, um
deslocamento horizontal e um vertical. No entanto, 0 modelo estrutural da estrutura de
fundo é de uma viga de cisalhamento e para atender esse comportamento € necessario
restringir os graus de liberdade de deslocamento horizontal. Assim, uma secdo transversal

imaginériada viga sd pode deslocar na vertical, ndo sendo possivel o giro da mesma.
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A partir das coordenadas dos nés de um elemento e das equagdes apresentadas na se¢do
2.5.3, principamente a equacéo 2.92, pode-se montar a equacdo de um elemento finito.
Além disso, deve-se restringir os graus de liberdade horizontais, eliminando as linhas e
colunas 1, 3 e 5 (figura 2.10) damatriz de rigidez elementar.

Matriz de rigidez de um elemento triangular dafigura 3.8.

(23077 0.0000 —-2.3077 3.4615 0.0000 -—3.4615 |
0.8077 4.0385 -0.8077 —-4.0385 0.0000
225000 -7.5000 -20.192 3.4615

[ K E ] © = 10"
58.5000 4.0385 —57.7692
sim. 20.1920 0.0000
57.7692 |

Restringindo os graus de liberdade vertical.

0.8077 -08077 00000 | U (54,
[Kel® = 585000 -57.7692[10°u,
sm. 57.7692 | U,

As conectividades dos elementos da maha da figura 3.8 estéo na tabela abaixo.

Tabela 3.3 — Conectividade dos elementos dos elementos da viga de fundo (fig. 3.8).

Elemento NO | N6 J NO K
1 1 2 5
2 2 3 6
3 5 4 1
4 6 5 2

Somando as matrizes elementares adequadamente chega-se a matriz global da estrutura.

(585000 —0.8077 0  —57.6920 0 0
117000 -08077 0  -1153800 O
(K_]=10° 58.5000 0 0 — 57.6920 (333
585000  —0.8077 0
sim 117000  —0.8077
I 58.5000 |
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A matriz de rigidez acima ainda tem que ser somada, nos elementos da diagonal, ao valor

de K/6, onde K ¢é arigidez total do apoio eléstico (=k - L).

Da mesma forma pode-se proceder para montar a matriz de massa. Calculando uma matriz
elementar com deslocamentos horizontais restringidos e somando adequadamente as
contribuicdes dessas matrizes elementares na matriz global, chega-se a matriz de massa da

placa de fundo.

Matriz de Massa Elementar

3250 1625 1625

3.34
M ]® = 3250 1625 (339
sim. 3250
Matriz de Massa Global daViga
65000 16250 O  1.6250 32500 O |
97500 1.6250 0  3.2500 3.2500
(M _]=10° 32500 O 0  1.6250 (3.35)
B 32500 16250 O
sim 9.7500 1.6250
i 6.5000
b) Fluido

Na secéo 2.5.2 foi demonstrada a equacdo para o cdculo da matriz de rigidez do fluido K
(equacdo 2.75). Com as coordenadas de cada um dos trés nés de um elemento dafigura 3.8,

a area plana do elemento finito obtém-se:

Matriz Elementar.

1.00 -1.00 0.00
[K,]® = 125 -0.25
sim 0.25

(3.36)

Somando as matrizes elementares nas posi¢oes corretas chega-se a matriz de rigidez global.
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(125 -1.00 000 -025 0.00 0.00 |
250 -1.00 0.00 -0.50 0.00
125 000 0.00 -0.25

K. 1= ,
(K] 125 -1.00 0.00 (3.37)
sm. 250 -1.00
1.25

A matriz de massa de um elemento do fluido é dada pela equacdo 2.82. Essa equacdo €

funcdo exclusiva da &rea plana do elemento finito e da vel ocidade do som.

1.8519 0.9259 0.9259
[M,]©® = 1.8519 0.9259 [10°° (3.38)
sim. 1.8519

Somando as matrizes dos 4 elementos nas posi¢des corretas chega-se a matriz global de

massa.

[3.7037 0.9259 0.0000 0.9259 1.8519 0.0000]
5.5556 0.9259 0.0000 1.8519 1.8519

(M, ]=10" 1.8519 0.0000 0.0000 0.9259 (3.39)

1.8519 0.9259 0.0000

5.5556 0.9259

sim. 3.7037

Osnos 4, 5 e 6 do fluido estdo sob a condi¢do de contorno da superficie livre com ondas de
gravidade. Nesse contorno deve ser adicionado elementos finitos 1D em linha entre os nos
4 eb5, eb5 e b6 pararepresentar tal condicdo. A equacdo 2.87 permite calcular a matriz de

superficie livre de um desses elementos.

(e)
[SL](e)=L” 2 1]_ 5 [21
6g |1 2| 6-981|1 2

Lij=5m e g=981m/52 (340)

—-169895 84947 10-6
sim. 169895

(S {
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Somando as contribuigdes dos dois elementos finitos no contorno chega-se a matriz que
representa a superficie livre.

P4 Ps Ps
169895 84947 0 |p,
169895 .
[SL]=10" "1 84047 | . (341)
+169895 i
sim. 169895 | Ps

c) Sistema Acoplado

No fundo da cavidade ha uma interface entre o fluido e a viga de fundo. As pressdes nos
pontos 1, 2 e 3 do fluido devem ser acoplados com o movimento dos nés da estrutura. A
matriz de acoplamento FS, dada pela equacdo 2.85, de um dos dois elementos de
acoplamento fica.

(e)
Fgo b [2 1] 5[2 ¢
6 |1 2] 6/1 2

(3.42)
« _|1.6667 0.8333
[FSI™ =] .
sm. 1.6667
Onde L;jj=5m (comprimento de um elemento de acoplamento).
Agrupando os graus de liberdade comuns chega-se a matriz geral de acoplamento.
P1 P2 Ps
1.6667 0.8333 0 |u,
(3.43)
[FS]= 3.3333 0.8333|uq
sim. 1.6667 |u,

O acoplamento se da de maneira semelhante ao que foi feito no MDF. A equacéo abaixo

representa simultaneamente as equagdes de movimento da estrutura e do fluido.
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U, U

Lf['\[AFES]]T [I\[AO{ ﬂ El {[KOE] _[LFfS]l ]} E: (3.44)

Ps Ps

Substituindo as matrizes da estrutura e do fluido, mostradas anteriormente, na equacéo 3.44

chega-se a equacdo de movimento acoplada 3.45.

Uma observagdo importante quanto ao exemplo adotado é a simetria geométrica e de
condicbes de contorno em relagdo ao eixo vertical da cavidade acUstica. Esse fato gera
instabilidades numeéricas nos autovetores das equacdes 3.31 e 3.45. As deformadas dos
modos de vibragcdo unidimensionais (como sera descrito no capitulo 4) ndo tém a mesma
forma da solugdo analitica, no entanto, quanto aos autovalores nd ha problema. Para
eliminar esse efeito indesejado basta aumentar ligeiramente uma das dimensdes da cavidade
fazendo Ly=1.01*Lx, ou resolver o problema com o auxilio de propriedades de simetria /

anti-simetria.
Vale aqui ressaltar que em problemas na qual ndo é observada simetria geométrica e/ou de

condic¢des de contorno, o problema ndo ocorre e 0 método pode ser usado diretamente com

as dimensbes reais do problema.

77



8L

(2]
o] [%d][[ szt ]
0 d|||00T- 0S¢ wis
0 ‘d{|| 000 00T- G2ZT
0 ®d|[|sgo- 000 000 SZT 0]
0 ‘dil| 000 0S0- 000 O00T— 0S¢
0|_Jd[/[oo0 000 S20- 000 00T— SZT) ]
° °n 0 0 0 /999T €€€80 O 000585
5 “n 0 O O £E£8'0 EEE€E €£€8°0 //080—  000°LTT wis
4 n 000 O €€880 /9997 0 //080—  000G'8S
g n 000 O 0 o | 0269°/G — 0 0 0005'8S o0
4 n 000 O 0 0 0 008E'STT - 0 //08°0— 000°.TT
Y mjl 000 o0 0 0 | . 0 0 0269°2G — 0 //08'0— 000S'8S |
°d | [ [ooo669T wis | [/999T €680 0 0 0 O] 1
°d ||| 00o8r6Y8 006,65 ££€8'0 €EEEC €€€80 0 O O
d || 000000 008¥6Y8 0006691 0O €££80 /999T 0 0 O
°d ||| 65260 00000 00000 6IS8T 01 0 0 o 00 of
‘d||| 6TS8T 6IS8T 00000 65260 9S55°S 0 0 0 000
.\ 'd ||| 00000 6IS8T 65260 00000 65260 LEOL'E] ) .0 0 0O 00 0] )
°n 000S'9
n 0S29'T 00S.'6 wrs
M 0 0SZ9T 00SZ€
n 0] 0529T O 0 00SZ€ 0T
o 00SZE 00SZE O  0SZ9T 00SL'6
njl | 0 00S2€ 0S29T O  0S29T 00069 |




Os autovalores (frequiéncias) das equagdes 3.7 e 3.19 estdio na tabela 3.4. E comparado o
valor analitico com o MDF (eq. 3.7) e MEF (eq. 3.19). A diferenca nos resultados é

reduzida com o uso de malhas com maior nimero de e ementos.

Tabela 3.4 — Comparacao das frequiéncias acopladas analiticas e numeéricas (MDF e MEF)

para os 2 primeiros modos — valores em Hertz.

Modelo 1D Modelo 2D
Modo Autovalor MDF MEF MDF MEF
acoplado analitico* Autovalores | Autovalores | Autovalores | Autovalores
daeqg. 3.7 daeqg. 3.19 | daeg.3.31 | daeqg.3.45
1 0.11** 0.11 0.16 0.13 0.16
2 0.28* . 0.29 0.42
3 0.40* 0.37 0.81
4 50.51*** 49.81 62.00 60.60 61.76

*Freguéncia da superficie livre com fundo rigido no fundo; **Frequéncia de massa
adicional; ***FreqUéncia prevista com a equagdo 4.6; ****N&o existem modos de

superficie livre nos modelos 1D, o contorno foi modelado com presséo nula.

Para melhor entender o comportamento fisico do exemplo estudado nesse capitulo vide
capitulo 4 (secéo 4.1). Mesmo considerando que a malha utilizada foi muito grosseira, os
resultados das freqiiéncias ndo foram muito bons. Conforme sera visto no capitulo 4,

mal has mais adensadas produzem excelente resultados.

O objetivo desse capitulo é esclarecer como as equacBes do problema acoplado sdo
montadas e dessa forma poder auxiliar engenheiros que venham a desenvolver simuladores
computacionais para o problema |FE, e ndo buscar boa performance dos resultados.

3.3- DISCURSAO SOBRE O PROBLEMA DE VALORESPROPRIOS

As equacdes 2.96 ou 3.45 para o MEF e 2.97 ou 3.31 para 0 MDF representam o caso mais
completo para o problema acustico fluido-estrutura. No entanto, para ssimplificar a obtencéo

dos valores proprios, pode-se eliminar a matriz [C*] que envolve o0 amortecimento

estrutural e a condicdo de radiacéo no infinito no fluido, e a0 mesmo tempo fazer f* = 0.
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Além disso, no caso de vibragBes naturais, os deslocamentos ha estrutura e as pressdes no
fluido variam harmonicamente no tempo, como uma mesma freqiéncia circular . Dessa
maneira, é possivel (transformando por Fourier) escrever a derivada segunda temporal .

em funcdo de §, ou sgja, & =-w?-J. Entdo aequacdo (2.96 ou 2.97) fica,

(K*] -’ [M*]) {5} =0 (3.46)

A equacdo 3.46 estd na forma de um problema de autovalores e autovetores (direcOes
principais da matriz). A solugdo dessa equacao fornece as freguiéncias naturais de vibragéo
do sistema e as respectivas deformadas modais. O grande inconveniente da equacéo 3.46 é
gue as matrizes M* e K* ndo sdo simétricas, o qué leva a necessidade de utilizagdo de

sof i sticados solucionadores.

A linguagem de computacddo cientifica MATLAB® resolve o problema cléssico de
autovalores (Ax=Ax) com o agoritmo QR2, além de outros agoritmos auxiliares. O caso
gera Ax=ABXx é resumido ao caso classico por meio de inversdo da matriz B, logo a

equacdo passa a ser:

(B*A)x =L x (3.47)

No entanto, essa técnica de solugdo exige que B sga inversivel, o qué ndo acontece em
muitos sistemas fluido-estrutura. Para esse caso mais geral (Ax=ABx), 0o MATLAB® usa o
algoritmo gera QZ. Tanto a rotina QZ como QR2 é acompanhada de um algoritmo de
balanceamento de matrizes.

Para eliminar o grande inconveniente das matrizes M* e K* ndo serem simétricas, pode-se
introduzir uma modificacdo sugerida por Irons (1965): da segunda linha da equacéo 3.46
(sem as matrizes [C*] e {f*}) obtém-se “p = Ki*af ( p.[FS {u}+ [M{].{p} )", que é
substituida na segunda coluna, multiplicando as duas por equagdes [K¢]. Tem-se um novo
sistema, que é simétrico.
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P [Ke] 0 3
N ES]

_wz{pf[ME]+pf2[FS][Kf]-1[FS]T pf[FS][Kfl[M*fVD{U}:o

[M* 1[K 17 o [FST' [M* 1K M1 ])(P

(3.48)
Onde [M*{] = [M{] +[SL].

A equacdo 3.48 recai num problematipico de valores proprios, com matrizes simétricas. No
entanto, ainversibilidade da matriz [Ks] nem sempre ocorre. No caso de cavidades acusticas
fechadas, ou sgja, sem contorno com pressdo nula, a matriz [K¢] ndo € inversivel, como foi

mostrado no item 2.7 —“Caso Particular: Fluido Incompressivel”.
34- METODO DE INTEGRACAO NO TEMPO

Uma etapa importante da ssimulagdo em dinamica de estruturas € a solucéo das equagdes
matriciais de multiplos graus de liberdade no tempo. Em termos praticos, 0 qué se desgja é
obter 0 “time history” do vetor X(t) no tempo. Clough 1960 e Rao 1989 descrevem alguns

métodos de resolucdo no tempo das equacdes de movimento do tipo:
[AIX +[BIX +[C]X = F (3.49)

Onde [A], [B] e [C] s80 matrizes caracteristicas do sistema fisico (massa, amortecimento e
rigidez no caso de estruturas); F € o vetor de forgas que pode variar no tempo; e X é o vetor
de deslocamentos dos multiplos graus de liberdade do sistema (€ 0 que se desgja conhecer
no tempo).

Existem duas metodologias de solucéo da equacgéo 3.49 no tempo (Rao 1989). Uma delas é
0 Método da Superposicdo Modal, que baseiase no conhecimento dos autovalores e
autovetores do sistema (ou pelo menos os primeiros). A outra séo os métodos diretos de

integracéo no tempo, que é um procedimento passo-a-passo o tempo.
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Os métodos de integracdo no tempo mais conhecidos sdo: diferencgas finitas, Houbolt,
Wilson 6 e Newmark. A idéia basica é dividir o tempo total de andlise em intervalos de
tempo At, no qual procura-se satisfazer a equacdo de 3.49 em cada instante discreto de

tempo.

Qualguer um desses métodos poderia ser utilizado naintegracéo no tempo das equacdes das
formulacbes em EF e DF desse trabalho, inclusive a superposicdo modal, visto que o
problema € linear e podem ser obtidos os autoval oes/autovetores do sistema. Em funcéo do
amplo uso do método de Newmark e da sua generalidade, foi adotado este método nas

andlises transientes do presente trabal ho.

O método de Newmark assume uma variagdo suave da derivada segunda de X no tempo. A
figura 3.9 mostra algumas possibilidades para a evolucdo de X no tempo. Nafigura3.92 a
derivada segunda X varia linearmente entre os instantes “i”e “i+1”, enquanto nas figuras

3.9b e 3.9c estd0 duas propostas para uma evolugdo constante e em “escada’ para X,

respectivamente. No presente trabalho foi utilizado a opgéo dafigura 3.9b.

X X X
ey XAt Yeeat
i : i,
b
t AT tempo (1) t At tempo (1) t t+At tempo (1)
(a) (b) (©)

Figura 3.9 — Aproximagdo para a variacéo da derivada segunda entre dois instantes de
tempo; (a) variacdo linear ( =1/6), (b) constante (f =1/4) e (c) variagdo em “escada’ (3
=1/8).

As equagOes bésicas para o calculo da varidavel X e sua derivada primeira num instante

subsequente (i+1) s&o:

Xy =X +A=p)At X, + Aty X, (3.50)
(3.51)
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)_(H—At = )_(t +At ):(t +[%_ﬂjAt2 7/)._(:t +IBAt2 )._(:t+At

Onde B e y s@o parametros que sdo determinados em funcdo da estabilidade e precisdo
requerida. Newmark (Rao 1989) sugere y=1/2 para um amortecimento artificial. O valor de

B depende do modelo adotado para a variacio da derivada segunda X , conforme figura 3.9.

Em cada instante de tempo a equacgéo de movimento deve ser plenamente satisfeita, ou sgja

[A])._(:H—At +[B]X;t+At +[C])_<t+At = (352)

t+At

A partir das trés equagdes anteriores (3.50, 3.51 e 3.52), pode-se obter as trés incognitas

Xearr X © Xia - A rotina abaixo mostra de forma explicita como calcular essas trés
variaveis.

Rotina para o método de integracdo no tempo.

Entradas: A, B, C, F(t), X.o» Xy € Xog
1. Calculo dos parametros do método:
v=12
B=1/4
At=TT/n;
ao=1/(B*At"2);
a=y/(B* At);
a=1/(p* Ab);
a=1/(2*B)-1;
a=y/p-1;
a=At/2* (vIB-2);
a6=At*(1-y);
ar=Y* At;
2. Calcular amatriz auxiliar Keg.
Ko =C+a,A+aB
3. Para cadainstante de tempo (n passos) calcular:

[matriz auxiliar]
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FEQ :Ft+A(ao>zt +a2)_<t + aSXt)+ B(ai)zt +a4>zt +a5>_<t)
[Deslocamento]

)_{t+At = [K EQ ]_1 PEQ

[Aceleracao]

Xum = a0<>_<t+At - Xt )_ aZ)Zt - aGXt

[Velocidade]

Xipar = Xt + aﬁ)_(t + a7>zt+At

Onde TT € o tempo total de integracdo e “n” € o nimero de passos de tempo.

Algoritmo em pseudo-linguagem para o método de integracéo no tempo.

$PASSO 1
g =1/2

b = 1/4
Dt = TT/n

ao = 1/ (b*Dt"2)
al = g/ (b*Dt)

a2 = 1/ (b*Dt)

a3 = 1/(2*b) -1
a4 = g/b-1

a5 = Dt/2*(g/b-2)
a6 = Dt*(1-g)

a7 = g*Dt

$PASSO 2
Keg=C+ao*A+al*B

$PASSO 3
Para I=1 até n
Peq = p(:,I) + A*(ao*U(:,I)+a2*dU(:,I) + a3*ddu(:,I)) + B*(al*U(:,I)+
+a4*du(:,I) + a5*ddu(:,I))

U(:,I+1) = inv(Keq) * Peqg
ddu(:,I+1) = ao*(U(:,I+1) - U(:,I)) - a2*du(:,I) - a3*ddu(:,I)
du(:,I+1) = dU(:,I) + a6*ddu(:,I) + a7*ddU(:,I+1)
Fim
Onde “1” € um contador, “:” indica todas as linhas do vetor (igual a0 nUmero de graus de
liberdade).
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3.5- CONSIDERACAO DO AMORTECIMENTO ESTRUTURAL

Ao vibrar, uma estrutura dotada de velocidade esta sujeita a uma forgca de origem viscosa
que dissipa a energia do sistema, reduzindo a amplitude de vibragdo e/ou levando a
estrutura a condicdo estatica. Clough (1975) expde uma forma de considerar o
amortecimento estrutura muito usada pelos engenheiros estruturais. Este texto €

fundamental mente cal cado nessa referéncia
A forca viscosa é assumida como sendo o produto de uma constante (C) pela velocidade u.
fa=Cu (3.53)

Existe um valor critico da constante C em que a estrutura ndo oscila quando sujeita a uma

condicdo inicial (u, €/ou u,). Paraum SSUGL essevaor é

Cc=2mo (3.54)

Onde“m” é amassa da estruturae o é a fregiiéncia natural da estrutura (w=(k/m)*?).

Nos solidos comuns da Construcéo Civil, a constante de amortecimento C € bem inferior ao

valor critico C¢ (equacdo 3.54). Os valores comuns para a constante C estdo em torno de

5% do valor critico. E conveniente neste caso, expressar 0 amortecimento como uma fragao

(€) do vaor critico.

f=—=—— ou C=E2mw (3.55)

Para sistemas com multiplos graus de liberdade, Rayleigh mostrou que a matriz de
amortecimento [Cg] pode ser escrita como uma combinagdo linear das matrizes de massa
[Mg] erigidez [Kg].

[Ce] = a0 [Mg] + & [K¢] (3.56)
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Em que w; e w, 80 as frequiéncias dos 2 primeiros modos de vibragao (rad/seg); &, e &, sdo

as fragOes de amortecimento dos 2 primeiros modos de vibragéo da estrutura.

A equacdo do SSUGL 3.55 pode ser obtida da equacéo de Rayleigh. Bastando para isso
reduzir a ordem da equagdo 3.56 (eliminar 22 linha e 22 coluna), de onde se obtém a, =

2(1)1&1.
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4- RESULTADOSNUMERICOS

O objetivo deste capitulo é explorar a formulacéo U-p (MDF e MEF) em exemplos de
acoplamento acustico-mecanico. Os casos estudados sdo resolvidos com modelos

numericos comparando seus resultados com solucdes analiticas.

Os primeiros estudos sdo célculos de valores proprios de sistemas acoplados e
desacoplados. Inicialmente € analisada uma coluna de fluido com uma viga de fundo sobre
base elastica (pistdo aberto). O segundo exemplo é uma viga esbelta engastadalivre
acoplada com um reservatério semi-infinito e o Ultimo exemplo é uma barragem de grande
porte (87 metros) de altura acoplada com um reservatorio semi-infinito. Em todos os casos
sd0 estudados os modos desacoplados da estrutura, da superficie livre, da cavidade e os
modos acoplados. Nesse Ultimo, procura-se identificar 0 mecanismo dominante de cada

modo (estrutura, fluido ou superficielivre).

Sempre que possivel sio comparadas solugdes numéricas e analiticas. E observada a
relacdo entre as frequiéncias naturais de vibracéo e os parametros governantes do fendmeno

(compressibilidade principa mente).

Na ultima secéo do capitulo sdo apresentados os estudos transientes. Cada um dos sistemas
acoplados é submetido a uma condicéo dinamica de velocidade inicial com vibragéo livre
ou um carregamento senoidal. Sdo comparados model os numéricos de diferentes graus de
complexidade com solucbes de modelos simplificados baseados no conceito de massa
adicional.

Os casos de autoval ores e autovetores estudados nas segdes 4.1 a 4.3 séo:

e Caso“eigl”: pistéo flexivel de fundo acoplado com reservatdrio quadrado aberto paraa
atmosfera;

e Caso“eig2a’: Viga engastada acoplada com reservatério semi-infinito;

e Caso“eig2b”’: Vigarigida-movel acoplada com reservatério semi-infinito;

e Caso “eig3”: barragem acoplada com reservatorio longo.
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4.1- RESERVATORIO CURTO (2D) COM VIGA FLEXIVEL DE FUNDO E SUP.
LIVRE (Caso eigl)

O esguema da figura 4.1 ilustra o exemplo estudado neste momento. Trata-se de um
sistema acoplado com uma cavidade quadrada de paredes laterais rigidas, fundo composto
por uma viga sobre base elastica. A superficie oposta a estrutura mével é aberta para a

atmosfera (superficie livre), onde podem ser desenvolvidas ondas de gravidade.

Superficie Livre
Ondas de Gravidade

Eq. Onda de Gravidade Linearizada

V.p= L Propriedades Fisicas e
- e~ ____ _ Geométricas
i i Dimensbes da cavidade:
5 Cond. de Contorna 10x10x1 m®
R ' IL::d_D[ R Vap=0 Dimensdes da &%rutura
eservatorio Liguido
Varavel: prcaaﬁg P’ 10x1x1 m
Eq). da Onda
vip-Lp=0 Fluido
< pr = 1000 kg/m®
10 m c=1500 m/s

10 m
Estrutura (viga de fundo)

Il Interface Pe= 7800 Kg/m3

*. Fluido-Estrutura E =210 GPa
Estrutura Eq. de Ai'iiplllllll"r!!ﬂ ~
P Vup==pyi v=0,3

< laca Elistica

Apoio Elistico K = Variavel: deslocamento u k =80 kN/m
Eg. Mavier
Gi,j ~ PE i+l =0

Figura 4.1 — Reservatorio curto aberto com fundo flexivel.
4.1.1. Modosnaturaisda estrutura—Vigadefundo
A viga de cisalhamento permite apenas movimentos verticais das secfes transversais da
viga, ou sga, ndo € permitido giro desta secdo. A viga est apoiada sobre uma base
elastica, ou sgja, 0s nés da viga a0 movimentarem verticalmente excitam molas que atuam

no sentido contrério ao movimento.

a) Solucdo Analitica
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O primeiro modo de vibracdo da viga pode ser obtido supondo que a estrutura se move
como corpo rigido excitando a base elastica (molas). Portanto, o0 modo fundamental

(primeiro) € igual ao modo de um SDOF:

pot KL K _0161Hz > Periodo: 6.20seg (4.2)
2z\M 27\ p, -10-11

Uma solucdo mais completa para o problema de vibragdes naturais da viga de fundo em
guestdo é apresentada no Anexo B — Dinamica de Vigas. As equactes para as freqiéncias

(f - Hz) e deformadas modais (¢) s&o:

f :i\/@{(n_ﬂj +L] ¢(X):ACO{\/(1MJ —L'X}
2r\ m L KAG KAG KAG

(4.2)

Onde KAG é arigidez ao cisalhamento (5/6* 1m?80.8GPa), M é a massa por unidade de
comprimento da viga (7800 Kg/m), L é o comprimento da viga (10m), k é a rigidez
distribuida do apoio eléstico (80kN/m/10m), “X” é a ordenada sobre o eixo da viga (m),
“n” o nimero do modo. Vale observar que para n=0 (1° modo) recai no caso da fregiiéncia
de corpo rigido (equacéo 4.1).

A figura 4.2 abaixo mostra as formas modais e as freqiéncias analiticas dos cinco

primeiros modos de vibragdo da viga de fundo.

Freq. de Viga de Cisalhamento
15 Mod
—Modo1 —Modo2  Modos 3 — Modo 4 —— Modo 5 w (rad/s) f(Hz)
1.0 0
<051 0 1.0127 0.16118
£o0 1 922.86 146.88
Qo5 2 1845.72 293.75
1.0 1 3 2768.57 440.63
15 ‘ ‘ ‘ 4 3691.43 587.51
0 2 4 Eixo da viga 6 8 10
5 4614.29 734.39

Figura 4.2 — Deformadas e frequiéncias analiticas dos modos naturais da viga de fundo.
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b) Solucdo Numérica

A rigidez total do apoio eléstico € distribuida entre os nés da estrutura. Os graus de
liberdade correspondentes aos deslocamentos horizontais sdo restringidos em todos os nos
da maha de elementos finitos. Dessa maneira, o solido tera comportamento muito proximo
de uma viga de cisalhamento, visto a impossibilidade de movimento horizontal dos nés da

mal ha e consequentemente ndo rotagcdo das se¢Oes da viga.

Foi feito um estudo preliminar de convergéncia de malha. A figura 4.3 abaixo mostra 7
malhas adotadas e a convergéncia dos valores das frequéncias numéricas com relacéo as

analiticas (tabeladafigura4.2) dos 5 primeiros modos da viga de fundo.

— -Modo 1 -¥--Modo2 O -Modo3 —+--Modo4 X Modob5

1.9 - "t B
1.8 - " L— - B
8 17 -
= = ————
§1.67
8-]_57 d '—:_f: {'—__: =
§ 14 e | EEEEEEEEEE
O -
& i X
Z12- Xm0+
g R SR
L 1.1 - R S S
1.0 -
0.9 a b ‘C d e f ‘ g ‘
1 10 100 1000
NUmero de Nos

Figura 4.3 — Estudo de convergéncia das fregtiéncias numeéricas da viga de fundo (MEF).

A maha adotada para a viga de fundo possui 63 nés e 80 elementos. As deformadas
modais e freguéncias naturais (4 primeiras) estdo mostradas na figura 4.4 abaixo.
Comparando com a figura 4.2, observa-se a concordancia dessas 4 deformadas numeéricas

com as respectivas analiticas, apesar de uma peguena discrepancia nas freqiéncias.
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]

[ a

0,16 Hz (1) 161,06 He (2} - 323,10 Hz (3} 487,10 Hz (4)

Figura 4.4 - Modos numéricos de vibragéo da viga de fundo sobre base eléstica
(MEF).

4.1.2. Modos Naturaisda Cavidade

Para estudar o reservatério liquido separadamente é necess&rio eliminar a estrutura de
fundo e adotar um contorno rigido em seu lugar. A superficie livre é modela com EF
especiais que permitem que ondas de gravidade suaves se formem. A figura 4.5 ilustra a

cavidade em estudo e o modelo numérico em EF.

, g = 9.81 m/s? . Elementos
Ve N da Superficie Livre
- \‘"""—-—_._‘\ &
7 53
“ .
#] )
4 N Malha de
“ o = il Tl A A il Pl » EI. ’
o N _ ementos
7 R [h=10m .
7 . B ! do Fluido
7 P=1000 Kg/m N AAAAAAAAAAAAAAA A
by N IdAAAAAAAAAAAL LA
/] [ 1 1
/ \ . o - + e oe D
/‘ ‘-\ ----------------------
7 o ¥ N i e PP W W O O
AR R R R S LA Y
T a=10m - (a (b)

Figura 4.5 — Reservatorio retangular com superficie livre, (a) problemafisico, (b) malha
numerica.

a) Solucdo Analitica

Os modos naturais de vibragdo do fluido contido na cavidade acUstica da figura 4.5
dividem-se em dois grupos. os modos de superficie livre e os modos da cavidade. Os
primeiros ocorrem devido a condigdo de contorno existente na superficie superior do
fluido, estes sdo, em geral, de freqliéncias mais baixas. Ja os modos de cavidade possuem
freqiiéncias mais atas, e podem ser previstos, com boa precisdo, colocando-se pressdo nula

na superficielivre.

Superficie Livre
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As frequéncias da superficie livre sdo dadas pela equacéo D.15 do Anexo D. A frequéncia
do modo fundamental &

w,

2 _ 9.81-314 tanh(3.14-10

j w, =175ad/s  f, = “’% = 0.279Hz
10 10 4

(4.3)

As deformadas modais e fregliéncias correspondentes aos 4 primeiros modos de superficie

estdo mostradas na figura 4.6 no plano x-z. As imagens dos modos foram obtidos com as
equacdes D.19 e D.20 do Anexo D.

mn

— 10 -—-— 10 -—- = 04 = =
=" I [
] o i1 8
Fi i
.

&

e o

L=l
B3

o | | — T Wy 0 Lp

[ , i [ [] 10 0 ) a [ [ 0 i] ] 4 B ] mon ] H E [ 1] min
1° modo 22 modo 3° modo 4° modo

0,279 Hz 0,395 Hz 0,484 Hz 0,559 Hz

Figura 4.6 — Deformadas modais analiticas da superficie livre.

Cavidade

Para efeito de calculo de frequéncias analiticas a superficie livre é assumida com presséo

nula. Dessa forma a solucéo dada pelo Método da Matriz de Transferéncia (Pedroso 2004)

é
f:E\/(lj {Zmﬂj (4.4)
2\t " 2L,

B n-z-x 2m+1) -7y
p(x,y) = CO{—LX J'CO{—ZL j (4.5)

y

n=0,1,2,3,... m=0,1,23,...

Substituindo as constantes fisicas e geométricas da figura 4.1, monta-se a tabela abaixo

com os valores das fregiiéncias naturais da cavidade acustica.
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Tabela 4.1 - Frequéncias e modos de vibragdes livres analiticas de uma cavidade curta

(2D), aberta na extremidade superior e fechada nainferior.

Frequéncias Naturais

f:

m=0,1,2,3...

1 J[(2m+1)J2 ( n Jz
_.”.C. [ + JR—
o7 2L, L,

n=0,1,2,3...

5= co {(2m+1)7r

Deformadas Modais

yj_co{n.fx.xj

n=0,1,2,3...

2L,
m=0,1,2,3...

Frequéncia

Descricao

Deformada 2D

Deformada 3D (adirecéo
“y” da cavidade esta
invertida)

37,50 Hz

Modo
unidimensional
nadirecdo “x”.
Corresponde ao

1° modo do caso
1c (fig. 3.5).

83,85 Hz

A deformadafinal
€ 0 produto de um
guarto de seno (x)
e umameiaonda
de co-seno (y).

112,50 Hz

2° modo
transversal na
direcdo “x”.
Corresponde ao
2° modo do caso
1b (fig. 3.5).

135,21 Hz

Produto de 3 de
um seno (X) com
um Meio Co-seno

v)

154,62 Hz

Produto de duas
ondas co-senos
completas nas
direces “x” e
sy

““T""I";‘é'"“‘i“‘?ﬁ
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b) Solucdo Numérica

Superficie Livre

A figura 4.5b ilustra a malha de elementos finitos. S&0 utilizados 800 elementos

triangulares 2D de 3 nos e 20 elementos 1D de 2 noés para a superficie livre.

Para averiguar a acurécia da formulagdo numérica em EF fez-se um estudo de
convergéncia do autovalor numérico com relacéo a freqiéncia analitica dos 5 primeiros
modos de vibragdo da superficie livre. Foram utilizadas 5 malhas regulares, na qual houve
uma grande variacéo do nimero de nds, representado no eixo horizontal do gréfico. O eixo
vertical é uma relacéo entre a freqiiéncia numeérica e a freqiéncia analitica da equagdo
D.15.

—> Modo 1 -%¥-Modo 2 ©O- Modo 3 —+-Modo4 X Modo5

19 - a .b c d e f
1.8
@
2 1.7 A
[ X + X
c 1.6 : 1<
< X " Q '\
S 1.5 - R \
. \ VoK
S 14 Nl
g A\ YN
g 1.3 - B\ X Q@ o\ X
S N
= 1.2 - [ AN \4\ =
S N K.~
(. 11’ \& \\\\\ G\\\\\\\
. 10 e NP SRR
09 a b\ C d T e T 1
1 10 100 1000

NUmero de No6s

Figura 4.7 — Estudo de convergéncia dos modos numéricos de vibracéo da superficie livre
(MEF).

As deformadas modais numéricas para a malha adotada estdo mostradas na figura 4.8. As

freqiiéncias numéricas estdo também indicadas nessa mesma figura.
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(0.280Hz , 0.400Hz, 0.497Hz, 0.586H2z)

Figura 4.8 — Modos numéricos de vibragéo da superficie livre (MEF).
Cavidade
Para os modos da cavidade também foi feito um estudo de convergéncia do modelo
numérico em EF com relagdo a solucdo analitica para as freqliéncias dos 5 primeiros

modos (tabela 4.1) - as curvas estdo na figura 4.9. Observa-se uma convergéncia mais

rapida do que nos modos da superficie livre (figura4.7).
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1.3 - X +.

X

1.2 - o

Freqg Numérica / Freq Analitica

| BRI

11 & \\\\\\

1.0 - \K — =
C

1 10  Numero de N6s 100 1000

Figura 4.9 — Convergéncia dos modos da cavidade (MEF).

A figura 4.10 mostra os modos tipicos da cavidade, e as respectivas frequéncias naturais.
Observa-se uma boa concordancia das freqiéncias numéricas com as anditicas (tabela
4.1). Verifica-se que a superficie livre pouco influencia nos modos de cavidade (Morais
2000, Sousa Jr 2003), pois sdo reproduzidas praticamente as freqiéncias e deformadas
modais de uma cavidade fechada em trés lados e aberta na parte superior (p=0) (tabela
4.1).

O primeiro modo da cavidade corresponde ao 22° modo da seqiiéncia completa. Os
primeiros modos (1° ao 21°) sdo todos de superficie livre. Vale observar que existem 21

nos, ou graus e liberdade, na superficie livre damalha dafigura4.5.

Como o pacote de modos de Superficie Livre esta muito distante dos modos acusticos da

cavidade, aqueles praticamente ndo af etam estes da cavidade.
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¥ 3 a4 & @ F ] "] e C B ] " Poow ¥ " ®

135,75 Hz (4) ° 155,36 Hz (5) 188,51 He (6

Figura4.10 — Seis primeiros modos numeéricos de vibracdo de cavidade com efeito da
superficie livre (MEF).

4.1.3. Modos Acoplados
a) Solucdo Analitica

Asfregléncias naturais sdo as raizes da seguinte equacdo transcendental .

a_(&jﬂ_&m(&jzo 46
C C C

Onde o, 1 e oL/c sdo importantes parametros adimensionais que governam os fendmenos

fluido-el&sticos. Suas expressdes e significados estdo apresentados abaixo.

o= K Par@metro de rigidez: € a relagdo entre a rigidez da estrutura e da
pi-c v A cavidade acUstica, devido a compressibilidade do fluido.
_om Parametro de massa relagdo entre a massa da estrutura e a massa
“e pi-A-L da cavidade actstica
awl Parametro de compressibilidade - também pode ser entendida
c COmMOo uma espécie de nimero de Mach.
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Para os dados do problema em estudo contidos na figura 4.1, os valores das frequéncias
cal culadas estéo apresentados natabela 4.2.

Tabela 4.2 - Vaores analiticos das frequéncias unidimensionais — analogia do pistéo.

Modo de Par ametr os Adimensionais Frequéncia
pistéo o M olL/c (H2) (=0/2r)
1 0.0046 0,11
2 3.56E-05 0.78 2.116 50,51
3 4.965 118,53

O modo fundamental de vibracdo do pistdo acoplado pode ser previsto facilmente pelo
conceito de Massa Adicional. Basta adicionar toda a massa do reservatério (cavidade) a

estrutura, assim a freqiéncia ser&

po ] k1 80000 —0,11Hz (4.7)
27\ mg +map 271\ pg -10-1-1+ pg -10-10-1

Onde mg € a massa da estrutura e map a massa adicional (igual a massa de liquido do

reservatorio).
b) Solucdo Numérica

A malha de elementos finitos esta representada na figura 4.11. A maha do fluido e da
estrutura sd0 as mesmas que foram adotadas nos casos desacoplados: 441 nés, 800
elementos triangulares 2D e 20 elementos lineares 1D (sup. livre) para o fluido; 63 nés e
80 elementos triangulares 2D para a estrutura; 20 elementos lineares 1D para a interface
fluido-estrutura.

Algumas deformadas modais estdo na figura 4.12. Nessa figura, ndo estdo os modos
tipicamente de superficie livre, visto que estes possuem deformadas modais que
reproduzem praticamente o caso desacoplado (figura 4.8). O primeiro modo foi suprimido

dessa sequiéncia, €le é de frequéncia nula e pressdo constante em toda a cavidade.
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Numa primeira observacdo nos modos, nota-se que 0 modo de massa adiciona teve
freqliéncia superior ao previsto analiticamente. Esta discrepancia deve-se a contribuicdo do
efeito da superficie livre nesse modo, uma vez que estes possuem freqléncias proximas a

freqiiéncia de massa adicional.

Z T 3 [ R R I e e e S o I B Elemen.tus.
—F T T T=I_T 2 P P P A P A P P da Superficie Livre
10m Fluido J Malha de
; Elementos
; do Fluido
10 m : i
3 : Elementos de
Interface
e e o
# f Malha de
J Elementos
sk da Estrutura

0,16 Hz(1) 50,49 Hz(2)
Analitico (0,11 Hz) Analitheo (50,51 He)
h" 4 e cassdssdssdesh 2 E=at ¥ T T T T H Ly !
P | y

o _---\'\ 1
N S S S — I S W S e | S S
118,73 Hz(4) 132,01 Hz(5) 145,10 Hz {6}

Analitico (115,53 Hz)

Figura4.12 - Modos de vibragdo acoplados (MEF).
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4.1.4. Modelagem com Diferencas Finitas

O modelo em DF é igual ao mostrado no capitulo 3, porém com uma maior quantidade de
noés, que por sua vez € amesma do modelo em EF (figura 4.11). A metodologia de estudo
do caso é a mesma praticada anteriormente. Primeiramente, obtém-se os modos dos meios
de forma separada e posteriormente do sistema acustico-mecéanico acoplado. Os modos de
vibragcdo do reservatério liquido sdo também separados em grupos. os modos dominados
pelo fenémeno de vibragdo da superficie livre, os modos caracteristicos da cavidade e os

modos dominados pela estrutura.

Para todos os casos também sdo realizados estudos de convergéncia, que mostra a
sensibilidade da razéo entre a freqtiéncia numérica - analitica com o refinamento da malha
(nUmero de nds).

Asfiguras a seguir estdo na seguinte sequéncia:

e Modos de vibracdo da estrutura: figuras 4.13 (estudo de convergéncia das freqiéncias

naturais daviga) e 4.14 (modos de vibracdo da viga).

e Modos de vibracdo do reservatorio: figuras 4.15 (estudo de convergéncia das
freqUéncias naturais da superficie livre), 4.16 (estudo de convergéncia das frequiéncias

naturais da cavidade) e 4.17 (deformadas modais da superficie livre e cavidade).

e Modos de vibragéo acoplados: figura4.14.

Comparando as deformadas modais numéricas da figura 4.14 com as analiticas da figura
4.2, observa-se um bom acordo do método numeérico. Quanto as fregiiéncias, também é

evidente a boa concordancia entre simulacéo numeérica e os val ores analiticos.

Esse bom desempenho do MDF no problema de vibragéo de vigas de cisalhamento sobre
base el astica é também justificado pelo fato da derivada do operador de rigidez da equacdo
de movimento ser de segunda ordem no deslocamento. No caso de uma viga em flex&o
pura, a derivada é de quarta ordem e o método ndo é téo eficiente, como sera mostrado na

Secdo 4.2.

100



114
1.0 1
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0.8
0.7 1
0.6 -
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0.1

Freq Numérica/lFreq Analitica

—< Modo 1 -¥- Modo2 —O- Modo3 —+- Modo4 X Modo5

Figura4.13 - Convergénciadas 5 primeiras fregiiéncias naturais da estrutura (MDF).

10

NUOmero de Nos

0.161 Hz 146.75 Hz

/

292.60 Hz 436.65 Hz

Figura4.14 — Modos naturais da viga de cisalhamento (MDF).
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O modelo MDF também apresentou rgpida convergéncia na modelagem da superficie livre
do reservatério. E quando se compara os graficos das figuras 4.7 e 4.15, nota-se que 0
MDF tem convergéncia melhor que o MEF na predicdo das frequiéncias de vibracéo da

superficie livre da cavidade.

—% Modo 1 -¥-Modo 2 —©O- Modo3 —+-Modo4 X Modo5
1.1+

10 1 s X—/\\éi\zfﬁgif‘ Sy |
0.9 + X/ 0 "

0.8 ~
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4
0.3 -
0.2 -

O.l T T 1
1 10 100 1000

NUmero de N6s

Freqg Numérica / Freq Analitica

Figura 4.15 — Convergéncia das 5 primeiras frequiéncias naturais da superficie livre (MDF).

Fazendo a mesma comparacdo para os graficos de convergéncia dos modos da cavidade
(figuras 4.9 — MEF, e 4.16 — MDF), pode-se também atestar desempenho semelhante do

MDF frente a0 MEF na predi¢éo de freguéncias naturais desses modos.

Quanto as deformadas modais do fluido (superficie livre e cavidade) calculadas pelo MDF
(figura 4.18), pode-se afirmar que eles sdo idénticos aos modos analiticos e numérico via
MEF (figura4.17).

Os modos acoplados do modelo em Diferencas Finitas também sdo consistentes, em

fregiiéncias e deformadas modais, com resultados analiticos e numéricos via Elementos

Finitos.
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Figura4.16 — Estudo de convergénciadas 5 primeiras freqiiéncias naturais da cavidade
(MDF).

4.1.5. Discussdo dos Resultados

O primeiro modo de vibragdo da cavidade acustica € um modo com frequéncia nula e

campo de pressdo constante. Este modo também aparece nos resultados acoplados, ele é

equivalente aum “modo de vibrag&o” de corpo rigido das estruturas hipostéticas.

Os modelos numéricos apresentaram um bom acordo com as solugdes analiticas. O MDF

conseguiu reproduzir adequadamente as freguiéncias de superficie livre, convergindo paraa

fregliéncia analitica com malhas menos densas que o MEF. No entanto, pode-se usar malha

com diferentes graus de refinamento na regido proxima a superficie livre, para melhorar a

resposta numérica com menos esforco computacional, principal mente no caso do MEF.
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0.488 Hz

(@)
37.339 Hz
“—_ = - - , ¥ 188 - BT
112.190 Hz 134.456 Hz (b)
Figura4.17 — Modos naturais do reservatorio (MDF). (a) Modos da superficie livre; (b)
Modos cavidade e estrutura.
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0.397 Hz
0.488 Hz
0.567 Hz (a)

44.886 Hz
o " — ] -
81.454 Hz 114.276 Hz (b)

Figura4.18 — Modos naturais acoplados (MDF). (a) dominados pela superficie livre; (b)
dominados pela cavidade e estrutura.
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A figura 4.19 mostra a distribuicdo de pressdes normalizada sobre a parede vertical do

reservatorio no primeiro modo de vibracdo. S80 comparadas as respostas analiticas

(equacdo 8c) e numéricas (MEF e MDF). Observa-se um bom acordo entre as solugdes

numéricas e anditica.

Altura - h (metros)

Deformada Modal de Pressdo - Modo Fundamental

— Analitico A MEF »x MDF

10 4
g
g -
74
g -
5
44
5
2
14
0 P T T T . . T T -
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07 o8 09 1.0

Pressao Admensional - Autovetor

Figura4.19 — Distribuicdo de pressdes na parede vertical do reservatorio — modo

fundamental.

O modo fundamental de vibragdo de superficie livre pode ser bem aproximado pela

equacdo D.17 parauma altura do nivel da dguainferior a 2 metros (h/a= 0,2) — aguas rasas

— conforme mostra o grafico da figura 4.20. Neste grafico existem duas curvas tedricas:

uma da equacdo analitica exata para a frequiéncia da superficie livre (equagéo D.15) e uma

outra para a equacdo aproximada das freqliéncias (equacéo D.17) — &guas rasas. Também

aparecem alguns pontos sobre o grafico (triangulos) que mostram resultados numeéricos

dados pelo Método dos Elementos Finitos. Na verdade, estas malhas tentam simular o

comportamento do primeiro modo de superficie livre para vérias razdes atura de agua-

largura do reservatoério (h/a).

Observa-se também, que a freqiéncia fundamental da superficie livre é limitada a um valor

em torno de 0,28 Hz, para profundidades do nivel da agua superiores a 1m (h/a>0,1).
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Frequéncia Analitica - - - Aproximacéo A MEF
0.50 - '

0.45 4 ’
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0.35 4 s
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Frequéncia (Hz)

0.15 A

0.10 -

0.05 4

0.01 0.10 1.00 10.00 100.00
Relacado Altura-Largura (h/a)
Figura4.20 — Frequéncia natural de vibracéo (1° modo) em funcdo darelagéo nivel da

agua-largura do reservatorio (h/a).

Para as diferentes alturas do nivel da &gua houve também um bom acordo entre as solugdes
analiticas e numeéricas. Isso s ocorre porgque o parametro de compressibilidade do
fendmeno de vibracdo de superficie livre € baixo, ou sga a solucdo analitica

incompressivel é valida para o exemplo estudado.

oL 1Hz-27-10
=>— =

Parametro de Compressibilidade
1500

= 0,04 (incompressivel)

Os primeiros modos de vibragdo acoplados reproduzem os modos de superficie livre, em
gue a estrutura pouco influencia. Apos esta sequiéncia surgem os modos tipicos da cavidade
e estrutura de fundo. Nestes, a influéncia da superficie livre € pequena, com excecdo do
primeiro modo de massa adicional que tem frequiéncia proxima as frequéncias de vibragdo
da superficie livre. A tabela 4.3 resume as freqiéncias acopladas e desacopladas estudadas

nesse exemplo.
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Tabela 4.3 - Resumo com as freguiéncias naturais do pistéo curto com fundo flexivel.

Caso Estudado Modol Modo2 Modo3 Modo4 Modo5 Méodo
0.16 (E) 161.06(E) 323.1(E) 487.10(E) 654.02 (E)

N Numérico
< 0.16 (D) 146.75(D) 292.60 (D) 436.65(D) 578.00 (D)
=
0.16 146.88 293.75 440.63 587.51 Analitico
@)
B 0.00 (E) 0.28 (E) 0.40 (E) 0.50 (E) 0.58 (E) .
= Superf. Numérico
o] y 0.00 (D) 0.28 (D) 0.40 (D) 0.50 (D) 0.58 (D)
ivre
§ 0.00 0.28 0.40 0.48 0.56 Analitico
()]
3751(E) 8399(E) 112.75(E) 135.84(E) 188.68(E) »
Numérico
Cavidade 37.31(D) 8277(D) 111.41(D) 133.68(D) 150.75 (D)
37.50 83.85 112.50 135.21 154.50 Analitico
0.00 (E) 0.28 (E) 0.40 (E) 0.50 (E) 0.59 (E) .
Superf. Numeérico
0.00 0.28 (D) 0.40 (D) 0.49 (D) 0.57 (D)
o Livre .
k) - - - Analitico
§ Cavidade 0.16(E) 50.49 (E) 85.78(E) 118.73(E) 148.10(E) NUméi
- - - umérico
< = e 0.08 (D) 44.89 (D) 81.45(D) 114.28(D) 135.19 (D)
Estrutura 0.11 50.51 - 118.53 - Analitico

Onde: (E) indicam vaores obtidos pelos modelos em Elementos Finitos e (D) indicam

valores obtidos pel os model os em Diferencgas Finitas.

No modo de massa adicional houve uma significativa diferenca entre o0 modo previsto na
teoria (0,11Hz) e o modo numérico 0,16 Hz (figura 4.12). Fazendo uma nova simulagdo
numérica com pressao nula nos nos da superficie, o resultado encontrado é 0,11 Hz. Logo,
conclui-se que a diferenca deve-se ao efeito de superficie livre que atera o modo de massa
adicional. 1sso pode ser justificado pelo fato da freqiéncia de massa adiciona ter a mesma
ordem de grandeza das frequéncias dos modos de vibracdo da superficie livre (situam-se

muito proximas).

A freguiéncia do 1° modo acoplado em Diferencas Finitas também ndo coincide com o
valor analitico. O valor numérico (MDF) para o 1° modo acoplado é 0.08Hz, ao passo que
o valor analitico € 0.11Hz. Fazendo uma simulacdo numérica com 41x41 nds, contra a
anterior que possuia 21x21 nés, a nova frequéncia obtida para esse modo € 0.1172Hz,
coincidente com o valor analitico 0.11Hz. Portanto, pode-se concluir que o desempenho do
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modelo acoplado em Diferencas Finitas requer um refinamento de malha maior que o

refinamento exigido nos sistemas acoplados.

0O 1°, 2° e 4° modos acoplados podem ser previstos com ateoria do pistéo unidimensional
(equacdo 4.6). Além desses modos, 0 3° e 0 5° possuem frequéncia e deformadas modais

semel hantes aos modos da cavidade acUstica desacoplada.
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4.2- INTERACAO PLACA-RESERVATORIO SEMI-INFINITO COM
SUPERFICIE LIVRE (Caso €ig2)

Westergaard (1931) foi um dos primeiros a estudar a interacdo entre uma estrutura rigida
movel e um reservatorio infinito com superficie livre. A principal aplicacdo de seus
estudos era avaliar as forcas hidrodinamicas envolvidas na interacdo entre uma barragem e

Seu reservatorio durante um sismo. Esse estudo analitico é apresentado no Anexo C.

O exemplo estudado nessa secéo € semelhante ao de Westergaard, sendo que as principais
diferencas é que a estrutura € uma viga engastada—livre e o reservatério ndo tem a condicéo
de radiacdo no infinito, mas pressdo nula numa regido distante da estrutura. Ao final sdo

comparadas as duas model agens.
O problema consiste em uma viga (solido elastico) engastada-livre em contanto com um
reservatério (cavidade acustica) com condigdes de contorno de superficie livre, fundo

rigido e aberta, conforme ilustrado na figura 4.21.

Superficie Livre

Radiacao no
Infinito

Viga
Engastada Cavidade Acustica

(Reservatorio)

Lx

h 4
W Y,
Figura 4.21 - Esquema do problema acoplado placa — reservatorio semi-infinito.

Dados do problema:

Estrutura Fluido: Sendo o problema 2D, alarguraé
Ly =1,0m Lx = 10m unitaria na direcdo perpendicular
t=0,1m ¢ = 1500 m/s afigura4.21.

E=20GPa pe = 1000 Kg/m®

Pe = 2500 Kg/m® g=9.81m/s

v =0,25
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A superficie livre foi modelada da mesma forma que o caso anterior eigl (secéo 4.1 e
capitulo 4), com elementos lineares tipicos para a condicdo de contorno de ondas de
gravidade. O comprimento horizontal da cavidade (Lx) muito maior que o comprimento
vertical (Ly) (10 vezes) e a pressdo € nula na extremidade oposta a estrutura. Essa
modelagem simplificada foi também utilizada no trabalho de Morais (2000) e traduz de
uma forma simples de representar o dominio distante (“farfield”).

O modelo numérico em EF estd mostrado na figura 4.22. A malha é composta por 105 nés
na estrutura e 2121 nos no fluido. O modelo ainda tem 20 elementos de interface fluido-
estrutura e 100 elementos na superficie livre.

Elementos do

Silido o LIcTcuifkdnbuprrﬂnt Livre

T e Py By By ey e, ey e

1
i
&
i
i

L

= Elementos do -:_‘_.
Fhaido

311
'.IIII'.".I-.l

SRS SELLLRAL

1 L]
A

(1

e

=7 [] o2 0s i 15 EE

— Elementos de Acoplamento{lFE)

Figura 4.22 — Maha de elementos finitos da estrutura— viga engastada - livre; Fluido —

reservatorio semi-infinito e interfaces fluido-estrutura e superficie livre.
4.2.1. ModosNaturaisde Vibracao da Estrutura
a) Solucdo Analitica
A viga engastada livre tem um comportamento tipico de flexdo, visto que arelacdo entre o
comprimento (Lx+t) e alargura (t) é pequena (menor que 20%). Os efeitos de cisalhamento
e inércia de rotagdo sdo negligenciaveis nesse tipo de estrutura, e a solugdo de flexdo pura

se aplica adequadamente conforme ja foi demonstrado em estudos anteriores (Sousa Jr e
Pedroso 2003).
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Além dos modos naturais de flex&o, existem os modos axiais, que isoladamente séo
irrelevantes quanto ao acoplamento fluido — estrutura, pois ndo produzem deslocamento na

direcdo do reservatorio.

As fregquéncias naturais de flex&o e normais (axia) de umaviga engastada - livre sdo dadas

pelas equacoes:

e @, =2 % (4.8)

El

_ 12
a)-f _/l’lf mL4

Onde E é o modulo de elasticidade; | € o momento de inércia da secdo transversal
(1*0,1%12m%; A é a &rea da secdo transversal (0,1m%); M é a massa por unidade de

comprimento da estrutura (250 kg/m); A, e A, sdo par@metros adimensionais

dependentes do nimero do modo. Para a viga em estudo os primeiros valores de (A) séo:

Ay =18751 A, = 4,6340 2 =iz

A, =7.8548  A,; =10,995 n=12345..

Logo, as primeiras freqUiéncias de vibracdo estdo apresentadas na tabela abaixo.

Tabela 4.4 — Freqléncias naturais de vibracédo da viga engastada - livre.

Freq. da Estrutura — flex&@o Freq. da Estrutura — normal ou axial
modo w (rad/s) f(Hz) modo w (rad/s) f(Hz)
1 287.08 45.69 1 4442.88 707.11
2 1753.34 279.05 2 8885.77 1414.21
3 5037.61 801.76 3 13328.65 2121.32
4 9870.63 1570.96 4 17771.53 2828.43

b) Solucdo Numérica

No modelo numérico, foi feito um estudo de convergéncia comparando as freqiiéncias

analiticas e numéricas em 5 mahas com diferentes graus de refinamento. O grafico da
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figura 4.23 mostra uma relacdo entre o nimero de nés da malha da estrutura e a razéo entre
a freqiéncia numérica e a andlitica. Observa-se que 0 3° modo (modo axial) tem
convergéncia alcancada independente do grau de refinamento. A malha adotada (42 da

sequéncia) tem bom acordo com as frequéncias analiticas dos trés primeiros modos

flexionais de vibragéo.

As deformadas modais e as respectivas frequiéncias naturais dos quatro primeiros modos de
vibragdo da viga em estudo estdo mostradas na figura 3.24. Observa-se um bom acordo da
deformada numérica com as equacdes analitica contidas no anexo C (equacéo B.20) e no

caso do 3° modo (axial) com aliteratura - Clough (1960).

—xX -Modo 1 --X--Modo 2 —C -Modo 3

8 _
7 - >i o j.'
g \ Ny
E 6 | o) H _.l"l A
g \ P .II f: 1111
S5 \ f ]
T \ 1/
~~ 4 | o L) —
.g B\ a b
\g 3 i X\\\\\\ 'a-.? |I: [ o DII' ‘|IP I| 1
= TN
z .
O 2 b \\
o ™
LL e —
1 o -—0 - — - —o - & ¥
0 a b ' c d e ‘
1 10 100 1000

NUmero de No6s

Figura 4.23 — Estudo de convergéncia para a viga engastada— livre (MEF).
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Malhade EF 1° modo 2° modo 3° modo 4° modo
105 nés e *Ana:4569Hz  Apa:27905Hz Ana:707.11Hz Ana:801.76 Hz

160 dementos  **Num.: 54.41Hz  Nym.:325.44 Hz Num.:708.64 Hz Num.: 856.47 Hz

* Ana. = Analitico; ** Num. = Numérico.
Figura 4.24. Frequéncias e modos de vibracdo desacoplados da estrutura (M EF).
4.2.2. Modos Naturais do Reservatoério Semi-infinito
a) Solucdo Analitica
Considera-se as paredes da cavidade como uma estrutura rigida. O reservatério passa a ter

condic¢des de contorno de superficie livre, pressdo nula no infinito e contornos rigidos, de

acordo com o ilustrado nafigura 4.25.

Sllpf rficie Livre

Cavidade Acistica >
(condiciio aberta)
p=0

Lx

LA LIS

T L L A
k] [ 3
Ly

Figura 4.25 - Esquema da cavidade do reservatorio.

Utilizando a idéia do espago de frequéncias, a cavidade da figura 4.25 pode ser entendida

como a composicao de duas cavidades 1D de condi¢des de contorno fechada-aberta, nas
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direcBes horizontal e vertical. Isso € véido na consideracdo de p=0 na simulagdo da

condic&o de radiacdo no infinito.

Segundo a teoria do Método da Matriz de Transferéncia descrito em Pedroso 2004, as

freqUéncias e deformadas modais da cavidade 1D aberta-fechada séo:

a, :MC e px(x) = CO! (2m+1)ﬂ- ]
2L, 2L,
_(@n+D)rx ~ o [(@n+D)rx (4.9)
o, = —2Ly c e p,(X) = CO{—ZLy y

men=0,123,...
Onde p éapressdo normalizada (méaximo=1) da deformada modal.

Utilizando-se as equactes 4.9 obtém-se as freqiiéncias e deformadas modai s da cavidade.

w=\oitoy e p(xy)=A pe(X)-py(y) (4.10)

Substituindo 4.9 em 4.10 chega-se as expressoes finais:

f:i_,,.c_\/[(2m+1)J2+((2n+1)]2
21 2L, 2L,

~ @2m+)rx @2n+D)rx
X)=C0§ ———X|-C0§ ——
p(x) 2L T

J (4.12)

m=0,1,2,3,... € n=0,1,2,3,...

Se o reservatdrio for considerado como infinito (L, — ) entéo sua frequéncia pode ser

simplificadaparaf = c* (2m+1)/(4LX).
As deformadas modais e os valores das freqliéncias naturais analiticas estédo mostrados na

tabela 4.5. E também ilustrada as curvas unidirecionais que compdem as deformadas

bidimensionais.
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Tabela 4.5 — Solucdo analitica para os modos naturais de vibracéo do reservatorio.

Stpariice Livee ‘ 1 \/( (2m+l)j2 ((Zn +l)}2
<1 =—.7-C- +
| Radiagio no 2r 2L, 2L,
Cavidaide Acistica Infinito
{eondicao aleria) ﬁ(x) =C M Xj . CO{M[ y]
peil 2L, 2L,
‘ " ’ m=0,1,2,3,... e n=0,123,...
 — W [
1° modo '11' A 8 p b 2 o 0
376.87 Hz
J 2 | 6 8 10
U ™
2°modo :
391.51 Hz %
j 2 5 8 10
1
LE 1
3°modo 1- Py
419.26 Hz \
0 2 4 3 8 "
KE
I L T
0 0 2 4 3 8 10 0 1

4° modo

457.75 Hz 1;\\ //’H““\

5°modo

504.51 Hz '%\ | /x ; /\\
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b) Solucdo Numérica

A maha numérica adotada para o reservatorio esta na figura 4.22. Também foi feito um
estudo de convergéncia da malha do fluido, com curvas que relacionam a razéo frequiéncia

numérica— analitica e o nUmero de n6s da malha. Este estudo esta nafigura 4.26.

A malha adotada na smulagdo foi a mais refinada, dentre as presentes na figura 4.26.
Observa-se que ha uma rpida convergéncia das fregiiéncias numéricas para o valor das
freqiiéncias analiticas. Vale aqui ressaltar que o estudo foi feito para os modos tipicos da
cavidade, ou sgja, foram suprimidos os modos de vibragcdo da superficie livre.

A tabela 4.6 mostra os 4 primeiros modos numéricos de vibragdo do reservatorio, com
deformadas modais e fregliéncias naturais. S8o apresentados dois grupos de modos, 0s
modos de superficie livre e os modos de cavidade. Comparando com a tabela 4.5 observa-
se um bom acordo dos resultados numéricos para a cavidade com 0s seus respectivos
valores analiticos.

O primeiro grupo de resultados (para a superficie livre) ndo foi comparado com os valores
analiticos.

— Modo 1 -¥-Modo 2 —0- Modo 3

1.9 -

1.8
1.7 A

1.6

1.5+

1.4 -
1.3~

1.2 -
€N
1.1 - -~

1.0 - R e

Freq Numérica / Freq Analitica

09 b T C d T 1
10 100 NGmero de Nos 1000 10000

Figura 4.26 — Estudo de convergéncia para o reservatorio semi-infinito.
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Tabela 4.6 — Modos de vibragdo numéricos do reservatorio.

—
s | | | | |
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4.2.3. Modos Naturais Acoplados— Numérico
A tabela 4.7 mostra alguns dos modos de vibragdo da malha do sistema acoplado da figura

4.22. Os modos sdo divididos em dois grupos. os modos dominados pela vibracéo da

superficie livre e os modos dominados pelo reservatorio e estrutura.
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O modo 101, também conhecido como modo de massa adicional, corresponde a uma
fregiiéncia proxima da freqiiéncia fundamental de vibracéo da estrutura. Neste, o efeito do
fluido sobre a estrutura pode ser traduzido por uma massa acoplada na interface. O
parémetro de compressibilidade (wL/c) para este modo vale 0.06, logo, o modo é de fato
incompressivel para fluido e a aplicacdo da massa adiciona reproduz a frequéncia

acoplada esperada.

Tabela 4.7 — Modos de vibragdo acoplados da viga engastada/livre e reservatdrio semi-

infinito.

Modo 1
0.078 Hz

Modo 2
0.228 Hz

Modo 3
0.358 Hz

Modos Tipicos da Superficie Livre

T

Modo 101
39.21 Hz

A ETERE TR

WJ___l__-L__J___‘___‘___I___l___l-
1
1
1

Modo 102
235.67 Hz

Modo 103
381.67 Hz

Modo 104
401.06 Hz

Modos Tipicos da Cavidade e Estrutura

Modo 105
431.82 Hz

A AT R

Ainda no modo 101 (1° modo de flex&o da estrutura com fluido), a forma de distribuicdo
de pressdes no paramento de montante da barragem reproduz tendéncias ja observadas em
estudos andlogos sistematizados por Pedroso 2000. No entanto, uma pequena divergéncia é

esperada com relacdo a0 modelo de pressdes hidrodinamica de Westergaard (1931), pois
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nesse modelo parede rigida-mdvel, a estrutura se move como um corpo rigido na direcdo
do reservatorio (figura 4.27), aspecto ndo reproduzido por uma estrutura vinculada
(engaste) na base, que apresenta suas formas modais caracteristicas envolvendo um
deslocamento de massa de fluido mais complexo, ou seja, um modelo de massa adicional

mais complexo.

Nos modos 102 e 112, a estrutura apresenta deformadas modais iguais as deformadas
desacopladas correspondentes ao 2° e 4° modos da estrutura (figura 4.24), inclusive os
valores das frequiiéncias sdo proximas. Nesses dois modos o0 campo de presséo no fluido se

adequa a deformada da estrutura, com rgpida reducéo dos valores no sentido da fronteira

semi-infinita.
Superficie Livre
F Y
Ly p=0
Cavidade Acustica N
Keq Lx (Reservatorio)

¥
W A Y,

Figura4.27 — Model o de interacdo pistéo-reservatorio.

Para permitir uma comparagéo adequada com o modelo pistéo-reservatorio (figura 4.27),
foi feita uma ssimulacdo numérica considerando a estrutura livre para se movimentar na
horizontal e apoiada sobre molas com rigidez equivalente a viga engastada, ou seja, que
reproduz a mesma frequiéncia do primeiro modo de vibragdo. A malha de elementos finitos

éamesmadafigura4.22.

Para que esse modelo represente o problema da viga engastada com o reservatério, é
necessario que a mola proporcione umarigidez tal que a freqtiéncia do pistdo seja a mesma
da viga engastada. Os céculos abaixo mostram as propriedades fisicas do sistema.
Portanto, a diferenca das frequiéncias acopladas no caso da viga-pistdo (eig2b) e viga
engastada(eig2a) estd na sua forma modal gque desloca uma massa de fluido de forma
diferente. Como nesta frequiéncia o fluido € incompressivel, a viga-pistdo desloca muito

mais massa adicional (583kg) do que uma viga em flexdo (89kg).
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Rigidez da mola do pistéo Keq= 2.060E+07 N/m

Massa do pistdo (igual aplaca) Massa = 2.500E+02 Kg

Massa adicional (14/24* pi/L,?) Mad = 5.833E+02 Kg

Freguénciano ar Wseco=  2.871E+02 rad/s 45.69 Hz
Freqliéncia com massa adicional W mad=  1572E+02 rad/s 25.03 Hz
Pardmetro de compressibilidade WL/c = 0.10

A figura 4.28 mostra 0 modo de massa adicional obtido da simulacdo numérica. A
freqiiéncia numérica (25.75 Hz) se aproxima bastante da freqiiéncia prevista pela equacéo
damassa adicional (25.03 Hz), mostrando uma perfeita adequacdo da formulacdo numérica

com aandlitica

[LY| ST

o i o i o i o i o i
1 o i o i o i o i
1 1 1 1 1

[T | TT

oY SETERrTT

oF

Figura4.28 — Modo de vibracdo de massa adicional do sistema pistéo-reservatorio semi-
infinito: 25.75Hz (MEF).

4.2.4. Modelagem com Diferencas Finitas
O exemplo eig 1, da secéo 4.1, mostrou que é possivel obter os autovalores e autovetores
acoplados com EF ou DF. Nesse exemplo também foi feita uma modelagem com DF para

comparar com os resultados obtidos anteriormente via MEF.

O modelo em DF utiliza a mesma malha de nés do fluido do modelo em EF (figura 4.22).

A viga engastada-livre é discretizada em 11 nds, conforme mostrado na figura 4.29.
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Os modos de vibracéo axiais ndo foram considerados no modelo MDF. O método permite
considerar este efeito com graus de liberdades de deslocamento axial e pela discretizacéo
da equacéo de movimento “normal” (descrito em Clough 1960) de forma conjugada com o
modelo flexional (secdo B.1 do Anexo B). Mas devido ao fato desses modos ndo serem

relevantes nesse problema, eles serdo desconsiderados na analise.

O estudo de convergéncia para a malha da estrutura apresentado na figura 4.30 mostrou
que o método reproduz as frequiéncias analiticas dos 3 primeiros modos de vibragdo
flexionais. Essa convergéncia ocorre visivelmente para malhas com mais de 11 nés.

As deformadas modais dos 5 primeiros modos de vibracdo estdo apresentados da figura

4.31. Conforme dito anteriormente a malha adotada € a da figura 4.29.

1.2

Viga Malha de Diferencas Finitas
1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura4.29 — Mahade DF paraaviga.
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Freq Numérica / Freq Analitica

Figura4.30 — Estudo de convergéncia da malha da viga engastada-livre (MDF).

4559 Hz 283.30Hz 784.03Hz 1512.2Hz  2451.1 Hz

0.9/
0a|
07}
06/
05"
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Figura 4.31 — Cinco primeiros modos naturais flexionais daviga (MDF).
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Um estudo similar de sensibilidade das freqliéncias naturais do reservatorio em funcéo do
refinamento da malha do fluido foi realizado, e o resultado esta disposto na figura 4.32.
Observa-se que a convergéncia das fregiéncias numéricas dos trés primeiros modos é

alcancada com mais de 95% para malha com mais de 100 nés.

—% Modo 1 -¥- Modo 2 —O- Modo 3

=
o
|

o # ——— ®

L=

© o o o
> N 00 ©
| | | |

Freq Numeérica / Freq Analitica
© o
N

© o o o
O B N W
! ! !

100 1000 10000
NUmero de Nés

=
o

Figura 4.32 — Estudo de convergéncia dos trés primeiros modos do reservatorio.

4.25. Discussao de Resultados

Houve um bom acordo dos resultados numéricos em relacéo aos analiticos. Assim como no
caso eigl (secdo 4.1), o MDF se mostrou como uma aternativa interessante ao estudo do
acoplamento acustico-mecéanico. O modelo mecéanico da estrutura pode ser representado
por uma teoria simples (viga em flex&0). Vale ainda ressatar que o modelo em DF tem um
custo computacional menor, devido o menor nimero de nds e graus de liberdade do

model o numérico da estrutura
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A superficie livre mostrou ter pouca influencia nos modos acoplados dominados pela
estrutura e cavidade. Os modos acoplados de superficie livre e da cavidade praticamente
reproduziram os modos desacoplados, ressaltando novamente a necessidade de um estudo
prévio dos meios continuos em separado. No entanto, a relevancia da modelagem do efeito
da superficie livre se da quando uma vibragdo forcada ocorre em fregiéncia proxima a

esses modos de vibracéo.

Tabela 4.8 — Modos naturais numeéricos de vibragédo do reservatério (MDF).

Modo 2
0.08 Hz

Modo 3
0.23 Hz

Modo 4
0.36 Hz

Superficie Livre

Modo 5
0.47 Hz

Modo 102
376.78 Hz

Modo 103
391.49 Hz

0 1 2 3 & 3 6 i 8 ) 10

Cavidade

Modo 104
419.35Hz

Modo 105
457.98 Hz
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Tabela 4.9 — Modos naturais acoplados (MDF).

Modos Tipicos da Superficie Livre

Modo 1
0.078 Hz

Modo 2
0.227 Hz

Modo 3
0.358 Hz

Modos Tipicos da Cavidade e Estrutura

Modo 102
44 59 Hz

Modo 103
276.18 Hz

Modo 104
377.98 Hz

Modo 105
392.86 Hz

Modo 106
420.71 Hz

Foram novamente observados dois grupos (pacotes) de autovalores acoplados. os
primeiros, de freqliéncias mais baixas dominados pela vibracdo da superficie livre; o
segundo dominado pelas freqléncias da cavidade e estrutura. Nesses Ultimos estd 0 modo

de massa adicional.

O modelo de Westergaard (1931) mostrou-se um poderoso processo de previsdo da

fregiiéncia do modo fundamental acoplado (massa adicional). Essa metodologia foi vélida
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nesse caso devido ao baixo fator de compressibilidade do problema em estudo. Para
valores significativos de fator de compressibilidade (wL/c > 1.0) 0 processo de massa

adicional deixade ser verificado.
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43- INTERACAO BARRAGEM RESERVATORIO LONGO PARA O CASO
TITPICO DE BARRAGEM REAL (Caso €ig3)

No capitulo 1 foram mostradas aplicactes praticas da IFE em Engenharia, com destaque a
area de Barragens. Fenbmenos como sismos, geracdo de ondas no reservatorio por ruptura
de barragens a montante ou encostas, escoamento de fluido sobre secdes da barragem
(como vertedores) podem excitar dinamicamente o sistema acoplado barragem-

reservatorio.

O caso dessa se¢ao visa tratar de maneira preliminar o acoplamento de uma se¢éo 2D de
uma barragem e um reservatério semi-inifinito. A geometria da secdo se assemelha a um
perfil tipico de barragem brasileira, tal como Tucurui — Para - ELETRONORTE. Essa
importante barragem fica na regido norte do Brasil e barra o Rio Tocantins e tem grande
relevancia para a matriz energética nacional além da importancia ambiental. A Fig. 4.33

abaixo mostra umaimagem da parte de concreto da barragem.

Figura4.33 — Imagem de uma parte em concreto da barragem de Tucurui/Paré/Brasil -
ELETRONORTE. Fonte: site da Camargo Correa.

O perfil aproximado da barragem esta ilustrado na Fig. 4.34. As propriedades fisicas

adotadas para o problema foram tipicas do concreto e o fluido tem as mesmas constantes

usadas nos problemas das seces anteriores.
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3% m

| T1.42 m |

Figura 4.34 - Perfil aproximado da barragem em estudo.
Dados do problema:

Estrutura : H = 86.86m; Lpase= 71.42m; E = 20 Gpa ; pe = 2500 Kg/m®; v = 0.25.
Fluido: Ly= H = 71.00m; Lx = 5* Ly ; ¢ = 1500m/s; p = 1000 Kg/m*; g = 9.81 m/s”.

As malhas de elementos finitos utilizada para a barragem e reservatoério estéo na Fig. 4.35
e tabela4.10, respectivamente. Foram suprimidos os el ementos lineares da interface fluido-
estrutura e da superficie livre. A malha do reservat6rio tem comprimento horizontal igual a
5 vezes alamina d agua. A condicdo de contorno na extremidade do reservatério oposta a
barragem é de pressdo nula, para ssimular de forma aproximada a condicdo de fronteira
longinqua (“farfield”).

Os modos desacoplados estdo na Tabela 4.10. A tabela 4.11 mostra alguns modos naturais
de vibragdo acoplados. Estes dltimos foram separados nos grupos controlados pela
superficie livre, cavidade acUstica e estrutura. Foram tomados os 3 primeiros modos de
cada grupo desses. O 1° modo acoplado tipico da estrutura (51) deveria ser 0 modo de
massa adicional, no entanto, o parametro de compressibilidade (oH/c = 23.69* 71/1500 =

1.12) indica que h&influéncia da compressibilidade do fluido no modo.
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Figura4.35 — Maha e modos naturais de vibragéo da barragem.
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Tabdla4.10 — Maha de EF e modos do reservatorio.

S R S S F R
Malha de Elementos Finitos ®
a B
g s 5 55 e &5 5 &5

|/

B N s s e 0w w W wm w W
Modo 1-0.018 Hz Modo 2 — 0.049 Hz

: : : : : : o : : : : ; :

a &0 100 150 200 280 200 IEQ (; 5:3 ‘I(IJO 150 2(‘30 2;53 3;_-0 3‘:,0
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- — — ==

a |

I 1 I I
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Tabela4.11 — Modos naturais de vibragdo acoplados.

1° modo
0.018 Hz
Modo de
sloshing

2° modo
0.049 Hz
Modo de
sloshing

3°modo
0.071Hz
Modo de
sloshing

52° modo
5.453 Hz
Modo da
cavidade

53° modo
6.243 Hz
Modo da
cavidade

54° modo
7573 Hz
Modo da
cavidade

51° modo
3.766 Hz
Modo da
estrutura

56° modo
9.439 Hz
Modo da
estrutura

57° modo
10.271 Hz
Modo da
estrutura
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4.3.1. Discussao de Resultados

A maioria das observagOes feitas para os exemplos de base das secOes 4.1 e 4.2 sdo
estendidas a este caso real. Novamente foram observados dois grupos de modos acoplados:
dominados pelo efeito de superficie livre, dominados pela compressibilidade/inércia da

cavidade e estrutura. Houve uma separacéo nafaixa de frequiéncia desses grupos.

Os modos de superficie livre foram de freqiéncia inferior aos modos da cavidade. O efeito
de superficie livre pouco influenciou nos modos acoplados, assim como ocorreu Nos Casos
das secOes 4.1 e 4.2. No entanto, vale ressaltar que fendmenos dindmicos que ocorram em
fregiiéncias mais baixas (menores ou proximas a 1Hz) podem excitar a superficie livre e
produzir carregamentos hidrodinamicos significativos no paramento da barragem e/ou

estruturas auxiliares.

Foi observada uma perfeita concordancia entre o campo de pressdes no fluido e as

deformadas modais da estrutura, conforme tabela 4.11.

O modo de massa adicional ndo ocorreu como previsto na literatura, pois o fator de
compressibilidade do modo 51 é ato (da ordem da unidade). Nessa situacdo, o uso das
equacdes de Westergaard (1931) no dimensionamento estrutural de uma barragem incorre
em erro. Vale ressaltar que 0 uso de metodologias que consideram o fluido incompressivel
e reduzem o reservatorio a0 um carregamento hidrodindmico no paramento da barragem é
comum no dimensionamento estrutural dessas estruturas. Logo, a falta de um estudo prévio
do comportamento dinamico dos sistemas acoplados sugere que muitas barragens
existentes poderdo ndo estar, sob certas circunstancias, suficientemente seguras contra

carregamentos dinamicos, como SiSmos.

44- ESTUDOSTRANSIENTES

O cdculo das freguéncias e deformadas modais de vibragdo sdo fundamentais na
compreensdo do comportamento dinamico de uma estrutura, fluido ou um sistema

acoplado. No entanto, a resposta dinamica é obtida por meio de uma andlise transiente via
integragcdo no tempo ou superposi¢ao modal.
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Nessa secdo serdo mostrados alguns resultados de simulages transientes realizados nos
sistemas acoplados estudados nas seces 4.1, 4.2 e 4.3 (eigl, eig2a, eig2b e eg3). As
estruturas sdo submetidas a velocidades iniciais e depois experimentam uma vibragao livre.
Em outras aplicacOes, as estruturas sdo postas a vibrar mediante acéo de forgas variaveis
no tempo (senoidais). O movimento acelerado da estrutura induz um campo de pressdes no

fluido que por suavez interage com a estrutura, suscitando a | FE.

O exemplo bésico estudado € o pistéo da secdo 4.1 (eigl - Fig. 4.1). Sdo comparadas as
repostas dindmicas de modelos numeéricos 1D e 2D com solugdes analiticas classicas para
um SSUGL (Clough 1960).

Em seguida sd0 mostradas simulagdes transientes da placa acoplada a um reservatorio,
igual a0 exemplo da secdo 4.2 (eig2 - Fig. 4.21). Novamente compara-se a reposta
transiente de alguns modelos numéricos com solucdo analitica construida a partir de um
SSUGL com massa adicional calculada pela teoria de Westergaard (1931) (Anexo C).

Estudos semel hantes sdo feitos para o sistema acoplado barragem-reservatorio.

As simulagbes transientes sdo feitas utilizando-se EF. As matrizes de massa, rigidez e
amortecimento obtidos do modelo em EF de discretizacgo espacial. O vetor de velocidades
iniciais ou vetor de forga sdo levados ao agoritmo de integracdo no tempo (Newmark).

Este procedimento foi explicado nos capitulos 2 e 3.

O resumo das simulacfes estd natabela 4.12.

Em todos os exemplos foi considerado um fator de amortecimento estrutural £=5%. A
matriz de amortecimento da estruturafoi considerada como uma combinagéo linear entre a
matriz de massa e a de amortecimento, de acordo com a teoria mostrada na secéo 3.5 do
capitulo 2.

No fluido n&o foram considerados efeitos dissipativos, com excecdo do resultado expresso
no gréfico da Fig. 4.43. Nesse caso, fez-se uma simulagdo considerando elementos de
radiacéo no lado oposto ao da barragem, para smular a fronteira distante (“farfield”). No

grafico dessa mesma figura sdo comparados os model os com pressdo nula e radiacéo.
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Tabela 4.12 — Resumo das simulagfes transi entes.

Caso Descricéo Parametrosde simulagdo transiente  Resultado
Velocidadeinicial u, =0.1m/s
Pistéo (modelo da se¢éo k=80kN/m: m-=78E3ka: .
Transl 4.1 —eigl) submetido a e g H 9443'36 €
umavelocidade inicial. my=1E5 kg; ma=1E5Kg; '
fmag=0.11Hz(0.67rad/s); Tmag=9.37S
F=Fo* sen(w*t)
Pist5o (modelo da secio Fo=10000 N e ® = 0.536 rad/s
Trans2 4.1 —eigl) submetido a k=80kN/m; me=78E3Kg; Fig. 4.38
umaforcavariavel. m=1E5 kq; Mu=1E5kg;
fmag=0.11Hz(0.67rad/s); Tmag=9.37S
' F=Fo* sen(w*t)
Placarigida-movel
Transg  2c0Plada.com reservai6rio Fo=24525N e ® = 15.0Hz(94.2rad/s);  Fig.4.39e
semi-infinito (modeloda =5 oBE7KN/m; me=250kg; Ma=583kg; 4.40
Secdo 4.2 — eig2b).
fmag=25.Hz(157.rad/s); Tmag=0.040s
_ F=Fo* sen(w*t)
Viga acoplada com
reservatorio semi-infinito Fo=24525Newn= 150HZ(942rad/S), .
Trans4 delo d 50 4.2 Fig. 441
(f_“% ) 0 dasegan 4.2 — k=2.06E7kN/m; Me=250Kg; Mag=583Kg;
€ig2a).
fmad=39.2.Hz(246.rad/s); Tmag=0.0255s
o ] F=Fo* sen(w*t)
Barragem rigida - moével
acoplada com reservatorio Fo0=0.1*9.81* 2500* T(y) Newtons .
Transb | ~ Fig. 4.42
oo )(mOde'O dasegao 43 ¢ ¢ = 15.0Hz(94.2rad/s);
—€eig3).
fmad=3.76Hz (23.7rad/s); Tma=0.265
F=Fo* sen(w*t)
Barragem acopladacom  F=0.1%9.81* 2500* T(y) Newtons _
Trans6 reservatorio infinito — Fig. 4.43

condicao de radiacéo.

e o = 15.0Hz(94.2rad/s);
fmag=3.76Hz (23.7rad/s); Tmag=0.265

Onde T(y) é alargura da secdo horizontal da barragem aumaaltura“y” do solo.
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Os passos de tempo foram estabel ecidos em funcéo das constantes de tempo do fendbmeno
gue se quer observar, do tempo total de integracéo para evitar excessos de passos de tempo
e da acuracia da resposta dindmica do simulador transiente. Os parametros de andlise
transiente estdo listados natabela 4.13.

O gréfico da Fig. 4.36 representa o deslocamento do pistdo modelado de 3 formas

I

fluido na cavidade, (b) SSUGL com representacdo do fluido na cavidade por uma massa
adicional, (c) SSUGL com representacéo da cavidade por EF 1D (problema acoplado).

Tabela4.13 — Par@metros da andlise transiente.

- Tempo dNe Passo detempo  Periodo*
Caso Descricéo I ntegracéo (segundo) (segundo)
(segundo) 9 9
Transl PistdesdasFig. 4.36 a
Trans? 4.38. 20.0 0.02 9.1
Viga acoplada com
Trans3 - ocarvatorio das Fig. 4.39 a 4.00 1.33E-4 0.0255
Trans4 441 0.0388
Transs Barragem acoplada com
reservatorio das Fig. 4.42 a 1.20 4.00E-4 0.265
Trans6 444

* Periodo natural acoplado de vibragéo do modo fundamental.

Comparando-se as curvas da Fig. 4.36, observa-se que o efeito de reservatério altera o
periodo de vibracéo do sistema, em relagdo ao sistema no ar (a), assim como aumenta as
amplitudes da resposta. O amortecimento da resposta dindmica foi menos severo no
modelo numérico em EF 1D (c) comparado ao modelo SSUGL com massa adiciona (b).
Isso se deve ao fato da forga do amortecimento no SSUGL com massa adiciona (b), ter
sido calculada considerando a massa da estrutura mais a massa do fluido, ou seja, fazendo

F=¢-2-(m.+my) o, -U (conforme secdo 3.5). Dessa forma o amortecimento

estrutural € ligeiramente maior que NS outros casos.

Na Fig. 4.36 também evidencia-se os periodos naturais de vibracdo desacoplado (SSUGL
(@), massa adiciona (b) e acoplados (c) (6.2seg, 9.4seg e 9.4seg, respectivamente).

136



Na figura 4.37 compara-se 0s modelos numéricos em elementos finitos 1D (mesmo do
grafico 4.36) com um 2D, igual a0 caso eigl da secdo 4.1. Devido a0 movimento

predominantemente axial do pistdo, hd um perfeito acordo entre as respostas dos model os.

A Fig. 4.38 submete trés modelos, utilizados anteriormente nas Fig. 4.36 e 4.37, a uma
forca varidvel no tempo. Foram simulados. () SSUGL com massa adicional; (b) numérico
EF 1D; numérico EF 2D com a forca distribuida nos nés. Novamente houve uma exatidao
entre as respostas das simulagdes que tiveram um periodo de aproximadamente 10 seg. A
frequéncia da carga senoidal foi escolhida de modo a ser aproximadamente 80% da
fregiiéncia fundamental do sistema acoplado. A figura mostra o inicio do fenébmeno de
batimento (Clough 1960, Pedroso 2004).
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l,lﬂI (Elementos |
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Figura 4.36 — Simulac&o transiente do caso da secdo 4.1 (eigl).

138



Deslocamento u (m)

iBanaaaasangn; 2%
e ]
- 5l Ll o +-4
¥ i Kl Pl Eal F P i ot g 1 i X
f drerl L_i:' E 1
1 o e P P 2 P { Fluido
i% i %al Eat Eall Bt ol Rl P 1 L]
't g h it . (Elementos
2 4 1] Finitos)
-
Acoplamento . U,
2 pJli m, ¢-1
< :*;_:k
i -+
MNumérica (MEF) 2D Mumenco (MEF) 10
(a) (b)

0.15

0.10 ~

0.05 -

0.00 &

-0.05 +

-0.10

'015 T T T T T T T T T 1
tempo (seg)

Figura 4.37 — Simulac&o transiente do caso da se¢do 4.1 (eigl) (continuagéo).
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Figura 4.38 — Simulac&o transiente do caso da secdo 4.1 (eigl) (continuagéo).
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A Fig. 4.39 mostra 4 sistemas SSUGL e numéricos 2D capazes de modelar o problema da
viga rigidaamovel desacoplada e acoplada com reservatorio semi-infinito (caso eig2b da
secdo 4.2) sujeita a uma carregamento senoidal. Os sistemas sdo: (@) SSUGL com a massa
da viga; (b) SSUGL com massa da estrutura e adicional; (c) modelo em EF para a viga
rigida-mével; (d) modelo em EF para a viga rigida-mdvel com massa adiciona analitica
acoplada. Esses exemplos tiveram 0 objetivo de validar o prograna MEF para a viga
rigidamovel. Observa-se que houver um bom acordo dos casos numéricos com 0s
equivalentes SSUGL (@’ com “c” e“b” com “d”) e as respostas acompanharam a fase do
carregamento (periodo de 0.07s). Alguma diferenca surgiu entre os modelos SSUGL (b) e
numérico com massa adiciona (d), o motivo € o mesmo apresentado anteriormente, ou

sgja, aforca de amortecimento considerou a freqtiéncia acoplada e a massa adicional.

A Fig. 4.40 compara as respostas do modelo numérico em EF para a viga rigida-mével
com massa adicional (@) com um modelo numérico em EF acoplado (b), este ultimo
semelhante ao caso eig2 da se¢do 4.2. Considerando as simplificagdes de modelo (a), pode-
se dizer que houve um bom acordo entre as simulacdes. Novamente, as respostas estdo em

fase com o carregamento (periodo de 0.07seg.).

A Fig. 4.41 mostra a grande distancia existente entre o modelo real de acoplamento FE (b)
- para o problema de Westergaard (1931) (Apéndice B) — e a solucdo analitica paraa massa
adicional e um SSUGL equivalente a viga (a). A grande diferenca entre 0 modelo de
deformacéo da viga engastada-livre e 0 movimento do SSUGL justifica a discrepancia das

respostas transientes.

O estudo transiente da barragem tipica da secéo 4.3 (caso eig3) esta presente nas figuras
4.42, 4.43 e 4.44. A estrutura € submetida ao um carregamento harménico distribuido e
vibra de maneira forcada. Na figura 4.43 compara-se 0 modelo barragem rigida-movel
acoplada ao um reservatério longo (c) com o modelo semehante, mas com a barragem
engastada na base (d) e SSUGL com (a) e sem massa adiciona (b). Observa-se diferenca
significativa, principalmente nos primeiros instantes, entre o caso (d) e os demais. V&rios
periodos podem ser observados nas respostas dindmicas dos sistemas, dentre eles cabe
destacar: 0.06seg. do carregamento; 0.25seg. da freqiiéncia acoplada de massa adicional
(a). Além disso, observam-se diferencas mais acentuadas das curvas a partir do instante
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0.47seg., que é o tempo de retorno da onda gque reflete na fronteira distante do modelo (@) -

sem dissipacao por radiacéo.
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C [
Fi—e™
k BF@® kK LF@©
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(a) (b
m
c ;2d c
= |2 e a
k  pBF@) kK L F(b)
—Estrutura (SSUGL) com massa adicional —<— Estrutura (MEF) com Massa Adicional Analitica
(© (d)
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Figura 4.39 — Simulag&o transiente do caso da se¢éo 4.2 (eig2b).
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Figura4.40 — Simulago transiente do caso da secdo 4.2 (eig2b) (continuagéo).
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Figura4.41 — Simulagéo transiente do caso da se¢do 4.2 (eig2a) (continuaco).
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Figura 4.42 — Simulac&o transiente do caso da se¢do 4.3 (eig3).

Obs: no modelo IFE (MEF) com barragem engastada foi analisado o deslocamento
horizontal do né mais alto a montante da barragem.
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A Fig. 4.43 compara dois casos para a barragem rigida-mével, um com pressdo nula no
final do reservatério (a) e outra com elementos finitos 1D para a condicdo de radiacéo no
infinito (b). Observa-se uma mudanca no periodo de resposta transiente, a curva do sistema
com radiacdo (b) se adianta com relacdo ao caso com pressdo nula (a). Também é

constatado um maior pico de resposta para 0 caso com radiagao (b).

Eﬁ; Modelo IFE (MEF) com pistdo de Westergaard

“radiacao

—— Modelo IFE (MEF) com pistdo de Westergaard com Radiacéo

(b)

1E-03 -

5E-04 +

0E+00 &

Deslocamento (m)

-5E-04

'1E'03 T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

tempo (seg)
Figura 4.43 — Simulag&o transiente do caso da se¢do 4.3 (eig3) (continuagéo).
A Fig. 4.44 mostra a evolucdo das pressdes no reservatorio durante a andlise transiente

forcada apresentada no caso (a) dafigura anterior (4.43).
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Figura 4.44 — Resposta transiente do sistema acoplado barragem-reservatorio.
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Para as simulagdes transientes 2D foram construidos modelos simplificados de 1 grau de
liberdade (SSUGL). Esses modelos sdo importantes, pois permitem a interpretacéo e
validacdo dos resultados transientes acoplados em EF. Além disso, eles fornecem uma
resposta rapida e de boa precisdo que pode atender a muitos problemas praticos de

engenharia.

No caso das simulagbes presentes nas Fig. 4.36 a 4.38 observase uma perfeita
concordancia entre os modelos numéricos (1D e 2D) e o anditico. O fator de
compressibilidade calculado (wL/c) é muito menor que a unidade (<0.1), indicando que o
fluido é praticamente incompressivel no modo fundamental. Logo, a resposta transiente €

bem prevista com o0 model o de massa adicional.

No caso da placa rigida-movel acoplada com o reservatério (Fig. 4.39 a 4.41), o SSUGL
com a massa adicional, calculada pela teoria de Westergaard (1931), mostrou-se muito
eficiente na predicéo da resposta dinamica acoplada do sistema equivalente. No entanto, o
modelo da viga engastada acoplada com o reservatério apresentou discrepancia nos
resultados em funcéo da grande diferenca entre o modelo estrutural de viga engastada-livre
e a viga rigidaamoével. O mesmo se verifica para o caso da barragem acoplada com o

reservatorio.

O efeito da condicdo de radiacdo mostrou-se pouco influente na reposta transiente do
acoplamento barragem — reservatorio. Mas este efeito poderia ser mais significativo numa
simulacdo com parametros, constantes de tempo e caracteristicas do transiente mais

propicios ainfluéncia dos mesmos.
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ndo foi explorada a0 méximo com exemplos de geometria mais complexa e malhas néo
estruturadas. A formulacdo em diferencas finitas foi usada em caréter didatico, por ser um
métodos de mais fécil compreensdo, e também por ter grande aceitacdo na comunidade de
Mecanica dos Fluidos. Na foi abordada modelagem via operadores discretos com malhas

ndo estruturadas em diferencas finitas.

O capitulo 3 foi umainiciativa de transcrever as formulagdes matematicas numeéricas para
o raciocinio computacional. As metodologias foram exemplificadas com um caso prético.
E evidente que os procedimentos numéricos sio essencialmente computacionais, mas a
montagem de um acoplamento de forma manual contribui para o entendimento da
modelagem. Essa é uma prética correntemente entre alguns autores classicos da area de
elementos finitos (Rao, 1989).

A obtencdo dos valores proprios dos sistemas acoplados € um dos desafios da formulacéo.
Devido a ndo simetria das matrizes, a escolha do algoritmo de célculo dos autovalores e
autovetores se torna uma tarefa critica. Nas simulacdes desse trabalho foi utilizado o
algoritmo QZ, que se mostrou muito estével para os problemas estudados, mas o esforco
computacional é muitas vezes excessivo, visto que foi utilizado um PC nas andlises. A
impossibilidade de uso de formas otimizadas de armazenamento de matrizes (banda, semi-
banda e skyline) contribui para o alto tempo de processamento. Futuras pesquisas podem
se pautar no desenvolvimento de metodologias para o calculo dos autovalores e

autovetores com essas matrizes.

Com os valores proprios é possivel fazer uma andlise transiente via método no dominio da
fregiiéncia, no entanto as andlises foram realizadas com um algoritmo de integracéo no
tempo passo a passo (Newmark - descrito por Clough 1960). A escolha deve-se a robustez
e versatilidade do método e a possibilidade futura de consideracdo de aspectos ndo
lineares. A boa concordancia das respostas dinamicas transientes dos modelos numéricos
mais complexos com modelos conceituais mais simples permitiu concluir que o método €

capaz de fazer os cél culos transi entes nas matrizes acopladas da formulacdo estudada.

Em algumas simulagdes transientes considerou-se uma matriz de amortecimento estrutural,
calculada como uma combinagdo linear das matrizes de massa e rigidez da estrutura. Nos

exemplos estudados, foi usado um amortecimento de 5%. Observou-se gque a atenuacdo da
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vibracdo foi pequena, mas vale ressaltar que os tempos de observacéo do fenbmeno foram

curtos, da ordem de 1 segundo.

Os exemplos numéricos do capitulo 4 cumpriram com os objetivos a que se propuseram. O
principal intuito era analisar a capacidade da formulacdo numérica em prever as
freqiiéncias e deformadas modais naturais de vibracdo (problema de valores proprios) e
realizar andlises transientes, via aplicacdo de algoritmo cléssico de integracdo no tempo

(Newmark) nas matrizes acopladas.

Os resultados numéricos obtidos reproduziram com grande precisdo os valores previstos
pelas solucbes analiticas, assim como, forneceram importantes informactes relativas a
compreensdo da fenomenologia e dos mecanismos envolvidos nos problemas de interacéo
fluido-estrutura.

Nas andlises transientes, os modelos analiticos simplificados (massa-mola) e numéricos
unidimensionais apresentaram resposta dindmica muito préximas dos valores calculados
com os modelos em EF 2D acoplados. Essa boa concordancia foi possivel devido a escolha
adequada de dimensdes e constantes fisicas do problema, de modo que o conceito de massa
adicional fosse valido.

No entanto, vale a alerta que em muitos casos da pratica, a construcdo de modelos
simplificados pode nédo ser tarefa muito simples. Nesses casos, 0 engenheiro certamente
terd que recorrer a uma ferramenta capaz de realizar analises fluido-estrutura acopladas,

com discretizacéo da estrutura e fluido.

O exemplo 1 (reservatorio com fundo flexivel e superficie livre) € um caso de interacdo
dindmica acustico-mecanica amplamente explorado pelo GDFE em trabalhos anteriores.
As solugdes numérica via MEF e MDF se gjustaram adequadamente as solucdes analiticas
para cavidades acuUsticas, pistbes unidimensionais e superficie livre. A escolha dos

parametros do problema permitiu a aplicacéo do conceito de massa adicional.

O quadro resumo geral da tabela 4.3 permitiu observar as tendéncias nas freguéncias e
modos acoplados. Ao analisa-los é possivel perceber qual dos meios (sistemas) controla
em cada um dos modos acoplados, ou sgja, por vezes ha modos acoplados que reproduzem
a assinatura dos modos desacoplados.
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Nos trés exemplos estudados, foram observados dois grupos de autoval ores/autovetores
acoplados: os primeiros de fregtiéncias mais baixas dominados pela vibracdo da superficie
livre; 0 segundo dominados pelas frequéncias da cavidade e estrutura. Nesses Ultimos, se
encontra 0 modo de massa adiciona, quando o conceito € aplicavel (incompressibilidade do

fluido no modo).

O exemplo 2 é uma placa (viga) engastada acoplada com reservatério longo, também um
sistema acoplado para verificagdo da teoria classica de Westergaard (1931) — Modelo
Pistdo-Reservatorio (MPR). Procurou-se, neste caso, abordar os aspectos tedricos relativos
a interacdo barragem-reservatorio. O modelo MPR foi explorado analiticamente e
numericamente, mostrando resultados coerentes. O aspecto da ndo compressibilidade do
fluido no modo de massa adicional foi o fator que permitiu 0 sucesso na comparagdo entre

0s varios model os de interacao.

O terceiro exemplo € uma tentativa preliminar de aplicagdo das teorias estudadas a uma
barragem real. A rigor, a modelagem poderia ser mais precisa com relacéo aos detalhes do
problema (3D, tamanho do reservatorio, interacdo barragem-fundagéo, dissipagdo etc), mas
a proposta era estudar de maneira mais geral o caso. Houve uma adequagdo das solugdes
analiticas e numéricas para os modos naturais de vibragdo do reservatorio. Foi observado
gue o modo fundamental do sistema acoplado ndo se adequa ao conceito de massa
adicional, portanto, estudos que considerem as pressdes hidrodinamicas de Westergaard

(1931) podem incorrer em erro.

Os casos transientes mostraram que, para os carregamentos escolhidos, houve pouca
influencia da superficie livre nos modos acoplados. Foi ainda observado que o
amortecimento estrutural atenuou as vibragdes reduzindo os picos de resposta de
deslocamentos, mesmo em curtos instantes de observacdo. Deve ser destacado a
importancia da construcéo de modelos simplificados (pistdo, modelo 1D etc) na predicéo
do comportamento dinamico de sistemas acustico-mecanicos. No entanto, o0 MPR de
Westergard ndo funcionou adequadamente para a barragem, como ja havia sido previsto no

estudo de valores proprios.

O efeito da condicéo de contorno do tipo radiacdo, para o caso e parametros da cavidade,

mostrou-se pouco influente na reposta transiente do sistema acoplado barragem—
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5- CONCLUSOESE SUGESTOES

Obras civis de grande porte, como barragens, podem estar sujeitas a carregamentos
dindmicos que induzem movimentos vibratdrios tanto na estrutura quanto no fluido do
reservatorio. O tratamento adequado do fendmeno de interacdo entre os dois meios

continuos € imprescindivel na andlise da seguranca estrutural dessas construcoes.

Um dos objetivos do trabalho foi mostrar aplicacdes da Interacdo Fluido-Estrutura na
Engenharia Civil. Procurou-se também explorar alguns aspectos relativos a complexidade

do fenémeno associado ao acoplamento fluido-estrutura.

Foi dado énfase aos aspectos conceituais e computacionais basicos relativos ao assunto.
Foram abordadas as equactes da Mecanica dos Solidos, Fluidos e Métodos de Solucéo.
Estudos avangados podem ser realizados dando continuidade a este trabalho, como por
exemplo, ndo linearidades estruturas, interagdo barragem-reservatorio-fundagéo, efeitos de

dissipacao, cavitacdo no reservatorio durante sismos dentre outros.

Um dos aspectos mais explorados nesse trabalho foi a“mecanica’ do acoplamento entre as
equacdes de movimento de uma estrutura elastica e a equacdo de um fluido aclstico. Além
desse aspecto, também procurou-se mostrar teoricamente as equaces dos meios continuos

e dos contornos, inclusive o contorno de acoplamento.

Foi explorada uma formulacéo classica de Interacdo Acustico-Mecanica apresentada por
Zienkiewicz e Newton 1969, que se mostrou como uma poderosa base tedrica que permite
o desenvolvimento de €ficientes ferramentas de andlise. A sua estabilidade e convergéncia
foram aspectos confirmados por esse trabalho. Acredita-se, que em funcdo desse
desempenho comprovado a mais de trés décadas, muitos programas comerciais ainda se
baseiam nessa formulacdo (ANSY S®). No entanto, muitos desenvolvimentos foram feitos
nas ultimas décadas e a elaboracdo formulacbes mais robustas e versdteis para Interacdo
Fluido-Estrutura ainda € um campo vasto para pesguisas.

Além da formulacdo numérica baseada em Elementos Finitos (Zienkiewicz e Newton
1969) foi elaborada um outra em Diferencas Finitas. O MEF apresentou convergénciamais

acelerada para a grande maioria dos casos. A versatilidade da malha de elementos finitos
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reservatorio. Mas este efeito eventuamente pode ser mais significativo em outras
simulacdes que apresentem condicdes que favorecam a evidencia desta influencia. Uma
sugestao de andlise para futuras pesguisas € o estudo do efeito de truncamento da condicéo

de radiacéo em casos em que a malha do reservatério sejamais curta.

A metodologia de andlise dos casos apresentados se mostrou adequada. Primeiramente, foi
estudado os modos naturais de vibragcdo acoplados e desacoplados dos sistemas
independentes, cujos autovalores (freqliéncias ou periodos) serviram de parametros para
posterior simulagdo transiente. A aplicagcdo imediata do conhecimento prévio dos
autovalores foi a definicdo do passo de integracdo e do tempo total de andlise transiente.
Os resultados indicaram que o passo de tempo deve ser menor ou igual ao menor periodo
de vibracdo do sistema acoplado, e o tempo total de integracdo deve ser maior que o
periodo do modo fundamental de vibracdo do sistema. E evidente que outros aspectos

podem contribuir na escolha dos parametros de simulagdes transientes,

Futuros trabalhos de pesquisa também podem explorar o uso de elementos finitos de ata
ordem/isoparamétricos. O uso dessa técnica pode representar um ganho de precisdo e
desempenho da formulagéo.

Também cabe no assunto a aplicacdo de outras técnicas numéricas como elementos de
contorno para modelagem de reservatorios infinitos e interagdo barragem-fundacgéo

infinita.

Um trabalho de pesquisa mais amplo deve conter uma campanha de instrumentacéo de
barragens com acelerdmetros e medicdo de pressdes no reservatorio com hidrofones, para
validacdo de simuladores computacionais. Em casos de experimentos é possivel forcar

vibracfes em barragens por meio de sistema giratorio com massas desbal anceadas.

Em outras indlstrias, como a do petrdleo, € comum a construcdo de simuladores
permanentes para plataformas flutuantes. Como vantagem, os operadores da estrutura
podem a qualquer momento simular uma condi¢do climéatica ou analisar uma possibilidade
emergente de acidente. Grandes barragens brasieliras de grande porte também poderiam ter
seus “bancos de ensaio numéricos’ no qual estudos de estabilidade e desempenho

poderiam ser realizados.
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APENDICE A - APROXIMACAO DE DERIVADAS POR
DIFERENCASFINITAS

Na engenharia dificilmente se conhece a solucdo matematica analitica dos fenébmenos
fisicos. As equagdes diferenciais que regem esses fendmenos sd0 muitas vezes
complicadas e em gerd ndo lineares. Diante disso, torna-se necessario Uutilizar

procedimentos numéricos para montar solucdes na forma de equacdes al gébricas.

O uso da técnica de Diferencas Finitas procura escrever os operadores diferenciais em sua
forma discreta, ou segja, em funcéo de valores pontuais da solugdo. O conhecimento da
solucdo, mesmo que de forma aproximada, em aguns pontos do dominio da umaboaidéa
da solucdo continua. A medida que essa huvem de pontos € adensada o valor da resposta

numérica se aproximado valor real.
A.l. OPERADORESDO MDF

Para aproximar a derivada de uma funcdo ¢ o longo de um ponto “i”, basta tomar o valor

da mesma func@o em pontos adjacentes “i+1” e“i-1", espagados de Ax do ponto “i”.

¢ 4

- N : »X
Xi-1 Xj Xj+1

Figura A.1 — Pontos discretos de uma fungéo.

A representacdo da derivada central dafuncéo ¢ fica

dg
dx|.

1
= E'(¢i+1_¢i—1) (A-l)
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Onde Ax é 0 espacamento entro 0s 2 nos (passo), ¢ € a funcdo a ser aproximada, i é 0

indicedo n6, ¢, = ¢(x+Ax) e ¢_, = ¢(x—Ax).

De acordo com a figura A1, fica claro que quanto mais préximos forem os trés pontos,

melhor sera a aproximacdo sugerida pelaequagdo A.1.

A derivada 22 da fungdo ¢ pode ser entendida como a variagdo da derivada primeira,

matemati camente isso corresponde a:

d’ 1 .. .\ 1 (¢i+1—¢i)_(¢i—¢i_l)]
dx2  AX @i ¢i‘l)_Ax ( AX AX "2
7 " P20 +00)
O mesmo pode ser feito para as derivadas de 32 e 42 ordem. O resultado é:
40 1 s o6 s A3
dx3 2AX3 (¢|+2 2 ¢|+1+2 ¢|—1 ¢|—2) ( ' )
O L (p20.,+6:4-2:0.,+0..) (A4)
dx AX

A.2. ERRO NA APROXIMACAO POR DIFERENCASFINITAS

Para se ter umaidéa do erro cometido pelo MDF, pode-se utilizar uma expansao em série

de Taylor da funcéo ¢(x).

(Ax)°
2

6= 0+ A= 9(x) + 259, + (), (A5)

Isolando o termo ¢’ (X) na expressdo A.5 chega-se a:
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(%), :(%]i P8 _((Ax)2 LX), - (Ax)* ().

dx AX 2

’ _ % z¢i+1_¢i _
¢<x)i-[dxji fad

(A.6)

Onde € € 0 erro de truncamento correspondente aos termos negligenciados.

Generalizando, o erro cometido pela k-ésima derivada da aproximacdo de diferencgas finitas
é

oo k+1
&= A 5%9(x) (A7)

Daequacdo A.7 acima, é possivel concluir que quanto maior o passo da malha (Ax), maior

serd o erro associado a aproximagao da derivada por suaforma discreta.

No entanto, o tempo computacional aumenta significativamente com o adensamento do
nimero de nés, e o ganho com precisao matematica é contrabalanceado com o erro de
maguina, agravado pelo maior nimero de calculos. Uma boa praica em métodos
numéricos é fazer testes de convergéncia para otimizar o passo da malha de forma que sgja

minimizado o erro matemético, erro de méquina e tempo computacional .
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APENDICE B - DINAMICA DE VIGAS

Este capitulo tem por objetivo, apresentar as equacdes de movimento do problema de
vibragdes livres em vigas. S0 obtidas as equactes a partir de trés teorias distintas: vigas

esbeltas (flexdo) e vigas de cisalhamento (“shear beam”).

A técnica de separacdo de variaveis é aplicada nas equagdes de movimento para a obtencédo
de duas outras equacdes, uma no dominio da freqiiéncia (no espago) e uma no dominio do
tempo. Esta Ultima nada mais € do qué a equacéo de movimento de um sistema de um grau
de liberdade (SSUGL).

Ao final do capitulo (item B.3 e B.4) é feita uma discussdo sobre a faixa de aplicabilidade
da teoria de flexao, ressaltando o limite em que teoria deve ser substituida pela teoria

de vigas profundas para representar melhor o fendGmeno.
B.1. TEORIA DE VIGASDE FLEXAO
B.1.1. Equacéo de Movimento

A teoria de flex@o de vigas supfe que as secdes transversais da viga permanecem planas

apos aflexdo. Portanto as deformacdes cisal hantes séo despreziveis.

Para a obtencdo da equacdo diferencial de movimento transversal considere um elemento
infinitesimal de comprimento “dx” na viga. Sobre este elemento atuam forcas externas

(p(x)), esforcos cortantes (V) e momentos (M), conforme mostra a figura B.1 abaixo.

p{x)
AdAa

MC\/T V+dDM+dM
¥

I—dx—|

X
g

Figura B.1. Forgas atuando no elemento infinitesimal daviga
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A demonstracéo da equacdo de movimento baseia-se no equilibrio de forgas verticais e de

momentos do elemento descrito acima (figura B.1).

Equilibrio de Forcas Verticais (y) Equilibrio de Momentos (face direita)
- Y dx)?
ZFy:m-atz ZM:—M+(M+dM)—V-dx—p(x)-%:0
V-V +dV)+p(x)-dx=p-A-dx-y dM -V -dx— 10 p(x)- (dx)? =0

—dV+p(x)-dx=p-A-dx-y
Na egquacao acima é desprezivel o produto de

dv ..
v p(X)—p-A-y  (Eq.B.1) diferenciais (dx)?
dM -V -dx=0
am
S—=V Eg. B.2
» (Eq.B.2)

Onde m: massa do elemento; p: massa especifica do material (Kg/m®); A: &rea da segdo

transversal daviga; y: deformada daviga.
A equacéo B.2 pode ser derivada em relacdo a“x” e substituida na equagéo B.1.

d'M _dv
dx>  dx

Eqg. B.3

2

d*M '
oz~ PR-p-AY

Na equagcdo B.3 acima pode ser introduzido o conceito de momento-curvatura da

Resisténcia dos Materiais, representado pela equagdo B.4 abaixo.

d?y
dx?

El =M Eq. B.4

Onde E: médulo de elasticidade; |: momento de inércia da secdo transversa; El: rigidez a

flexéo daviga

Substituindo a equagéo B.4 no lugar do momento na equagdo B.3, chega-se a seguinte
eguacao.
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d? d? .
F(EI dTZ]_ p(x)+p-A-y=0 Eq.B.5

Considerando a viga com rigidez a flex&o (El) constante, fazendo p(x)=0 para o caso de
vibragdes livres e substituindo “ p.A” por m que é a massa por unidade de comprimento da

viga (Kg/m), ent&o a equagéo de movimento transversal de flex&o davigafica
El-y"+m-y=0 Eq.B.6
B.1.2. Equacio no Dominio da Frequéncia

Para encontrar uma funcéo para“y” que atenda a equacéo diferencial B.6 e as condi¢des de
contorno, separa-se “y” em duas funcdes, uma dependente do tempo e outra da abscissa (X)

do eixo daviga.

y(x,1) =9(x) - Y(t) Eq. B.7

Sendo que ¢(x) € afuncdo de forma que depende apenas da abscissa da viga; enquanto Y (t)
€ uma funcéo dependente do tempo.
Aplicando afunc¢do de y(x) (eg. B.7) naequacdo de movimento (eg. B.6) obtém-se:

o'y _ 9%y
+m-
ox* ot?

E1 2 (000 YO)+ M- 2 (60 -Y () =0
X ot

El =0

m . Eq.B.8
YO () + o9 Y(1) =0

G0 __m YO _

s  El Y@

A constante “a™ foi assm definida apenas por conveniéncia matemética, que sera
justificada posteriormente (Clough 1960). A equagdo B.8 produz duas outras equagdes.

p"(x)-a*-¢(x)=0 Eqg. B.9
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, El

Y(t)'i'a s
m

Y(t)=0 Eq. B.10

Além da forma da solucéo €é possivel extrair da equacéo B.10, através da transformada de

4y

Fourrier, arelacéo entre o parametro “a™ e afrequénciacircular “ o”.

k El
O =—=—-a Equl
m m

A solugdo da equagdo B.9 fornece as freqiiéncias e as formas dos modos naturais de
vibragcdo. Essa é a chamada equacéo no dominio da freqliéncia. A sua solucéo geral possuli
a seguinte forma (Clough 1960):

#(x)=G-e* Eq. B.12

Introduzindo a equacdo B.12 em B.9, obtém-se:

W(G-es‘)—a“ -(G-es‘t):o

G-s*(G-e')-a*(G-e")=0
(s*-a‘) (G-e*)=0 Eq. B.13

Como na equagdo acima (eg. B.13) a constante G ndo pode ser igual a zero, é imposto que

(s* - a") sejazero.

-{s:ii-a
| s=ta Eq. B.14

Por fim, substituindo as solugdes de “s” (eg.B.14) na solucéo geral (eg. B.12) e fazendo as

respectivas transformagdes trigonomeétricas, obtém-se a solucdo da funcéo de forma.

#(X) = A-cos(ax) + B - sen(ax) + C - cosh(ax) + D - senh(ax) Eqg. B.15

As constantes A, B, C e D sdo obtidas das condi¢des de contorno da viga (deslocamento,

inclinacdo, momento e esforgo cortante), que as reduzem a apenas uma delas. Entédo a
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equacdo da freguéncia pode ser obtida, determinado-se o parametro da fregiiéncia “a
(Clough 1960).

B.1.3. Solucdo paraa Vigade Flexdo

Esta equacdo B.15 possui 4 constantes reais que devem ser obtidas em funcdo das
condicdes de contorno. Dessa forma obtém-se a forma dos modos de vibracdo davigae a

freqiénciacircular de vibragdo “”, que depende do parametro de frequéncia“a’.

No entanto, de forma geral a equacdo para as freqliéncias de uma viga vibrando por flexdo

e com segdes transversai s permanecendo retas possui a seguinte forma:

2
a)=(£j . E B.16

Onde L: comprimento da viga; El: rigidez a flexdo da secdo transversal; m: massa por
unidade de comprimento; A;: parametro que depende do nimero do modo e das condi¢des

de contorno.

Observa-se que a freqUéncia circular é inversamente proporcional ao quadrado do
comprimento da viga e diretamente proporcional araiz da relacéo rigidez a flexdo e massa
distribuida. Esta é a expressdo gera para as frequéncias circulares de uma viga pela teoria

de flexdo cléssica.
B.1.4. Solucdo para uma Viga Esbelta Engastada-Livre

As condigdes de contorno sdo deslocamento e tangente a eléstica igual a zero em x=0,

momento e cortante igual a zero na extremidade x=L, onde L € o comprimento da viga.

Ty
—=

FiguraB.2 - Viga engastada-livre.
¢(0)=0 M(L)=El-¢"(L)=0¢(L)=0
¢'(0)=0 V(L)=El -¢”(L)=0
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Primeiramente deve-se obter a derivada segunda da fungdo ¢(x).

@”(X) =—A-a®-cos(ax) — B-a® -sen(ax) + C-a® - cosh(ax) + D - a* - senh(ax)

9" (X)= A-a’-sen(ax)— B-a*-cos(ax) + C-a® - senh(ax) + D - a® - cosh (ax)
Aplicando as condi¢des de contorno obtém-se.

#0)=0—>B=-D  ¢(0)=0— A=-C

"(0)=0 o sen(al)+sinhal) ,
#(0)=0 cos(aL) + cosh(al)

A 3 sen(al) +sinh(aL) B
#(x)=A (sen(ax) senh(ax) + cos(al) + cosh(al) (cosh(ax) cos(ax))J

B.2. TEORIA DE VIGASDE CISALHAMENTO

B.2.1. Equacao de Movimento

B.17
B.18

B.19

B.20

As vigas podem vibrar transversalmente por flexdo ou cisalhamento, como mostrado na

figura abaixo. Na deformagdo por flexdo as segOes transversais giram e permanecem

planas. A vibracdo de cisalhamento é semelhante a uma gelatina retangular, por isso

vigatambém é conhecida como viga “gelatina”.

A figura abaixo mostra os dois tipos de vibracéo livre de umaviga— flex&o e cisalhamento.
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Figura B.3 - Primeiro modo de vibragéo de uma viga engastada-livre de umaviga de flexéo

(esquerda) e uma de cisalhamento (Blenvis 1979, ppl71).

As deformacdes cisal hantes ganham importancia nas vigas mais altas, ou sgja, de aturada
secdo transversal alta em relagdo ao comprimento da viga. As vigas consideradas nessa

secdo (B.2) ndo consideram as deformagdes de flexéo.

Para a obtencdo da equacdo de movimento retoma-se o equilibrio de forgas do elemento
diferencial dafiguraB.4. Aplicando a 2* Lei de Newton para as forgas verticais que atuam

no elemento diferencial obtém-se a seguinte expressdo:

4y | —ax—]
‘T!l‘ 92
MDMH ‘ V-(V+dV)-k-dx-y+ p(x)-dx=m-§y
— % : —dV —k-dx-y+ p(x)-dx=p-A-dx- ¥
X
*

v - S
- Tky+rpx)=m-y

adx
Figura B.4 — Elemento infinitesimal davigade
cisalhamento sobre base el astica.
Rearranjando equacéo acima obtém-se:
(jj_\)i+|z.y+m.y:p(x) B.21
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Introduzindo arelacdo entre esforgo cisalhante e deformacéo cisalhante.

V = KAG-Q B.22
ox

Onde K: constante de cisalhamento da secdo transversal da viga, A: area da secéo
transversal; G: modulo de elasticidade transversal.

Substituindo a equacéo B.3 em B.2 obtém-se:

%y — o
KAG-— +k-y+m-y=p(x)
. E - B.23
4 y+ ¥ =p(x)

2T ’
ox®  KAG KAG

B.2.2. Equacdo no Dominio da Frequéncia

De maneira andloga ao que foi feito no item B.2.4, a funcdo y(x,t) pode ser separada em
duas outras fungdes, equacdo B.7. Substituindo-a na equacdo de movimento (eq. B.23)

obtém-se as expressoes:

” k m S
Y(t)-9"(x)+ KAG Y(t) - o(x) + KAG Pp(x)-Y(t)=0
, . B.24
I, o YO _ e
#(X) Y(t)

Onde: o =k/KAG e f=m/KAG.
A equacdo B.24 é a composicao de duas equacdes. Uma delas é a equacdo de um SSUGL

(Sistema Simples de um grau de liberdade - eq. B.26 - abaixo) e a outra € a equagao no

dominio da fregtiéncia para os modos de vibracéo (equacéo B.25 - abaixo).
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9" ()-a’-g(x)+a =0 B.25
~-B-Yt)+a?-Y(t)=0 B.26

A equacio B.26 fornece arelacio entre “&”

eafrequénciacircular “ .
a2 = ﬂ wZ 827

A solucdo da equacédo B.25 fica:

#(x) = A-cos(va’> —a - )+ B-sen(a’ — & - X) B.28

As constantes reais A e B sdo determinadas segundo as condi¢des de contorno daviga.
B.2.3. Solucéo paraaViga de Cisalhamento

Da mesma forma que no caso da vibragdo por flexdo, a freqiéncia circular de vibracdo

possui uma forma geral, que é descrita abaixo.

0= K2 .29
m

Onde L: comprimento da viga; KAG: rigidez ao cisalhamento da se¢do transversal; m:

massa por unidade de comprimento; A;: parametro que depende do nimero do modo e das

condigdes de contorno.

A diferenca para o caso anterior € que agora a freqiiéncia circular depende do inverso do
comprimento da viga, e ndo do quadrado do inverso do comprimento como no caso da
flexdo.

Outra diferenca é arigidez ao cisalhamento (KAG) no lugar darigidez aflexao (El).

B.2.4. Solucéo parauma Viga de Cisalhamento sobre Base Elastica
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Considerando uma viga de cisalhamento apoiada sobre base elastica, as condices de
contorno do problema é que o cortante € nulo nas extremidades (x=0 e x=L). O cortante é

proporcional a derivada da elastica (¢), logo tem-se que:

#'(0)=0—B=0

#(L)=0--A~al—a-senffa?—a-L)=0

B.30

Para que ¢’ (L) sgja zero, va® —a elou snen(\/a2 - L) deve ser nulo, sendo que a
primeira solugcdo esta incorporada a segunda. Observando os valores para o qual a funcéo

seno é nula, chega-se a

2 2
azz(nT”j +a+w—\/&;[((n%j +aj],paran:0, 1,2 B.. B.31

Substituindo a equacdo acima na deformada € obtida as deformadas dos modos de

vibracéo.

B.3. APLICABILIDADE DA TEORIA DE FLEXAO

A teoria de flexdo simples, mostrada no item B.1, considera as se¢fes como retas, ou sgja,
gue ndo ha distor¢des das mesmas. Para vigas esbeltas em que a altura da secéo é pequena
em relagdo ao comprimento (aproximadamente <20%) e 0 erro cometido a se desprezar a
deformacdo cisalhante € relativamente pequeno. Porém quando essa relacdo ndo é téo
pequena as deformagdes cisahantes devem ser consideradas e a teoria classica ndo se

aplicamais.
A figura B.5, abaixo, ilustra o efeito de empenamento da secdo devido o esforgo cortante.

Observa-se que as secdes ndo permanecem mais planas e o modelo cléssico de vigas em

flex&o ndo se aplicamais.
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(a)
b
FiguraB.5 - (a) Empenamento da secéo devido o esforco « (b) v (b) Mudanca no angulo

devido & deformacé&o cisalhante (Timoshenko e Gere 1994).

Em termos de fregiiéncias naturais de vibragdo ocorre uma reducdo destas quando se
considera o efeito das deformagdes cisalhantes. Para incluir o efeito dessa deformagéo

deve-se corrigir ainclinagéo da se¢cdo com o angulo de cisalhamento.

Nas vigas de grande relacdo altura da secdo/ comprimento deve-se utilizar ateoria de vigas
profundas, descritas nos trabalhos de Shames 1964, Clough 1960, Sousalr & Pedroso
2003, Pedroso 2003.

B.4. RELACAO ENTRE A FREQUENCIA DE FLEXAO E CISALHAMENTO

A discussdo sobre deformacéo de cisalhante também envolve o efeito da inércia de rotacéo.
Esta Ultima também é associada com a rotagdo local da segdo transversal durante a flex&o.
Porém as teorias de cisalhamento e flex8o de vigas ndo consideram esse efeito inercia
(Blevins 1979).

Aqui seréo produzidas algumas comparagoes entre as frequéncias vibragdo livre segundo
as teorias de flexdo e cisalhamento, ja apresentadas nas secfes anteriores.

Para estudar analiticamente a relacéo entre a frequiéncia circular de cisalhamento e a de

flexao basta dividir a equacdo B.29 pela equacéo B.16.

o nNrxw El

Para uma viga de secéo constante e retangular, pode-se fazer as seguintes substitui coes:
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o
12
A=bh

K  10- @+v) B.33
12+11-v

E
G=
2-(1+v)

Substituindo B.33 em B.32 obtém-se;

@ _ L [10-(1+v) bh. & .1
o n-r [12+11.v 2-(1+v) E b

W L 10 6

w. L 1 60

o n-z h V12+11.v
o, 1 1 (1 60
n T

o, h/ |z V12+11v 53
Para umaviga de material com Poisson 0,2 a equacdo B.34 fica
IO
@ nhy B.35

Parailustrar a relagéo obtida em B.35 pode-se plotar a relacdo “ oc/(we”. O resultado esta
mostrado no gréfico abaixo.
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FiguraB.6 - Relagdo entre as frequiéncias de cisalhamento e flexdo — bi-engastada.
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APENDICE C - MODELAGEM ANALITICA DA INTERACAO
DINAMICA BARRAGEM-RESERVATORIO (IBR) DURANTE UM
SISMO

Uma das formas mais tradicionais de estocar agua é a construgdo de barreiras em rios que
apresentem potencial hidréulico, ou sgja, vazdo adequada que permita a acumulagdo de
&gua. Essas barreiras sdo conhecidas como barragens. Segundo Canadiam Dam

Association “barragens sdo barreiras construidas para o proposito de armazenar ou verter

agua’.

As barragens sdo estruturas de grande porte, pois quanto maior a elevacdo do nivel da
agua, maiores serdo as potencialidades de utilizagdo do reservatério. Por esse motivo essas

robustas e elevadas estruturas exigem grande rigor no projeto e execucao.

Desde o surgimento da primeira barragem em 2900 A.C. até os dias de hoje, muitos
acidentes ocorreram, desde peguenos incidentes até grandes catastrofes com perdas de
vidas. Com a preocupagdo de evitar essas fahas, totais ou parciais, os métodos de
avaliacdo de seguranca dessas estruturas evoluiram de célculos intuitivos de tensdes até

sofisticados métodos numéricos popul arizados nas Ultimas décadas.

Uma grande preocupacdo quanto as barragens € a sua seguranca contra abalos sismicos
naturais ou induzidos pelo reservatorio. Mesmo em regides onde a probabilidade de
ocorréncia desse fendmeno € baixa, € desgjavel projetar estruturas estaveis dinamicamente.
Isso se deve aos atos investimentos dispensados na construcdo de um barramento, a forte
dependéncia de energia elétrica gerada hidraulicamente (caso brasileiro) e a preocupacéo

com catastrofes ambientais e em cidades a jusante.

Um dos primeiros a propor um modelo para a IBR foi Westergaard (1931). Em seu
trabalho origina ele resolveu a equacdo de Laplace com as condig¢des de contorno: fechada
no fundo do reservatorio, pressdo nula na superficie aberta, radiacéo (reservatorio infinito)
e fronteira mével. Esta ultima condi¢do procurava representar 0 movimento da barragem
devido a aceleracdo do sismo. O trabaho baseia-se em varias simplificagdes (como sera

notado nesse anexo), mas foi muito bem aceito por engenheiros projetistas dessas
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estruturas. Pedroso (2000) faz uma revisdo das metodologias de modelagem da IBR,

inclusive do referido trabal ho.

C.1. ESTRATEGIASPARA A SOLUCAO

Duas estratégias so utilizadas no estudo da IBR:

e Solucdo analitica: O fluido € incompressivel e o efeito do reservatorio sobre a barragem
durante um movimento da base (ssmo) resume-se a um diagrama de pressdoes
hidrodindmicas, que € contabilizado como uma forca estética para a andlise de tensfes e
estabilidade da barragem. Uma andlise dindmica simplificada do problema pode ser feita
colocando-se massas concentradas nos nés da interface da estrutura com o reservatério
(massa adicional), dai cacula-se a resposta dindmica da estrutura com os métodos
tradicionais. Essa massa adiciona é calculada integrando as pressdes hidrodinamicas na

barragem e dividindo pela aceleracéo do movimento da base (rocha da fundagéo).

e Solugdo numérica (MEF): A estrutura € malhada com elementos finitos solidos e o fluido
com elementos de fluido acUstico. Sdo também implementados elementos de interface
fluido-estrutura que acoplam o movimento da barragem com as pressoes no reservatorio, e
também elementos para os contornos com radiagdo para o infinito (Sammerfeld) e ondas
de gravidade (teoria linearizada). Em geral a estrutura € descrita por variaveis de
deslocamento e o fluido por variaveis escalares (presséo, potencia de velocidades etc) —

Formulac&o Euleriana para o fluido.
Existem outras possibilidades de abordagem numeérica do problema IBR, com a inser¢éo
de elementos de contorno ou aplicacdo da técnica de diferencas finitas. Também é possivel

utilizar diferentes processos de discretizacdo para o fluido e estrutura.

A figura C1 ilustra as duas formas de estudo do problema.
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Solugdo analitica de massa adicional — Westergaard.

Aberto (p=0)
|
: |
Fhuido |
Pressoes Incompressivel |
Hidrodinamicas Radiagdo
» |E‘>‘olugﬁo Ana]itica:| Fr([‘t —
- | (Contorno
\ fechada Infinito)
.2 - |
|
(Aceleraciio) |
- / / / / f / {Contorno Rigido)
Solucdo numérica — Elementos Finitos e/ou Diferencas Finitas.
Elementos de /%—;
'/ Interface \
Elementos para Radiagdo
os Contornos — [~ "—
/‘ Contorno
Infinito)

Elementos de Flementos de
Solido Fluido (acustico)

7/ /7{/Contorno Rigidol)

Figura C.1 — Estratégias para a solucao do problema de interacéo barragem-reservatorio.
C.2. SOL UQAO ANALITICA PARA O PROBLEMA IBR —MASSA ADICIONAL
Para esta solugdo sdo adotadas as seguintes hipéteses:

e Fluido ndo viscoso, irrotacional e incompressivel;
¢ Problema adiabético;

e Pressdo nula ao longo da superficielivre;

¢ Reservatorio infinito;

¢ Fundacéo rigida.
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o.g
D

{Aceleracio)

0.,0)

X —>oo
p=0

vy

Figura C.2 — Problema analitico de Interacdo Barragem-Reservatorio.

Equacdo para o campo de pressdes no fluido (incompressivel):

Condic¢bes de contorno:

A. Reservatorio infinito (x — o)
B. Superficielivre (y=0)
C. Contorno rigido (y=h)

D. Interacéo fluido-estrutura (x=0)

Movimento do paramento de montante da barragem:

Vip(x,y,t)=0

u(y,t) = f(y)T(®)

7 .
/1)
‘f h‘x h
{ Deformada
Modal da
{Aceleragiio) Barragem |
¥
(C1)
p=0 (simplificado)
p=0 (simplificado)
op/ _
An =0
a%n =-U-p;
(C2)

Onde f(y) é adeformada modal dabarrageme T(t) =« - g

(C3)

Solucéo por separacdo de variaveis: p(x,y,t) = X(x).Y (y).G(t) . Substituindo esta expressdo

na equacdo de Laplace:
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0 0
vep=ap=|-L +-2 | p=0
P=2ap (ax2 ayzj P

X" (X).Y(Y).G() + X (X).Y" (y).G(t) =0

XY o
X v

Da equacéo acima, sdo montadas as seguintes Equagdes Diferenciais Ordinérias (EDO):

=-X (C4)

=+ 1 (C5)

A equacdo em “y” (C4) é do tipo EDO com coeficientes constantes, e sua solucéo €é:

Y(y) = A.cos(4.y) + A,.sen(4..y)
Y'(y) =-A.A.sen(l.y) + A,.A.cos(A..y)

Substituindo a condicéo de contorno B, temos que:
Y0)=A=0
Substituindo a condicéo de contorno C, temos que:

Y' (h) = A, .A.cos(A.h) = 0

2 =NEDT 105
2h
Y(y) = Ah.sen(%- yj (o)

A equacdo em “Xx” (C5) também é do tipo EDO com coeficientes constantes, e sua solugdo

é
X(x) = B,.€"* +B,.e**
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Aplicando a condicéo de contorno A, temos que B; deve ser zero para a solucéo se anular

no infinito. Logo a solugdo em “X” ser&

X(x) =B e ">

Agora podemos compor a solucéo final como sendo: p(x,y,t) = X(x).Y (y).G(t)

G(t) (C7)

(n+)x yj . e—(Z”;)'”_x
2h

p(x, y,t)=ian-sen(

Aplicando, agora a condicéo de parede movel D, temos que:

p_
x_ P o
oo 7(2n+1).7z'.X
Zan_sen(w.yj.[_wj.e n U Gt)  =—p, U
~ 2h 2h . .
z (2n+1).7 (2n+1).7 .
) AShibil SAANRVE N A bl St B e i, Y
nzz;,an Sen( on Y oh (t)=-p; -0

Usando a propriedade de ortogonalidade da funcéo seno, podemos multiplicar os dois

lados da equagéo por sen((2k+1).zy / 2h) eintegrar emy de“ 0" a“ h”, obtendo:

P -

Onde ti(y,t) = f(y) - T(t).

Na expressdo acima, pode-se definir a integral como “B,”. Assim, isolando “&," nesta

equacao obtém-se:
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q = 4-p; 1
" (2n+1).xr G(t)

T.8, (C8)

Substituindo esta expressao (C8) na série da pressao hidrodinamica (C7), chega-se a

4-p & 1 @n+)x j eI,
X, ,t = . . . .e 2h ] n_T
p(x,y.t)=— ;an 9{ Y B (C9)

Podemos considerar que a barragem se movimenta como um corpo rigido com a

aceleracdo do sismo (& - g - cos(@ -t) ). Nesse caso o fator “B,,” fica

5 2h
2h
'B”__(2n+1)-7r
Ent&o a presséo hidrodinamicafica:
8a-pirgh & 1 ((2n+1)fc ) )z
X, y,t)=— -cos(@ -t)- .sen yl-e
P(x.y.0) = @ 2 onry? on Y

(C10)

onde @ ¢éafreguéncia circular do movimento do solo (=27 /T ).
C.3. FORMULASAPROXIMADAS

Westergaard apresenta algumas expressdes aproximadas para as pressdes sobre o

paramento da barragem.
p(y.0) = Ca/h.fy (C11)

Onde o € arelacdo entre o pico de aceleracdo do solo e a aceleracdo da gravidade (g), eC é

uma constante que no varia muito, dada em funcdo da altura da barragem.
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C = 0,92 ton/m® Parah < 95 ft
C = 0,95 ton/m® Para95m<h< 165 m
C = 0,99 ton/m® Para165m < h< 208 m

O Gréfico abaixo compara as solucdes completas, em série, e aproximada. As equacdes
foram aplicadas a barragem de 87 metros. Aindafoi usado g=9.81m/s? e C=0.92 ton/m3.

— Sol. Simplificada serie com 1termo —— serie com 2 termos —— serie com 3 termos
——serie com 4 termos —— serie com 5 termos — serie com 6 termos

90 -

80

70

60

E 50

> 40 +

30

20 -

10 -

O T T T 1
0.0.E+00 2.0.E+05 4.0.E+05 6.0.E+05 8.0.E+05

pressao / o (Pa)

Figura C.3 — Pressdo no paramento de montante para as solugdes aproximada e séries de 1

a6 termos.

C.4. MASSA ADICIONAL

Uma das formas de analisar 0 mecanismo de interacéo barragem-reservatorio € se valer na

teoria de massa adicional, no qual o fluido é considerado incompressivel.

O efeito de compressibilidade de um fendmeno dinamico fluido-estrutura é medida por um

parametro definido como:
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w-LZZﬂ,f-L (C12)
C C

Onde o é a freguéncia circular do fenémeno (rad/s) ou f(Hz)*2r, “L” um comprimento
caracteristico da cavidade (nesse caso € a prépria altura da barragem) e “c” é avelocidade

do som na &gua (1500 m/s).

Assim, pode-se determinar as relagbes entre a atura da barragem (h) e a freguéncia
fundamental de vibracéo (f) parao qual o fluido €incompressivel, ou sgja, o intervalo onde
0 conceito de massa adicional € vdlido. O grafico da figura C4 abaixo mostra a relagéo

entre altura (h), freqiiéncia (f) e o paréametro de compressibilidade.

Para a utilizacdo simplificada da equacdo ou gréfico da figura C4, pode ser usado (como
uma primeira aproximacgao) o 1° modo de vibracdo da barragem “no ar”, ou sgja, sem
presenca do reservatério. No gréfico da figura C4, para valores de fator de
compressibilidade menores que 0.4 o fendmeno pode ser considerado incompressivel, e a
aplicagdo do conceito da massa adiciona é vélida. De uma forma mais precisa, Pedroso
(2000) afirma que o limite para o parametro de compressibilidade é 0.33.

10

Regime de compressibilidade

I \ Il".
T b
L Parametro de
e = ] L - T T
‘@ Voo Compressibilidade
T, NN =0.4
£ \ O\ 03
o
. V02
U"\j H'\-‘_\
7 Y, el
MHH“»,__. T ~— - I
1 Regimede—__ 0 T

incompressibilidade ~ —————

1] 20 A0 BD B0 100

ah

Altura da Barragem (m)

Figura C.4 — Relacdo atura— freqléncia natural da barragem e parémetro de
compressibilidade do fluido.
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A pressdo hidrodindmica que o reservatorio faz sobre a barragem é a mesma que a
barragem faz sobre o reservatério, e reacdo faz com que uma certa massa de agua se

mova juntamente com a barragem durante o sismo.

Pode-se supor que o fluido é constituido de camadas horizontais, e que essas camadas ndo

trocam forgas entre si, pois o fluido ndo é viscoso. A figura abaixo ilustra essa situagéo.

Diagrama de
pressoes
hidrodinimicas Reservatorio

~

o g
Py =n i idy
b |

/77777

Figura C.5 — Pressdes hidrodinamicas e massa adicional .
O equilibrio de forgas na camada de fluido mostrada na figura acima é dado por:

dF =dm-a
p(x=0,y,t).dy = (p, b.dy) (a.g.cos(@1))

__ p(x=0,y,t)
b(y) = Py -g.00.cos(@.t)

Obs: naandlise considera-se 1 metro de largura da barragem.

Logo, a massa adicional tem o mesmo formado do diagrama de pressdes da agua. Pode-se

aqui, utilizar aexpressao da pressdo completa ou aproximada para obter “b(y)”.

b(y) :_871:2h i 1 Sen(m Y) (C13)

2h
Ou b(y) = M

£

(C14)

Utilizando C=0,9655 ton/m3 e p;.g=1 ton/m3, chega-se a seguinte relacdo prética
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bi(y) =¥.ﬁ (c15)

A equacdo acima pode ser integrada de modo a fornecer a massa adicional total sobre o

corpo da barragem:

h
MAD = Ipf 'b(y)-dy
0

14
== p, -h?
0 =g P (C16)
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APENDICE D - VIBRACAO DA SUPERFICIE LIVRE EM TANQUES
RETANGULARES

Em muitos casos praticos de Engenharia, 0 movimento da superficie livre pode introduzir
esforcos importantes em estruturas que compdem ou sustentam um reservatorio. O
conhecimento dos modos naturais de vibragdo da superficie livre é fundamental para os
engenheiros que projetam estruturas que estdo em contato ou dentro do reservatério
liquido.

A seguir sera apresentada a deducdo das equactes de frequiéncias e deformadas modais da
superficie livre de um tanque liquido retangular (2D), que também pode ser encontrado em
Pedroso 2000 e 2003.

O fluido € incompressivel, inviscito e 0 movimento se dd em regime de peguenos

deslocamentos em torno da posi¢ao de equilibrio, ou sgja, ndo ha escoamento meédio.
D.1. MODOSNATURAISDE VIBRACAO DE UM TANQUE RETANGULAR 3D

O primeiro passo no estudo da resposta dinamica do liquido contido em um reservatorio é
a obtencdo dos modos naturais de vibragdo (frequéncias e deformadas modais). Em
particular, porgue as frequiéncias naturais indicam ressonancias do movimento do fluido e
também porque os periodos naturais s&o0 um importante parametro para defini¢do de passos

de tempo em simuladores do tipo “time-step”.

Para iniciar a discussdo, considerar-se-a um reservatério prismatico em forma de
paralelepipedo, com dimensdes “a, b e h” (figura D1). Todas as paredes séo rigidas, com
excecdo da “tampa’ superior, que € aberta para a aimosfera onde ondas de gravidade

podem se formar.

A obtencdo dos modos naturais de vibracéo se da com a resolugdo da equacéo de Laplace
(solugdo homogénea @y ), pelo Método de Separacdo de Varidvels.
Equacdo governante do problema:

V2d,, =0 (D.1)
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FiguraD.1 — Tanque retangular 3D.

Condic¢bes de contorno: (;)H =0,emx=0,x=a,y=0,y=bez=0
n
2
oD __1‘8 q),_,1 S=h
iz g at?

Onde:
Dy(x,y,z,t) = X(X).Y(y).Z(2).T(t)

Aplicando aequacdo D.3em D.1:

A equacdo D.4 pode ser resolvida separadamente (nas 3 diregdes).

Em “X” temos que:

A solucdo de D.5 é dada por:

X(X) = Az.cos(A1.X) + Az. sen(Ay.X)
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Aplicando condi¢des de contorno em X, chega-se:

Xn(X) = An.coS(An.X); An=n.m/a (D.7)

Procedendo de maneira semelhante nadirecdo 'y’ obtém-se:

Ym(Y) = Bm.COS(Am.Y) € An=m.m/a (D.8)

Daequacdo D.4 temos a seguinte equacdo em ‘Z’:

217 = An? + Ao? = 72 [n?@+mPIb%] = Aol

Z(z) = Cr.e" 2+ C,.g™M-2 (D.9)

Aplicando a condic&o de contorno em z=0, obtém-se

Z(2) = Cin . cosh(Anm.2) (D.10)
Onde
2 2
A =2 T+ (D.12)
a b

Juntando as equactes (D.7), (D.8) e (D.10) em (1c) obtém-se:

@y (x,y,zt)= i iAnm- co{n'z' Xj-co{m'”' yj-cost(ﬂnm.z).'l'(t)

n=0m=0 b
(D.12)

A equacdo acima contém o somatério de todas as solucbes que satisfazem a equacdo de
Laplace.

Por ultimo, aplica-se a condi¢do de contorno de superficie livre em z=h.
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oDy
0z

2D,
at2

__1 (D.13)
g

z=h

Supondo que a funcdo T(t) sejaharmédnica, ou seja T(t) = —w? T(t), esubstituindo (D12)

em (D13) obtém-se:

i iAnm'CO{n'”'xj-Co{m.g‘ yj‘/?vnm'senh(ﬂnm-h)T(t):

n=0m=0 a
= _1 Z ZAnm- CO{n'ﬂ' X]-Co{m'”' yj-COSh(/lnm -h)-(_ a)an(t))
9 n=0m=0 a b

(D.14)

Na equacdo acima, pode-se eliminar os somatérios fazendo uso da propriedade de
ortogonalidade das fungBes trigonométricas. Multiplicase os dois lados por

“cos(n’* z* x/a)* cos(m' * z*y/b)” eintegranosintervalo“0—a’ e“0—b”.

Os Unicos termos da série que serdo diferentes de zero seréo os termos em que n'=n e

m’=m.

& (dz-x n-z- x =0,se n'#n
Ico - CO! ax = (0o mesmo vale paray)
5 a a =05-a se n'=n

Utilizando a propriedade acimatemos que (D14) fica:

Ay -0.5-a-05-b- Ay - senh( Ay - h) - T(t) =

:é. Aqm - 0.5-a-0.5-b-cosh(Apm - h)- @pm> - T(t)

wan =9 Apm-tanh(4py - h) (D.15)

onde A.m € dado pela equacéo D11.
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Para obter as deformadas modais em termos de pressao, basta usar a equacdo de Bernoulli.

A pressdo hidrodindmica é

oD
Prior = p—ngZ—E (D.16)

Logo, adistribuicdo de pressdes tem a mesma forma do potencia de velocidades (@), com
uma diferenca apenas na fase (tempo) e amplitude. Entdo, as deformadas modais sdo as

mesmas para as presses.

D.2. DISCUSSAO SOBRE ASDEFORMADASMODAISE FREQUENCIAS
NATURAIS

Por vezes os parametros Anm € chamado de nimero da onda. No caso de “A.m.h” pegqueno,
pode-se aproximar “tanh(Anm.h)” por “Anm.h”. Observando o grafico da figura D2 nota-se
que para “Anm.h” menor que 0.5 a precisdo na aproximacdo é muito boa. Nesse caso, a

equacéo (D15) fica

2 2
Aproximagao para TANH Tanh
— - Aproximacao
2,0 1 =
-~
1,8 - -
/
1,6 4 -
>
14 -
~
1,2 -
/
1,0 - -
-
0,8 - -~
=
0,6 - -~
s
0,4 1
0,2 1
O.D L T L] i T L] T 1 L] 1
0.0 0,2 0.4 0,6 08 1,0 1,2 1.4 1,6 1.8 2,0
nm*h

Figura D.2 — Grafico da tangente hiperbdlica e sua aproximacao.
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Se a> b, entdo o primeiro modo de vibragdo ndo nulo (freqliéncia mais baixa) ocorre

guando n=1 e m=0. Ent&o as equagdes D11 e D15 ficam:

2 .4 7-h
=(g-—-tanh| =—

10 g a ( a j
(D.18)

ﬁz-g-h

a2

Ou para“rh/a’ pequeno (<0,5): a)loz =

Na equacdo (D12) temos a representacdo da deformada moda da superficie livre. Essa
equacao pode ser separada em dois planos. um plano x-y (funcéo f;) e um plano vertical

fl(x,y):cos{n'z'xj-co{m'g'y] (D.19)

f2(2) = cosh(Aym 2) (D.20)

(funcéo f5).

A equacdo (4b) representa a elevag@o da superficie livre do reservatério, e a equagdo
(D.20) representa a variacdo dessa pressdo ao longo da profundidade. Os graficos das

figuras D3 e D4 mostram as formas dessas duas equacoes.

CURVA DA PRESSAOQ COM A PROFUNDIDADE

= &
o @

e
Lo

PROFUNDIDADE - 7 (metros)

0.2}

1] 02 0.4 0.8 0.8 1
PRESSAQ ADMENSIONAL

FiguraD.3 - Variagdo da pressdo com a profundidade. Evolucdo dafuncéo f»(2) para

a=b=h=1m.
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modo 1-1 Modo 2-1

Figura D.4 — Deformadas modais de superficie livre — evolucdo da funcdo f1(x,y).
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APENDICE E - A SISMICIDADE BRASILEIRA

Uma das excitagOes mais importantes e de efeitos desconhecidos para uma barragem e suas
estruturas auxiliares € o sismo. Um sismo coloca essas estruturas em vibracdo, que em

contato com um fluido, interage suscitando a Interacéo Fluido-Estrutura (1FE).

Ha uma idéia cultuada de que no Brasil ndo existe atividade sismica significativa. A
principal justificativa é o fato de o Brasil estar situado no centro de uma placa, a placa Sul-
Americana, longe dos bordos leste — Cadeia Meso-Atlantica — e oeste — subducgéo Andina

[site observatério sismolégico UnB - Obsig].

No entanto, com o0 advento de postos de observacdo mais bem equipados, como o
“Observatério Sismoldgico da Universidade de Brasilia’, foi possivel detectar um nimero
maior de sismos no Brasil e principalmente em regiGes de seguranca, como em

reservatorios de barragens.

Dezenas de relatos historicos sobre abal os de terra sentidos em diferentes pontos do pais e
eventos como 0 do Ceara (1980/mb=5.2) e Jodo Camara, RN (1986/mb=5.1) mostram que
0s sismos podem trazer danos materiais, ocasionar transtornos a populacdo e chegar, em
alguns casos, a levar panico incontrolavel as pessoas. Afortunadamente, tremores maiores
como o0 de Mato Grosso (1955/mb=6.6), litoral do Espirito Santo (1955/mb=6.3) e
Amazonas (1983/mb=5.5) ocorreram em areas desabitadas [Obsig].

A figura E.1 ilustra os principais tremores de terras detectados no Brasil. O mapa contém
0s tremores com magnitude superior a 3.0 ocorridos no Brasil até 1996. Os pontos com

triéngul os correspondem a informagdes historicas obtidas de relatos da literatura.

No mapa da figura E.1, vale ressaltar a ocorréncia de importantes sismos em regides de
grandes barragens. E o caso de Tucurui — PA, Eduardo Magalhdes — TO, barragens
existentes na fronteira sudeste de S&o Paulo com o Mato Grosso do Sul e Parand, barragens
em Minas Gerais como Furnas, dentre outras.

Uma nova modalidade de sismos pesquisada mais recentemente € o sismo induzido. Uma

forte explosdo nuclear ou um lago artificial podem promover pequenos tremores de terra.
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No caso de reservatorios de barragens, a fase de enchimento é a mais drastica, pois a

acomodacdo de esforcos narocha da fundagdo produz deslizamentos rel ativos que induzem
sismos que podem ser de média magnitude.

Magnitude
>=6.5
o2 Q 5.5- 6.4
. . .
® 45-54
- 35-44
Intensidade
A >=|v
& < |v

>, Zonade sismos profundos

FiguraE.1 - Sismicidade no Brasil (Obsis-UnB).

A figura E.2 ilustra os esforcos acrescentados a rocha devido a carga criada pelo
reservatorio.

Os sismos tém também uma componente de imprevisibilidade. Em outras regifes do
mundo com caracteristicas semelhantes a brasileira, como por exemplo, a costa leste

americana, houve importantes sismos de magnitude 8.0, no século passado.
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Figura E.2 - Esforgos induzidos pelo reservatério (Obsis UnB).
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