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Resumo

Liquidos super-resfriados sdo sistemas fora do equilibrio, em que um material permanece
no estado liquido mesmo a temperaturas abaixo da temperatura de fusdo. A temperaturas ainda
mais baixas, a viscosidade desses materiais aumenta muito e eles deixam de fluir, passando pela
transigdo vitrea, atingindo uma fase de s6lido amorfo denominada fase vitrea. Neste trabalho,
apresentamos um estudo dos efeitos causados por variacdes no tamanho do sistema por meio
de duas abordagens. A primeira, tedrica, trata da compactificacdo de uma das dimensdes do
sistema, levando-o a um filme quase bidimensional. Mostramos que a temperatura da transi¢ao
aumenta com a diminui¢cdo do comprimento da dimensdo compactificada, chegando a uma di-
vergéncia quando esse comprimento vai a zero. A segunda abordagem, numérica, trata do efeito
que a mudanca na quantidade de particulas que compdem o sistema tem sobre a transi¢do.
Atingimos a transi¢ao vitrea para um sistema de 64 particulas. Por fim, obtivemos evidéncias
numéricas que concordam com o resultado analtico.

Palavras Chave: liquidos super-resfriados; transicdo vitrea; efeitos de tamanho finito.



Abstract

Super-cooled liquids are out-of-equilibrium systems in which a material remains in the li-
quid phase at temperatures lower then its melting point. At even lower temperatures, these
materials stop flowing, passing through the glass transition, solidifying to an amorphous glassy
phase. In this work, we present the effects caused by changes in the system size, using two
different approaches. In the first one, theoretical, we compactify one dimension of the system,
leading to a quasi bi-dimensional film. We show that the transition temperature increases with
decreasing thickness, reaching a divergence when it vanishes. In the second, numerical appro-
ach, we study the effect of changing the number of particles in the transition. We reach the
glass transition for a 64 particle system. Lastly, we obtain numerical evidences that confirm the
analytical result.

Keywords: supercooled liquids; glass transition; finite size effects.
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Introducdo

Ao diminuir a temperatura de um liquido, eventualmente atingimos sua temperatura de
solidificacdo (7;,), em que esperamos que ocorra uma transi¢ao de fase de primeira ordem, para
uma fase cristalina. Sob certas condi¢des, entretanto, € possivel manter alguns materiais em uma
fase meta-estivel abaixo de T,,, denominada liquido super-resfriado, evitando a cristalizacao
[1, 2, 3].

Se diminuimos ainda mais a temperatura do sistema, sua viscosidade (1)) aumenta conti-
nuamente até atingir valores suficientemente altos para que o liquido deixe de fluir e obtemos,
entdo, uma fase sélida amorfa [2]. Simultaneamente, seu tempo de relaxacdo (Tg) cresce de
maneira muito acentuada, atingindo valores maiores que a escala de tempo disponivel para o
experimento (convencionalmente, zy, ~ 1035), e o sistema fica fora do equilibrio, formando um
vidro [1]. A temperatura em que ocorre a denominada transi¢do vitrea dindmica, ou simples-
mente transi¢do vitrea, (Ty) é definida por meio dessas duas grandezas: 1(7,) = 1013 Poise ou
R(T < Tg) > texp [1, 2]. Vale ressaltar que estas duas maneiras de definir 7, sdo equivalentes,

uma vez que Tg o 1 pelo modelo de Maxwell para liquidos.!

A Figura 1 [1] mostra uma representagdo da entropia como fun¢do da temperatura para
as fases liquida (e de liquido super-resfriado), vitrea e cristalina. A linha pontilhada é uma
extrapolacdo da entropia do liquido. A mudanga do comportamento da entropia, que ocorre
em torno de 7,, indica que o comportamento do sistema também deve mudar nesta regido.
Mostramos ao longo do texto que isso realmente ocorre e que tanto os liquidos super-resfriados

quanto a transi¢ao vitrea apresentam caracteristicas bastante peculiares.

As temperaturas marcadas no grafico s@o préprias desses sistemas e, sobre elas, sdo apre-
sentados os respectivos tempos de relaxacdo. Além das duas j4 apresentadas, 7, e T,, as de-
mais sdo previstas e explicadas por diferentes teorias e abordagens, que expomos nos proximos

Capitulos.

Apesar de serem estudados desde meados do século passado, ainda ndo existe uma teoria

completa para descrever os liquidos super-refriados, a transicdo vitrea e os vidros. H4 uma

'Pela equagio que relaciona viscosidade, tempo de relaxacio e médulo de cisalhamento. Para mais detalhes,
ver [3].
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Figura 1: Representa¢do esquemadtica da entropia como fungdo da temperatura em um liquido [1]. As
temperaturas relevantes em nosso estudo estdo marcadas: 7, € a temperatura de fusdo; 7; é a tempera-
tura em que a teoria do acoplamento de modos (MCT) e o modelo de p-spins prevéem uma transi¢ao
dindmica; T € a temperatura de crossover de Goldstein; T, € temperatura da transi¢do vitrea dindmica;
Ty € a temperatura da crise da entropia de Kauzmann; Ty é a temperatura em que a lei VFT prevé uma
divergéncia do tempo de relaxacdo. Sobre cada temperatura, estdo os respectivos valores aproximados
dos tempos de relaxacdo (em segundos).

série de fendmenos observados que sdo explicados de maneira fragmentada, por um conjunto
de teorias validas em regides restritas de temperaturas. Fora dessas regides, as teorias passam a
apresentar problemas de previsao [1]. Além disso, um problema pouco analisado na literatura
€ como o tamanho do sistema influencia em suas propriedades, como a propria temperatura em

que a transi¢do ocorre.

Neste trabalho, analisamos os efeitos de tamanho finito na transi¢ao vitrea por uma abor-
dagem via Teoria Quantica de Campos e outra computacional. Na primeira, compactificamos
uma das dimensdes do sistema, levando-o a um filme quase bidimensional. Dessa maneira,
verificamos o aumento da temperatura em que ocorre a transi¢ao vitrea quando diminuimos o
comprimento da dimensao compactificada, L. Mostramos, ainda, que hd uma divergéncia nessa
temperatura no limite L — 0, indicando a existéncia de uma diferenca fundamental entre as

transicOes vitreas em duas e trés dimensdes.

Na abordagem computacional, a andlise deve ser feita com a varia¢do na quantidade de
particulas que compdem o sistema. Mostramos que o sistema passa pela transicdo para N = 64
particulas. Andlises para maiores quantidades ainda estdo em andamento. O principal resul-
tado, entretanto, surge quando passamos do sistema em caixa cubica para caixas com uma das
dimensdes variavel (L), tendendo a um filme. Neste caso, mostramos que valores menores de

L, implicam em uma temperatura de transi¢do mais alta. Este resultado estd de acordo com o
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obtido na abordagem tedrica.

Esta tese estd organizada da seguinte maneira: no Capitulo 1, apresentamos as carac-
teristicas gerais dos liquidos super-resfriados e as marcas da transi¢do vitrea; no Capitulo 2,
fazemos uma breve revisao da teoria do mosaico ou teoria RFOT, uma das teorias atualmente
utilizadas no estudo desses sistemas; no Capitulo 3, apresentamos brevemente o tratamento
tedrico de transi¢oes de fase, o tratamento da transicdo vitrea e fazemos a compactificagdo de
uma das dimensdes do sistema para verificar seu efeito sobre a temperatura de transi¢ao; no
Capitulo 4, apresentamos a metodologia numérica utilizada e os resultados obtidos a partir das
simulacdes; finalmente, no Capitulo 5, apresentamos as conclusdes deste trabalho e perspectivas

de trabalhos futuros.
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Caracteristicas gerais dos liquidos

Como ja vimos, resfriando-se um liquido significativamente abaixo de sua temperatura de

fusdo, seu tempo de relaxagdo e sua viscosidade crescem muito rapidamente. A Figura 1.1 [1,

4], em que o logaritmo da viscosidade (a) e o do tempo de relaxacao (b) sdo plotados em fungdo

do inverso da temperatura (7, /T), exemplifica este crescimento para algumas substancias.
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Figura 1.1: (a) Logaritmo da viscosidade versus inverso da temperatura reescalada para algumas substancias [1].
O decaimento do tipo Arrhenius, caracteristico de liquidos fortes, é representado pela linha reta. (b) Logaritmo
do tempo de relaxacdo versus inverso da temperatura reescalada [4]. A linha tracejada indica comportamento

Arrhenius.

Pela figura, nota-se que a viscosidade apresenta um crescimento de mais de dez ordens de

grandeza para um decréscimo de temperatura por um fator de 3. Devido a este crescimento tdo

abrupto, a dependéncia de 7, com 71 € muito fraca, e a defini¢do utilizada para essa temperatura

faz sentido. Uma anélise semelhante € valida para o tempo de relaxacdo [1, 2].

As curvas de viscosidade s@o bem ajustadas pela chamada lei de Vogel-Fulcher-Tamman
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(VFT) !,

A
N(T) =N, (1.1)
onde 1., A e Ty sdo parametros dependentes do sistema. Se 7y = 0, esta relacdo se reduz a lei
de Arrhenius (n(7T) = nooeA/ T, Caso contrario, a viscosidade apresenta uma divergéncia em
T=Ty<T,.

Ainda analisando a Figura 1.1(a), vé-se que a curva de viscosidade de alguns sistemas
se aproxima bastante da linha reta, que descreve o crescimento do tipo Arrhenius, enquanto
a de outros desvia bastante da reta, apresentando um crescimento suave a altas temperaturas,
que vai se acentuando com a diminui¢cdo da temperatura (comportamento ‘“‘super-Arrhenius”).
Dessa diferenca de comportamento, surge a classificacdo em liguidos fortes, que apresentam

comportamento Arrhenius, ou liguidos frdgeis, com comportamento super-Arrhenius [5].

Precisamos, entretanto, ser cuidadosos com esta classificacdo, ja que ha uma série de com-
portamentos entre o completamente Arrhenius e o mais distante deste. A diferenca entre os
comportamentos das curvas € mais evidente proximo a temperatura da transicao vitrea (o que
pode ser observado na Figura 1.1(a)), levando a necessidade de quantificar precisamente o que
estamos chamando de fragilidade. Assim, medimos a fragilidade de um sistema pela inclinagcao
da curvalogn vs. T, /T, em T = T,: quanto maior a inclinagfio, maior o crescimento da viscosi-
dade e maior a fragilidade do sistema ([5]). Os liquidos frageis, em geral, sdo de maior interesse,
uma vez que apresentam uma mudanca de comportamento nitida préximo a 7, indicando que

esta é, realmente, uma quantidade significativa.

Ao contrério do que ocorre em uma transi¢ao termodinamica padriao, um sistema na transicao
vitrea nao apresenta um comprimento caracteristico divergente (o comprimento de correlagao
£). Isso se deve a auséncia de mudangas estruturais significativas na transi¢do [6, 7], como
aponta a Figura 1.2 [1], que mostra o fator de estrutura estatica S44(¢) de um liquido para trés
valores de temperatura. O tempo de relaxacdo do sistema muda drasticamente com a tempera-
tura enquanto o comportamento das curvas Sq4(g) se mantém qualitativamente inalterado. As
demais fung¢des de correlagdo estaticas apresentam comportamento semelhante [2]. Assim, para
verificar possiveis variagdes na estrutura do sistema e, consequentemente, obter informacdes

sobre a transicao, precisamos analisar as funcdes de correlacdo dindmicas.

Alguns exemplos de func¢des de correlagdo dinamicas sdo o deslocamento quadrdtico médio

(A1) = Tim ~ Y {Jxj(0) —x;(0)2) (1.2)

N—oo N 3

'Novamente, como 7 e T sdo proporcionais, a mesma lei vale para o tempo de relaxacio.
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Figura 1.2: Fator de estrutura estdtica para um liquido com interagdo Lennard-Jones, a trés temperaturas. O
tempo de relaxagdo muda em 4 ordens de grandeza, mas o fator de estrutura é semelhante nos trés casos [1].

e as fungoes de espalhamento coerente e incoerente, definidas respectivamente por

1 .

F(g,t) = lim — Y (el =20 (1.3)

Fy(q.1) :]\}im %Z(eiq[x]‘(t)—xj'(O)}) (1.4)
—>00 .

As médias sdo sobre os processos dinamicos [2]. O comportamento destas grandezas nas ad-

jacéncias da transicao vitrea € mostrado na Figura 1.3 [1, 8].

oy
10 10t 10 1wt 1w 1wt 1wt 108 108
t t

() (b)

T o
0 1wt 1® 10! 107 10°

Figura 1.3: (a) Fungio de espalhamento incoerente, com vetor de onda fixo, como fungdo do tempo [1]. (b)
Deslocamento quadritico médio como funcdo do tempo [8]. Os dois graficos apresentam curvas para diversas
temperaturas acima de T.

Observa-se, pela Figura 1.3(a), que o decaimento de Fy(g,7) se torna mais lento com a
diminuicdo da temperatura até que ocorre uma mudancga qualitativa em sua forma: ocorrem dois
processos distintos de relaxacao, separados por um plateau, em que a dependéncia temporal
¢ muito fraca. Este decaimento € denominado relaxacdo em dois passos e é considerado a

“impressao digital” da transi¢do vitrea [1].
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A relaxacdo em dois passos requer uma descricdo de duas escalas temporais. Primeira-
mente, ocorre um processo de relaxacao rapida, relacionado a aproximacgado do plateau e fraca-
mente dependente da temperatura, que denominamos relaxagio f (= 7). Posteriormente, hd
um processo lento, que se relaciona ao decaimendo a partir do plateau e depende fortemente de

T, denominado relaxacdo o (= 74) [1].

A Figura 1.3(b) mostra que a forma da curva do deslocamento quadratico médio também
muda com a diminui¢do da temperatura, o que pode ser interpretado de maneira bem simples.
Na regido temporal do plateau, (Ar*(t)) cresce muito pouco com o tempo e possui um valor
pequeno, menor que o quadrado da distancia entre particulas [8]. Formulamos, assim, a hipétese
de que ocorre a formacao de gaiolas, em que uma dada particula fica presa em uma pequena
regido “cercada” por suas vizinhas. Enquanto a particula estd presa, ela vibra dentro da gaiola
(relaxagdo B) até conseguir encontrar a saida, quando a gaiola se desfaz (relaxagdo o), o que

pode ser visto como uma reorganizacdo cooperativa das gaiolas.

A descricao da superficie de energia de Goldstein [9] leva a uma reinterpretacdo, no espago
de fase, do engaiolamento. Os minimos locais da superficie de energia, que descreve o sistema
no espaco de fase, correspondem as configuracdes da fase amorfa (o minimo global, que corres-
ponde a fase cristalina, ndo é considerado nesse estudo). A temperaturas suficientemente baixas,
o liquido super-resfriado explora o espaco de fase por meio de saltos, ativados termicamente,
entre minimos diferentes, mas com energias proximas, separados por barreiras de energia po-
tencial. No espaco real, os saltos correspondem a reorganiza¢do de um ndmero pequeno de
particulas em uma regido restrita do espaco (ou seja, acesso a outra configuracdo do sistema),
que afetam fracamente particulas distantes. A barreira que separa dois minimos € proporcional

ao numero de particulas envolvidas no rearranjo.

Quando a temperatura aumenta, a quantidade de particulas envolvidas nos rearranjos e,
portanto, o tamanho da barreira entre dois minimos diminuem, até que a descri¢ao de Goldstein
deixa de fazer sentido, isto é, a ativacdo deixa de ser o mecanismo de reorganizacdo do sistema
e o liquido se torna menos viscoso. Isso ocorre a uma temperatura 7y, denominada temperatura
de crossover, entre as temperaturas de fusao e da transi¢do vitrea (segundo a prépria referéncia

[9], em que se estima o tempo de relaxacio do sistema em 7).

A separagao da dindmica dos liquidos super-resfriados em rapida (vibragao dentro da gaiola
= vibra¢do em torno de um minimo de energia) e lenta (reorganizacdo da estrutura = salto
entre barreiras) sugere que a entropia desses sistemas pode ser dividida em uma contribui¢cdo

vibracional e outra configuracional, que conta o ndmero de estruturas desordenadas (ou de
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minimos do espago de fase) que o liquido pode assumir [1, 2]:
Stig(T) = Svip(T) +Se(T ). (1.5)

Assume-se que a contribui¢do vibracional € da ordem da entropia do cristal correspondente, o

que nos possibilita estimar a entropia configuracional

T 4T
SC(T) = Sliq(T) - Scris<T) = ASm _/T _[Cliq(T/) _Ccris(T/)L (16)

onde AS,;, = Siig(Tin) — Seris(Tm) e C(T) = Tg—g € o calor especifico.

A Figura 1.4 [4] mostra a estimativa de S, para quatro liquidos frageis, obtidas pela medida
do calor especifico e pela equagdo (1.6). Como ja vimos, abaixo de T, o tempo de relaxagdo
estrutural do sistema se torna da ordem do tempo experimental. O sistema, entdo, ndo tem
tempo suficiente para se rearranjar e, portanto, as vibracdes se sobrepdem aos rearranjos € 0O
calor especifico do liquido e do cristal passam a ser da mesma ordem (ver o salto mostrado
pela Figura 1.5 (a), que também ocorre para outras susceptibilidades [10, 11]), o que faz S, ser

aproximadamente constante [2].
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Figura 1.4: Entropia configuracional em fungéo da temperatura para algumas substancias [4]. Abaixo de Ty, 0
liquido sai do estado de equilibrio. Os quadrados pretos sdo dados experimentais; os circulos sdo derivados dos
dados da Figura 1.1(b); as linhas sio extrapola¢oes dos dados de equilibrio (T > T,) para temperaturas abaixo de
T, que vaia zeroem T = Tk.

Uma boa extrapolacdo das curvas da entropia configuracional para T < T, (linhas continuas

da Figura 1.4) é dada por

T

onde os pardmetros S, € Tx vém dos dados acima de T,. Por esta equacdo, vemos que S,

S.(T) = 5. <1_3), (1.7)

deve se anular a uma temperatura finita Tx e a entropia do liquido se torna igual a do cristal,
o que € conhecido como crise da entropia de Kauzmann. O préprio Kauzmann [11] propos

uma possivel solu¢do para este “paradoxo”, dizendo que, em alguma temperatura entre T, e Tk,
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Figura 1.5: Variagdo do calor especifico (a) e da entropia (b) do etanol super-resfriado em comparagdo aos dados
da fase cristalina [12]. O calor especifico apresenta um salto em 7, para um valor préximo ao do cristal. A curva
da entropia € equivalente as mostradas na Figura 1.4.

a barreira de energia livre para a nucleagdo cristalina passa a ser da mesma ordem da barreira
entre as diferentes configuracdes do liquido. O mesmo ocorre para os tempos de nucleagdao
cristalina e de relaxagdo estrutural do liquido. O liquido ndo tem como evitar a cristalizacdo e a

extrapolacao da entropia configuracional ndo tem sentido fisico.

Em uma explicacdo alternativa, assume-se que a existéncia da fase cristalina € irrelevante
para o sistema. A extrapolag¢ao da entropia configuracional sugere que, em Tk, 0 sistema passa
por uma transi¢ao de fase, em que o nimero de estados acessiveis ao liquido passa a ser muito
pequeno, ja que S, = 0, e o sistema fica preso em uma estrutura amorfa, que denominamos vidro
ideal. Esta explicac@o ganha suporte no fato de que, na maioria dos liquidos frageis, 7o ~ Tk, o
que implica que a viscosidade e o tempo de relaxacdo divergem em Tk e, portanto, a estrutura
do sistema € estdvel termodinamicamente a partir dessa temperatura. Como em 7, ocorre a
transi¢cdo real para a fase vitrea e, portanto, o sistema fica retido em um estado amorfo, fora do

equilibrio, a transi¢do ideal ndo € observdvel, porque exige que o sistema esteja em equilibrio

[2].

Outra caracteristica que os liquidos super-resfriados apresentam quando a temperatura se
aproxima de T sdo as denominadas heterogeneidades dindmicas. Elas surgem na teoria quando

introduzimos o perfil de densidade no espaco real

N

p(x,1) =Y 8(x—xi(t)), (1.8)

i=1
onde N € o nimero de particulas do sistema, e definimos uma fungéo de correlagédo entre p(x,0)
¢ plx.1)

C(rr) = [ def(p(r+3.00p(r+3.0) = p*, (19)

onde f(x) é uma funcdo arbitriria do campo de densidade, com alcance ry. C(r,¢) nos da

informagdes sobre a dindmica em torno do ponto r.
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Podemos introduzir uma fungao de correlacdo dindmica a quatro pontos
G4(I’,I) = <é(r,t)é(0,t)> - <é(l’,l‘)><é(07t)>7 (1.10)

que decai como Gy(r,t) ~ exp(—r/&(t)), definindo um comprimento de correlagdo dindmico.
Em grande parte dos liquidos super-resfriados, &(7) cresce quando ¢ se aproxima do plateau,
atingindo o valor maximo & quando ¢ ~ T, [2]. Valores grandes de & indicam que, se uma dada
regido € mais mével (relaxa mais rapidamente do que a média), sua vizinhanga também sera
mais movel e o mesmo vale para regioes lentas. Vemos, entdo, que a dinamica do sistema €
cooperativa e caracterizada por um mecanismo de facilitacdo. As heterogeneidades dindmicas
sdo essas regides de rearranjos cooperativos. A Figura 1.6 [13] mostra as heterogeneidades

dinamicas de um liquido super-resfriado.

Figura 1.6: Heterogeneidades dindmicas em um liquido super-resfriado em 2 dimensdes, composto por 10000
particulas, ap6s uma fragido do tempo de relaxacgio estrutural. As cores das particulas sdo determinadas de acordo
com o quanto elas se moveram com relacdo as posi¢des iniciais: as particulas em vermelho escuro se moveram
mais que o didmetro de uma particula; as em azul escuro, ndo se moveram; as cores intermedidrias do espectro
representam deslocamentos intermedidrios. [13]

Vimos até agora que a transi¢do vitrea apresenta algumas peculiaridades, o que a torna
bem diferente das transi¢cdes usualmente estudadas. Suas principais caracteristicas sao: o cres-
cimento acentuado do tempo de relaxa¢cdo com a diminuicdo da temperatura, com uma di-
vergéncia em 7y, que ndo chega a ocorrer, porque o sistema sai do estado de equilibrio em
T, > Tp; a relaxacdo em dois passos, com uma dindmica vibracional rapida e uma relaxacdo
estrutural lenta, separadas por um plateau; o decrescimento da entropia configuracional do

liquido, que se anula, de acordo com a extrapolacdo dos dados de equilibrio, em Tx (~ Ty em
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alguns sistemas); o surgimento das heterogeneidades dindmicas, que sio regides bem separadas

do sistema que contém particulas méveis ou lentas.

Seguimos, agora, para uma revisdo de algumas teorias que descrevem as fases vitrea e de
liquido super-resfriado na tentativa de compreender e descrever mais precisamente a transi¢ao

entre as duas.
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2 Teoria do Mosaico

A Teoria do Mosaico ou Teoria da Transi¢cdo de Primeira Ordem Amorfa (sigla em inglés:
RFOT) € uma tentativa de obter uma teoria completa da transi¢ao liquido-vidro e das fases de
liquido super-resfriado e vitrea, reunindo uma série de teorias inicialmente independentes. Ela
se inicia na década de 1980, com uma série de artigos de Kirkpatrik, Thirumalai e Wolynes,

responsdveis por introduzir o termo “RFOT” [1, 2, 14].

Em termos préticos, a teoria RFOT visa a constru¢do de um modelo para a transi¢do vitrea
semelhante ao de transicdes de fase padrdo. Primeiramente, constroem-se teorias qualitati-
vas para descrever as caracteristicas que apresentamos no capitulo anterior. Posteriormente,
buscam-se teorias quantitativas aproximadas para, finalmente, introduzir as corre¢des proveni-
entes de flutuacdes do sistema. Esta abordagem € mostrada nas secdes seguintes, por meio da

apresentacdo das teorias que servem de base a teoria RFOT.

2.1 Teorias de campo médio qualitativas

2.1.1 Modelo de p-spins

Vidros de spin sdo materiais caracterizados por sua tendéncia ao desordenamento magnético
e espacial [15]. Existem alguns modelos que descrevem estes sistemas €, entre eles, o de p-spins

€ o que mais se assemelha aos vidros estruturais [16], nosso objeto de estudo.

O hamiltoniano de um vidro de p-spins € dado por

N
HP(G) = — Z Jil7"'7ipGil "'Gi,,7 (21)

i1<..<ip=1
onde os 0;’s sdo varidveis reais sujeitas a um vinculo esférico, }; 61-2 = N (modelo de p-spins
esférico), ou sdo varidveis de Ising, 0; = &1, e J;, ... i sdo variaveis de acoplamento dos graus
de liberdade o, com distribui¢io gaussiana, de média nula e variancia p!J?/(2NP~1), e inde-

pendentes. Vale notar que a soma € sobre TODOS os grupos de spins, ndo apenas primeiros
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vizinhos e, portanto, trata-se de um modelo de campo médio [2, 16].

Esse sistema apresenta uma transicdo de Kauzmann, a uma temperatura finita 7x, em que
sua entropia configuracional se anula e aparecem as demais caracteristicas dessa transi¢do apre-
sentadas no Capitulo 1. Sua dindmica € bastante semelhante a de liquidos super-resfriados na
regido de temperatura 7, > T > T,, mas o tempo de relaxacao, que divergia a uma temperatura
Tp com a lei VFT, passa a divergir com uma lei de poténcia a uma temperatura 7, > Tx (ver
Figura 2.1).

Resfriando-se o sistema abaixo de 7,,, sua func¢do de correlacdo desenvolve um plateau,
dando origem a um padrdo de relaxacdo em dois passos. Como no caso dos liquidos super-
resfriados, o comprimento do plateau cresce cada vez mais com a diminui¢do da temperatura,
divergindo em 7" = T,. Interessantemente, ndo ocorre nenhuma anomalia termodinamica nesta
temperatura, mostrando que a transicao em 7, € puramente dindmica: hd, como no caso estrutu-
ral, a formacao de gaiolas. Do ponto de vista de energia livre, a descricao do comportamento do
sistema tem um paralelo com a descri¢cao de Goldstein para vidros estruturais: em 7, o sistema
fica preso em um estado meta-estavel. Os estados meta-estaveis sdo cercados por barreiras de
energia livre infinitas, que o sistema nao consegue superar por ativacao térmica. Assim, os es-
tados meta-estaveis possuem um tempo de vida infinito e a ergodicidade do sistema € quebrada,

levando a divergéncia dinamica [1, 16].

Liquid Ideal glass

£ Pk Iz

Figura 2.1: Diagrama de fase qualitativo da teoria do mosaico. Observa-se uma transi¢do dinimica em T, onde
Tq ~ (T — T,;)~7 (linha continua) e abaixo da qual a entropia configuracional é finita e a dindmica ndo é ergddica.
As varidveis com sub-indice K tém relacdo com a temperatura de Kauzmann, em que a entropia configuracional se
anula. Em sistemas de dimensdes finitas, processos de ativacdo restauram a ergodicidade do sistema abaixo de T¢
e Ty diverge em Tk seguindo a lei VFT (linha vermelha tracejada) [2].

As equagdes que descrevem a dindmica de p-spins s@o idénticas as da Teoria do Acopla-

mento de Modos (MCT) [1, 2, 16], de que trataremos na Secdo 2.2.2, e descrevem bem a
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dindmica dos liquidos super-resfriados abaixo da temperatura de fusdo, mas nao proximo a da
transicdo vitrea. O modelo permite, ainda, a definicdo de uma susceptibilidade dinamica da
forma da equacdo (1.10), que diverge quando 7' — T, e mostra a existéncia de heterogeneidades

dinamicas.

As caracteristicas apresentadas no Capitulo 1 sdo reproduzidas pelo modelo de p-spins,
mostrando que ele se adequa bem a descricao de liquidos super-resfriados, nos permitindo
mesmo afirmar que estes pertencem a classe de universalidade de p-spins. A teoria também
¢ preditiva, uma vez que alguns fendmenos, como a presencga de heterogeneidades dinamicas,
foram previstos inicialmente pela andlise de modelos de p-spins e s6 depois observados nume-

ricamente [2].

2.1.2 Energia livre de TAP

Como consequécia do estudo do modelo de p-spins, surge a necessidade de investigar a
estrutura do espaco de fase do sistema. Precisamos caracterizar os estados de equilibrio, para
entender a transi¢do termodinamica em Tk , € os estados meta-estaveis que aprisionam o sistema

em 7, e geram a transi¢ao dindmica.

Definimos estados puros como objetos do espaco de fase N-dimensional. Em cada estado
o, a magnetizacdo local possui um valor bem definido, m¥* = (0;) ¢ € o estado é definido pelo
vetor das magnetizacdes. Precisamos, entdo, definir uma funcdo das magnetizacdes m; nesse
espaco cujos minimos locais coincidam com os estados puros do sistema [16]. A fun¢do que

cumpre este papel é a energia livre de Thouless '-Anderson-Palmer (TAP), definida por
F(m;) = —Tlog ZC—BH[GHﬁ Yihi(oi—m;) , (2.2)
o

onde os campos auxiliares 4; sdo introduzidos para fixar as magnetizagdes locais e sdo deter-
minados pela condi¢do dF /dh; = 0, para m; fixo. O peso wqy do estado o é proporcional a
exp[—BNfq], onde fo = F(m{¥)/N. Os minimos locais, que correspondem aos estados meta-
estaveis, tém densidade de energia livre f > f,;,. Em geral, a energia livre de TAP depende
explicitamente da temperatura; portanto, a topologia dos estados pode mudar drasticamente

com a temperatura [2].

No caso de modelos de p-spins, o nimero de estados a baixas temperaturas com densidade

de energia livre f é dado por Q(f) = exp[NZ(f)]. Z(f), denominada complexidade, é uma

J’_

fungdo crescente de f, que tende continuamente para zero quando f — f . e descontinuamente

'Um dos laureados com o Nobel de Fisica de 2016.
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em f = fnax. Este comportamento € valido para todos os modelos da classe de universalidade

de p-spins [2].

Ainda a baixas temperaturas e no limite N — oo, podemos escrever a funcao de parti¢do do

sistema em termos da energia livre

7= PNPI) Y o BN — / Tres VB -B1] - NGBS 2.3)
o Smin

onde f* € [fumin, fmax| € étal que f —TXE(f) é minimo, ou seja, é a solugdo de

== 2.4)

Dessa andlise, surgem trés regides de temperatura, que coincidem com as mostradas na
Figura 2.1. Para T > T., a densidade de energia livre do estado desordenado é menor que
f —TX(f) para qualquer f do intervalo considerado e, portanto, ele prevalece. Para T, > T >
Tk, encontra-se um valor f* tal que f* — TX(f*) = fyesor» © que quer dizer que o estado desor-
denado € obtido pela superposi¢do de uma grande quantidade de estados puros com densidades
individuais f* maiores que fy.s,,. Finalmente, para T < Tk, a func¢do de parti¢do é dominada

pelos estados de menor energia livre, f* = f,in, com
Z‘4(fmin) =0= F(T) == fmin - Tz(fmin) == fmin;

ou seja, em T, ocorre uma transi¢ao de fase. [2]

Na regido de temperatura 7. > T > Tk, como ja dissemos, a superposi¢cao de uma grande
quantidade de estados compde o sistema, o que dd uma contribui¢do X(7) = X(f*(T)) para a

entropia do sistema. Para esta regido de temperatura, podemos escrever a entropia como
S(T) =X(T) + S,in(T), (2.5)

onde S,;,(7T) € a entropia individual de cada estado de energia f*. Comparando esta equagio

com (1.5), vemos que a complexidade é andloga a entropia configuracional S.(7') [2].

A energia livre de TAP também nos d4 uma explicagdo para a presenca da transi¢do dindmica.
Se o sistema estd em equilibrio na fase desordenada acima de 7. e é resfriado abruptamente
abaixo dessa temperatura, f decresce tendendo ao valor de equilibrio. Do ponto de vista to-
pologico, podemos pensar que o sistema se move na superficie de energia livre, partindo de
valores mais altos para valores mais baixos. Ao atingir f,,,y, €le fica preso em um estado meta-
estdvel e ndo consegue relaxar para estados de equilibrio, porque as barreiras entre estados ndo

podem ser superadas [2].
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2.1.3 Método da réplica real

Hé dois métodos usuais para calcular a complexidade do sistema em termos de sua energia
livre sem ter de resolver as equagdes resultantes da energia livre de TAP: o método da réplica

real e o método do potencial [2]. Apresentamos apenas o primeiro método, de maneira sucinta.

O método da réplica real consiste em reconstruir a entropia configuracional do sistema in-
troduzindo um ndmero arbitrario, m, de copias desse sistema, denominadas réplicas. As réplicas
estdo acopladas por um pequeno potencial atrativo adicionado a hamiltoniana do sistema e su-
jeitas ao vinculo de permanecerem no mesmo minimo de energia livre (a baixas temperaturas,
as duas condi¢des sdo equivalentes) [17]. O acoplamento é “desligado” no fim do cdlculo, apds

tomado o limite termodinamico.

A funcio de parti¢do do sistema replicado é dada por
7 / s 3 VU -Bmf]  GNIZ()~pms], 2.6)
fmin

onde agora f*(m,T) é tal que mf — TE(f) é minimo, ou seja, € a solugdo de

d¥ m
— == 2.7
T 2.7
Permitindo que m assuma valores reais, podemos calcular a complexidade a partir de sua trans-

formada de Legendre

usando
[ (m,T) = w (2.92)
2
e Sm 1) =5(r (1) = "2 20T g ) pomT),  @9b)

onde ¢ (m,T) = 2L) 17],

A complexidade em funcdo da densidade de energia livre pode ser construida plotando-se
f*(m,T) e £(m,T) parametricamente, mantendo a temperatura fixa e variando m. Podemos
reconstruir todas as propriedades termodinimicas do sistema a partir de X(m, T), incluindo as
dos estados meta-estaveis e a transi¢ao dindmica em 7. Vale ressaltar que a introducdo das
réplicas tem a finalidade de considerar a contribuicdo que os varios estados meta-estaveis de

mesma energia livre trazem ao sistema [2].

Este método € testado para o modelo de p-spins em [18] e os resultados obtidos sdo exata-
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mente os mesmos de quando se utiliza o cdlculo exato da energia livre de TAP.

2.1.4 Dinamica de Langevin

A dinamica de Langevin do modelo de p-spins pode ser resolvida de maneira exata e ¢
um método mais geral do que aqueles comumente utilizados para sistemas de spin, podendo
ser estendido para outros, como liquidos super-resfriados (inclusive na transi¢ao vitrea) [19].
Um formalismo que permite esta abordagem é o de Martin-Siggia-Rose [2], que apresentamos

brevemente.

A dindmica € escrita em termos de uma equacdo para a funcdo de correlacdo de spins

dependente do tempo

cm:hle@mq@y (2.10)

N—eo N &
A equagdo auto-consistente para C(t) fica

dC(t)
Cdr

p [ _1dC(u)
=—-TC(t)— == [ duC(t —u)P™" ——=. 2.11
(0= | duCl—uy ' <! @1
Por esta equacdo, mostra-se que o sistema passa por uma transicao dindmica a mesma tem-
peratura T, calculada por meio da energia livre de TAP. A funcéo de correlagdo C(z) apresenta
uma relaxacdo em dois passos, da mesma forma que a mostrada na Figura 1.3(a), com duas

escalas de tempo separadas. O tempo de relaxagdo estrutural diverge com uma lei de poténcia
To ~|T —T,|77.

Pode-se, ainda, definir um pardmetro de ordem dindmico como

qq = lim C(z), (2.12)

t—roo

que salta para um valor finito em 7.. Abaixo de 7;, o sistema ndo consegue mais entrar em
equilibrio, o que confirma que os estados meta-estaveis deixam a dindmica do sistema mais
lenta e geram a transicao dindmica. Também € possivel associar uma susceptibilidade dindmica

de quatro pontos a C(t) que diverge na transig@o [2].
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2.2 Teorias de campo médio quantitativas

2.2.1 Teoria do funcional da densidade (DFT)

A teoria do funcional da densidade (DFT) tem seu inicio nos anos de 1964 e 1965, quando
dois artigos de Hohenberg e Kohn e Kohn e Sham foram publicados. Seu objetivo original € o
de calcular estruturas eletrOnicas, sendo posteriormente generalizada para problemas de muitos
corpos [20]. A DFT € o andlogo da abordagem de TAP para campos: ela busca minimos da
energia livre, aqui considerada como um funcional da média de ensemble da densidade, que

varia no espago [21].

Uma forma aproximada para a expressao da energia livre comumente utilizada é [2, 21]

_BF|p /dxp [1—logp(x 2/dxdx/ Op()ex—r),  (2.13)

onde c(x) é a fungdo de correlagio direta 2 do liquido, que depende da energia livre. O perfil
de densidade do sistema €, entdo, determinado minimizando a energia livre. Como a equagdo
(2.13) € auto-consistente, esta minimizagdo €, em geral, complicada. Busca-se a parametrizagao

do perfil de densidade por uma soma de gaussianas

N
= Z (2.14)
j=1
onde A € o raio da gaiola e R; sdo as posi¢des de “equilibrio” no vidro. Esses pardmetros devem
ser determinados inserindo a expressao (2.14) na equacdo (2.13) e minimizando o resultado.

Este € da forma

BFlp(x)] d 1 / dg AP
———= = —log(27A) + = | —=c(q)S 4 2.15
onde Sy(q) = 12 e!4(Ri=Ri) & o fator de estrutura das posic¢des de equilibrio [2].

O préximo passo seria aproximar So(g) pelo fator de estrutura do liquido e determinar
apenas A minimizando a expressao (op¢ao seguida por [21]) ou tentar uma minimizag¢ao “‘com-

pleta”, incuindo os R;’s. As duas alternativas levam a um raio da gaiola finito.

A teoria do funcional da densidade apresenta, no entanto, alguns problemas. As aproximacoes
feitas sdo muito grosseiras, o que ndo permite muita acurdcia nas quantidades calculadas.
Mesmo com aproximagdes melhores, ainda ndo foi possivel obter resultados satisfatérios. Além

disso, apesar de algumas solucdes numéricas serem encontradas com N finito, contar a quan-

ZPara mais detalhes, veja a Secdo 3.5 da referéncia [3].
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tidade de solucdes e como esta escala com N € um trabalho complicado, o que impossibilita a
determinac@o de X(f) [2]. Dessa forma, a DFT ¢ utilizada até o momento apenas para ilustrar

alguns mecanismos da transicdo vitrea na teoria do mosaico.

2.2.2 Teoria do acoplamento de modos (MCT)

A teoria do acoplamento de modos (MCT) foi introduzida por Kawasaki em 1966 como
uma série de aproximacdes no estudo de transi¢cdes de segunda ordem. Nesta abordagem, um
conjunto de equacdes ndo-lineares de movimento sdo derivadas para as funcdes de correlagao
do sistema, permitindo uma explicacdo qualitativa de algumas caracteristicas de liquidos for-
temente interagentes. Versoes um pouco diferentes das equagdes descrevem uma transi¢ao de
um estado ergddico e de acoplamento fraco para outro ndo ergddico e fortemente acoplado,

qualitativamente similar a uma transic¢ao vitrea [22].

A generalizacdo para a transi¢do vitrea € feita com a utilizacdo de equagdes para a fungao
de espalhamento coerente, definida na equacgao (1.3). Definimos o correlacionador normalizado

F(k,1)

(P(k?t) = S(k) )

(2.16)

onde S(k) € o fator de estrutura estética do liquido, e ¢ (k,r = 0) = 1. Dessa forma, as equagdes
da MCT sao dadas por

ykd‘l’;';’t) ) /dum t—u)dq)cgk 2] 2.17)
Q
com mky) = o 1/ / dg V (k. p,q)9 (p,1)9 (4.1).

onde Q; € o angulo s6lido d-dimensional, ¥, € uma taxa de relaxacdo microscopica dependente
de k e relacionada a S(k) e o nicleo V (k, p,q) é uma funcao das fungdes de correlagio estaticas

do liquido, S(gq) e ¢(g) (ver nota de rodapé na Se¢do 2.2.1) [2].

Fica claro que a equagdo (2.17) da MCT ¢ andloga a equacdo (2.11), que descreve a
dindmica de Langevin para modelos de p-spins, o que levou a conjectura de que a MCT € a
formulag@o em dimensdes finitas da teoria dinimica da RFOT. No entanto, aqui as equagdes
sdo obtidas por meio de aproximagdes que, se melhoradas, ndo necessariamente implicam em
melhorias nas equagdes encontradas [2], permanecendo a questdo de quanto as predi¢des quan-

titativas da teoria sdo precisas com relacao as contribuicdes ignoradas pelas aproximacoes [23].

Apesar disso, as equagdes da MCT podem ser resolvidas numericamente e analiticamente

em alguns regimes, levando as mesmas predicdes da equacdo de campo médio (2.11), como
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a transi¢do a temperatura T, em que o tempo de relaxacdo de ¢ (k,z) diverge com uma lei de
poténcia. Abaixo dessa temperatura, o parametro de nao-ergodicidade, definido como

F(k) = lim ¢ (k,1) (2.18)

f—o0

e o raio da gaiola A% sdo ndo nulos e a teoria prevé valores tanto para f(k) como para T, e

algumas leis de escala para T — T." [2].

Consensualmente, as predi¢des da teoria sdo boas para temperaturas um pouco acima de
T,, mas ficam cada vez piores quando se aproximam dessa temperatura. Além disso, ela traz
predi¢des de fendmenos anteriormente desconhecidos, confirmados numérica e experimental-

mente [2].

2.2.3 Teoria de Réplica

Uma teoria quantitativa de réplica em dimensdes finitas foi desenvolvida posteriormente
as teorias do funcional da densidade e do acoplamento de modos, quando Mézard e Parisi

encontraram uma formulacdo do método da réplica real para particulas [2].

Consideram-se n réplicas do sistema, rotuladas pora = 1,2,...,n. A posi¢do da particula j
na réplica a € dada por x?. O potencial de interacdo entre duas particulas pertencentes as réplicas
aebé @u(xf —xlj’.), sendo que @aq(x{ —x9) € 0 potencial original do sistema e @ (x{ —xlj’.),
com a # b, é um potencial de curto alcance e atrativo que impde o vinculo de todas as réplicas

estarem no mesmo estado meta-estavel [24].

Os campos de interesse para o problema sao as funcoes de densidade a um e a dois pontos,

dadas respectivamente por
N
Pa(x) = Z3(x—x§’), (2.19)
P’ (3.3) = Pa()Poy) — Pulx) 8B (x ). (2.20)

A transicdo dinamica € detectada quando a fun¢do de correlagdo de dois pontos € analisada
nos limites ¢,, — 0 para a # b e n — 0, que reproduzem o modelo original. A fungdo de

correlacdo entre duas réplicas para a # b é
o — 5 Now (r— ) - p2
(Cap(r)) —/dxf(X) <pa <r+2>pb (r 2>> p2. (2.21)

No limite ¢,;, — 0, as duas réplicas sdo descorrelacionadas, mas representam o mesmo estado.

3Tamanho médio das gaiolas em que as particulas ficam presas, também definido na Secdo 2.2.1.
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Vale, entdo, <C’ab(r)> = <C'(r,t — o0)), com <C‘(r,t)> dado pela equagdo (1.9), indicando que

réplicas e dindmica sdo equivalentes [2].

A teoria de réplica, apesar de também lidar com funcionais da densidade, tem como vanta-
gem sobre a DFT o fato de que todas as n réplicas estdao na fase liquida e, portanto, o sistema
analisado é homogéneo. Além disso, recupera-se a invariancia translacional, ja que as réplicas
permitem a soma sobre todos os estados de vidro. Assim, € possivel restringir as solucoes
aquelas em que p,(x) = p, sem perder informagdes sobre o sistema, o que torna os calculos mais
simples [2]. Na referéncia [24], os autores implementam este procedimento, obtendo resulta-
dos razodveis para os valores de Tk e T, mas a predi¢cdo para o parametro de ndo-ergodicidade
€ pior que a encontrada na MCT e para a complexidade é menor que a estimativa numérica,

levando a uma descri¢@o ruim do vidro abaixo de Tk.

Outra aproximagdo € considerar que o sistema € constituido por moléculas compostas por
um atomo de cada réplica. A distancia média entre dois 4&tomos na molécula tem relacdo com
o raio da gaiola A e é considerada pequena. Faz-se, entdo, uma expansdo sistemdtica em A.
A descri¢ao do vidro abaixo de Tx € mais efetiva nesta abordagem e ela também fornece boas
predi¢cdes para a complexidade acima de Tk e, abaixo desta temperatura, para o calor especifico
e a energia do vidro. Por outro lado, como se assume que as moléculas sao pequenas e estiveis,
sua separacao em 7 (que equivale a mudancas na dindmica do sistema) ndo é bem descrita,
levando a estimativas muito ruins do valor dessa temperatura ou até mesmo a nao previsao de

sua existéncia [2].

2.2.4 Observacoes sobre as teorias de campo médio

Como observado nas secdes anteriores, as abordagens qualitativas e quantitativas apresenta-
das sdo interligadas. A abordagem da energia livre de TAP e a teoria do funcional da densidade
objetivam encontrar estados meta-estaveis por meio da minimizacao das respectivas energias
livres. A dindmica do modelo de p-spins € descrita por uma equacdo idéntica a da teoria de
acoplamento de modos. E o método da réplica real leva a formulacdo da teoria de réplica,

desenvolvida nos mesmos moldes da primeira.

A referéncia [16] mostra que as abordagens de TAP, dinamica e do método de réplica forne-
cem descri¢gdes equivalentes de um sistema de p-spins, mostrando o surgimento de um mosaico
de estados vitreos meta-estaveis em sua composi¢do. As abordagens quantitativas, por outro
lado, apesar da vantagem de poderem ser feitas em dimensdes finitas, necessariamente usam
aproximacdes, que podem diferir entre si, e levam a predicdes diferentes, as vezes até discre-

pantes [2].
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Uma condigdo essencial para a garantia de consisténcia da teoria do mosaico € a equi-
valéncia entre as descrigdes estdtica e dinamica da transi¢do no limite de dimensdes (d) infi-
nitas [2]. A referéncia [25] apresenta uma tentativa de checar essa condi¢do. Nela, mostra-se
a equivaléncia entre uma abordagem dinamica da MCT e uma teoria estdtica baseada na DFT
para um sistema de esferas rigidas no limite d — oo, usando-se uma aproximacao gaussiana
para o parametro de ndo-ergodicidade. Ha outros estudos que analisam esse limite, em que
aproximacodes levam a resultados satisfatrios, mas solucdes exatas levam a discordancias entre

as teorias [2]. Este é, portanto, um problema ainda em aberto na teoria do mosaico.

Uma vez obtida uma teoria de campo médio coerente para a transi¢do vitrea, o proximo
passo € a inclusdo de correcdes devidas a flutuagdes em torno dessa aproximacdo. Essas

correcOes sdo apresentadas na Se¢do seguinte.

2.3 Correcoes ao campo médio

A maneira mais simples de descrever um sistema de particulas interagentes € por meio da
aproximacgao de campo médio, em que se assume que o meio onde cada particula se encontra
corresponde ao estado médio do sistema, que € determinado de maneira auto-consistente. A

diferenca entre os resultados de campo médio e os exatos se devem a flutuagdes [26].

No caso da transi¢do vitrea, hd duas fontes importantes de corre¢des ao campo médio: as
heterogeneidades dindmicas, que se tornam importantes quando a temperatura se aproxima de
T, (flutuacdes caracteristicas de fendmenos criticos) e fendmenos ndo perturbativos relaciona-
dos aos processos de ativagdo, importantes abaixo de T;, proximo a T, e at€ Tx. A possivel
contribui¢do dessas correcoes € estimada a partir de uma abordagem fenomenoldgica, que leva
a resultados préximos aos experimentais [27], mas ainda controversa por nao ser totalmente

justificada [2].

Outra fonte de controvérsia € a existéncia da temperatura de Kauzmann Tk, que surge de
uma extrapolagdo da entropia configuracional, como as mostradas na Figura 1.4. Ha argumen-
tos tedricos que propdem sua inexisténcia em dimensoes finitas, mas o debate persiste, ja que
nenhum deles € totalmente convincente. Um argumento para sua existéncia é a possibilidade
da transi¢ao de Kauzmann nao ser observada teoricamente em dimensdes finitas, por ser gerada
por efeitos nao-perturbativos ndo considerados na aproximag¢do de campo médio e ndo previstos

pelas corregdes a este [2].

Do ponto de vista do tratamento de vidros com os quais lidamos cotidianamente, a existéncia

ou ndo da temperatura de Kauzmann ndo € tdo importante, uma vez que esses sistemas estao
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sempre a temperaturas muito mais altas que Tx e suas escalas de comprimento caracteristicas
sdo pequenas. Teoricamente, entretanto, a questao € um pouco mais profunda: se a aproximacao
de campo médio permanece valida abaixo da transicdo vitrea e se ela é capaz de explicar a fe-

nomenologia dos vidros observados na natureza [2].

2.3.1 Flutuacoes criticas

Na formulagdo estatica da teoria do mosaico, a transicao dindmica que ocorre em 7; (pre-
vista pela MCT) € um ponto espinoidal, em que os estados meta-estaveis se tornam instaveis
e desaparecem [2]. Alguns trabalhos analisam como o sistema se comporta ao se aproximar
dessa temperatura. Na referéncia [28], por exemplo, estuda-se o comportamento da susceptibi-
lidade a quatro-pontos préximo a 7,.. Mostra-se que o comprimento de correlagdo associado a

susceptibilidade diverge, originando as heterogeneidades dinamicas.

A referéncia [29] apresenta um tratamento, por teoria de campos, das heterogeneidades
dinamicas e das flutuagdes do liquido super-resfriado na vizinhaca de 7,. Nela, as diferentes
fontes de flutuacdo sio identificadas, concluindo-se que as mais importantes estdo associadas
a desordem auto-induzida nas condig¢des iniciais da dindmica. Além disso, mostra-se que as
heterogeneidades dinAmicas podem ser descritas por uma teoria de campo ¢> com um termo
de campo efetivo aleatério. Obtém-se, ainda, um critério de Ginzburg, estabelecendo que a

dimensao critica do sistema é, no maximo, d,, = 8.

Outro trabalho [30] usa uma teoria de campos com réplicas em torno de 7, gerando uma
teoria para as flutuacdes criticas. Esta, por sua vez, leva a uma série de resultados, como ex-
pressdes para os expoentes criticos na aproximagdo de campo médio e a obten¢do de um com-
primento de correlacdo extraido do estudo analitico de funcdes de correlacdo a quatro pontos.

Uma estimativa do critério de Ginzburg €, ainda, fornecida: d < d,,.

Da andlise apresentada em [30], para d = 3, um comprimento de correlacdo dindmico da
ordem de 1 unidade de distancia entre particulas € suficiente para que desvios do comportamento
de campo médio sejam observados. Este valor s6 € atingido, entretanto, um pouco abaixo de
T., garantindo que, em toda a regido de temperaturas onde a MCT descreve bem o sistema, as
correcdes ao campo médio sdo pequenas [2]. Abaixo de T, elas podem se tornar importantes,
mas os processos de ativagao passam a dominar ai. A abordagem pela teoria de campos com

réplicas sera estudada mais profundamente no Capitulo 3.1.

Outros trabalhos também realizaram anélises semelhantes, indicando que o desenvolvi-

mento de uma teoria para descrever as flutuagdes criticas em torno da transi¢do dinamica pode
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ndo ser interessante, ja que suas corre¢des ao campo médio sdo dificeis de observar em trés

dimensoes [2].

2.3.2 Ativacao e nucleacao

Um ponto importante da teoria do mosaico que ainda nao foi analisado é um tratamento
fenomenoldgico dos processos de ativagdo, que recuperam a ergodicidade do sistema entre 7
e Tk e sdo responsaveis por tornar a dinimica mais lenta em T,. Na aproximagdo de campo
médio, a transi¢ao de Kauzmann € dibia: trata-se de uma transi¢ao de primeira ordem do ponto
de vista do parametro de ordem e a energia livre das duas fases é a mesma; do ponto de vista
termodinamico, € uma transicdo de segunda ordem. Essa dualidade mostra a necessidade de

introduzir uma teoria de nucleac@o para melhorar a descricdo da transicdo em Tk [2].

Processos de nucleacdo ocorrem quando hé a formagdo de nucleos cristalinos no liquido.
Essa formagao é favorecida termodinamicamente pela diminui¢do da energia livre do sistema
(que escala com o volume do nucleo), mas ha um custo na formagao da interface entre as
duas fases (que escala com a drea da superficie do nticleo) [31]. Na teoria de campo médio,
esses processos sao ignorados, porque os termos de volume e de superficie t€m a mesma escala
quando d — o e, portanto, estados meta-estiveis com energia livre maior que a dos estados
com energia livre f,;;, também tém tempo de vida infinito. Esses estados contribuem para a
complexidade, tornado-a finita, e podem capturar o sistema abaixo de 7. A transi¢do dinamica,
manifestada pela divergéncia do tempo de relaxacdo estrutural, aparece em 7, > Tk por causa

dessa possibilidade [2].

Um problema que surge quando interagdes de curto alcance sao consideradas € a existéncia
de uma entropia configuracional finita. Num modelo de curto alcance, os estados meta-estaveis
tém tempo de vida finito, porque, dentro de seus nucleos, passam a surgir nicleos da fase
estdvel, o que os torna termodinamicamente instadveis. Assim, a existéncia de estados bem
definidos com f > f,;, deve ser impossivel e, portanto, a complexidade do sistema € préxima
de zero. A analogia entre os modelos de campo médio e vidros reais, entretanto, se baseia na

analogia entre complexidade e entropia configuracional [2].

Os modelos de campo médio também ndo explicam a mudanca no comportamento do tempo
de relaxacdo do sistema, de uma lei de poténcia para a lei VFT (equacgdo (1.1)), que ocorre em
torno de 7;. Ela também estd relacionada a finitude do tempo de vida dos estado meta-estaveis:
os processos de nucleacdo possibilitam a relaxacdo do sistema, que transita entre os estados
acessiveis. Do ponto de vista de superficie de energia livre, dizemos que os saltos entre os

estados meta-estaveis se dao por processos de ativagdo: o sistema atravessa barreiras de energia
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livre para saltar de um estado para outro. O tempo de relaxacdo deve, entdo, seguir uma lei de
escala do tipo
Tg ~ TooePAF D], (2.22)

onde AF(T) é a barreira de energia livre tipica que o sistema deve atravessar a temperatura 7.

Segundo a lei VFT e observando que Ty ~ Tk ([1] e Capitulo 1), a barreira deve divergir em
TKZ
AF(T) ~ (T —Tg) ™. (2.23)

A férmula de Adam-Gibbs, AF(T) ~ S.(T)~! [32]*, relaciona essa divergéncia a anulacio da
entropia configuracional. Falta, entdo, uma compreensido melhor do significado de S.(7) em

dimensoes finitas e por que ela se relaciona a barreira de energia livre a nucleacgao [2].

O teorema apresentado na referéncia [33] mostra que a divergéncia do tempo de relaxacao
em Tx em sistemas de curto alcance s € possivel se os processos cooperativos de rearranjo
estrutural envolverem particulas na escala do comprimento de correlacédo, &, que diverge em
Tk . Se esta escala divergente ndo existe no sistema, sempre € possivel dividi-lo em sub-sistemas
finitos, que relaxam de maneira independente, e a relaxacdo de um sistema finito desse tipo

nunca diverge.

A partir dessa observagéo, vemos que hd uma escala de comprimento tipica &(7') em que
ocorre o processo de relaxagdo estrutural. Para escalas de comprimento menores, o sistema
apresenta comportamento de campo médio. Os estados meta-estaveis sdo estaveis nessa regiao
e geram uma complexidade local finita. Para escalas maiores que &, ao contrdrio, a meta-
estabilidade deixa de existir e apenas os estados de energia livre mais baixa sao estaveis. Para
T — TE , & — oo e, portanto, abaixo de Tx uma fase vitrea ideal é possivel, como haviamos
previsto no Capitulo 1. Por fim, identifica-se a entropia configuracional com a complexidade
local [2].

A referéncia [34] apresenta um modelo para o sistema e um método para calcular o com-
primento de correlacdo. Seguindo este método, medidas numéricas de & foram realizadas,

mostrando-se de acordo com as previsoes tedricas [2].

4Adam, Gibbs e DiMarzio, em uma série de artigos entre os anos de 1956 e 1965, apresentam a primeira
tentativa bem sucedida de relacionar teoricamente o crescimento do comprimento de correlacdo ao decrescimento
da entropia configuracional em sistemas vitreos, que acabou levando ao estudo dos processos de ativagdo [1].
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2.4 QOutras teorias

A Teoria do Mosaico reproduz algumas caracteristicas da transi¢do vitrea e apresenta explica-
cOes bastante convincentes para alguns fenomenos caracteristicos. Fica claro, entretanto, que
esse campo de pesquisa ainda ndo estd fechado e que ainda hd muito a ser investigado. Ou-
tras teorias aprarecem no sentido de investigar alguns pontos ou dar explicacOes alternativas
a origem dos fenomenos observados. Nesta Secdo, trataremos brevemente de algumas dessas

teorias.

A Teoria de Dominios Limitados por Frustracao (em inglés, FLD) considera que a ca-
racteristica mais importante do estado vitreo € a desordem, que decorre de frustragao geométrica
[35]. Um exemplo de frustragdo geométrica € o caso de um sistema antiferromagnético de spins
41 em um tridngulo. Por ser antiferromagnético, espera-se que a magnetizacdo desse sistema

seja nula. Entretanto, sua geometria impede que isso aconteca [35].

Segundo essa teoria, existe uma “estrutura localmente favoravel” (locally preferred struc-
ture, LPS em inglés) no liquido que € diferente da estrutura do sélido cristalino e que minimiza
localmente a energia livre. A LPS € imcompativel com a ordem de longo alcance, ndo podendo
tomar conta de todo o sistema (ai a frustracdo geométrica). Caso nao existisse essa frustracao,
o sistema congelaria na LPS a uma temperatura 7* > T,,, [36]. A reorganiza¢do dos dominios
assim formados acontece por processos de ativagdo, como na Teoria do Mosaico, o que gera a

desaceleracao da dinamica.

O principal ponto de interesse na FLD € o fato de que todos os fendmenos observados nos
liquidos super-resfriados e nos vidros vém da formacgdo de regides cooperativas, cuja origem
tem uma explica¢cdo. Na Teoria do Mosaico, essas regides sao apenas postuladas. Por outro lado,
ndo ha observagdes experimentais diretas (nem computacionais) da formagdo dos dominios

acima de 7;,, o que desacredita um pouco a teoria. [35]

A Teoria da Facilitacdo Dinamica (em inglés, DFT) considera que a transicdo vitrea
¢ puramente dindmica, ndo sendo possivel nenhuma contribuicdo da Termodinamica em sua
descricdo. A caracteristica principal do estado vitreo é a cooperagdo, que € o que permite di-
fusdo e relaxacdo no sistema. Caso uma particula consiga se mover, outras particulas proximas
a ela imediatamente também conseguirdo. Ou, do ponto de vista do engaiolamento, para que
uma particula escape da gaiola formada pelas vizinhas, estas também devem escapar de suas

gaiolas, levando a movimentacao de outras particulas. [35, 37]

Da DFT surgem os Modelos Cineticamente Restritos, totalmente baseados em cooperagao

e facilitacdo dinamica. Trata-se de modelos computacionais para simular a facilitagdo. Entre
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outros exemplos, hd o gas de rede de Kob-Andersen (os mesmos da Secdo 4.1): as particulas
estdo em sitios bem definidos e podem mudar para outro sitio se ele estiver vazio e se tiver
menos que uma quantidade pré-definida de vizinhos [35]. Fica claro aqui o uso da ideia de

engaiolamento.

As vantagens apresentadas por essa abordagem sao a obtencado direta da predicao das ca-
racteristicas dinamicas do sistema, tais como os tempos de relaxacdo e as heterogeneidades
dindmicas. Por outro lado, algumas regides do sistema ficam presas em uma determinada
configuracdo, ja que a unica forma de relaxacdo prevista pela teoria € a facilitacdo dinamica.
Além disso, seu poder preditivo é muito pequeno e baseado no uso de informagdes prévias

obtidas de experimentos ou outras simulagdes [35].

Uma terceira teoria (sem um nome especifico ainda) tenta introduzir a ideia de defeitos
topoldgicos ao estudo de vidros. A ideia € fazer uma aproximacao de grao-grosso, permitindo
a descricdo do sistema por uma formulagdo discreta da Mecanica Estatistica. Assim, forma-
se um sistema com numero finito de graus de liberdade, denominados ‘“‘quase-espécies” (ou
defeitos), com energia e entropia bem definidas. Dessa formulacao, retiram-se um comprimento

de correlacao estatico e um tempo de relaxacdo associado a ele [38, 39].

Por fim, hd um outro modelo de vidros de spin, introduzido para o estudo de imas desorde-
nados (modelo de Edward-Anderson). Nesse modelo, os spins interagem por acoplamento de
pares aleatorios. Aqui, as transi¢des dinamica e estdtica coincidem e sdo continuas, ao contrario
do que acontece no modelo de p-spins. Houve algumas tentativas, sem muito sucesso, de des-

crever o comportamento termodinamico da transi¢ao vitrea por esta abordagem [40, 41].

Nao trataremos dessas teorias neste trabalho. Elas sdo apresentadas apenas para mostrar
que a transi¢do vitrea ainda € um problema com muitos pontos em aberto e que a abordagem
escolhida € apenas uma das vérias existentes. Para uma revisao mais detalhada das teorias desta

Secdo, recomenda-se consultar as referéncias ja citadas e as af apresentadas.
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3 Analise teorica

Neste Capitulo, apresentamos brevemente o tratamento geral dado a transicoes de fase
(Secao 3.1), o tratamento dado na referéncia [29] a transicao vitrea (Sec¢ado 3.2) e, por fim, anali-
samos teoricamente o efeito da compactificacdo de uma das dimensdes do sistema na transi¢ao

vitrea 3.3.

3.1 Transicoes de fase

Nesta Sec¢ao, abordaremos os aspectos fundamentais das transicdes de fase. Estes fendmenos
sdo caracterizados por descontinuidades nas funcdes que descrevem os sistemas e os exemplos
sdo inameros: dgua, passando do estado liquido para o sélido, ao ser resfriada a pressdo cons-
tante, ou para o gasoso, ao ser aquecida; em sistemas magnéticos, a passagem da fase para-
magnética para a ferromagnética; o aparecimento de super-fluidez no hélio liquido; fenémenos

econdmicos e sociais, entre outros [26].

Apesar dessa variedade de sistemas, existe uma metodologia geral para o estudo de transi¢oes
de fase. Essa abordagem pode ser feita por dois pontos de vista completamente equivalentes:
o de Teoria Quantica de Campos e o de Termodindmica. Na Subsecdo 3.1.1, apresentamos a
teoria de Ginzburg-Landau por um tratamento termodinamico, seguindo a referéncia [26]. Esse
ponto de vista também é apresentada na referéncia [42]. Nas Subsecdes 3.1.2 e 3.1.3, apresenta-
mos um tratamento de transi¢oes de fase por Teoria Quantica de Campos, seguindo a referéncia

[43].

3.1.1 A teoria de Ginzburg-Landau

Na década de 1930, surge uma especulacdo sobre uma forma geral para potenciais ter-
modindmicos, proximos ao ponto critico, elaborada por Landau [44]. Para tal, ele sugeriu a
introducao de um parametro 717, denominado pardmetro de ordem, que distingue as duas fases

envolvidas na transi¢do, de tal forma que o potencial termodindmico escolhido para descrever
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o sistema (por exemplo, a energia livre de Gibbs, G) passe a ser uma funcao de 1. A distingao
se manifesta pelo valor do pardmetro de ordem: 1) = 0 para o estado desordenado e ) # 0 para

o estado ordenado.

Como o potencial escolhido depende somente das varidveis termodindmicas originais (no
caso de G, pressdo e temperatura), o parametro de ordem deve ser uma func¢ido das mesmas
varidveis (para G, 1 = 1n(p,T)) [26]. Vale ressaltar que o parimetro de ordem tem relacdo
com a simetria quebrada na transicdo de fase. Por exemplo, um parametro adequado para o
ferromagneto de Ising é a magnetizacdo do sistema, nula na fase paramagnética e ndo-nula na

fase ferromagnética [45].

A primeira hipdtese assumida pela teoria € a minimizacao do potencial termodinamico pelo

parametro de ordem, ou seja, para a energia livre de Gibbs, tem-se

2
96 _, 902G

A segunda hipétese, baseada no fato de que 11 = 0 na transi¢do de fase (isto €, em p = p. e
T =T,), é que o potencial termodindmico pode ser expandido em uma série de poténcias em 1].

Para o exemplo citado,
G(p,T,n) =Go(p,T)+an+An*+pn’ +Bn*+..., (3.2)

onde os coeficientes da expansdo sao funcdes de p e T. Usualmente, esta soma € truncada em
n* e, dependendo da simetria do sistema, apenas os termos de ordens pares sio considerados'
[45].

As condi¢des impostas pela primeira hipétese permitem determinar os coeficientes da ex-

pansdo, o que € feito considerando sistemas a pressdo constante por simplicidade [26]. Como

G

%—O, = a=0.

Para os casos com simetria de inversao,
B =0,
uma vez que nao podem existir termos de ordens impares na expansao. Assim,

G(P7T777) = GO(PaT)+A772+B774

I'Nzo é o caso da transicdo vitrea. Adiante mostraremos que a expansio para esse sistema inclui o termo ctibico
do pardmetro de ordem, mas agora seguiremos o caso mais simples em que esse termo € nulo.
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Novamente da primeira hoipétese, vem que

G 3
—= = 2An+4Bn° =
o 0 n n 0,

com duas solugdes:

n=0, para T >T,

(3.3)
n*=—4, para T<T, .
A segunda parte da hipétese fornece
2°G 5
— >0 = 2A+12Bn“>0.
on? Ml
Das duas solucdes vindas da primeira derivada,
A>0, para T > T,
= A(T,)=0. (3.4)
A<0, para T <T,
A forma mais simples de A que satisfaz a estas relacdes é
Ao (T —T). (3.5)
Desta relagdo e de (3.3) vem a dependéncia do parametro de ordem com a temperatura e
G(T,n) = Go(T) +a(T —Te)n* + Bn®, (3.6)

onde a € uma constante positiva. Conhecendo o potencial termodinamico, € possivel determinar

as propriedades termodinamicas do sistema [44].

A fim de considerar flutuacdes na teoria de Landau, substitui-se abordagem discreta, que
usamos até agora, por uma continua, em que tanto os potenciais termodindmicos quanto o
parametro de ordem dependem da coordenada r. Além disso, para sistemas ndo-homogéneos,
a expansdo dos potenciais deve conter, além de poténcias das varidveis termodinamicas, suas
derivadas. Assumindo inomogeneidades pequenas, pode-se reter apenas o termo do quadrado
do gradiente, desprezando derivadas de ordens maiores [26]. Dessa forma, para o exemplo da

energia livre de Gibbs, tem-se uma expansao da forma
G(r) = Go+a(T —T.)n*+Bn* +y(Vn)*. 3.7)

Realizam-se, entdao, os mesmos passos de quando as flutuacdes sdao desprezadas.

Vale salientar a semelhanca da expressao da energia livre de Gibbs apresentada na equagao

(3.7) com Lagrangiana de um campo escalar ¢ que auto-interage por meio de um termo A¢*
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[46]: N
1 1
L= §3u¢8”¢—§m2¢2—4—!¢4. (3.8)

Dessa maneira, vemos a possibilidade de descrever transi¢des de fase por meio de teorias de

campo do tipo A ¢*.

Neste caso, a transicao € estudada por meio de um campo, que faz o papel de parametro
de ordem do sistema e, portanto, flutua significativamente na temperatura em que a transi¢ao
ocorre. A “escolha” desse parametro continua sendo feita pela andlise fenomenoldgica e das
simetrias do sistema. O passo seguinte € a introdu¢do de um procedimento para calcular
flutuacdes e correlacdes do campo. Isso € feito pela introdu¢do de médias estatisticas da
distribuicdo espacial do campo, o que mostramos nas SubsecOes a seguir para dois tipos de

campos: escalar unidimensional e complexo.

3.1.2 Parametro de ordem (campo) escalar

Tomaremos como base um sistema ferromagnético em uma dimensao. Como ja citamos
anteriormente, nesse caso o parametro de ordem do sistema € a magnetizacdo, que pode depen-
der da posicao, isto €, da regido do sistema que estamos observando. Nesse sistema, ha simetria

de inversdo. Escreve-se, entdo, a magnetiza¢do como ¢ = ¢(x).

A funcao que define o sistema, isto €, que descreve seu comportamento, ¢ uma Lagrangiana
que terd a forma

£ =2(9,9"9),

onde 9"¢ representa as derivadas do campo. A Lagrangiana .# é uma fun¢o do estado do
sistema, que € caracterizado pelo parametro de ordem ¢ e por suas derivadas. Costuma-se,
neste ponto, impor as seguintes restricdes a Lagrangiana: . é uma funcdo apenas das derivadas

primeiras de ¢, ou seja, n = 1; .Z € invariante por inversao, isto €, por

¢ ——¢

na auséncia de um campo externo aplicado ao sistema. Se houver um campo externo /(x), essa
simetria € restaurada quando & — O e, por isso, a contribui¢cdo mais simples possivel para a

Lagrangiana nesse caso € do tipo i(x)¢(x).

Os demais termos de . devem depender, portanto, de poténcias pares de ¢ e de d¢. Assim,

a forma mais simples e ndo trivial da Lagrangiana € dada por

L =ay(00)* +a10> +ar¢* +ho . (3.9)
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Para um modelo mais geral, acrescentam-se poténcias pares de ¢ maiores que quatro, o que nao

trataremos.

Tendo obtido ., € possivel introduzir um peso estatistico associado a distribui¢do do
parametro de ordem. Matematicamente, isso significa definir uma medida sobre o espaco das
distribui¢des. Esta medida deve ser tal que, no caso de um sistema composto por dois ou mais
subsistemas, possa ser expressa pelo produto de duas ou mais medidas. A forma mais simples

de definir este peso €, entdo,
W(o;h| = exp{—/dx $(¢,a¢)} . (3.10)

A partir do peso estatistico, pode-se introduzir o funcional gerador para as funcdes de

correlacdo, que sdo o foco da teoria. Define-se, assim,

Z[h] =/9¢ W(o:h], (3.11)

também conhecido como fungdo de particdo. Para um sistema de volume V, invariante por
translacao, vale
00 == X b e,
Vg
com ¢ = ¢*,, jd que ¢(x) é real. Portanto, a medida de integracdo usada na fungdo de parti¢do
é

2¢ =11 dox -
k

Agora que a fungdo de parti¢do é conhecida, médias de ¢ (x) podem ser calculadas. A média

do préprio parametro de ordem é

00) = [ 76 Wiosh] 6(x). (312

que pode ser reescrita como
1 67

) (3.13)
h=0

onde usa-se a definicio de derivada funcional 2.

De maneira andloga, € possivel calcular a média do produto de ¢ em dois pontos, conhecida

’Dado um funcional F[f], sua derivada funcional com relaciio a f(y) é definida por

SF[f] .. 1
570y ~ m CAFLA() +edle—y)] = F[£(x)]} -
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como fungdo de correlagdo a dois pontos:

8°Z
1 2y 1 2 AR |
0606 = [ 20 oot AWl =27 sl Gy
A funcdo de correlagdo a n-pontos fica, entao
0"z
(n)/, 1 ny _ 1y .. ny _ 71
G (x" ...x")=(p(x") - ¢(x")) =2Z S 1) Sh(x ™) |, (3.15)
Dessa generaliacdo, vem a expansio de Z[h]
ZW oy [aet  aeV h ) ha ) GO N
Z[O]_szz_’l/dx codx N (Y hN) - GV (L x N (3.16)

3.1.3 Parametro de ordem (campo) complexo

Ha casos em que o parametro de ordem deve conter mais de um campo escalar real. Nestes
casos, € necessario analisar as simetrias internas do sistema para seguir com o procedimento
mostrado na Subsecdo anterior. Por exemplo, na transicao de superfluidez do hélio um campo
do tipo ¥ = (¢1(x), ¢2(x)) faz o papel de parAmetro de ordem. A Lagrangiana é construida de

maneira que seja invariante por rotagdes nas duas componentes, ficando na forma

L1, 92) = a0 [(V1)> + (V92)*] + a1 [6F + ¢3] + a2 (67 + 5] . (3.17)

A simetria de rotacdo O(2) pode ser levada a uma simetria U(1) se definimos ¥ como um

campo complexo em termos dos campos reais

Y(x) = ¢1(x) +iga(x) ,
levando a
L)) = aol Vi +ar |y +as (3.18)
Esta Lagrangiana € invariante pela transformacao
Y — ey,
0 que a torna invariante pela transfomacao de calibre global. Essa simetria é descrita pelo grupo
u().

Para uma transformag@o de calibre local do tipo o = o(x), a Lagrangiana fica na forma

1 2
&= aoy(v—ieA)weral\w\z+a2\w\4+a3§ Y (9Ai—9A))* . (3.19)
ij=1
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Esta Lagrangiana descreve flutuagdes do parametro de ordem y e do campo externo, aqui des-

crito como um campo eleromagnético. Abrindo o primeiro termo da equacdo acima, tem-se

(V—ieA)y|? = (V—ieA)y (V+ieA)y*
= (Vy—ieAy)(Vy* +ieAy™)
= |Vy|?+ VvieAy* —ieAyVy* + Ay .

Considerando uma componente e 0 campo externo constantes, a Lagrangiana da equagao
(3.19) se reduz a da equacdo (3.18). Uma Lagrangiana desse tipo, invariante por transformacao

de calibre, descreve uma transicao de fase em supercondutores, por exemplo.

3.2 A transicao vitrea

Para estudar a transicdo vitrea, o primeiro passo €, como mostramos até agora, determinar o
parametro de ordem do sistema e, a partir deste, os tipos de interacao presentes para escrever a
Lagrangiana que o descreve. Esse resultado ja € conhecido, tendo sido apresentado na referéncia

[29], que revisaremos brevemente nesta Secdo, e estendido na referéncia [30].

A notacdo utilizada € a de um sistema de spins fixos no espaco, com S; = +1, i=1,...,N,
mas a teoria € vélida para outros tipos de sistemas, inclusive liquidos. O parametro de ordem
escolhido é a superposi¢do entre duas configuragdes do sistema, S e S'. Esta superposicio €

definida em algum volume v que contém uma quantidade grande de spins como
a:(S,8") =71 Y SiS, (3.20)
i€vy
com |v| > 1. Denotando por S(¢) a configurac@o do sistema no instante ¢, define-se a fungio de

correlacdo dependente do tempo como

C(t,0) = é /V dx 4. (S(0), (1)), (3.21)

onde V € o volume total do sistema. A ideia é, entdo, etudar as flutuacdes na quantidade global
C(t,0) e na quantidade local g, (S(0),S(¢)). Isso é feito por meio de correlagdes a 4-pontos ou

mais.

Faz-se, entdo, uma separagdo nas fontes de flutuagdo de C(¢,0), que sdo trés: as diferengas
entre trajetdrias que se iniciam na mesma configuragdo inicial; as entre configuracdes iniciais
diferentes; as de interacdes que vem de resfriamentos diferentes do sistema. A metodologia

adotada foi tomar a média de C(¢,0) em cada uma dessas trés fontes de flutuac@o, possibili-
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tando sua andlise para tempos préximos ao plateau’, em que essa média nas trés flutuacdes se

aproximard de C,, o valor no plateau.

As correlagdes a 4-pontos sdo, entdo, tomadas por “medidas restritas” de equilibrio. Essa
técnica se baseia em restringir os estados acessiveis ao sistema aos estados mais relevantes,
entendidos como as configuracdes proximas a condicdes iniciais “bem termalizadas”. Para tal,
define-se uma medida restrita, em que apenas sdo aceitos valores de gy (S(0),S(¢)) = px, com
px um valor pré-fixado, relacionado a C,,. Fazendo isso, define-se a fun¢éo de parti¢ao Z SO, p.]

do sistema em termos da fun¢@o de particao sem restri¢des Z.

A fungdo W(py,So), equivalente a W[¢@;h| da Sec¢do anterior, tem a forma determinada a
partir do método de réplica. Definem-se n réplicas do sistema, compostas pela configuracao de
referéncia Sy e m cOpias do sistema restrito. Derivadas da fun¢do de particdo com relagdo as
réplicas definem as médias nas flutuagdes de W, a partir das quais define-se a a¢do </ [Q,] (deno-
tada no artigo por S[Qy]) para as n réplicas, com valores fixos de Q,(x), a superposi¢do entre

réplicas (equivalente a g, definido inicialmente).

Partindo da ac¢do o7 [Q,|, da redefini¢do do pardmetro de ordem como o afastamento de Q,;
do valor de C,, ou seja, ¢, = Qup(x) — C,, € de consideragdes em torno das réplicas, encontra-
se uma teoria cubica para a descricao do sistema. Dessa forma, segundo [29], a descricdo do

sistema € feita por meio de uma Lagrangiana da forma
L =ay(V9)* + a9 +g¢°. (3.22)

Para mais detalhes dessa derivagdo, recomenda-se a leitura das referéncias [29, 30] e das citacOes

ai apresentadas.

Dessa maneira, o sistema que estamos estudando apresenta interagdes do tipo ¢>, o que sig-
nifica que ele ndo apresenta simetria de inversdo. Essa auséncia concorda com as caracteristicas
do sistema, como a inexisténcia de mudancas significativas do fator de estrutura na transi¢ao.
Vale lembrar que, apesar de termos mostrado que a; o< T — T, para um caso sem o termo cubico
na enegia livre, essa relagdo continua valendo para o nosso caso. Esse coeficiente da Lagrangi-
ana € a massa, como mostrado na equacao (3.8). Ou seja, na transicao se fase, temos uma teoria

de massa zero.

Uma questdo que também pode surgir é com relacdo a limitacdo da energia livre. O termo
¢* garante, mesmo com a presenca de um termo ¢>, que existe um minimo para a energia livre

(ou para a Lagrangiana) em torno da transicdo. Um exemplo disso € mostrado na Figura 3.1.

30 pltateau a que nos referimos aqui é o tratado no Capitulo 1, que surge em fungdes de correlacio dinimicas
quando o sistema passa pela transi¢do vitrea, resultado da relaxacdo em dois passos.
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A auséncia desse termo gera uma Lagrangiana sem limite inferior, o que significa a auséncia
estabilidade global nas duas fases. Apesar disso, neste trabalho consideraremos a Lagrangiana

obtida em [29], apenas com interacdes ¢> e deixamos como perspectiva acrescentar interagoes

9%

f(Phiy
=

-3 25 -2 15 -1 05 0 05 1
Phi

Figura 3.1: Exemplo de energia livre com termos ¢ e ¢*. A funcio plotada é f(¢) = ¢* +
393 +2¢°.

3.3 Compactificacao de uma dimensao

Neste trabalho, nossa proposta € estudar os efeitos de tamanho finito na transi¢do vitrea. A
preocupacao com esses efeitos em transi¢oes de fase nao é novidade, ja tendo sido feitos estudos
para a transicdo vitrea do ponto de vista computacional em [47, 48]. Nao hd ainda, entretanto,

um estudo analitico nessa area.

A referéncia [49] expOe detalhadamente uma metodologia geral para o tratamento de efeitos
de tamanho finito em transi¢des de fase. Em particular, os autores apresentam como exemplo
o caso de superfluidez. De maneira bastante resumida, trata-se de levar uma teoria de campo
usual, no espago plano, a um filme, a um fio ou a um grao por meio da compactificacdo de uma,
duas ou trés dimensodes do espaco em um toro, respectivamente. Analisa-se, entdo, o efeito do

tamanho da dimensao compactificada nas propriedades do sistema.

Seguiremos essa metodologia para verificar o efeito de tamanho na temperatura de transicao.
Para isso, lembramos que o termo da energia livre que apresenta a dependéncia com a tempera-
tura critica € o coeficiente do parametro de ordem ao quadrado (ver a equacdo (3.6)). Em teoria

de campo, como ja vimos, ele é equivalente ao termo de massa da Lagrangiana.

Apresentamos, na proxima Secdo, o efeito de compactificar apenas uma das dimensdes do

sistema. Vale lembrar que introduzir essa compactificacdo nao torna o sistema bidimensional,
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apesar de ela levar o sistema a um filme, uma vez que a dimensao compactificada continua

tendo um comprimento nao-nulo.

3.3.1 Resultados

Como apresentamos na Se¢ao 3.2, nosso sistema ¢é representado por uma Lagrangiana da

forma
L =ap(V9) +m*9* +g¢’,

onde trocamos o coeficiente a; da equacdo (3.22) pelo coeficiente usual m?. Lembramos que o
termo cubico representa as interagdes presentes no sistema liquido-vidro, conforme apresentado

na Sec¢ao 3.2.

O termo de interagdo, no nosso caso ¢> define como serdo os diagramas que contribuem

para a corre¢do do propagador de campo livre, este dado na representagdo dos momentos por

1

A(K?) = yEmme

(3.23)

Para uma teoria ¢>, os diagramas que representam essa contribuicio tém a forma mostrada na

Figura 3.2. Cada um dos bulbos representa a inser¢ao de um termo

2 D
L(k?) = %(l‘g)2 G) /% A((k+0)%) A(¢?) (3.24)

entre propagadores de campo livre. Este termo € conhecido como auto-energia ou operador de

massa € esta expresso para um sistema com D dimensoes.

—O—0O——0O

Figura 3.2: Diagramas ¢> a um loop que contribuem no termo de auto-energia.

O propagador corrigido tem, entdo, a forma

A(P) = A(RP) + AK®) [Z()] A(K) + AK) [Z(k*)] A(K?) [£(k2)] AK®) +---
= AR [1+ (Z(6)) AGR) + ((202) AR - (3.25)
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O termo entre colchetes é uma série geométrica em X(k%)A(k?). Ficamos, assim, com

1 1
1-Z(k2)AK?) A(}{z) — X (k2)
1

= A = R —x() (3.26)

A = AK)-

As expressoes (3.25) e (3.26) sdo conhecidas como Equagdo de Dyson.

Temos, entdo, uma massa corrigida, m’, que deve se anular na transicio de fase

2= m-3(k3) = 0. (3.27)
Portanto, )
IS DS | abr ) )
=X(k*) = 5(zg) (7> /W A((k+0)7) A(C?). (3.28)
Definimos D
1—/ d E A((k+0)%) A(E%). (3.29)

Na transicao de fase, devemos ter k = 0. Dessa forma, temos (definindo s = 2, para genera-

lizar os célculos)

dDe
1—/ £2+m) (3.30)

Para levar uma das dimensdes do sistema a um toro, utiliza-se a prescricdo de Matsubara
generalizada [49]. Para o nosso caso, em que trabalhamos com dimensdes espaciais euclidianas

e com um campo escalar (que € usado na descri¢do de bosons), essa prescricdo € definida pelas

substituicoes
dk; 1 & 2n;m
— = — ki — 3.31
L ni_Z_m7 P = (3.31)
onde Ly, Ly, ..., Ly_1 sdo os comprimentos das dimensdes espaciais compactificadas.

No nosso caso, fazemos a compactificacdo em apenas uma dimensao (por isso, o indice i

nao € necessdrio), levando o sistema a um filme. Ficamos, portanto, com

aP-1y 1

I = Z / 27'L'D1 Z)z_'_mz)s

n*—oo

aP-'7 1
- Z/ (332)

L,=.) 2o)P~t (2422 4 m2)s

Na ultima linha, usamos o fato de que ¢, e ¢ sio componentes do mesmo vetor.
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Colocando (27m)? em evidéncia temos

dP-17 1
Z / ~ NG X 5)

) P g2 (2 m 2 + 2 amp -+ 1/ 2|

Definimos, entao,

1 7
= G gDV — (am) PP 1
27 © 4= 2mwm = (Jtm) 9

e usamos, da prescri¢do de Matsubara, que

27n
="
para obter
;o i / dP~'g (2mm)P-! 1
L, &=_ ) 2r)P-t 2mm)® [(n/mL)? + G + 2]’
1 & dP—1g 1
= — Y Qum)P-1—2 / 3.34
L :Z‘ ) Q2m)P=1 (2 +an?+c2)"’ (3-34)
onde definimos a = (mlL)Z' Assim,
" EWI\G) 2 mem L 27r01 (@ +an+c2)° '
———

=A
A integral, efetuada sobre as dimensdes nao compactificadas, pode ser resolvida pela formula

de regularizacdo dimensional [50]

d'p 1 [(s—r/2)
/(277:) (P2 + M) (4E)r/2F(S)MS_r/2’ (3.36)

comr=D—1eM =an?®+c?. Consequentemente, ficamos com

A 0 ~ o T(s—(D-1)/2) 1
me = E(an)D LN ; (4 O-TL(y) . (an2—}—c2)s_(D_1)/2
A s - Ls=(D-1)/2) ¢ 1
= 1z (2xm)P~*\/a - (4m)P-D21(s) Zw (an2+c2)s*(D*1)/2' (3.37)

O somatorio € a definicdo da funcdo zeta homogénea de Epstein-Hurwitz [51]

(o]

Z(via)= Y (an}+A)" (3.38)

ny=-—oo

com V=s— @. Esta func@o pode ser estendida no plano v complexo, ficando na forma
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[52]

2o nl/? 1 1 > n V=3 n
Z{ (via) = Jar(v) LZV—I F(v—§> —|—2n§’1 (:) Kv_% <%>] , (3.39)

onde K, 1 ¢ a funcao de Bessel modificada.

Substituindo Zfz (v;a) na equagdo (3.37), usando v em termos de s e D, temos

A s ~ L(s=(D-1)/2) 4
i 4;:( )sz(4n)01/2r()\fr( b1

1
1 D—1 1 > an \°" 2 2
| o (S‘ 2 5) 2 (—) Kooty (

[

-~

Renormaliza¢iao

A 71'1/2

= 4z @ By i <W) SQZKsDz]é (%>

24 (an)D 2 gl/2 & STz n
-1 7 2 \Va

(47:) +1r n

Estamos trabalhando com um sistema tridimensional, entdo, D = 3. Como s = 2, a equagao

e L) 0 () ow

A funcdo de Bessel € dada por [53]

acima fica

K=, 2ee (3.41)
2 2z

comz = \/La = nmL. Usando essa defini¢do e asde a e c e I'(2) = 1 [53], ficamos com

1

2472 1 & T \2 L/ T O\

2 5 —nmL

- L 2 L) ( )

" (47)20(2)2% m ; (1/2n) (mL)* \ S €
A 1 &

2 —nmL
- - - . 3.42

" 16T m n;e ( )

A/

O somatorio na equagao (3.42) é a série geométrica, a ndao ser por um termo. Acrescentando o
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termo que falta, temos

2 A’ i L
m- = — (e™™)"+1-1
m \ =
A&
—_ Z(e—mL)n_l
m -\ =0
Logo,
A 1 A
m=— —— - —. (3.43)
m l—emL m

A equacdo (3.43) nos mostra a relagdo da massa, m, com o comprimento, L, da dimensao
compactificada. Como m? = «|T — T.| no modelo de Ginzburg-Landau, encontramos uma
relacdo que mostra como a temperatura de transi¢ao varia com esse comprimento. Vale a pena

fazer uma analise dos casos extremos, ou seja, quando L — 0 e quando L — .

No caso de L — 0, ou seja, quando o sistema de trés dimensodes tende a um sistema de duas

dimensoes, temos

1 _ et 14+mL _ gl
l—em —  emL_1 50 1+mL—1 mL
5 Al A A
m o — - —
L—0 m miL m
A/
m4 ~ —
L—0 L
A/

entio (T —T,)? AT (3.44)
_>

O que este limite nos mostra é que a temperatura da transi¢do difere da temperatura critica
usual quando o sistema fica préximo de se tornar bidimensional de uma maneira que nao po-
demos prever, ja que surge uma divergéncia. Isso quer dizer que as transi¢Oes de fase em 2 e
3 dimensodes devem apresentar caracteristicas diferentes. A referéncia [48] mostra, por meio
de simulacdes, que ha uma diferenca fundamental entre essas duas transi¢cdes, chegando a ine-

xisténcia dos plateuax mostrados nas Figura 1.3 para sistemas bidimensionais.

Para o caso de L — oo, ficamos com

lime™ = 0
L—oo
A1 A’ Al A
m o~ - =TT
Lse m1—0 m m m
entao T — T. (3.45)

Ou seja, quando nos afastamos da regido de L pequeno, a temperatura da transi¢ao se aproxima
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da temperatura critica usual.

Para uma andlise grafica do comportamento do sistema, fica mais facil escrever L em fungao

de m, bastando algumas manipulagdes:

oA A
e
A A
—mL __ —mL
I—e™ = — — —(1-e"™)

/
(A—3+1)emL = 1
m
1
—mL = In| —r—
Am=3+1

L = % In(A'm™+1). (3.46)

A Figura 3.3 mostra essa relagio, para o caso em que A’ = 1. Para valores menores de A’, as
tendéncias extremas aparecem mais rapidamente; para A’ maiores, elas surgem mais lentamente.
O grafico representa bem o comportamento apresentado na andlise dos casos extremos feita

acima.

20

15

10

Figura 3.3: Comprimento da dimenséo compactificada L como fungdo de m o< |T — T,
A =1.

, para

Mostramos, assim, que um efeito de tamanho finito surge quando compactificamos uma
das dimensdes de um sistema na vizinhanga da transi¢do vitrea, ou seja, quando transformamos
o sistema cubico em um filme. Para comprimentos pequenos da dimensdao compactificada, a
temperatura da transi¢cdo aumenta. Isso significa que, para L’s menores o plateau caracteristico
da transi¢do vitrea aparece para temperaturas mais elevadas. Por outro lado, quando L cresce, a

temperatura da transi¢ao reassume o valor usual 7.
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No Capitulo 4, apresentamos simulacdes em que um dos lados de uma caixa inicialmente
cubica € reduzido para verificar o efeito da compactificacdo. Os resultados que mostramos na

Secdo 4.4 corroboram com os resultados aqui apresentados.
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4 Analise numérica

Neste Capitulo, apresentamos o modelo utilizado na andlise computacional da transi¢dao
vitrea (Se¢do 4.1), os métodos computacionais utilizados nas simulacdes (Se¢des 4.2 € 4.3) e os

resultados obtidos (Secdo 4.4). Os cédigos desenvolvidos sao apresentados no Apéndice A.

4.1 O modelo de Kob e Andersen

O modelo de Kob e Andersen foi proposto em um artigo em 1995 [8], com o objetivo de
testar computacionalmente algumas previsdes da MCT (Secao 2.2.2). Ele se baseia em um

modelo anterior, apresentado em [6], com a introducao de algumas modificacdes.

O sistema € composto por uma mistura de dois tipos de particulas cldssicas, A e B, ambas

com massa m, mas didmetros diferentes. As particulas interagem por meio de um potencial de

c 12 c 6
Vap = 4€ap [(%ﬁ) - (%ﬁ) ] .1)

com «,f3 € {A,B} e r a distancia entre as particulas. Escolhe-se trabalhar com uma mistura

Lennard-Jones

bindria para inibir a cristalizacdo do sistema a baixas temperaturas [6]. No entanto, com a mis-
tura de 80% de particulas do tipo A com 20% do tipo B do modelo original isso ndo € alcangado,
segundo Kob e Andersen [8]. A proposicdo que surge, entdo, ¢ fazer uma modificagdao nos
diametros das particulas, dados pelos valores de Cup- Passa-se a usar o444 = 1,0, o453 =0,8 ¢

opp = 0,88, enquanto no modelo original o4 = 0,9044 € 0pp = 0,804

A segunda modificacdo que surge ¢ com relagdo ao pardmetro €y, que dd a energia de
interacao entre as particulas. No modelo original, a energia era a mesma para os trés casos,
€44 = Eop = €pp. Aqui, usa-se €44 = 1,0, €45 =1,5 e €gp = 0,5. Por fim, corta-se o potencial
quando reyoff = 2,504, enquanto em [6] usa-se uma fung@o para suavizar esse corte, de forma

que o potencial de intera¢do vai a zero entre r = 1,90,5 € r =2,304p.

Os par@metros 04 € €yp sdo introduzidos de maneira que tudo o que € tratado computaci-
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onalmente seja adimensional. Assim, todos os comprimentos do sistema sao dados em termos
de 044; todas as energias, em termos de €44 € 0s tempos, em termos de (mo3, /48e44)' /2. A
comparacao apresentada em [8] € com valores para o argénio. Esses valores correspondem a

um comprimento de 3,4A, a uma energia de (120K)kp e a um tempo de 3 - 10~ 13s.

As simulagdes apresentadas em [8] foram feitas para N = 1000 particulas em uma caixa
cubica de lado L = 9,4044 (0 que da uma densidade p = 1,2, em unidades de GX/{?’), com
temperaturas 7 = 5,0, 4,0, 3,0, 2,0, 1,0, 0,8, 0,6, 0,55, 0,5, 0,475 e 0,466.
O principal resultado obtido foi o comportamento do deslocamento quadratico médio com o
tempo de simulagdo para as diferentes temperaturas, ja mostrado na Figura 1.3(b), caracteristico

da relaxacao em dois passos.

A quantidade de particulas na simulacido de Kob e Andersen € o dobro da apresentada no
modelo original de [6]. Quando comparada a amostras de experimentos reais, entretanto, essa
quantidade € muito pequena, o que gera preocupag¢do com os efeitos de tamanho finito sobre
os resultados. A referéncia [47] traz um estudo detalhado desses efeitos para o modelo de Kob
e Andersen em duas e trés dimensdes. A ideia apresentada é definir, partindo da variagao do
tempo de relaxacdo o (lenta) com a quantidade de particulas, um comprimento de correlagdo
estatico para o sistema. As simulacdes foram feitas para diferentes temperaturas, com N €

[128,20164], mantendo a mesma densidade apresentada em [8].

A referéncia [48] também apresenta, para o modelo de Kob e Andersen em duas dimensdes,
simulagdes para diferentes tamanhos do sistema. Neste caso, N € [100,8 - 109] particulas, um
aumento bastante significativo. O foco dessa referéncia é, na verdade, a diferenca entre as
transi¢des vitreas em duas e trés dimensdes, e o efeito do tamanho do sistema é comentado
brevemente. Um resultado bem interessante apresentado € a auséncia do plateau na funcao de
espalhamento incoerente (ver Figura 1.3(a)) para sistemas bidimensionais a partir de 1 milhdo

de particulas.

Outro problema que surge, mas ndo € tratado nas referéncias estudadas, é com relacdo a
divergéncia no potencial de interagdo quando duas particulas se aproximam (V4g — oo quando
r — 0). Essa divergéncia também aparece no célculo da forca de interacdo entre as particulas,
que € usada na evolugdo temporal do sistema (uma vez que Fypg = —VV5). Fizemos varias
tentativas de tratar esse problema, entre elas: escolhemos um valor maximo para a forca entre
particulas, gerando uma distancia minima de interacdo abaixo da qual a forca e a energia poten-
cial teriam um valor fixo; ignoramos a divergéncia e rodamos os programas sem fazer alteracoes
em Vg e em Fgg; tentamos simular o sistema para particulas rigidas, impenetraveis, com base

em simulagdes tipo “event driven” [54]; finalmente, inserimos um “parametro de softening”,
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escolhido como o diametro de interacao entre as particulas.

Na Secao 4.4, mostramos os resultados obtidos a partir dessas tentativas. Antes, tratamos

dos métodos computacionais utilizados nas simulacoes.

4.2 Meétodos de Monte Carlo

Os métodos de Monte Carlo sdao métodos computacionais usados na solucao de problemas
de Fisica Estatistica que se baseiam no sorteio de nimeros aleatérios [55, 56]. Seu desenvol-
vimento ocorreu na década de 1940 para a solugdo de equacdes integro-diferenciais como a de

Boltzmann e a de Fokker-Planck [57].

Um exemplo clédssico é o uso desse método no calculo do valor de 7 pela comparagdo das
areas de um quadrado centrado na origem de um sistema de eixos cartesianos, com lados entre
—1 e +1 nos eixos x e y, e de uma circunferéncia de raio unitario, também centrada na origem
[55]. Geram-se N ndmeros aleatdrios entre —1 e +1 nas duas direcoes. Todos eles, claro,
estardo dentro do quadrado, mas apenas uma fragdo N’ estara dentro do circulo. Calculamos o
valor de 7 por esta fracdo, uma vez que

N’ o Acirculo

T
— = == 4.2)
N Aquadrado 4

Quanto maior o niumero de pontos gerados, mais preciso serd o calculo.

A Figura (4.1) mostra uma realizacao desse calculo, feita para um bilhdo de pontos (4.1(a)),
e a diferenca entre o valor calculado para 7 e o valor dado por uma biblioteca da linguagem C

para diferentes quantidades de pontos gerados (4.1(b)).

Virias outras aplicacdes desses métodos sao largamente utilizadas, desde a solucdo de in-
tegrais passando pela simulacdo de sistemas de particulas regidos por leis Fisicas, até sistemas
quimicos e bioldgicos [55, 56]. Para o sistema estudado, usamos dois algoritmos baseados em

métodos de Monte Carlo. Eles serdo mostrados nas duas sub-secOes apresentadas a seguir.

4.2.1 Equilibracao

O Algoritmo de Metropolis foi desenvolvido na década de 1950, para “calcular as pro-
priedades de qualquer substancia que pode ser considerada como composta por moléculas in-
teragindo individualmente” [58] (traducdo nossa). De maneira simplificada, € um algoritmo

que visa a levar o sistema a uma configuracdo de equilibrio (minimo de energia) por meio de
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Pontos gerados no célculo de pi Diferenca pi x nimero de pontos
1 bilhio de pontos
—— 0.8 T

0.5 06

04—

Diferenga de pi da biblioteca

0.5 i

L ¢

1 05 0 05 1 Ot il ol ol T T
1 10 100 1000 10000 le+05  le+06  le+07  le+08  le+09
N

(@) (b)

Figura 4.1: Calculo do valor de © pelo método de Monte Carlo. (a) Pontos internos (em vermelho)
e externos a circunferéncia, para N = 10° pontos. (b) Diferenca entre os valores de 7 calculado pelo
método de Monte Carlo e da biblioteca “math.h” do C para diferentes valores de N.

movimentagdes aleatorias de particulas que compdem o sistema, também escolhidas de forma

aleatdria [56].

As N particulas sdo colocadas em suas posi¢des iniciais, escolhidas de maneira arbitréria.
Calcula-se, entdo, o valor da energia potencial (U) do sistema nessa configuracdo. Estabelece-
se um valor 8, que é o maximo que uma particula poderd se deslocar em cada dire¢do em
uma rodada. Escolhe-se uma particula aleatoriamente ( j) e sorteiam-se trés nimeros aleatdrios
(&1,&2,&3), um para cada diregéo, entre —1 e 1 para serem multiplicados por § e somados a
posigdo (x;,y;,z;) da particula. Finalmente, calcula-se a variacdo que o movimento causa na
energia potencial (AU). Se esta for negativa, o movimento é aceito. Caso contrario, sorteia-se
um novo nimero aleatério (&4) entre 0 e 1, que é comparado ao peso de Boltzmann (exp(—AU /kgT)),
com kg sendo a constante de Boltzmann e T a temperatura do sistema: se &4 < exp(—AU /kgT),
o0 movimento € aceito; caso contrario, o movimento € rejeitado. O procedimento € repetido a

partir do sorteio da particula por N0, at€ que o sistema esteja equilibrado.

No nosso caso, inicialmente colocamos as particulas em uma rede regular, igualmente
espacadas. O potencial de interagdo utilizado foi o do modelo de Kob e Andersen, com kg = 1
e T =5,0, de acordo com as unidades apresentadas na Secdo 4.1. Adicionamos condicdes de
contorno periddicas ao algoritmo quando o movimento da particula € aceito (isso significa que,
se a particula sai por um lado da caixa, “reaparece” do lado oposto). O Algoritmo 4.1 mostra

um pseudo-c6digo do programa.
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Algoritmo 4.1: Algoritmo de Metropolis

Entrada: N,u05, Xinic; Vinics Zinic, 0, T

Resultado: x sy, y fin, 2 fin, Ufin

begin

Calculo de U;

while (n° do passo < Npags0s) do

Sorteio da particula j;

& =ran(—1,1);

& =ran(—1,1);

&y =ran(—1,1);

xjxj+&0;

Yj < ¥j+&8;

zj+zj+&0;

Calculo de AU ;

if (AU < 0) then

U<+ U+AU;

Condig¢ao de contorno;

else

&y =ran(0,1);

if (&4 < exp(—AU /kgT)) then
U+ U+AU;
Condig¢ao de contorno;

end

end

end

end

4.2.2 Distribuicao das velocidades

Ap6s a equilibragdo pelo Algoritmo de Metropolis para a temperatura mais alta, é ne-
cessario analisar a evolugdo do sistema. Isso significa acompanhar as trajetérias das particulas
que o compdem de maneira deterministica, por meio das equagdes de movimento que o regem.

A maneira como isso € feito serd explicada na Segao 4.3.

Para simular essa evolucdo, precisamos antes atribuir velocidades as particulas, o que nao

€ necessdrio na equilibracdo. Essa atribui¢do € feita por importance sampling, a escolha de
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numeros aleatorios a partir de uma distribui¢do ndo-uniforme de valores. Essa técnica permite
que regides do espaco das configuragdes com maior importancia para o sistema sejam escolhi-
das com maior frequéncia [55, 54, 59]. O Algoritmo de Metropolis € um exemplo de uso dessa

técnica, com o peso de Boltzmann especificando as regides de maior relevancia estatistica.

O algoritmo utilizado para gerar a distribuicdo de velocidades € uma versao modificada do
apresentado na secdo anterior. Parte-se de uma distribui¢ao u, mais facilmente obtida, para ou-
tra distruibuicdo f, de formato mais elaborado. Primeiramente, sorteia-se um nimero aleatorio

v partindo da distribui¢do p. Calcula-se f(v) e gera-se um segundo nimero aleatério x € [0,1)

maxy  f(v)

de uma distribuigio uniforme (tipo “ran2.c” [60]). Caso x seja menor que 7 )

, aceita-se

v. Caso contrdrio, rejeita-se v e os passos sao repetidos.

No nosso caso, a distribui¢do p € uniforme, com intervalo [0, 1) (usamos a fungdo “ran2.c”)

e a distribuicdo f, por se tratar de uma distribui¢ao de velocidades, € uma Maxwell-Boltmann

32
) =4 (zn’;: T) e /2l (4.3)
B

com m sendo a massa da particula, kp a constante de Boltamann e 7" a temperatura do sistema.
O Algoritmo 4.2 mostra um pseudo-cddigo do programa e a Figura (4.2) mostra a distribuicdo
gerada para 1 milhdo de pontos. Note que, no pseudo-cédigo, consideramos que f(v) é norma-

lizada.

Algoritmo 4.2: Algoritmo de importance sampling.
Entrada: Nponos

Resultado: v  (varios valores)
begin
while (n°doponto < Npontos) do
v=ran(0,1);
Calculo de f(v);
x=ran(0,1);
if x < f(v) then

‘ v € aceito;

end

end

end

Dessa forma, fizemos a distribui¢do dos mddulos das velocidades. Como estamos tratando

de um sistema em trés dimensdes, ainda € necessério fazer uma distribuicao semelhante para os
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Maxwelliana gerada por Monte Carlo

Figura 4.2: Distribui¢io maxwelliana gerada a partir do Algoritmo 4.2, para 10° pontos. A distruibui¢io
u utilizada é uniforme, obtida a partir da funcao “ran2.c”.

angulos polar e azimutal. Com o médulo da velocidade e os dois angulos, temos as velocidades

das particulas e podemos partir para a evolucao do sistema.

4.3 Dinamica Molecular

Para simular a evolucdo de sistemas de muitas particulas classico, isto é, suas propriedades
de equilibrio e de transporte, € necessario usar técnicas de Dinamica Molecular [61]. Essas
técnicas se baseiam na resolucdo de equacdes da Mecanica Classica, ou seja, equagdes prove-
nientes das formula¢des de Euler, Hamilton, Lagrange e Newton e podem ser usadas no estudo

de varios tipos de sistemas, como s6lidos, polimeros, biomoléculas, entre outros [62].

Nosso sistema, representado por uma modificacdo do modelo de Kob e Andersen (ver Sec¢ao
4.1), é descrito por uma hamiltoniana e, portanto, por equacdes de movimento cldssicas que po-
dem ser resolvidas por Dinamica Molecular. Surge, entdo, o questionamento de qual tipo de
integrador deve ser utilizado, uma vez que hd uma variedade muito grande de métodos dis-

poniveis.

A referéncia [61] traz uma boa discussao a respeito dos critérios para essa escolha e trata de
varios desses métodos. Com base nessa abordagem, o algoritmo que utilizamos € o de Verlet,
na forma das velocidades. Trata-se de um algoritmo rapido e que ndo requer um uso muito

grande de memoria, apesar da necessidade de calcular as forcas em todos os passos de tempo.
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A principal vantagem € que a conservagdo da energia no algoritmo de Verlet € relativamente
boa, o que se deve a sua reversibilidade temporal e a conservacido do volume no espaco de fase

[61]. Além disso, € o algoritmo utilizado no modelo original de Kob e Andersen [8].

O algoritmo de Verlet vem diretamente da expansao em série de Taylor das coordenadas
espaciais das particulas [62]. A partir de manipulacdes envolvendo essas coordenadas e suas
derivadas, que sdo equivalentes aos momentos conjugados (a ndo ser por um fator multiplica-

tivo), chegamos a uma forma de evolugdo em dois passos

i+ Yy = pioy+ L E0)

2 2
pj(t+dt/2)

qj(t+dt) = q;(t)+dt 4.4)
m;

dt
pj(l+dl) = pj(t+dt/2)—|—? Fj(l‘—i—dl‘),

onde p;(¢) é o vetor momento da j-ésima particula no instante ¢, q;(¢) seu vetor posi¢do, m;
sua massa, F;(¢) a forca que atua sobre ela e df o passo de tempo utilizado na integragao.
Uma derivacdo detalhada dessas equacdes € apresentada na referéncia [63], partindo de uma

transformacdo candnica das varidveis. O Algoritmo 4.3 mostra um pseudo-cddigo desse método.

Algoritmo 4.3: Algoritmo de Verlet.

Entrada: dt,tax, Nparticulas: 4> Pj € M;j
Resultado: g e p;

begin

while (¢ < t,4,) do

Cilculo de Fj;

i pi+5 Fj

q;j <—qj+dt 51—;,
Novo célculo de Fj;
Dj %PJ—F% Fj;

t<t+dt;

end

end

Pelo algoritmo, nota-se que, a cada passo de tempo, € necessario calcular duas vezes a forca
que atua sobre cada particula. Como se trata de um potencial de interacdo de pares em trés
dimensdes, para cada iteracao, 3N(N — 1) interagdes sdo calculadas. Ha4, ainda, 3N evolugdes
de posicoes e 6N evolucdes de momentos, além dos cdlculos feitos para acompanhar a evolugdo

a cada passo de grandezas como a temperatura e a energia potencial do sistema.
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Para o estudo de efeitos de tamanho finito, a ideia é aumentar significativamente a quan-
tidade de particulas do sistema, o que acresce um volume muito grande de cdlculos a cada
iteracdo. Isso também gera um aumento no tempo computacional, o que pode inviabilizar a
execucdo do programa. Surge, entdo, a necessidade de paralelizar alguns desses procedimen-

tos, conforme mostraremos na Secao a seguir.

4.3.1 Paralelizacao

Implementamos a paraleliza¢do em placa grafica (GPU - Graphic Processor Unit), usando
CUDA®, uma plataforma de computacio em paralelo disponibilizada pela NVIDIA® (fabri-
cante das placas gréficas utilizadas). Na paralelizacdo, a liguagem que utilizamos € uma ex-
tensdo de C, mas a plataforma CUDA® também suporta outras linguagens de programagio.
Esta plataforma foi a primeira a permitir o uso da placa grafica para propdsitos mais gerais
sem a necessidade de transformar um problema de calculo computacional, por exemplo, em um

problema grafico [64].

Como exemplo, explicamos como funciona o cdlculo de for¢as de interagdo de pares em
paralelo em uma plataforma desse tipo. Além dos cdlculos de forcas, paralelizamos os algo-
ritmos de célculo das energias cinética e potencial e do integrador numérico. Estes podem ser

implementados a partir do modelo para forgas.

Considera-se um sistema de N particulas. Uma particula i interage com outra, j, por meio
de uma forga f;;, formando-se uma matriz N por N de forgas entre pares. Em programas se-
quenciais, o uso de f;; = —f;; otimiza o calculo, mas no caso da plataforma CUDA® isso nao
acontece (em breve, fica claro porqué). A forca total F; é, entdo, a soma de todas as entradas
da linha i da matriz. Cada uma dessas entradas pode ser calculada de forma independente das
outras, resultando em N2 cilculos que poderiam ser feitos paralelamente. Do ponto de vista
computacional, isso € invidvel, uma vez que levaria a necessidade de uma memoria da ordem

de N?2. A solucdo, entdo, é fazer parte desses calculos em série.

7

O que se faz € “ladrilhar” a placa grafica. Cada ladrilho (ou grid) € composto por uma certa
quantidade de blocos (blocks) que, por sua vez, é composto por uma certa quantidade de fios

(threads). A Figura 4.3 mostra um esquema dessa divisdao de componentes na placa grafica.

A principio, cada interac@o f;; € calculada em um fio (por isso ndo se usa a simetria da
matriz de for¢as). Essas informagdes sdo, entdo, enviadas para a memoria compartilhada, a que
todos os fios de um bloco tém acesso, e ai somadas. De cada bloco, vao para a memoria global,

a que todos os ladrilhos tem acesso. Caso haja mais particulas no sistema em estudo do que fios
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Figura 4.3: Representacdo esquematica da divisdo em unidades da placa grafica [65].

na divisdo da placa, a quantidade excedente de particulas tem suas forcas calculadas da mesma
forma, mas em fios que ja foram “usados” no cdlculo de outras particulas. Af estd a parte em

série que haviamos mencionado.

Por este procedimento, as N(N — 1) intera¢des que seriam feitas sequencialmente passam a
ser feitas paralelamente, o que gera uma economia significativa de tempo computacional. Além
dessa economia no cdlculo da forca, também reduzimos o tempo computacional paralelizando
outros processos, conforme mencionamos anteriormente. Com isso, torna-se viavel o estudo de

sistemas com uma quantidade maior de particulas.

4.4 Resultados

Seguimos a metodologia apresentada por Kob e Andersen na referéncia [8]: equilibramos o
sistema para a temperatura mais alta (7 = 5,0) e, por meio de um “banho térmico estocéstico”,
diminuimos a temperatura do sistema para os demais valores analisados (Figura 4.4). Como ja
expusemos na Secdo 4.1, surge um problema computacional que € o tratamento da divergéncia
no potencial e na forca quando duas particulas se aproximam. Implementamos algumas tenta-
tivas que também foram mencionadas naquela Sec¢do, ndo tendo sido possivel obter resultados,

exceto quando introduzimos um parametro de softening no potencial. Conforme menciona-
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mos, o parametro de softening escolhido foi o didmetro da particula, 045. Apresentamos os

resultados assim obtidos.

Equilibragao (MC) Distribuicédo de Evolucédo com

T=5,0 v (I'< 5,0) banho térmico
Desl. quadratico Evolucao sem

médio banho térmico

Figura 4.4: Diagrama de blocos da sequéncia de simulacdo para os sistemas com caixa cubica.

4.4.1 Caixa cubica

Partimos de uma caixa cubica, centrada na origem. Dividimos a caixa em células de ta-
manhos iguais e colocamos uma particula no centro de cada célula. Rodamos o Algoritmo de
Metropolis com 7 = 5,0 e condi¢bes de contorno periddicas, para diferentes valores de O e
diferentes quantidades de particulas, N, mantendo a densidade do sistema p = 1,2, conforme
[47]. Nas Figuras 4.5, apresentamos como a energia potencial do sistema, U, varia ao longo da
simulacao. Na Figura 4.6, mostramos as posicdes das particulas ap6s a equilibracdo por Monte

Carlo, para o caso N = 64 particulas e diferentes valores de §.

Na Figura 4.5, fica claro que a influéncia de 6 na quantidade de passos gastos para que a
energia potencial do sistema oscile em torno de um valor fixo é pequena para os sistemas com
menos particulas. Isso jd ndo é verdade para os sistemas maiores, em que 8 = 0,5 equilibra o
sistema mais rapidamente. Essa diferenca é esperada e se deve a quantidade de movimentos por
particula: se todos os movimentos fossem aceitos, para 107 passos e N = 64 particulas, cada
particula se moveria, em média, mais de 150 mil vezes; ja para N = 13824, esse valor ndo chega
a 800 vezes. Em todos os casos, a energia potencial estabiliza em torno de —0,7, mesmo para

valores bem diferentes de N.

Na Figura 4.6, € possivel ver que diferentes valores de d no influenciam significativamente
na configuracdo do sistema, no sentido de que ndo se notam aglomeracdes de particulas ou
regides “favorecidas” para os diferentes valores utilizados. Para os demais sistemas, as posicoes

finais das particulas também sdo obtidas e podem ser plotadas em um grafico semelhante.

Podemos, a partir das posi¢des obtidas para T = 5,0, atribuir velocidades as particulas da
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Figura 4.5: Energia potencial versus nimero de passos de Monte Carlo para diferentes valores de 6.
Rodamos o programa para Npge0s = 1+ 107, caixas ctibicas centradas na origem, densidade p = 1,2,
temperatura 7 = 5,0 e diferentes quantidades de particulas: (a) N = 64; (b) N =512; (¢) N = 1728; (d)
N =4096; (e) N = 8000; (f) N = 13824.
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Figura 4.6: Posicdes das particulas para o sistema com N = 64, ap6s 107 passos de Monte Carlo, para
diferentes valores de 3.

maneira que mostramos na Subsec¢do 4.2.2 e analisar a evolu¢do do sistema. Também pode-
mos acopld-lo a um banho térmico estocastico para diminuir sua temperatura e tentar atingir a

transi¢do vitrea. Para isso, tomamos as posi¢des finais obtidas para 6 = 0, 5.

A evolugdo do sistema para temperaturas menores se dd em duas fases. Na primeira, ele
¢ acoplado ao banho térmico, que consiste na redistribuicao das velocidades das particulas a
cada 50 passos de tempo para que volte a temperatura escolhida. Na segunda, desacopla-se o
banho térmico, deixando o sistema se equilibrar liviemente. Vale ressaltar que, na segunda fase,
a temperatura do sistema pode variar e, ao final da simulacao, pode ser diferente da temperatura

inicial imposta.

Cada uma das etapas foi feita em paralelo, para um tempo computacional de 10° e passos
dt = 0,01 e dt = 0,02 para temperaturas maiores que 1,0 (inclusive) e menores que 1,0, res-
pectivamente. Para 7 = 4,0, comecamos 0 processo com as posi¢oes obtidas pelo Algoritmo
de Metrépolis para T = 5,0; para as demais temperaturas, come¢amos com as posi¢oes da tem-
peratura imediatamente superior, exceto pelas temperaturas entre 2,0 e 3,0, que sempre foram
obtidas a partir da configuracdo de T = 3,0. Na Figura 4.7, mostramos a evolu¢do da tempera-
tura e da energia potencial para T = 4,0 e N = 64 particulas ao longo do tempo de simulagdo

com banho térmico (a) e sem banho térmico (b).

Repetimos o procedimento para 7' = 3,0, 2,8, 2,5, 2,3, 2,1, 2,0, 1,0, 0,8, 0,6

e 0,55. A Tabela 4.1 mostra as temperaturas e energias potenciais médias para as diferentes
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Figura 4.7: Evolugdo da temperatura (verde) e da energia potencial (vermelho) do sistema (a) com
o banho térmico e (b) depois do banho térmico. Pardmetros da simulagio: f,,.c = 1-10°, dr = 0,01,
T =4,0, N = 64 particulas, caixa ctibica com densidade p =1, 2.

temperaturas de banho térmico. As médias foram obtidas tomando os ultimos 100 pontos da

segunda etapa para cada simulacdo. Os dados da Tabela estdo plotados na Figura 4.8, que é

bastante semelhante a apresentada em [66].

Tabela 4.1: Temperaturas e energias potenciais médias para as diferentes temperaturas de banho

térmico, com N = 64 particulas.

Temperatura do banho | Temperatura média | Energia potencial média
4,0 4,28 —0,684
3,0 2,85 —0,687
2,8 0,939 —2,74
2,5 1,36 —5,88
2,3 1,31 —0,721
2,1 1,69 —11,3
2,0 1,55 —22.0
1,0 1,18 —27,6
0,8 1,49 —11,18
0,6 1,46 —11,6
0,55 1,48 —13,1
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Figura 4.8: Temperatura média vesus energia potencial média, com N = 64 particulas. A linha

pontilhada é apenas uma referéncia.

A energia potencial média varia muito quando a temperatura do sistema estabiliza em torno
de 1,5. Isso mostra que ha uma dificuldade na equilibracdo do sistema em torno dessa tempe-
ratura, o que pode ser um indicio da transi¢do de fase. Outro indicio que surge é a formagao

de aglomerados de particulas, como mostram as Figuras 4.9 e 4.10, onde as temperaturas das
legendas sao do banho térmico.

Para verificar a existéncia de mais evidéncias da transi¢do, deixamos o sistema evoluir,
agora sequencialmente, por mais um intervalo de tempo, calculando o deslocamento quadratico
médio (MSD) para as particulas do tipo A. As Figuras 4.11 e 4.12 apresentam a evolucao dos

MSD’s para as diferentes temperaturas. As temperaturas das legendas também sdo do banho

térmico. O tempo de simulagdo foi ¢, = 100, com passo dt = 0,001.

As Figuras mostram, claramente, o surgimento do plateau em algumas temperaturas. Con-
forme expusemos, essa € a marca da transi¢do vitrea, 0 que mostra que conseguimos levar o
sistema a ela. Também fica claro que sua ocorréncia se dd em torno de 7 = 1,5. O préximo
passo € repetir os procedimentos descritos até agora para uma quantidade maior de particulas,

a fim de verificar como o tamanho do sistema influencia na transicao.

A Figura 4.13 mostra o periodo de equilibracao para T = 4,0 e N = 512 particulas, com
banho térmico (a) e sem banho térmico (b). Claramente, ha um problema na equilibracao do sis-
tema: o valor da energia potencial aumenta significativamente ap6s o desacoplamento do banho
térmico. A temperatura, por outro lado, ndo diminui na mesma propor¢ao, 0 que ocasiona um
aumento no valor do erro na energia associado a simulagdo. Pode ser que isso seja consequéncia

de uma equilibragdo ndo muito eficiente ainda na etapa de Monte Carlo, para 7' = 5, 0.
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TO=30 +

TO=28 + TO=25 +

TO=23 + To=21 +

(e) ®

Figura 4.9: Posi¢des das particulas ao final da equilibragdo para uma caixa ctibica com N = 64
particulas, densidade p = 1,2 e temperaturas (a) 4,0; (b) 3,0; (¢) 2,8; (d) 2,5; (e) 2,3; (f) 2, 1.
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Figura 4.10: Posi¢des das particulas ao final da equilibragdo para uma caixa cubica com N = 64

particulas, densidade p = 1,2 e temperaturas (a) 2,0; (b) 1,0; (¢) 0,8; (d) 0,6; (e) 0,55.
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Figura 4.11: Deslocamento quadratico médio para as particulas do tipo A versus tempo de

4,0; (b) 3,0; (¢) 2,8; (d) 2,5; () 2,35 () 2, 1.
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Figura 4.12: Deslocamento quadratico médio para as particulas do tipo A versus tempo de
simulacao para uma caixa cibica com N = 64 particulas, densidade p = 1,2 e temperaturas (a)
2,0; (b) 1,05 (¢) 0,8; (d) 0,6; (e) 0,55.
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Figura 4.13: Evolugdo da temperatura (verde) e da energia potencial (vermelho) do sistema (a) com
o banho térmico e (b) depois do banho térmico. Paradmetros da simulacio: #,,, = 1- 100, dr = 0,01,

T =4,0, N =512 particulas, caixa cibica com densidade p = 1,2.

O estudo de sistemas com quantidades maiores de particulas precisa, entdo, ser feito de
maneira mais profunda. Nao temos convic¢do de que o aumento da quantidade de passos de
Monte Carlo para T = 5,0 ou do tempo de evolucdao de Dinamica Molecular para temperaturas
mais baixas seria suficiente para solucionar os problemas que surgiram, mas estas poderiam ser
as primeiras tentativas. Outra possibilidade seria a equilibracio pelo Algoritmo de Metropolis

também para as temperaturas mais baixas.

Os resultados obtidos nesta Secdo contribuiram para direcionar a investigagao cujos resul-
tados apresentamos a seguir, em que deixamos de trabalhar com caixas cubicas e densidade

fixa.

4.4.2 Compactificacao de uma dimensao

Na Secdo 3.3, apresentamos como a temperatura critica varia com o tamanho do lado com-
pactificado da caixa (equacdo (3.43)). A andlise dessa relacdo mostra que, conforme esse com-
primento diminui, a temperatura em que ocorre a transi¢ao aumenta, até divergir da temperatura
critica usual quando L vai a zero (equacdo (3.44)). Podemos verificar, computacionalmente, se

ha evidéncias desse comportamento, o que apresentamos nesta Subsecgao.

Os procedimentos adotados aqui foram diferentes dos expostos na Subsecdo 4.4.1. A
equilibracdo foi feita usando o Algoritmo de Metropolis, para T =1,0e T =2,0 e N = 64

particulas (Figura 4.14). Nos dois casos, mantivemos as dimensdes y e z da caixa (Ly, L;) cons-
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tantes e iguais a 10,0 e variamos a dimensdo x (L,), sempre com a caixa centrada na origem.

Dessa forma, a densidade do sistema muda. Pela andlise apresentada na Subsecdo anterior,

N\ /

mantivemos o valor de § sempre igual a 0, 5.

o Distribuica volu a0 com
Equilibracdo (MC) | ———» 1str1buj(;ao —_— ¢
de v nho térmigc,

X

Desl. quadratico j(lu(;ao se
. B —
médio banho térmico

/ AN

Figura 4.14: Diagrama de blocos da metodologia adotada para os sistemas compactificados.

Na Figura 4.15, mostramos que a energia potencial do sistema converge rapidamente para
todos os valores de Ly nos dois casos apresentados. Para T = 1,0 (Figura (b)), as energias
potenciais de Lx = 10,0 e L, = 5,0 ficam muito proximas, mas muito acima dos valores de
Lx=12,5¢ Ly = 1,25 (que também estdo muito proximas). Essa separacdo clara de energias
pode ser uma indicagdo da transi¢cao de fase. Para T = 2,0 (Figura (a)), é possivel ver as quatro

curvas bem discriminadas, mas com energias bastante proximas.

0.2

T x =100 +
x=50 x 0
x=25 =
0 Lx =1,25 o Lx =10.0 +
-5 %=50 =
x=25
10 x=125 =&

-15
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Figura 4.15: Energia potencial versus nimero de passos de Monte Carlo para diferentes valores de L.
Rodamos o programa para Npue0s = 1+ 107, caixas centradas na origem com Ly = Lz = 10,0, N = 64
particulas e diferentes temperaturas: (a) T = 2,0; (b) T = 1,0.

Plotamos as posi¢des das particulas para as duas temperaturas, ao final da equilibracao,

gerando os graficos das Figuras 4.16 e 4.17. Nao se nota diferenca qualitativa no arranjo das
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particulas para as duas temperaturas e os diferentes valores de L,, ndo havendo indicios de

transicdo de fase.

(© (d)

Figura 4.16: Posicoes das particulas ao final da equilibragdo para uma caixa com Ly = Lz =
10,0, N = 64 particulas, temperatura 7= 2,0 e (a) Lx = 10,0; (b) 5,0; (c) 2,5; (d) 1,25.

Para verificar a possibilidade de o sistema ter passado pela transi¢do vitrea com a variagao
de L., deixamos o sistema evoluir, sequencialmente, por um intervalo de tempo ,,,, = 100, com
passo dt = 0,001 e calculamos o deslocamento quadratico médio para as particulas do tipo A.
As Figuras 4.18 e 4.19 apresentam a evolucdo dos MSD’s para diferentes L,. A Figura 4.20

mostra a juncao dos quatro graficos da Figura 4.19.
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(© (d)

Figura 4.17: Posicoes das particulas ao final da equilibragdo para uma caixa com Ly = Lz =
10,0, N = 64 particulas, temperatura 7 = 1,0 e (a) Lx = 10,0; (b) 5,0; (c) 2,5; (d) 1,25.

Para T = 2,0, todos os graficos sdo idénticos, ndo existindo o plateau caracteristico da
transicdo vitrea. Japara T = 1,0, as duas caixas mais “finas” apresentam a formagao do plateau,
enquanto ele ndo aprece para os dois maiores valores de L,. Isso significa que, para os valores
menores de Ly, o sistema ja passou pela transicao vitrea. Ou seja, a temperatura de transi¢ao
¢ maior para valores menores de Ly, o que corrobora com o resultado tedrico encontrado na
Secdo 3.3. Na Figura 4.20, a passagem pela transicao fica ainda mais clara: as duas curvas com

L,’s maiores praticamente colapsam; o mesmo ocorre para as duas curvas com L,’s menores.

O préximo passo € a ampliacdo desse resultado, a partir de simulagdes com maiores quanti-

dades de particulas e para uma fixa maior de temperaturas. O aumento de N esbarra no problema
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Figura 4.18: Deslocamento quadratico médio para as particulas do tipo A versus tempo de
simulacdo para uma caixa com Ly = Lz = 10,0, N = 64 particulas, temperatura 7 = 2,0 e (a)

Lx=10,0; (b) 5,0; (c) 2,5; (d) 1,25.

apresentado na Subsec¢do 4.4.1, precisando de uma anélise mais aprofundada. A cobertura de

uma faixa maior de temperaturas € um objetivo mais préximo de ser alcangado, mas que ainda

deixamos com perspectiva para trabalhos futuros.
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Figura 4.19: Deslocamento quadratico médio para as particulas do tipo A versus tempo de
simulacao para uma caixa com Ly = Lz = 10,0, N = 64 particulas, temperatura 7 = 1,0 e (a)
Lx =10,0; (b) 5,0; (c) 2,5; (d) 1,25.
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Figura 4.20: Deslocamento quadratico médio para as particulas do tipo A versus tempo de
simulag@o para uma caixa com Ly = Lz = 10,0, N = 64 particulas, temperatura 7 = 1,0 e
diferentes valores de Lx: 10,0 (vermelho); 5,0 (verde); 2,5 (azul); 1,25 (roxo).
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5 Conclusoes e perspectivas

Nesta tese, apresentamos um estudo dos efeitos de tamanho finito na transi¢do vitrea, por
meio de duas abordagens: a primeira, tedrica, por técnicas de Teoria Quantica de Campos; a

segunda, por meio de uma andlise numérica, seguindo o modelo de Kob e Andersen.

Na andlise tedrica do problema, mostramos que, a partir da Lagrangiana que descreve o
sistema e da compactificagdo de uma de suas dimensdes, temos uma primeira linha para esse
estudo. A Lagrangiana de interacio, seguindo [29], é do tipo ¢> e a metodologia seguida na
compactificagdo € apresentada detalhadamente em [49]. O resultado dessa analise mostra que
levar o sistema cibico a um filme altera a temperatura em que a transicdo vitrea ocorre. Mais
especificamente, essa temperatura se eleva cada vez mais para filmes mais estreitos, aparecendo
uma divergéncia no limite L — 0. Esta pode demonstrar que as transi¢cdoes em duas e trés di-
mensoes diferem fundamentalmente, podendo ser uma confirmagdo do que € apresentado em
[48].

Como perspectivas dessa andlise, ainda podemos fazer perturbagdes em ordens maiores
para melhorar os resultados. Além disso, para que a energia livre associada ao sistema seja limi-
tada, uma possibilidade seria acrescentar um termo ¢* 4 Lagrangiana do sistema. Poderfamos,

entdo, refazer os cdlculos e verificar as modifica¢des no resultado final.

Na andlise numérica, desenvolvemos cddigos para equilibrar o sistema em diferentes tempe-
raturas e, ap0s a equilibragdo, calcular a evolucao temporal do deslocamento quadratico médio
(MSD) das particulas. Para um sistema com 64 particulas em uma caixa cibica, com condi¢des
de contorno periddicas, apresentamos evidéncias bastante claras da transi¢do vitrea. Mostra-
mos, inclusive, graficos de evolucdo temporal do MSD em que surge, para algumas tempera-
turas, o plateau caracteristico da relaxacdo em dois passos e “impressao digital” da transi¢ao
vitrea. Para sistemas com quantidades maiores de particulas, aparentemente ndo conseguimos

equilibrar efetivamente o sistema.

Fica, assim, como perspectiva aumentar a quantidade de particulas nas simulagdes, o que

tem uma relacdo direta com um estudo mais aprofundado acerca da equilibracdo do sistema.
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Outro tema que merece aprofundamento € o tratamento da divergéncia no potencial e na forca
quando duas particulas estdo muito proximas. As referéncias apresentadas ndo trazem o trata-

mento empregado, muito menos discussdes sobre o tema.

Por fim, apresentamos um tratamento numérico para comprovar o resultado analitico. Si-
mulamos a compactificagdo de uma das dimensdes da caixa (L), também para sistemas com
64 particulas. Também verificamos a formacao do plateau no MSD em algumas simulacoes.
Demonstramos que a temperatura em que ocorre a transi¢do vitrea varia com o comprimento da
dimensao compactificada. Mais ainda, mostramos que essa temperatura é maior para compri-

mentos menores, o que estd em conformidade com o resultado analitico.

Como extensao desse resultado, também € necessario aumentar a quantidade de particulas
nas simulacdes. Também ficam para trabalhos futuros a ampliacao das faixas de temperaturas e

de tamanhos de L, analisados.
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APENDICE A - Cédigos

Apresentamos os codigos utilizados nas etapas de simulacgao.

A.1 Equilibracao pelo Algoritmo de Metropolis
Programa principal

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>

#include<math.h>

#include"condinipos.c"
#include"Pot2.c"
#include'"ran2.c"
#include"PotMod2.c"

#include"condcont.c"

int main()

{

long N, nl, seed, i, j, t = 0, tmax;
double U, dU, T, qix, qiy, qiz, Lx, Ly, Lz, delta, eta, ex;
FILE *ini, *pos, *eng;

char nompos[50], nomeng[50];

// Leitura dos parametros iniciais

ini = fopen("Cini.in","r");
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fscanf (ini, "%1f", &T);
fscanf (ini, "%1f", &Lx);
fscanf (ini, "%1f", &Ly);
fscanf (ini, "%1f", &Lz);
fscanf(ini, "%1f", &delta);
fscanf (ini, "%1i", &tmax);
fscanf (ini, "%1i", &N);

fscanf (ini, "%li", &seed);

fclose(ini);

nl = 0.8xN;

// Alocagdo de memoria das posicoes

double *q = (double*)malloc(3*N*sizeof (double));

// Condicoes iniciais

CondIniciPos(N,Lx,Ly,Lz,q);

// Calculo da energia inicial

U = Pot(N,nl,q,Lx,Ly,Lz);

sprintf (nomeng, "./dat/EnergiaNy1iT}%gdeltalg.dat", N, T, delta);

eng = fopen(nomeng, "w");

// Evolucao do sistema

while(t < tmax)

i = Nx(ran2(&seed));

qix = q[3*i] + ((double)ran2(&seed))*delta;
qiy = q[3*i+1] + ((double)ran2(&seed))x*delta;
qiz = q[3*i+2] + ((double)ran2(&seed))*delta;

// Calculo da variacao da energia

dU = PotMod(N,nl1,i,qix,qiy,qiz,q,Lx,Ly,Lz);
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if(dUu < 0.0)

{

ql[3*i] = qix;
q[3*i+1] = qiy;
q[3*i+2] = qiz;

// Condicoes de contorno periodicas
contorno(i,q,Lx,Ly,Lz);

U += du;

}

else

{

eta = (double)ran2(&seed);

ex = exp(-dU/T);

if(eta < ex)

{

ql[3*i] = qix;
q[3*i+1] = qiy;
q[3*i+2] = qiz;

// Condicoes de contorno periodicas
contorno(i,q,Lx,Ly,Lz);

U += dU;

}

}

// Impressao da energia
fprintf (eng, "%1i %1f\n", t, U/N);
t++;

3

fclose(eng);

// Impressao das posicoes finais
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sprintf (nompos, "./dat/PosicoesN)1iTl.gdeltalg.dat", N, T, delta);

pos = fopen(nompos, "w");
for(j = 0; j < N; j++)
{

fprintf (pos, "%1lf %1f %1f\n", ql[3*xj], q[3*j+1], q[3*j+2]);
}

fclose(pos);

return O;

3

Funcdo que estabelece as condi¢des iniciais (“‘condinipos.c’)
#include<math.h>
void CondIniciPos(long N, double Lx, double Ly, double Lz, double *q)
{
int i, j, k, n, npart;

double 1x, ly, 1lz;

n = (int) cbrt((double)N);

1x = Lx/(double)n;

ly = Ly/(double)n;

1z = Lz/(double)n;
npart = 0;

for(i = 0; i < n; i++)
{

for(j = 0; j < n; j++)
{

for(k = 0; k < n; k++)
{

q[3*npart] = -Lx/2.0 + (((double) i) + 0.5)*1x;



90

q[3*npart+1] = -Ly/2.0 + (((double) j) + 0.5)*ly;

-Lz/2.0 + (((double) k) + 0.5)x1z;

q[3*npart+2]

npart++;
}
}
}

return;

3

Funcio que calcula a energia potencial inicial (“Pot2.c”)

#include<math.h>

#include"precision.inc" // Arquivo onde estao os parametros SAA, SAB, SBB,

rcaa, rcab, rcbb, epsaa, epsab, epsbb.

double Pot(long N, long nl, double *q, double Lx, double Ly, double Lz)
{

long i, j;

double dx, dy, dz, dis, rs, rs3, U = 0.0;

for(i = 0; i < nl; i++) // Particulas i do tipo A

{

for(j = 0; j < nl; j++) // Particulas j do tipo A => Interacao AA
{

if(i < §)

{

dx = fabs(q[3*j] - q[3*il);

dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);

dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido
if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy

Ly - dy;
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if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2

if(dis < rcaa) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAA)

{
dis = sqrt(dis) + SAA;
dis = dis*dis;

rs = SAAxSAA/dis; // rs = (SAA"2)/dis
rs3 = rsxrs*rs; // rs3 = (SAA"6)/(dis)"3
U += epsaa*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}

}

for(j = n1l; j < N; j++) // Particulas j do tipo B => Interacao AB
{

dx = fabs(q[3*j] - q[3x*il);
dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);
dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = |ri - rj|"2

if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)

{
dis = sqrt(dis) + SAB;
dis = disx*dis;

rs = SAB*SAB/dis; // rs = (SAB"2)/dis
rs3 = rs*rs*rs; // rs3 = (SAB"6)/(dis)"3
U += epsab*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}

}
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for(i = nl; i < N; i++) // Particulas i do tipo B

{

for(j = n1l; j < N; j++) // Particulas j do tipo B => Interacao BB
{

if(i < j)

{

dx = fabs(q[3*j] - q[3*i]);

dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);

dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2
if(dis < rcbb) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SBB)

{
dis = sqrt(dis) + SBB;
dis = dis*dis;

rs = SBB*SBB/dis; // rs = (SBB"2)/dis
rs3 = rs*xrs*rs; // rs3 = (SBB"6)/(dis)"3
U += epsbb*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}
b
b
U *= 4.0; // Todos os tipos de interacao sao multiplicados por um fator 4.

return U;

3



Funcdo que calcula a variac@o da energia potencial apdés um movimento (“PotMod2.c”)

#include<math.h>

#include'"precision.inc"
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double PotMod(long N, long nl, long i, double qix, double qiy, double qiz,

double *q, double Lx, double Ly, double Lz)

{
long j;
double dx, dy, dz, dis, rs, rs3, Un = 0.0, Um = 0.0, dU;

if(i < n1) // Particula i do tipo A

{

for(j = 0; j < nl; j++) // Interacao AA
{

if(i 1= 3)

{

// Energia depois do movimento
dx = fabs(q[3*j] - qix);

dy = fabs(q[3*j+1] - qiy);

dz = fabs(q[3*j+2] - qiz);
if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = |ri - rj|"2

if(dis < rcaa) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAA)

{

dis = sqrt(dis) + SAA;

dis = dis*dis;

rs = SAAxSAA/dis; // rs = (SAA"2)/dis
rs3 = rs*xrs*rs; // rs3 = (SAA"6)/(dis)"3

Un += epsaax*rs3*(rs3 - 1.0);
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// Energia antes do movimento

dx = fabs(q[3*j] - q[3*i]);

dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);
dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);
if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2

if(dis < rcaa) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAA)

{

dis = sqrt(dis) + SAA;

dis = dis*dis;

rs = SAAxSAA/dis; // rs = (SAA~2)/dis
rs3 = rsxrs*rs; // rs3 = (SAA"6)/(dis)"3

Um += epsaa*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}

}

for(j = nl; j < N; j++) // Interacao AB
{

// Energia depois do movimento

dx = fabs(q[3*j] - qix);

dy = fabs(q[3*j+1] - qiy);

dz = fabs(q[3*j+2] - qiz);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2
if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)
{

dis = sqrt(dis) + SAB;



dis = disxdis;

rs = SAB*SAB/dis; // rs = (SAB"2)/dis
rs3 = rs*rs*rs; // rs3 = (SAB"6)/(dis)"3
Un += epsab*rs3*(rs3 - 1.0);

}

// Energia antes do movimento

dx = fabs(q[3*j] - q[3*il);
dy = fabs(q[3*j+1] - q[3xi+1]);
dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2

if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)

{

dis = sqrt(dis) + SAB;

dis = dis*dis;

rs = SAB*SAB/dis; // rs = (SAB"2)/dis
rs3 = rs*xrs*xrs; // rs3 = (SAB"6)/(dis)"3

Um += epsab*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}

}

else // Particula i do tipo B
{

for(j = 0; j < nl; j++) // Interacao AB
{

// Energia depois do movimento
dx = fabs(q[3*j] - qix);

dy = fabs(q[3*j+1] - qiy);

dz = fabs(q[3*j+2] - qiz);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;

95



if(dy > Ly/2.0) dy
if(dz > Lz/2.0) dz

Ly - dy;
Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2
if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)
{

dis = sqrt(dis) + SAB;

dis = dis*dis;

rs = SAB*SAB/dis; // rs = (SAB"2)/dis

rs3 = rs*rs*rs; // rs3 = (SAB"6)/(dis)"3

Un += epsab*rs3*(rs3 - 1.0);

}

// Energia antes do movimento

dx = fabs(q[3+*j] - q[3*i]);
dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);
dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dxx*dx + dyxdy + dzxdz; // dis = |ri - rj|~2

if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)

{

dis = sqrt(dis) + SAB;

dis = dis*dis;

rs = SAB*SAB/dis; // rs = (SAB"2)/dis

rs3 = rsxrs*rs; // rs3 = (SAB"6)/(dis)"3
Um += epsab*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}

for(j = n1l; j < N; j++) // Interacao BB
{

if(i 1= 3)

{
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// Energia depois do movimento

dx = fabs(q[3*j] - qix);
dy = fabs(q[3*j+1] - qiy);
dz = fabs(q[3*j+2] - qiz);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido
if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;

if(dy > Ly/2.0) dy
if(dz > Lz/2.0) dz

Ly - dy;
Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2
if(dis < rcbb) // Corte na distancia maxima ( = 2.5*%SBB)

{

dis = sqrt(dis) + SBB;

dis = dis*dis;

rs = SBB*SBB/dis; // rs = (SBB"2)/dis
rs3 = rsxrs*rs; // rs3 = (SBB"6)/(dis)"3

Un += epsbb*rs3*(rs3 - 1.0);
}

// Energia antes do movimento

dx = fabs(q[3*j] - q[3xil);
dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);
dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = |ri - rj|"2
if(dis < rcbb) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SBB)

{

dis = sqrt(dis) + SBB;

dis = disxdis;

rs = SBB*SBB/dis; // rs = (SBB"2)/dis
rs3 = rs*rs*rs; // rs3 = (SBB"6)/(dis)"3

Um += epsbb*rs3*(rs3 - 1.0);



S A -

dU = 4.0%x(Un - Um);

return dU;

3

Funcdo que impde as condicdes de contorno (“‘condcont.c”).

void contorno(long i,double *q, double Lx, double Ly, double Lz)
{

while(q[3*i] > Lx/2.0)

{

q[3*i] -= Lx;

}

while(q[3*i+1] > Ly/2.0)
{

q[3*i+1] -= Ly;

}

while(q[3*i+2] > Lz/2.0)
{

q[3*i+2] -= Lz;

}

while(q[3*i] < -Lx/2.0)

{

q[3*i] += Lx;

}

while(q[3*i+1] < -Ly/2.0)
{

q[3*i+1] += Ly;

b

while(q[3*i+2] < -Lz/2.0)
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{
q[3*i+2] += Lz;
}

return;

A.2 Evolucao temporal sequencial
Programa principal

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include"condinivel.c"
#include"Pot2.c"
#include"Kin.c"
#include"is2.c"

#include"MSD.c"

int main()

{

long N, nl, i, count = O;

double T, Lx, Ly, Lz, delta;

double ml1, m2, K, U, EO, TO, t, dt, tmax, msd, E, erro;
char nomposi[50], nomeng[50], nomdesl[50];

FILE *ini, *posini, *eng, *desl;

// Leitura dos parametros iniciais

ini = fopen("Cini.in","r");

fscanf (ini, "%1f", &T);
fscanf (ini, "%1f", &Lx);
fscanf (ini, "%1f", &Ly);
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fscanf (ini, "%1f", &Lz);
fscanf(ini, "%1f", &delta);
fscanf (ini, "%1f", &ml);
fscanf (ini, "%1f", &m2);
fscanf (ini, "%1f", &t);
fscanf (ini, "%1f", &dt);
fscanf (ini, "%1f", &tmax);

fscanf (ini, "%1i", &N);

fclose(ini);

nl = 0.8xN;

// Alocacao de memoria das posicoes, momentos e forcas
double *q = (double*)malloc(3*N*sizeof (double));
double *q0 (doublex)malloc (3*N*sizeof (double));
double *qr = (doublex)malloc(3*N*sizeof (double));
double *p = (double*)malloc(3*N*sizeof (double));
double *f = (doublex)malloc(3*N*sizeof (double));

// Leitura das condicoes iniciais de posicao e estabelecimento das de velocidade
sprintf (nomposi, "./dat/PosicoesN%1iT%gdelta%glx%g.dat", N, T, delta, Lx);

posini = fopen(nomposi, "r");

for(i = 0; i < Nj; i++)

{

fscanf (posini, "%1f %1f %1f", &qO0[3*i], &qO[3*i+1], &qO[3*i+2]);
q[3xi] = qO0[3*i];

q[3*i+1] = qO[3xi+1];

q[3*i+2] = qO0[3*i+2];

qr[3*i] = q0[3x*i];

q0[3*i+1];

q0[3*i+2];

qr [3*i+1]

qr [3*i+2]
}
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fclose(posini);

CondIniciVel(N,nl1,T,p,ml,m2);

// Energias iniciais

K = Kin(N,nl,p,m1,m2);

K = K/((double)N);

U = Pot(N,nl,q,Lx,Ly,Lz);
U = U/((double)N);

EO = K + U;

TO = 2.0*K/3.0;

// Impressao de alguns dados iniciais na tela
printf ("\nEnergias por particula: \n");

printf("K = %1f, U = %1f, EO = %1f, TO = %1f\n", K, U, EO, TO);

sprintf (nomeng, "./dat/EnergiaNy%liTi%glx%g.dat", N, T, Lx);

eng = fopen(nomeng, "w");

sprintf (nomdesl, "./dat/MSDN}%1iTi%gLx%g.dat", N, T, Lx);

desl = fopen(nomdesl, "w");

// Evolucao do sistema

while(t < tmax)

{
is2(N,n1,q,qr,p,f,dt,m1,m2,Lx,Ly,Lz);

msd = DQM(n1,q0,qr);
Kin(N,nl1,p,ml,m2);

K/ ((double)N);
Pot(N,nl1,q,Lx,Ly,Lz);
U/ ((double)N);

K + U,

erro = fabs((E - E0)/EO);

m o o < =X
Il
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TO = 2.0%K/3.0;

fprintf (desl, "%1lf %1f\n", t, msd);
fprintf (eng,"%1f %1f %1f %1f\n", t, U, TO, erro);

t += dt;

count++;

if (count%1000 == 0)

{

printf ("t = %1f\n", t);
}

}

fclose(eng) ;
fclose(desl);

return O;

by

Funcdo que estabelece as condi¢des iniciais de velocidade (“‘condinivel.c”)

#include<math.h>

#include"ran2.c"

void CondIniciVel(long N, long nl, double TO, double *p, double ml, double m2)
{

long i,

long seedl, seed2, seed3, seed4, seed5;

double al, a2, bl, b2, aprov, fm, vm, v, r, rl, aux, theta, phi;

seedl = -674;
seed2 = -498;
seed3 = -17;
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seed4 = -38;
seedb = -26;
aprov = sqrt(ml/(2.0*M_PI*TO0));

al = 4.0xM_PI*aprov*aprov*aprov;

bl = m1/(2.0%T0);

for(i = 0; i < nl; i++) // Particulas do tipo A
{

fm = 0.0;

v = 2.0;

while(v > fm)
{
vm = 13.0%(double)ran2(&seedl);

fm = alxvm*vm*exp (-bl*vmvm) ;

v = (double)ran2(&seed2);
}

aux = 0.0;

rl = 2.0;

while(rl > aux)

{

r = M_PI*(double)ran2(&seed3);
aux = fabs(cos(r));

rl = (double)ran2(&seed4);

}

theta = r;
phi = 2.0*M_PI*(double)ran2(&seed5);

p[3*i] = mlxvm*sin(theta)*cos(phi);
p[3xi+1]
p[3%i+2]

mi*vm*sin(theta)*sin(phi);

mlxvm*cos (theta);



aprov = sqrt(m2/(2.0%M_PI*TO0));

a2 = 4.0xM_PI*aprov*aprov*aprov;

b2 = m2/(2.0*T0);

for(i = n1l; i < N; i++) // Particulas do tipo B

{
fm = 0.0;
v = 2.0;

while(v > fm)

<
B
I

Hh
B
Il

v
}

aux = 0.0;

rl = 2.0;

13.0*(double)ran2 (&seedl);
a2*vmrvm*exp (~b2*vm*vm) ;

= (double)ran2(&seed?2);

while(rl > aux)

{

r = M_PI*(double)ran2(&seed3);

aux = fabs(cos(r));

rl = (double)ran2(&seed4);

3

theta = r;
phi = 2.0*M_PI*(double)ran2(&seed5);

pl3*i] =
p[3*i+1]
p[3%i+2]
}

m2xvm*sin(theta)*cos(phi) ;

m2*vm*sin(theta)*sin(phi) ;

m2*xvm*cos (theta) ;
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return;
}
Funcdo que calcula a energia cinética do sistema (“Kin.c”)
double Kin(long N, long nl, double *p, double ml, double m2)
{
long 1i;
double K = 0.0, K1 = 0.0, K2 = 0.0;
for(i = 0; i < nl; i++)
{
K1 += p[3*i]*p[3*i] + p[3*i+1]*p[3*i+1] + p[3*i+2]*p[3*i+2];

for(i = nl; i < N; i++)

K2 += p[3*i]*p[3*i] + p[3*i+1]*p[3*i+1] + p[3*i+2]*p[3*i+2];

K = K1/(2.0*m1) + K2/(2.0%m2);

return K;

}

Funcdo que calcula a energia potencial do sistema (“Pot2.c”)

#include<math.h>

#include"precision.inc" // Arquivo onde estao os parametros

double Pot(long N, long nl, double *q, double Lx, double Ly, double Lz)

{
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long i, j;
double dx, dy, dz, dis, rs, rs3, U = 0.0;

for(i = 0; i < nl; i++) // Particulas i do tipo A

{

for(j = 0; j < nl; j++) // Particulas j do tipo A => Interacao AA
{

if(i < §)

{

dx = fabs(q[3*j] - q[3*i]);

dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);

dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = |ri - rj|"2
if(dis < rcaa) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAA)

{

dis

sqrt(dis) + SAA;

dis = dis*dis;

rs = SAA*SAA/dis; // rs = (SAA"2)/dis
rs3 = rsxrs*rs; // rs3 = (SAA"6)/(dis)"3
U += epsaa*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}

}

for(j = nl; j < N; j++) // Particulas j do tipo B => Interacao AB
{

dx = fabs(q[3*j] - q[3x*il);
dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);
dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido
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if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = |ri - rj|"2

if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)

{
dis = sqrt(dis) + SAB;
dis = disxdis;

rs = SABxSAB/dis; // rs = (8AB"2)/dis
rs3 = rs*xrs*rs; // rs3 = (SAB"6)/(dis)"3
U += epsab*rs3*(rs3 - 1.0);

}

}

}

for(i = nl; i < N; i++) // Particulas i do tipo B

{

for(j = n1l; j < N; j++) // Particulas j do tipo B => Interacao BB
{

if(i < )

{

dx = fabs(q[3x*j] - q[3*i]);

dy = fabs(q[3*j+1] - q[3*i+1]);

dz = fabs(q[3*j+2] - q[3*i+2]);

// Para que as condicoes de contorno facam sentido

if(dx > Lx/2.0) dx = Lx - dx;
if(dy > Ly/2.0) dy = Ly - dy;
if(dz > Lz/2.0) dz = Lz - dz;

dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = |ri - rj|"2
if(dis < rcbb) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SBB)
{

dis

sqrt(dis) + SBB;

dis dis*dis;
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rs = SBB*SBB/dis; // rs = (SBB"2)/dis
rs3 = rs*rs*rs; // rs3 = (SBB"6)/(dis)"3
U += epsbb*rs3*(rs3 - 1.0);

}

X
}
+
U *= 4.0; // Todos os tipos de interacao sao multiplicados por um fator 4.

return U;

3

Funcdo que evolui posi¢des e momentos das particulas - Algoritmo de Verlet (“is2.c”)

#include"force2.c" // Funcao que calcula as forcas sobre as particulas

#include"condcont.c" // Funcao que estabelece as condicoes de contorno

void is2(long N, long nl, double *q, double *qr, double *p, double *f, double dt, d
{

long 1i;

force(N,n1,q,p,f,m1,m2,Lx,Ly,Lz); // Forca

for(i = 0; i < 3xN; i++)

{

pli]l += 12.0xf[i]lxdt; // 12.0: (fator 24.0 da forca)/(fator 2.0 do algoritmo)
qli] += plilx*dt;

qr[i] += pl[ilxdt;

}

contorno(N,q,Lx,Ly,Lz); // Condicao de contorno

force(N,n1,q,p,f,m1,m2,Lx,Ly,Lz); // Forca
for(i = 0; i < 3*N; i++)

{
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plil += 12.0*xf[il*dt; // 12.0: (fator 24.0 da forca)/(fator 2.0 do algoritmo)
}

return;

Funcdo que calcula as forgas entre particulas (“force2.c™)

#include<math.h>

#include"precision.inc" // Arquivo onde estao os parametros

void force(long N, long nl, double *q, double *p, double *f, double ml,
double m2, double Lx, double Ly, double Lz)

{

long i, j;

double dx, dy, dz, dis, rs, rs2, rs3, rs4, col;

for(i = 0; i < nl; i++) // Particulas i do tipo A
{

f[3%xi] = 0.0;

f[3*xi+1] = 0.0;

f [3%i+2] 0.0;

for(j
{

if(i !
{
dx

0; j < nl; j++) // Particulas j do tipo A => Interacao AA

3)

q[3*i] - ql[3%j];
ql[3*i+1] - q[3*j+1];
q[3*i+2] - q[3*j+2];

dy
dz

// Para que as condicoes de contorno facam sentido
if(dx > Lx/2.0) dx -= Lx;

else if(dx < -Lx/2.0) dx += Lx;

if(dy > Ly/2.0) dy -= Ly;
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else if(dy < -Ly/2.0) dy += Ly;
if(dz > Lz/2.0) dz -= Lz;
else if(dz < -Lz/2.0) dz += Lz;

dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = (ri - rj)"2

if(dis < rcaa) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAA)

{

dis = sqrt(dis) + SAA;

dis = dis*dis; // dis = (lri - rj| + SAA)"2
rs = SAAxSAA/dis; // rs = (SAA~2)/dis

rs2 = rs*xrs; // rs2 = (SAA~4)/(dis) "2

rs3 = rs*rs2; // rs3 = (SAA"6)/(dis)"3

rs4 = rs2*rs2; // rs4 = (SAA"8)/(dis) 4

f[3*i] += (epsaa/(SAA*SAA))*rsd*(2.0*rs3 - 1.0)*dx;
f[3*i+1] += (epsaa/(SAA*SAA))*rs4*(2.0*%rs3 - 1.0)*dy;
f[3*xi+2] += (epsaa/(SAA*SAA))*rs4*(2.0*rs3 - 1.0)*dz;
}

}

}

for(j = n1l; j < N; j++) // Particulas j do tipo B => Interacao AB
{

dx = q[3*i] - q[3*j];
dy = q[3*i+1] - q[3*j+1];
dz = q[3*i+2] - q[3%j+2];

// Para que as condicoes de contorno facam sentido
if(dx > Lx/2.0) dx —= Lx;

else if(dx < -Lx/2.0) dx += Lx;

if(dy > Ly/2.0) dy -= Ly;

else if(dy < -Ly/2.0) dy += Ly;

if(dz > Lz/2.0) dz -= Lz;

else if(dz < -Lz/2.0) dz += Lz;

dis = dx*dx + dy*dy + dz*dz; // dis = (ri - rj)"2



if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)

{

dis = sqrt(dis) + SAB;

dis = dis*dis; // dis = (|lri - rj| + SAB)"2
rs = SABxSAB/dis; // rs = (SAB"2)/dis

rs2 = rs*xrs; // rs2 = (SAB~4)/(dis) "2

rs3 = rs*rs2; // rs3 = (SAB"6)/(dis)"3

rsd = rs2*rs2; // rs4 = (SAB"8)/(dis) 4

f[3xi] += (epsab/(SAB*SAB))*rsd*(2.0*rs3 -
f[3*i+1] += (epsab/(SAB*SAB))*rs4*(2.0*rs3
f[3*i+2] += (epsab/(SAB*SAB))*rsd*(2.0%*rs3
}
}
}

for(i = nl; 1 < N; i++) // Particulas i do

{

f[3*%i] = 0.0;
f[3xi+1] = 0.0;
f[3%xi+2] = 0.0;

for(j = 0; j < nl; j++) // Particulas j do
{

dx = q[3*i] - q[3%j];
dy = q[3*i+1] - q[3*j+1];
dz = q[3*i+2] - q[3*j+2];

// Para que as condicoes de contorno facam
if(dx > Lx/2.0) dx -= Lx;

else if(dx < -Lx/2.0) dx += Lx;

if(dy > Ly/2.0) dy -= Ly;

else if(dy < -Ly/2.0) dy += Ly;

if(dz > Lz/2.0) dz -= Lz;

else if(dz < -Lz/2.0) dz += Lz;

1.0)*dx;
- 1.0)*dy;
- 1.0)%dz;

tipo B

tipo A. => Interacao AB

sentido
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dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = (ri - rj)"2

if(dis < rcab) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SAB)

{

dis = sqrt(dis) + SAB;

dis = dis*dis; // dis = (lri - rj| + SAB)"2
rs = SAB*SAB/dis; // rs = (SAA"2)/dis

rs2 = rs*xrs; // rs2 = (SAA~4)/(dis) "2

rs3 = rs*xrs2; // rs3 = (SAA"6)/(dis) "3

rs4 = rs2*rs2; // rs4 = (SAA"8)/(dis) 4

f[3%i] += (epsab/(SAB*SAB))*rs4*(2.0*rs3 - 1.0)*dx;
f[3*i+1] += (epsab/(SAB*SAB))*rs4*(2.0*%rs3 - 1.0)*dy;
f[3*xi+2] += (epsab/(SAB*SAB))*rs4*(2.0*rs3 - 1.0)*dz;
}

}

for(j = nl; j < N; j++) // Particulas j do tipo B. => Interacao BB
{

if(i 1= )

{

dx = ql[3*i] - q[3*j];

dy = q[3*i+1] - q[3*j+1];
dz = q[3*i+2] - q[3*j+2];

// Para que as condicoes de contorno facam sentido
if(dx > Lx/2.0) dx -= Lx;

else if(dx < -Lx/2.0) dx += Lx;

if(dy > Ly/2.0) dy -= Ly;

else if(dy < -Ly/2.0) dy += Ly;

if(dz > Lz/2.0) dz -= Lz;

else if(dz < -Lz/2.0) dz += Lz;

dis = dx*dx + dy*dy + dzxdz; // dis = (ri - rj)"2

if(dis < rcbb) // Corte na distancia maxima ( = 2.5%SBB)

{
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dis = sqrt(dis) + SBB;

dis = dis*dis; // dis = (lri - rjl| + SBB)"2
rs = SBB*SBB/dis; // rs = (SAA"2)/dis

rs2 = rs*xrs; // rs2 = (SAA~4)/(dis) "2

rs3 = rs*xrs2; // rs3 = (SAA"6)/(dis) "3

rs4 = rs2*rs2; // rs4 = (SAA"8)/(dis) 4

f[3*i] += (epsbb/(SBB*SBB))*rs4*(2.0*rs3 - 1.0)*dx;
f[3*i+1] += (epsbb/(SBB*SBB))*rs4*(2.0*%rs3 - 1.0)*dy;
f[3*i+2] += (epsbb/(SBB*SBB))*rs4*(2.0*rs3 - 1.0)*dz;
}

Funcdo que estabelece as condi¢des de contorno periddicas (“condcont.c)

void contorno(long N, double *q, double Lx, double Ly, double Lz)
{
long i, div;

for(i = 0; i < N; i++)

{

div = 0;

if (q[3*i] > Lx/2.0)
{

div = (long) ((q[3%i]/Lx) + 0.5);
q[3*i] = q[3*i] - ((double)div)*Lx;
}

else if(q[3*i] < -Lx/2.0)

{

div = (long) ((q[3*i]/Lx) - 0.5);
q[3*i] = q[3*i] - ((double)div)x*Lx;
}



if(q[3*i+1] > Ly/2.0)

{

div = (long) ((q[3*i+1]/Ly) + 0.5);
q[3*i+1] = q[3*i+1] - ((double)div)*Ly;
}

else if(q[3*i+1] < -Ly/2.0)

{

div = (long) ((q[3*i+1]/Ly) - 0.5);
q[3*i+1] = q[3*i+1] - ((double)div)x*Ly;
}

if(q[3*i+2] > Lz/2.0)

{

div = (long) ((q[3*i+2]/Lz) + 0.5);
q[3*i+2] = q[3*i+2] - ((double)div)*Lz;
}

else if(q[3*i+2] < -Lz/2.0)

{

div = (long) ((q[3*i+2]/Lz) - 0.5);
q[3*i+2] = q[3*i+2] - ((double)div)*Lz;
}

}

return;
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Funcdo que calcula o deslocamento quadratico médio das particulas do tipo A (“MSD.c”)

double DQM(long nl, double *q0, double *qr)

{
long i,

double r2 = 0.0, x, y, Z;
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for(i = 0; 1 < nl; i++)

{
x = qr[3*i] - qO0[3*i];
y = qr[3*i+1] - qO0[3xi+1];

qr [3*xi+2] - qO[3*i+2];
r2 += xX*x + y*y + z*z;

3

r2 = r2/(double)nl;

return r2;

3



