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Resumo

Esta dissertacao trata das formas lineares em logaritmos p-adicos. Além de apresentar
alguns dos resultados dados por Bugeaud, Laurent e Yu sobre as formas lineares em loga-
ritmos p-adicos, o trabalho visa aplicar esses resultados na resolucao de algumas equagoes

Diofantinas estudadas por Luca, Marques e Grossman.

Palavras-chave: Formas lineares em logaritmos p-adicos. Equacoes Diofantinas.
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Abstract

This work treats of linear form in p-adic logarithms. We shall present some results due
to Bugeaud, Laurent and Yu about linear form in p-adic logarithms, moreover we shall
apply these results for solving some Diophantine equations studied by Luca, Marques and
Grossman.

Keywords: Linear form in p-adic logarithms, Diophantine equations.
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Introducao

A teoria de formas lineares em logaritmos p-adicos tem uma longa histéria e seguiu de
perto os resultados no dominio complexo. Essa teoria vem sendo aplicada para resolucao
de equacoes Diofantinas exponenciais e polinomiais e para sequéncias recorrentes linea-
res, como veremos no ultimo capitulo deste trabalho. Além dessas aplicacoes, existem
inimeras outras como o problema do maior primo divisor de formas binarias ou polino-
miais, a teoria do né e a conjectura abc.

No ano de 1966, Baker publicou seus primeiros resultados sobre formas lineares em
logaritmos de niimeros algébricos e seus métodos impulsionaram a investigagao das formas
lineares em logaritmos p-adicos de niimeros algébricos.

Varios pesquisadores obtiveram resultados andlogos aos de Baker para o caso p-adico,
entre eles Coates, van der Poorten, Dong, Yu, Bugeaud e Laurent. Neste trabalho utili-
zaremos as versoes de formas logaritmicas p-ddicas dadas por Bugeaud e Laurent em [3]
e por Yu em [20] e [21].

Nesse trabalho, definimos uma forma linear em logaritmos de ntiimeros algébricos como
n

uma expressao da forma A = E b; log a;, onde estamos considerando ay, . . ., a;, nimeros
i=1
algébricos, by, ..., b, inteiros e precisaremos que a forma linear seja nao nula. Além disso,

também nos referimos como forma linear em logaritmos a forma exponencial de A, ja que
temos |A| < e —1.

Os teoremas de formas lineares em logaritmos p-adicos sao utilizados para obter limi-
tantes superiores para ordem de uma forma linear nao nula A = o2'a%?---ab" — 1, onde
«; sao numeros algébricos e b; nimeros inteiros, com relagao a um ideal primo P, para
entao limitar as variaveis envolvidas na equacao Diofantina inicial.

Quando utilizamos as formas lineares em logaritmos p-adicos podemos obter, em al-

guns casos, uma limitacao melhor do que quando utilizamos as formas lineares em loga-



ritmos dada por Baker, o que nos ajuda na hora de computar os casos finitos e verificar
quais resultam em solu¢ao da equagao Diofantina dada.

O objetivo da dissertacao ¢ aplicar o método de formas lineares em logaritmos p-adicos
na resolucao de trés distintas equacgoes Diofantinas. O tultimo capitulo sera composto de
trés secoes que tratam dessas equacoes.

O primeiro problema, estudado por Luca em [10], visa descobrir os nimeros de Fibo-
nacci que sao rep-digitos e para isso, utilizamos a versao das formas logaritmicas p-adicas
dada por Bugeaud e Laurent em [3].

O segundo problema também foi estudado por Luca em conjunto com Marques em [11]
e trata da sequéncia exponencial fatorial dada por a; = 1 e a, = n® ! paran > 2.
Para essa sequéncia, queremos descobrir quando a soma de seus termos é um quadrado
perfeito. Além das formas lineares em logaritmos p-adicos, usaremos ferramentas de
fragoes continuas e equacoes de Pell na resolucao do problema.

E ainda, estudaremos o problema de somas fatoriais em sequéncias recorrentes binarias
que Grossman e Luca abordaram em [8].

Cabe ressaltar que usaremos o software Wolfram Mathematica como ferramenta auxi-
liar para o desenvolvimento do trabalho, sendo muito 1til no calculo de fragoes continuas,

convergentes e limitantes para as variaveis envolvidas nas equacoes.



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo, pretendemos introduzir os pré-requisitos basicos para o bom entendimento
do trabalho, listando os principais resultados referentes a fracoes continuas, equagoes de
Pell e sequéncias recorrentes. Além disso, explicitaremos resultados de teoria algébrica
dos nimeros que podem ser encontrados em [1], [4] ou [15].

Ainda, serao apresentados alguns resultados sobre nimeros p-adicos que serao utéis
quando estudarmos as formas lineares em logaritmos p-adicos. Quando necesséario, ou-
tros resultados e defini¢oes poderao ser citados ao longo do texto, para que tudo seja

devidamente justificado.

1.1 Fracoes continuas

De modo geral, um ntmero real  pode ser representado por mais de uma maneira, por
exemplo, 0,5 também pode ser representado pela fragdo 1/2 ou pela fragdo 3/6. Nessa
secao, estamos interessados em representar um ntmero real pela sua fracao continua e
estudar as informagoes que essa representacao nos da sobre o nimero.

Quando utilizamos a representacao de um nimero real, em particular de um nimero
irracional, por fragoes continuas estamos obtendo boas aproximagoes racionais para este
nimero real. E assim, a definicao de fracoes continuas torna-se uma ferramenta muito
importante frente a dificuldade de se definir um ntimero real quando comparado a definicao
dos ntmeros naturais, inteiros e racionais.

Assim, definimos fragoes continuas recursivamente. Seja x um ntumero real e consi-



dere

o =T, ap = [on],

onde |, | é a parte inteira de «, e se a,, & Z, tomamos «,,; = ———, para todo
—a
n n

n € N.

Se, para algum n, a,, = a, temos:

r =y = (ap;a1,a9,...,0,) = ag +

Caso contrario, denotamos:

[E:<CL0;CL17CL2,...>:CL0+—1

Essa expressao é chamada de representacao por fragoes continuas. Note ainda que
T =g = (ap; 1) = (ap; a1, ) =+ -+ = (Ap; A1, .« ., A, W1 )-

Vejamos alguns exemplos de nimeros reais escritos como fragoes continuas.

Exemplo 1.1.
43
— =1(31,1,2,2
12 < Y Y ) ) >7
pois
43 1
— =3+ .
12 1+ ;
L
1
2+ -

2

Na pratica, para obtermos a representacao por fracoes continuas do nimero acima,
escrevemos 43/12 = |43/12| + {43/12} onde [-] é a parte inteira e {-} é a parte fracionaria
de 43/12. Como {43/12} é diferente de zero, consideramos o numero {43—}12} € 0 eSCrevemos
como sua parte inteira mais sua parte fraciondria, e seguimos o processo indefinidamente
ou, como no exemplo acima, até a parte fraciondria ser zero.

Neste exemplo, assim como em todos os casos em que escrevemos um numero racional
por fragoes continuas, sempre teremos um processo finito, pois o processo envolvido nada

mais é que o algoritmo da divisao.



Exemplo 1.2. V2 = (1;2,2,2,...) pois

1+\/§:x
\/ﬁzx—l

=
= 2=(r—1)7=2"-21+1
= 22=2r+1

1
= =2+ —.

z

Dai temos:
1
Vicis—L
24+ ——

2+

Como observado acima, a representagao por fragoes continuas do niimero racional 43/12
¢ finita enquanto a representacao por fragoes continuas do niimero irracional V2 é infinita.
Isto nao é por acaso, ainda nessa secao veremos que a representacao por fragoes continuas
de um numero real = é infinita se, e somente se, x é irracional.

E interessante observar que encontrar a representagao por fragoes continuas de um
nimero real pode ser bastante trabalhoso, mas existem programas matematicos que nos
fornecem essa representacao facilmente. O programa que utilizaremos nesse trabalho
é o Wolfram Mathematica e, com o comando ContinuedFraction[x], obtemos a repre-
sentacao por fragao continua do nimero x. Vejamos a utilizacao do comando nos exemplos
acima:

Utilizando ~ ContinuedFraction[43/12]  obtemos  {3,1,1,2,2}, e  com
ContinuedFraction[Sqrt [2]] obtemos {1,{2}}. Note que nesse tiltimo exemplo o niime-
ro 2 aparece entre chaves indicando que ird se repetir infinitamente na representagao por
fracao continua de V2 (veremos adiante que chamamos essa representagao de periddica).
Para os irracionais que nao fornecem fragao continua peridédica é necessario especificar
quantos  termos da  fracao  continua  desejamos  obter, por  exemplo,
ContinuedFraction[Pi, 15] nos fornece os 15 primeiros termos da fracao continua de
T, que Sao

(3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3, 1, 14,2, 1}.
Defini¢ao 1.3. Seja © = (ag; a1, as,...) € sejam p, € Z e q, € N, q, # 0, primos entre

>



si tais que 2 = (ag;aq,...,a,),n > 0. Dizemos que 2= ¢ a n-ésima reduzida ou
qn ) ) ) Y qn

convergente da fracao continua de x.

Proposicao 1.4. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) ag, ay, as, ... € R tal que a, > 0,
para todo k > 1, definimos as sequéncias (z,,) € (ym) por xy = ag, Yo = 1, x3 =
apar + 1, Y1 = a1, Tmi2 = Qmi2Tmi1 + Ty Ymt2 = Gmi2Ymi1 + Ym para todo m > 0.

Temos entao:

<a0;a1,a2,...,an):a0+—1:_, YV n>0.
a7

Além disso, Tpi1Yn — TnYns1 = (—1)" para todo n > 0.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao em n.

Para n = 0 temos

Para n = 1 temos

ax ai Y1
E, para n = 2 temos
1 a9 Aoa1G2 + Qg + a2
Qap; a1, @ = qy+——=ap+ =
< 0> 2> 0 ay + é 0 aias + 1 aias + 1
_asfapar +1)+ag  asritxo w2
aza; + 1 asyi + Yo Y2

Suponha que a afirmacao seja valida para n, vamos mostrar que a afirmagao também

é valida para n + 1:

(ag; a1y ... Qp,app1) = (G0; Q1. ., Gp + Yanir)
_ (an + ani1 )ajn—l + Tp—2
(an + ;>yn71 + yn72

an+1
an—l—l(anxn—l + xn—2) + Tp—1
anJrl(anynfl + yn72) + Yn—1
Ap41Tn + Tp-1 o Tnt1
Wnt1Yn + Y1 Ynt1

Agora, resta provar que T,.1Yn — TnYn+1 = (—1)" para todo n > 0, e faremos isso

usando, novamente, indugao em n.



Para n = 0 temos 2110 — zoy1 = (aga; + 1)1 —apa; = 1 = (—1)°.

Agora, supondo verdadeiro para n, temos:

Tn+2Yn+1 — Tp+1lYnt2 = (an+2xn+1 + xn)ynJrl - (an+2yn+1 + yn>xn+1

= _(xn—i—lyn - xnyn—&-l) = _(_1)71 = (_1)n+1'
Ou seja, a afirmacgao também ¢é valida para n + 1, o que demonstra a proposicao. O

Corolario 1.5. As sequéncias (py) € (g,), onde (z—z) ¢ a sequéncia dos convergentes da

fragao continua de x = (ag; a1, as, ...), satisfazem as recorréncias:

Dn+2 = Qny2Pny1 + Pn € Gni2 = Any2qnt1 + Gn
para todo n > 0, com pg = ag, p1 =apa1 + 1, go=1 e ¢ = a;.

Observacao 1.6. Frequentemente, € 1til considerarmos a sequéncia acima com 0s valores

miciais p-1 =1 e q_1 = 0.

Observe que, mesmo com o corolario anterior, encontrar os convergentes da fragao
continua de um numero real x pode ser trabalhoso, por isso, a utilizacao do comando
Convergents[x,a] no programa Mathematica ¢ muito conveniente. Vejamos alguns

exemplos:

Exemplo 1.7. Encontrar os 10 primeiros convergentes da fracao continua de .

Convergents [Pi, 10] fornece

Pn 22 333 355 103993 104348 208341 312689 833719 1146408
In " 7710671137 33102 7 33215 7 66317 7 99532 7 2653817 364913 [
Exemplo 1.8. Encontrar os 5 primeiros convergentes da fra¢ao continua de V2.

Convergents [Sqrt [2],5] fornece

17 41
&E L%)Z’_?’_ .
n 275712° 29

Nesses exemplos, ja podemos observar que os convergentes da fracao continua sao
boas aproximacgoes racionais para o niumero real dado. Cabe ressaltar que sempre que nos
referirmos aos convergentes de x estamos tratando dos convergentes da representagao por

fragoes continuas do nimero real z.



Corolario 1.9. Valem as sequintes propriedades:
(Z) Prn+1Gn — PnQn+1 = (_1)n’ VvV on > 07'
(”) Pn+24n — PnQn+2 = (_1)nan+27 vV n>0

Corolario 1.10. Para todo n € N temos:

_ OpPn—1 + Pn—2
Andn—1 + gn—2

Demonstragao. Note que x = (ag;as,...,an_1,0,), onde © = g, a, = |a,] € apy =

1

an—an "

Pela Proposicao 1.4, temos que

OnPn—1 + Pn—2
Onfn—1 + Gn—2

x = {ap;a1,...,0a,_1,0p) =

Proposicao 1.11. Temos, para todo k > 0,

2k 2%k+2 2k+3 2%k+1
p_ < p_+ <r< D2k+ < p_+
42k q2k+2 q2k+3 q2k+1

Demonstracao. Para n > 0 temos

Pnt2 _ Pn _ Gng2Pnii T Pn P
qn+2 dn Ap42Q9n+1 + dn qn
an+2(pn+1Qn _ann+1) _ (_1)nan+2

Qn<an+QQn+1 + Qn) dn+24n

¢ positivo para n par e negativo para n impar.

P2k+-2 e P2k+3 P2k+1

Daf temos 22t < .
q2k q2k+2 q2k+3 q2k+1

Qp4+1Pn+Pn—1

Além disso, como = = ,
Qn41qn+qn—1

temos que

r— Pn _ Ont+1PnGn + Prn-19n — On+1qnDPn — Gn-1DPn

dn (anJrIQn + Qn71>Qn
Pn—19n — Gn—-1Pn

(nt1Gn + Gn-1)n
_(ann—l - pn—lQn)
(190 + Gn-1)qn
(=)
(Qnt1Gn + Gn-1)qn
(=1)"

(@190 + Gn-1)Gn

¢é positivo para n par e negativo para n impar. Logo, temos o resultado. O



A proposicao anterior nos permite concluir que, em particular, temos:
(i) A sequéncia (2;:%) é decrescente e limitada,;

(ii) A sequéncia (%) é crescente e limitada,;

P2k+1
q2k+1

(iii) A sequéncia £2£ — tende a zero.

Os préximos resultados nos permitem concluir que os convergentes da fragao continua
de x sao “boas aproximacoes” para x, além disso, a reciproca também é verdadeira, ou seja,
“boas aproximacoes” para x sao convergentes da fracao continua de x. Assim, podemos

definir z = (ap; ay,...) = lim 2.
n—oo In

Proposicao 1.12. (i) Sejam o um irracional e Z—: os convergentes da fra¢ao continua

de a para k > 0. Ser,s € Z com s > 0 e k um inteiro positivo tal que
s — [ < |qror — pi|
entao s > Q1.

(ii) Se o € um drracional e = um nimero racional com s > 0 tal que

entdo 7 € um convergente de «.

Demonstra¢ao. (i) Suponha por absurdo que 1 < s < g4 e considere o sistema de
equacoes:

PrT + Py =71
kT + Qr+1Y = S.

Temos entao, pelo Corolario 1.9,
(Pk+1Gk — PeQrt1)T = SPrr1 — Tqri1 € (PrQrr1 — Prr1Qr)Y = SPk — TGk,
o que nos da:

z = (=1 sppy1 —raen) e y=(=1)"(spx —ran).



(i)

Vamos provar que x e y sao diferentes de zero e com sinais contrarios. Se x = 0,
s = Pk+l/g. ., € COMO Pry1 € Qpr1 SAO coprimos temos que ggi1|s, absurdo pois
estamos supondo 1 < s < gx11. Se y = 0, olhando para o sistema de equacoes temos

que r = piT e s = qix, portanto
|sac — 7| = ||| g — pi| > e — prl,

que contradiz a nossa hipdtese. Portanto xy # 0.

Suponha agora que y < 0, como ¢y = s — qx+1y temos que x > 0. Se y > 0 temos

Qri1Y > Qry1 > s e portanto qrr = s — qrr1y < 0 implica que x < 0. J& sabemos

que
Db g <P o = 0(mod 2)
A Qr+1

e
Prit o < Pk g k =1(mod 2).
Qk+1 Ak

Em ambos 0s casos, qxa—pg € 11— Pry1 tem sinais opostos e portanto z(qpoe— py)

e Y(qrr100 — pra1) tem o mesmo sinal. Assim:

lsa —r| = [(qx + Gerry) — (Prx + Prsry)|
= |x(gpe — pr) + Y( Qo100 — Pry)|
= |x||Qk04 —pk| + ’y||Qk+1Oé _pk+1|

> [z|lgra — pi| > |gra — pil
o que é uma contradi¢ao. Logo, s > qx41.

Suponha que /s ndo é um convergente da fragdo continua de a, ou seja, "/s # P /g,
para todo k. Seja k o maior inteiro nao negativo tal que s > g;. Como gy = 1 e (qx)

é crescente, temos que esse inteiro existe. E como ¢x < s < gr11 implica que

1
lgrae — p| < |sa—r|:s‘a—i‘ < —
s 2s
temos
Q| 25q

10



Como 7/s # Pk fq,, temos |spr — rqx| > 1 e portanto

11
e

1l —ra] _
2sqr 282

Sqk Sqk

Pe T
qk S

Pk
qk

<

—

w3

. . 1 1 . o~ , ~
o que implica que Tog < 557 = Uk > S, contradigao. Logo % é convergente da fragao

continua de «.

Teorema 1.13. Temos, para todo n € N,

n 1 1
dn QnQn-i-l qn
Além disso,
Pn 1 Pn+1 1
r——| <55 ou |r— -
In| 29, n+1|  2Gn41

Teorema 1.14 (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional e todo inteiro n > 1, temos

1
V5¢2

p
a{__

q

<

para pelo menos um racional

p c {pn—l Pn pn+1}
q Gn—1 7 Qn, qn+1
Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solucoes racionais g.

As demonstracoes desses ultimos resultados podem ser encontradas em [14].
O préximo resultado, devido a Worley [18], nos diz que sob certas condigoes, podemos
obter aproximacoes para um irracional o que sao combinacoes lineares de convergentes

da fracao continua de a.

Teorema 1.15. Seja o um numero irracional e sejam p e q inteiros coprimos satisfazendo
a desigualdade

o — —

onde k € um numero real positivo. Entao

(p) Q) = (Tpn + SPn—1,Tqn + SQn—l)a
para alguns inteiros nao negativos n, r e s tais que rs < 2k.
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Mais detalhes do Teorema 1.15 podem ser encontrados em [5], [6] e [18].

Observagao 1.16. Do resultado anterior e como qo = 1 e (q,) € uma sequéncia crescente,

temos que sempre podemos escolher n o maior indice tal que q > q,.

Agora, mostraremos que se a representacao por fragoes continuas de x é infinita entao

x é irracional e a reciproca também é verdadeira.

Teorema 1.17. O numero real x tem representacdo por fracoes continuas infinita se, e

somente se, x € irracional.

Demonstracao. (=) Seja x = (ag;aq,...) e suponha, por absurdo, que x = f—z’, onde p e ¢

sao inteiros. Sabemos que

2k 2k+1
Pk ) o D2hi1

42k q2k+1

Assim,

0 <o P Pon Px

q2k q2k+1 q2k

implica que

0< P _ P2k _ P2ri12k — P2k2kt1
q Q2K Q2k+192k

E como poj+1Gok — pordors1 = (—1)** temos

o -1 2k
_ ok = Pard _ (—1)

0 .
q92k q2k+192k

Logo,

0 < pgar — parg < .
q2k+1

Note que como ¢ é fixo e gor11 cresce a medida que crescemos o k, temos que para k

q
q2k+1

suficientemente grande < 1 e dai obtemos um absurdo ja que pgor — porq seria um
inteiro entre 0 e 1. Logo x € irracional.
(<) E imediato da definicao de fracao continua, ja que escrevemos o, 1 =

an—|an]’

o, & 7 para x irracional e x = (ag;ay, ..., ay, Qpi1). ]

Veremos que para resolucio das equacdes de Pell 2% — dy? = N, onde d é um inteiro
positivo que nao ¢ um quadrado perfeito, necessitamos encontrar a fragao continua do
irracional v/d. Esse irracional vVd é chamado de irracional quadratico pois é raiz da

equacdo 2 — d = 0 e possui propriedades interessantes e tteis quando olhamos sua
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representacao por fragoes continuas. Assim, vejamos agora alguns desses resultados para

irracionais quadraticos.

Defini¢ao 1.18. Dizemos que o« € R\ Q € um irracional quadrdtico se a € raiz de
uma equacio da forma Ax* + Bx +C =0 com A,B,C € Z e A # 0.

a+bye
f

Assim, podemos escrever a = onde a, b, e, f sao inteiros e e > 0 nao é um

quadrado perfeito. Note que
af ++/eb?f2  Py++d
o = =
f? Qo

com Py = af, Qo = f* e d = eb®f? inteiros, d ndo é quadrado perfeito e ainda, Qo | d— Pj.

Definimos recursivamente, para k= 0,1, .. .:

_Pk—i-\/é_i
 Qw

Q. = |_Oék;J

73

Pk+1 = ak@k - By

d — P?
Q1 = Tkﬂa

e temos que a fragdo continua (ag; aq, ...) assim definida é a fragdo continua de .

De fato, seja k > 0 e assuma que Py e @ sdo inteiros com @ | d — P?. Entdo,
Py = a;,Qr — Py ¢ um inteiro e d — P,?H = (d — P}) + Qu(2ax Py — aiQ},) é divisivel por
Qr.. Portanto Qi1 = (d — P7;)/Q é um inteiro que satisfaz Qpy1 | d — PZ, ;.

Como d nao é um quadrado perfeito, temos que as sequéncias (Py) e (Qx) estdo bem
definidas.

Temos ainda

o = DeEVA_ Vi (@Qi— B
Qr o
_ Vd-Py  d-P,
Qx Qr(Vd + Pesy)
QkaJrl . Qk+1 . 1

Qu(Vd+ Poy1)  Vd+ Py Qin
Em particular, apyq > 0 e o = (ag,axr1). E, portanto, para k = 0,1,... temos

a = (ag;a,...).
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Defini¢ao 1.19. A fragcdo continua {(ag;ay,as,...) € dita periddica se ezristem h e n
tal que a,, = Gpyp para todo m > n. Se h € o menor niumero com essa propriedade,

ESCTevemos:

<CZO;CL1, .- > = <a0;a'17 <oy An—1, Qpy Qg1 - - aa'n-‘rh—l)-

FE a fracao continua é dita puramente periodica se a,, = G, para todo m > 0.

Exemplo 1.20. V6 = (2;2,4,2,4,...) = (2,2,4) € periddica de periodo h =2 e

S

1+
2

=(1;1,1,...) = (1)
¢ puramente periodica de periodo h = 1.

Proposicao 1.21. Um irracional o € quadrdtico se, e somente se, sua fracdo continua é

periodica.

Proposicao 1.22. Seja d > 0 um inteiro que ndao é um quadrado perfeito entao

\/E = <CLO;(11,CL2,CL3 e ,a2,a1,2a0>.

As demonstragoes desses resultados podem ser encontradas em [10].

1.2 Equacoes de Pell

As equagoes de Pell sdo equagoes em inteiros (x,y) da forma
z? — dy* = N,

onde d > 1 nado é um quadrado perfeito e N # 0. Note que se (x,y) é solugao entao
(+z,£y) também ¢é solugdo da equacdo e portanto podemos considerar z e y inteiros

positivos.

Observacao 1.23. Note que a equacdo x> — dy* = N quando d é wm quadrado perfeito
pode ser resolvida facilmente pelo método da fatoracao para cada N dado. FE, se d €
negativo podemos usar o método das desigualdades para resolvé-la. Por isso, é interessante

considerarmos o caso em que d > 1 nao é um quadrado perfeito.
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Quando N > 1, podemos fatorar 22 —dy? = N em fatores positivos, da seguinte forma:

(x — Vdy)(z + Vdy) = N
= (z—Vdy)(z + Vdy — Vdy +Vdy) = N
= (z—yVd)?+ (z —yVd)(2yVd) = N.

Note que
x—\/§y>0:>§—\/3>0
e como
(x —yVd)(2yVd) = N — (z — yVd)?

temos

(z — yVd)(2yVd) < N = = —Vd < N

Yy 2y2\/d

Dai:

N
0<§—\/3< .
Yy 2y2V/d

Quando temos N < 0 podemos reescrever a equacao de Pell como

2
2T _ _
Y d d’

onde o lado direito é positivo e temos:

(-3 b)) -5

o<y L _ N
T /d 222V d

Em ambos os casos, pela Proposigao 1.12, quando 0 < |N| < Vd temos que fy é um

E ainda,

convergente de Vd se N > 0 e que v/= é um convergente de !/va = (0; Vd) se N < 0, o

que é equivalente a #/y ser um convergente de Vd. Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.24. Se 0 < |N| < Vd entdo todas as solugées em inteiros positivos (x,y) de

r? — dy* = N sdo tais que ©/y é um convergente de V.

Proposicao 1.25. Se d > 1 € um inteiro que ndo € um quadrado e o = ay = Vd entio

pi—l - dqi_l = (_1)ka'
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Demonstracao. Como definido anteriormente, o = POQ;O‘/& = Vd implica que Py = 0 e
2
Qo = 1. Além disso, Pyiy = [Vd|Qr — Py € Qpyr = a g’;*l implicam que P, = [Vd] e
2
Qi=d—Pl=d—|Vd]
Assim, para k = 1, como py = |Vd] e go = 1, temos pa — dqp = L\/EJQ —d=—-Q.

Agora, vamos considerar k > 2. Podemos escrever

«Q 1+ Ppr_
a=Vd= (ag;ay, ... ,ak_1,04) = Sl e e
Okqr-1 + Qr—2
Py +Vd
Como oy, = Q— temos
k

Vi = (P + \/a)pkq + QrPr—2
(Pe + V) g1 + Qrar—z

o que nos da
g1 + Vd(Pege—1 + Quai—2) = Pipp—1 + Qupr—z + Vdpi_1.
Portanto,

dgr—1 = Pipr—1 + Qrbr—2
Prk—1 = P+ Qrqr—2.
Assim, temos que
pi—dgi_y = (Peqr1 + Qrqr—2)pr—1 — (Pepr1 + QrPr—2)qr1
= Qrqr—2Pk—1 — QrPr—2qK—1

= ka(Qk—ka—l - pk—QQk—l)
= Q="

]

Com o resultado seguinte, vamos classificar todas as solugoes da equagao de Pell

quando N = +1.

Proposicao 1.26. Seja h o periodo da fragdo continua de Vd. Entdo Qr =1 se, €

somente se, h | k.
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Demonstracao. Como h é o periodo da fracao continua de Vd temos que a; = apyq €

g, 1, . .., ap_1 sao distintos. Entao:

1
:2a0+—:2a0+(\/3—a0):\/8+a0.

Op41 aq

Mas aj, = PhQ;h\/a. Se @, > 1, entdao P, — agQn = (Qn — 1)\/21 ¢ Q, o que é impossivel.

ayp = 2a0+

Entao @, = 1 e 0 mesmo argumento mostra que @, = 1 para todos os multiplos k de h.

Suponha que @, = 1. Entao ap = P + Vd. Como ay é puramente periddico (e
portanto reduzido, ver [10]), a} € (—1,0), onde &} é o conjugado de «y, sobre Q[vd].
Portanto P, — vV/d € (—1,0). Logo, P, = |Vd| = ag. Entdo ay = ay, o que implica que k
é multiplo de h. O

Corolério 1.27. A equacio 2* —dy? = 1 tem infinitas solugoes inteiras (x,y). A equagdo
v —dy? = —1 tem uma solugdo inteira (x,7) (e entdo infinitas) se, e somente se, o periodo

h da fragao continua de Vd é impar.

Teorema 1.28. Seja h o periodo da fracao continua de Vd. Entdo todas as solugoes

inteiras e positivas (x,y) da equacio x* — dy* = £1 sdo dadas por
x+y\/3: (x1+y1\/g)l vV I>1,
onde x1 + y1Vd = pr_1 + qu_1Vd.

Observacao 1.29. A solugdo minimal em inteiros positivos (x1,y1) da equagao de Pell

22 — dy? = 1 satisfaz 11 + Vdy; < e?VA0sd (veja em [9]).

Outra maneira de analisarmos as solucoes da equacio de Pell 22 — dy? = +£1 é obser-
vando que toda solucao positiva dessa equagao pertence a um conjunto finito de sequéncias
bindrias recorrentes.

Para isso, vamos primeiramente definir sequéncia recorrente e sequéncia recorrente

bindria, destacando alguns resultados importantes.

Definicao 1.30. Seja k > 1 um inteiro. Uma sequéncia (u,)n>0 C C € chamada de

linearmente recorrente de ordem k se a recorréncia
Uptk = A1Uptk—1 T QUptk—2 + - - + ArUy,

vale para todo n > 0 com alguns coeficientes fixos ay,...,ar € C, ap # 0 e onde os k

primeiros termos ug, Uy, . . ., Ug_1 Sa0 dados.
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Se ay,...,ar € Z € ug,...,u,_1 € 7, entao, por inducao em n, temos que u, ¢ um

inteiro para todo n > 0. O polinémio
f(X)=XF g X1 — ... —q, € CIX]

¢ chamado de polinémio caracteristico de (uy,),>0. Suponha que

S

£ = TLx =0

i=1
onde ay, ..., a4 sao raizes distintas de f(X) com multiplicidades oy, ..., 05, respectiva-

mente.

Proposigao 1.31. Suponha que f(X) € Z[X] tem raizes distintas, todas com multiplici-

dade 1. Entao existem constantes cy,...,c, € K= Q(aq,...,ar) tal que

k
Uy = E cio
i=1

vale para todo n > 0.
Para mais detalhes da proposigao acima veja [14].

Definicao 1.32. Se k = 2, dizemos que (uy)n>0 € uma sequéncia recorrente bindria.

Nesse caso, o polinomio caracteristico é da forma
f(X) = X2 — CLlX — Ay — (X — Oél)(X — 062).

Suponha que as raizes a; e ay sejam distintas, entao temos que w,, = c;af + coay para
todo n > 0. Se ¢iceaiae # 0 € ® /oy 180 é uma raiz da unidade, dizemos que a sequéncia

recorrente bindria é nao degenerada.

Exemplo 1.33. Um exemplo muito conhecido de sequéncia recorrente bindria € a sequéncia
de Fibonacci dada por Fy = 0, Fy = 1 e Fyo = F, 11 + F, para todo n > 0. A essa
sequéncia temos associado o polinémio caracteristico F(X) = X* — X — 1 e a conhecida

formula de Binet dada por

Qn_ﬁn
a—p3"

sao as raizes do polinomio caracteristico.

F, =
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Note ainda que = —a~" e a— 8 = /5 assim, podemos reescrever a férmula de Binet

como

Assim, podemos analisar as solugoes da equacao de Pell como pertencente a um con-

junto de sequéncias bindarias através do seguinte teorema.

Teorema 1.34. Seja d > 1 um inteiro que nao é um quadrado perfeito e seja N # 0.
Entdo toda solugio em inteiros positivos (u,v) da equacio u®> — dv> = N pertence a
um conjunto de sequéncias bindrias recorrentes. Essas sequéncias tem a mesma equacao
caracteristica X* — 201X + 1, onde (x1,y1) € a solugdo minimal em inteiros positivos de

2 —dy? = 1.

Demonstragdo. Primeiramente, note que se existe uma solucdo (ug,v) de u? — dv? = N
entdo temos infinitas solucdes. De fato, considere (21, ;) solucdo minimal de 2% —dy* = 1,

(=x + \/a?ﬂ en=x; — \/ayl. Fazendo
u + \/Ew = (ug + \/EUU)CZ

e conjugando, obtemos

Uy — \/C_lUl = (U() - \/EU())?]Z.

Multiplicando essas igualdades obtemos
= dof = (43— d})(Gn) = N

ou seja, (u,v;) é também solucao da equagao de Pell.

Observe que
b 1t + e o o ar¢t = eonf
1= —F = ——F=—
2v/d

2
onde ¢; = ug + Vduy e cg = ug — Vduvy. As sequéncias (u;);>0 € (v;);>0 sdo recorréncias

binarias e ambas com equacao caracteritica dada por
fX) =X =X =n) =X = ((+n)X +(n=X"-20,X + L

Agora, vamos mostrar que toda solugao inteira positiva (u,v) é obtida como descrita

acima de alguma solucdo minimal (ug, vo). Seja (u,v) solugdo inteira positiva de u? —dv* =
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N. Se u++Vdv < |N|(, entao existem somente finitas possibilidades para (u,v). Suponha
agora que u+vdv > |N|¢ e seja I > 1 0 menor inteiro positivo tal que (u+vdv)¢™ < N¢.

Escrevemos

Uug + \/8’00 = (U + \/C_ZU)Cil
= ((u+ Vadv)(z; — Vdy)

= (ux; — dvy) + \/c_l(—uyl + vay).

Como u e v sdo positivos, pela definicio de [, temos que ug + voVd > |N|, pois caso

contrario teriamos 0 < ug + vo\/a < |N|, o que implica que
(u+ Vo)~ < (ug + Vduo)¢ < NG,

mas isso contradiz a escolha de .

Vamos provar agora que ug € vg Sao positivos. E claro que pelo menos um deles é
positivo. Desde que uj—dvi = N temos que |ug—Vdvo| = N fuo + V) < 1. Se ug e vy tem
sinais contrérios, entdao 1 > |ug — vVduvo| = |ue| + Vd|vo|, 0 que ndo é possivel. Isso mostra
que para toda solugao inteira positiva (u,v) existe algum inteiro ! ndo negativo e alguma
solucio inteira positiva (g, vo) com ug+ Vdvy < |N|¢ e tal que u+ vVdv < (ug + Vo),

e portanto, (u,v) pertence a uma unido finita de recorréncias binérias. O

1.3 Alguns resultados sobre valorizagao p-adica

O objetivo dessa secao é tratar de algumas definigoes e resultados sobre nimeros p-
adicos, a fim de definirmos a valorizagao p-adica de um nimero = que denotaremos por
vp(x). Além disso, estenderemos essa definigdo para valorizacao ou ordem de um ideal A
com respeito a um ideal primo P, denotado por ordp(A), que apresentaremos com mais

detalhes na préxima secao.

Definicao 1.35. Seja K um corpo. Um wvalor absoluto || - || € uma fun¢ao de K para R

que satisfaz:
(i) ||z|| > 0 para todo x € K e ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0;

(ii) llzyll = llzllyll para todo x,y € K;
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(111) Exziste a > 0 tal que para todo x,y € K temos ||z + y||* < ||z||* + [Jy||*.

Se K = @Q e p é um numero primo definimos o valor absoluto, chamado de valor
absoluto p-adico, de Q para R por: |0[, =0 e |z|, = p~*®)_ Onde vp(x) é o expoente
de p na decomposicao de x em um produto de poténcias de primos.

Como v,(x) é o expoente de p na decomposicao de z em um produto de poténcias

1

de primos, temos que v,(z) = m se p™ divide x, mas p”' ndo divide z. Para qualquer

nimero racional ¢/ seja v,(%h) = v,(a) —1v,(b), onde a,b € Z,b # 0. Definimos v,(0) = oo.

Entao as seguintes propriedades sao satisfeitas:
(1) vp(z) = 0o se, e somente se, © = 0;
(i) vp(zy) = vp(@) + v(y);
(ili) vp(x+y) > min{y,(z), v,(y)}.
Além disso, se v,(z) < v,(y) entdo v,(x + y) = vp(x).

Teorema 1.36 (De Polignac). Seja p um nimero primo e n um inteiro positivo. Entao
| n

win) =3 )

=1 LP

onde | x| € o maior inteiro menor ou igual que x.

Demonstragao. (Esbogo:) Existem {%J inteiros entre 1 e n que sao divisiveis por p, con-

tribuindo com um fator de p. Destes, L%J contribuem com um segundo fator, e assim

por diante. n

Lema 1.37. Seja p um nimero primo e seja n um inteiro positivo. Entdao

n
N < ——.
vp(n!) p—1
Além disso, se n > p, entdo
n
N> —.
Vp(n ) 2p
E ainda,
vy (nl) > n_ log(n + 1)
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Demonstracao. Pelo Teorema 1.36, temos que

vp(nl) = EJ+L%J+---+ L%JJr

Portanto,
n n 1 1 1 n
Vp(n')<—+]?+ —i—};—l— :n<]—9+1? —i—};—l— ):p—l
Se n > p, entdo n/p > 1. Como |z] > x/2 para todo > 1 temos
vy(nl) = FJ + {%J TR L%J 4> FJ >
p p p pl 2p
A dltima desigualdade é o Lema 1 em [3].
O
Definigao 1.38. Dizemos que um valor absoluto || - || € Arquimediano se o corpo tem

caracteristica zero e se existe m € Z tal que |m|| > 1. Caso contrdrio, dizemos que é

nao Arquimediano.

Lema 1.39. Um valor absoluto || - || em um corpo K € nao Arquimediano se, e somente
se, satisfaz

[l + yll < max({[z]l, [[yl)-

Chamamos a desigualdade do lema anterior de ultramétrica e vamos nos referir ao
valor absoluto nao Arquimediano como valor absoluto ultramétrico.

O valor absoluto p-adico é um valor absoluto ultramétrico. De fato, |z +y|, = prrl@ty)
e vp(r +y) > min(y,(z),v,(y)) nos dé |z + y|, < p~™»@W) - Por outro lado,
max([2], [yl,) = mas(p#@), ps ) > p=mines@s). Logo [z + yl, < max(|z, [yl,)

Se K é um corpo e P é um ideal primo nao nulo de Ok, podemos introduzir um valor
absoluto P-adico de maneira similar: para x € K* seja vp(z) = ordp(z) o expoente de
P na decomposigao do ideal principal (x) em produto de poténcias de ideais primos, e
seja |z|p = C7*7@ para algum C > 1 (e [0[p = 0).

Por se tratar de uma ferramenta fundamental no estudo das formas lineares em loga-
ritmos p-adicos, faremos um estudo mais preciso da ordem de um ideal com respeito a

um ideal primo na se¢ao seguinte.
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1.4 Um pouco de teoria algébrica dos nimeros

Nessa secao, apresentaremos definigoes e resultados de teoria algébrica dos niimeros que
podem ser encontrados em [1], [4] ou [15]. Nao temos por objetivo dar detalhes da teoria,

apenas desejamos dar nogoes que possibilitem o entendimento do restante do trabalho.

Definicao 1.40. Um ndmero complexo € dito um numero algébrico se satisfaz uma
equacao polinomial

2"+ a, 2" 4+ ar +ag =0,

onde ag,a,...,a,—1 € Q.

Caso ag,aq,...,a,_1 € Z entdo esse numero é dito um inteiro algébrico.

Dado um corpo de numeros algébricos K definimos O como o anel dos inteiros
algébricos de K. Observe que se L e K sao corpos de niimeros algébricos tais que L. C K

entao Op C Ok.

Definicao 1.41. Dizemos que D é um dominio de Dedekind se D é um dominio
Noetheriano (toda cadeia de ideais ascendente € finita), D € integralmente fechado e se

todo ideal primo de D € um ideal mazimal.

E possivel mostrar que o anel dos inteiros algébricos de um corpo K, Ok, é um dominio

de Dedekind.

Teorema 1.42. Se D é um dominio de Dedekind entao todo ideal nao nulo de D pode

ser escrito de maneira unica como produto de ideais primos.

Seja K um corpo de nimeros algébricos de grau n, ou seja, [K : Q] = n, e sejam

a = Qi,Qs,...,a, os K-conjugados de «, definimos a norma de « por
N(a) = ajag - - oy,

Se a € Q temos que N(«) = ™. Além disso, temos que a norma é multiplicativa, isto

é, N(ap) = N(a)N(B) para o e  em K.
Teorema 1.43. Seja K um corpo de nimeros algébricos de grau n. Entao:
(i) Se a € unidade de Ok entio N(«a) = £1;
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(ii) Se o € Ok e N(«) = %1 entdo o € unidade de Ok;
(iii) Se o € Og e N(«) = £p, onde p é um primo racional, entdo o € irredutivel;
(v) Se a € Ok entao N({a)) = |N(«)|.
Dado um ideal I de Ok definimos a norma de [ por
N(I) = card(Ox /1),

onde Ok/I é o anel quociente de Ok por I. E vale N(I.J) = N(I)N(J) para [ e J ideais
de OK

Teorema 1.44. Seja I ideal de Ok. Entao:
(i) Se N(I) =p entao I ¢ ideal primo de Ox;
(1) N(I) € I.

Considere agora A um dominio de Dedekind com corpo quociente K. Seja I uma
extensao separavel de K de grau finito n e seja B o fecho inteiro de A em L. Note que B
¢ também um dominio de Dedekind.

Seja P um ideal primo de A, entao o lifting ou a extensdo de P para B é o ideal de B
gerado por P, que denotaremos por PB ou (P)p. Cabe ressaltar que o ideal (P)p pode
nao ser ideal primo em B.

Como B é dominio de Dedekind, podemos escrever o ideal (P)p como produto de

ideais primos de B:
g
<P>B - HQ??
i=1

onde @); sao ideais primos de B e e; sao inteiros positivos.

Por outro lado, podemos comecar com um ideal () de B e obter um ideal primo de A
da seguinte forma: P = () N A. Nesse caso, dizemos que ) encontra-se sobre P ou que P
é uma contracao de () para A.

Suponha agora que temos um ideal primo nao nulo P de A que se estende para B.
A préxima proposigao nos diz que os ideais Q1, )2, . . ., Q4 que aparecem na fatoracao de

(P)p sao precisamente os ideais primos de B que encontram-se sobre P.
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Proposicao 1.45. Seja (Q um ideal primo de B. Entao () aparece na fatoragao prima de

(P)p se, e somente se, QN A= P.

Assumindo
g

(Pyp=]J@5
i=1
temos que g é o numero de decomposi¢io de P na extensao L|K, e; = e(Q;|P) é o indice
de ramificagio de @; em LL|K e definimos o grau de inércia de Q;, fi = f(Q;|P), como a
dimensao de B/Q; sobre A/P.
Considere ainda uma extensao separavel E|L de grau finito e C' o fecho inteiro de B
em E. Assim, dado um ideal primo J de C' e sejam Q = JNBe P=QNA com P # 0.

Entao:
e(JIP) = e(J]|Q) - e(Q|P),
FUIP) = f(J1Q) - f(QIP).
Seja K um corpo de ntimeros algébricos sobre Q. Seja 6 um nimero algébrico tal que

K =Q() e sejam 0; = 60,0, ...,0, os conjugados de # sobre Q. Entao os corpos

sao chamados os corpos conjugados de K.
Enunciaremos agora o Teorema das Unidades de Dirichlet que utilizaremos no terceiro

capitulo. A demonstracao desse teorema pode ser encontrado em [1] ou [15].

Teorema 1.46 (Teorema das Unidades de Dirichlet). Seja K um corpo de nimeros
algébricos de grau n. Seja r o numero de conjugados reais do corpo K e seja 2s o nimero

de conjugados complexos do corpo K, assim n = r + 2s. Entao Og contém r + s — 1 uni-

dades €1, . ..,€r45-1 tais que cada unmidade de Ok pode ser expressa unicamente da forma
pett - -5?_’;2‘“'_’11, onde p € uma raiz da unidade em Og e Ny, ..., Npis_1 SGO INLEITOS.

1.4.1 Ordem de um ideal com respeito a um ideal primo

Seja A um ideal nao nulo de um dominio de Dedekind D, entao A pode ser escrito de forma

unica como A = H P onde P; sao ideais primos distintos e a; s@o inteiros. Dizemos
i=1
entao que a; = ordp, (A) é a ordem do ideal A com respeito ao ideal primo P, i = 1,...,n.

25



Assim, se P ¢é ideal primo diferente de P; para todo ¢, dizemos que ordp(A) = 0. Além
disso, temos ordp((1)) = 0 e ordp(P*) = k.

Claramente, dados A e B ideais nao nulos de um dominio de Dedekind D, temos que
A | B, ou seja, existe um ideal C' de D tal que B = AC, se, e somente se, ordp(A) <

ordp(B), para todo ideal primo P.

Teorema 1.47. Sejam A e B ideais nao nulos de um dominio de Dedekind D. Entdao
A|B< BCA.

Teorema 1.48. Sejam A e B ideais nao nulos de um dominio de Dedekind D e P um

1deal primo de D. Entao:
(i) ordp(AB) = ordp(A) + ordp(B)
(i1) ordp(A+ B) = min{ordp(A), ordp(B)}.

Analogamente a definicao de ordem de um ideal com respeito a um ideal primo, po-
demos definir a ordem de um elemento nao nulo com relacao a um ideal primo. Seja
D um dominio de Dedekind e K seu corpo quociente. Para a € K, a # 0, definimos
ordp(a) = ordp({a)), para qualquer ideal primo P de D. Dai, se A for um ideal de D

temos que a € A se, e somente se, ordp(a) > ordp(A), para todo ideal primo P de D.

Teorema 1.49. Seja D um dominio de Dedekind e K seu corpo quociente. Seja P um

1deal primo de D, entao

(i) Para o, f € K* temos
ordp(af) = ordp(a) + ordp(B);
(ii) Para a, B,a + 8 € K* temos
ordp(a + ) > min{ordp(a), ordp(B3)}.
Além disso, se ordp() # ordp(8) entio
ordp(a + ) = min{ordp(a), ordp(B)}.
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Teorema 1.50. Sejam I um corpo de nimeros algébricos e P um ideal primo em Of,.

Entao existe um inico primo p € Z tal que P | (p).

Teorema 1.51. Sejam I um corpo de numeros algébricos de grau D sobre Q e P um
ideal primo em Op. Se p € Z é o primo que estd em P entio N(P) = p’, para algum
fe{l,...,D}, onde N(P) é a norma de P.

As demonstragoes de todos esses resultados podem ser encontradas em [1].

O ntimero f dado pelo teorema acima é chamado de grau de inércia de P em Of e é
a dimensao de P sobre o corpo Z/pZ, ou seja, O,/ P é um corpo finito com p’ elementos.

Além disso, se (p) = Pi' ... P;?, onde P, ..., P, sao ideais primos distintos de O, e
ei1,...,€y sao inteiros positivos temos que y 7, e;f; = D. Chamamos g de nimero de
decomposigio e temos que g < D. E ainda, se e é tal que P° | (p) e P°* { (p) entdo e
é dito o indice de ramificagao de P.

Considerando e o indice de ramificacao de P, onde P é um ideal primo que divide p,
temos que v,(z) = ordp(x)e .

Para o caso particular em que K = Q(\/Zl) é um corpo quadratico temos a seguinte

classificagao:
Teorema 1.52. Seja p um primo impar. Entao

(i) p é ramificado em Q(Vd) < p divide d,

(ii) p € inerte em Q(Vd) (ou seja, (p) = P) < (g) =—1,

d
(iii) p € totalmente decomposto em Q(Vd) < (];) =1,

d
onde (—) € o simbolo de Legendre.
p
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Capitulo 2

Limitantes para Formas Lineares em

Logaritmos

2.1 Formas lineares em logaritmos

Uma forma linear em logaritmos de nimeros algébricos é uma expressao da forma

A= zn: bz log (79
i=1

onde estamos considerando ay, ..., o, numeros algébricos, by, ..., b, inteiros e precisare-
mos que a forma linear seja nao nula.
Sabendo que |A| < e — 1, por vezes chamaremos de forma linear em logaritmos a

expressio A = af'ab?-..a’ — 1 que é a forma exponencial da nossa forma linear em

n
logaritmos de numeros algébricos.

Em 1966, Alan Baker deu um limitante para o valor absoluto de uma forma linear
em logaritmos, o que possibilitou a resolucao de alguns tipos de equacoes Diofantinas,
por exemplo, equagoes Diofantinas onde as varidveis desconhecidas estao no expoente
(chamadas equagoes Diofantinas exponenciais).

Inicialmente, vamos fazer algumas consideragoes sobre nimeros algébricos. Seja a um
numero algébrico de grau d e seja f(x) = ijo a;z%"" € Z[z] seu polindmio minimal,

com ag > 0 e mdc(ag, . ..,aq) = 1. Definimos H(a) = max{|ag|,...,|aq} como a altura

classica de o e escrevendo f(x) = ag [, (z—a®), onde a = oV e ' sdo os conjugados
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de «, definimos a altura logaritmica de « como

d
1 ‘
h(a) = p (10g lag| + E log max{1, ]oﬁ”\}) .

i=1

Como estamos tratando de limitantes para as formas lineares em logaritmos de ntimeros
algébricos, muitas vezes basta estimar a altura logaritmica do niimero algébrico a em vez
de calcula-la efetivamente. Para isso, podemos utilizar as seguintes propriedades que
podem ser encontradas em [17, Propriedade 3.3].

Sejam z e y ndmeros algébricos, entdo valem:
(1) h(z™") = h(z);

(i) h(z/y) < h(x) + h(y);

(iii) (zy) < h(x) + h(y);

(iv) h(z +y) < h(z)+ h(y) + log2.

Ainda, dizemos que dois ntmeros reais x e y sao multiplicativamente indepen-
dentes se a tnica solucdo da equacio z%° = 1, em inteiros a e b, é a = b = 0. Caso
contrario, dizemos que z e y sao multiplicativamente dependentes.

O seguinte resultado foi provado por Baker e Wiistholz, em 1993, para uma quantidade

arbitraria n de nimeros algébricos.

Teorema 2.1 (Baker e Wiistholz). Sejam ay,...,q, nimeros algébricos ndao nulos e
by, ..., b, inteiros, D = [Q(a,...,a,) : Q], B =max{|bi|,...,|bs|, €} e parai=1,...n,
A; = max{H (), e}. Se A=3"" bloga; # 0 entdo

|A] > exp (—(16nd)*"?log A; - - - log A, log B).
Usando o fato que |A| < el — 1 temos o seguinte corolario:
Coroldrio 2.2. Se o' ---ab" # 1 entdo
ol ol — 1| > exp(—(17(n 4+ 1)D)*"*7log A; - - -log A, log B).

Em geral, buscamos resolver equacoes Diofantinas de duas ou trés varidveis, por isso
é interessante questionarmos se é possivel melhorar os limitantes das formas lineares em
logaritmos quando trabalhamos com dois ou trés logaritmos. E é exatamente isso que

Laurent, Mignotte e Nesterenko obtiveram para formas lineares em dois logaritmos:
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Teorema 2.3 (Laurent, Mignotte e Nesterenko). Sejam by e by inteiros positivos e oy,
g numeros algébricos reais positivos multiplicativamente independentes. Sejam A =

bilogay —bylogas, D = [Q(aq,as) : Q] e Ay, Ay tais que

|log ;| 1 .
log A; > h(a; — =1,2.
o A, 2 max { (), 25, i,

Além disso, defina

Dlog Ay Dlog Ay
Entao
A , 21 11\’
log|A| > —24,34 - D* | max < logd’ + 0, 14, '3 log Aq log As.

Um exemplo simples da aplicagao desse teorema pode ser encontrado em [13].

Muitas vezes, quando utilizamos os resultados acima para resolucao de equacgoes di-
ofantinas obtemos limitantes muito grandes para as variaveis envolvidas na equacgao e
mesmo com o auxilio do computador, nao é viavel computar os casos finitos. Assim,
precisamos utilizar estratégias que reduzam os limitantes das variaveis, o que podemos

fazer em alguns casos com a ajuda do seguinte lema devido a Dujella e Petho [7].

Lema 2.4 (Dujella e Pethd). Seja M um inteiro positivo e p/q um convergente da fra¢ao
continua do irracional 7y tal que ¢ > 6M e seja p um niumero real. Seja e = ||uq||—M||vq||,
onde ||-|| € a distancia até o inteiro mais préximo. Se € > 0, entdo nao existe solugao
para

O<my—n+u<A-B™
em 1nteiros positivos m e n com

log Aq/e
——— < m< M.
logB — =

2.2 Formas lineares em logaritmos p-adicos

Nessa secao, veremos os teoremas de formas lineares em logaritmos p-adicos dados por
Yu, Bugeaud e Laurent. Esses teoremas sao utilizados para obter limitantes superiores

bi bo b

para ordem de uma forma linear nao nula A = a7'ay* -+ - a," — 1 com relacao a um ideal

primo P.
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Os resultados de formas lineares em logaritmos p-adicos, assim como os de formas
lineares em logaritmos dados por Baker, sao utilizados para obter limitantes para as
variaveis envolvidas em uma equacao Diofantina. Em alguns casos, as formas lineares em
logaritmos p-adicos nos dao uma limitagao melhor do que quando utilizamos as formas
lineares em logaritmos vistas na se¢ao anterior, o que nos auxilia na hora de computar os
casos finitos e verificar quais resultam em solucao da equacao Diofantina dada.

Sejam L um corpo de nimeros algébricos de grau D sobre Q e P um ideal primo em
OL. Sejam ep e fp os indices de ramificacao e inércia, respectivamente. Sabemos que se

p € Z é o tinico nimero primo tal que P | p, entao

k
() =P
i=1
onde Py, ..., P, sao ideais primos de Op. Temos que o ideal primo P é um dos ideais
primos P;, digamos P = P, e dai ep = e;.
Teorema 2.5. Nas condigoes acima, sejam «u,...,Q, niumeros algébricos e by, ..., b,
inteiros. Sejam H; > max{h(«a;),logp}, para todo j =1,...,n e B =max{|bi|,...,|b,|}.
Se A = H ol — 1 ¢ diferente de zero entio
i=1
Ip
ordp(A) < 19(20vn + 1D)2(”+1)e7};1ﬁ log (e°nD)H, - -- H,log B.
plogp

Essa versao de limitantes para formas lineares em logaritmos p-adicos foi dada por
Kunrui Yu em [21] como consequéncia de um teorema mais geral. Outras versoes dadas
por Yu podem ser encontradas em [20], ou ainda no trabalho de Grossman e Luca em [8],

onde encontra-se a seguinte versao para limitantes de formas lineares em logaritmos p-

adicos.

Teorema 2.6. Suponha ay,...,«, numeros algébricos, diferentes de zero e um, com
alturas nao excedendo A, ..., A,. Vamos assumir, A; > e. Seja D o grau de L. =
Q(ai,...,an) sobre Q. Sejam by, ..., b, nimeros inteiros e B > max{|bi|,...,|b,|,e}.

Seja P um ideal primo de Oy, dividindo o primo p. Se ordp(c;) = 0 para todo i =
1,2,....nese A= ozl{1 ag2 .. .osz" — 1 # 0, entao existem constantes computdveis Cy e Co
tais que

ordp(A\) < (C’mD)C?"% log A; - - -log A, log (D*B).
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Da mesma forma que no caso complexo, temos que é 1util conhecer a forma linear
em dois logaritmos p-adicos. O resultado que enunciaremos abaixo, dado por Bugeaud e
Laurent, é originalmente uma estimativa da valorizacao p-adica do nimero A, v,(A), mas
que por definicao esta relacionada com a ordem do ideal gerado por A com relacao ao

ideal primo P que divide p pela seguinte defini¢ao:
v,(A) = eplordp(A).

Assim, a estimativa encontrada para ordp(A) ¢ a estimativa de v,(A) vezes o indice

de ramificacao ep.

Teorema 2.7 (Bugeaud e Laurent). Seja I um corpo de nimeros algébricos de grau D

sobre Q. Sejam P um ideal primo em Op e p um primo racional tal que P | p. Suponha
fplogp - by b 1] |2

log A; > max{h(@j)a —p [ ¢swam A=atar—1eb = Dlog 4,  Dlog 4, Se

a1 e ag sao multiplicativamente independentes, entao

< 24p(pr - 1)D?
= f(p—1)(logp)*

Assim como para formas lineares em logaritmos, existem outras versoes dos teoremas

ordp () (max{log ¥’ +loglog p+0,4; 10 fp log p/D; 10})* log A; log As.

de formas lineares em logaritmos p-adicos. No entanto, optamos por enunciar os teoremas

que utilizaremos na resolucao das equagoes Diofantinas do préximo capitulo.
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Capitulo 3

Aplicacoes das Formas Lineares em

Logaritmos p-adicos

Neste capitulo, pretendemos dar sentido ao que foi exposto acima resolvendo trés equagoes

Diofantinas utilizando o método de formas lineares em logaritmos p-adicos.

3.1 Numeros de Fibonacci que sao rep-digitos

Um rep-digito é um inteiro positivo que tem um unico digito repetido quando escrito
na base 10 e podemos generalizar essa definicao para qualquer base b > 1 chamando de

rep-digito na base b.

Exemplo 3.1. O numero

10° -1

T =7-10"4+7-10*+7-10*+7-10+7=7- T

¢ um rep-digito.

Exemplo 3.2. Os numeros de Mersenne, que sao numeros da forma M, = 2" — 1 onde
n € nimero natural, sao rep-digitos na base 2, pois M, = 111...1) quando escrito na

base 2.

Queremos encontrar os numeros de Fibonacci que sao rep-digitos, o que nos leva ao

seguinte teorema estudado por Luca em [10].
Teorema 3.3. O maior numero de Fibonacci que € um rep-digito é Fg = 55.
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Demonstracao. Inicialmente vamos assumir que F,, possua m digitos e que d é o digito
repetido. Queremos entao encontrar todas as solugoes da seguinte equagao Diofantina.

10m -1

Fn:ddd...d(lo):d-1Om‘1+d-10m‘2+---+d-10+d=d-m,

comde{1,2,...,9}.

1+\f

Seja o = entao podemos reescrever a equacao usando a férmula de Binet:

ofimeat g 0t
/5 9
onde € = (—1)" € {£1}.

Escrevendo de forma conveniente temos

d\/_ L, d10mV5

"4 —— —cx
9
ou seja,

d om 2m—+1
a " <a2” + —g/goz" — 5) = a2mVo5)™ (\/95) )

Ou ainda,

n

dom (\/g)2m+1

- (3.1)

a (a" = z)(a" — z) =

onde 27 e 2z sao solucoes da equacao quadratica

d
—l——\/_X—a—O

ou seja,
—d/5 £ V/5d2 + 324e
18 '

Queremos aplicar o Teorema 2.7, devido a Bugeaud e Laurent, para resolver a equacao

212 =

Diofantina acima. Para isso, precisamos verificar todas as hipdteses.

Inicialmente, note que (3.1) é diferente de zero e assuma que d # 9. Vamos mostrar
que z;2 e o sao multiplicativamente independentes.

Note que o € Q[V5] e se e = —1 temos que 5d° +324e < 5-82—324 = —4 < 0, daf 25
é complexo com parte real diferente de zero, e portanto multiplicativamente independente
com a. Agora, se ¢ = 1, temos que 5d* + 324¢ é coprimo com 5, pois 5 1 324, e ndo é um
quadrado perfeito para todo d € {1,...,8}. Logo, 212 = 21V £ To\/C com z1, 15 € QF
e c # 0,1,5 um inteiro livre de quadrados. Assim, a e z;2 sao multiplicativamente

independentes também nesse caso, ja que nenhuma poténcia de z; 5 estd em Q[\/g]
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Seja L = Q[z1, 20] = Q[\/g, V5d? + 324¢] e observe no diagrama abaixo que o grau da
extensao de IL sobre Q é D = 4.

L = Q[v5, V5d? + 324¢]

T

Q[V5d2 + 324e]

\/

Considere agora P um ideal primo em @y, que divide v/5, ou seja, <\/5> C P. Queremos
estimar a ordem com rela¢do ao ideal P da igualdade (3.1).

Por um lado temos que
ordp(a™(a" — z1)(a" — 22)) = ordp(a™") + ordp(a” — z1) + ordp(a™ — 23).

Note que o™ é uma unidade em Oy, pois

N(a™) = N(a)™ = (1 +2ﬁ) (1 _Qﬁ) —1.

Logo, temos ordp(a™") = 0.

Por outro lado,

ordp >2m+ 1,

d2m(¢5)2m+1
9

pois como P divide v/5 temos (vV5) = PA para algum ideal A e dai (v5)>" 1 =

p2mtl g2m+1 d2m(y/5)?m+1

Logo, a ordem de 5

com relagao ao ideal primo P é pelo me-
nos 2m + 1.
Assim, temos

2m + 1 < ordp(a”™ — 2z1) + ordp(a™ — 29). (3.2)

Queremos estimar
ordp(a™ — z12) = ordp(z12(a" 215 — 1)) = ordp(212) + ordp(a™z, — 1).

: : n—1
Portanto, precisamos estimar ordp(z12) e ordp(a”z;, — 1).

Mas, temos que ordp(z;2) = 0 pois P nao divide 21 2. De fato, se dividisse teriamos

9 —

5
219+ 212+ ¢ =0(mod P) = ¢ =0(mod P),

9
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o que é um absurdo.
E, para ordp(a”z; 5 — 1) utilizaremos o Teorema 2.7 com A = "z 5 — 1.

Note inicialmente que P nao pode dividir ambos a" — z; e " — 2y, pois dai dividiria

VB394

5 que é um numero algébrico cuja norma é um numero

a diferenca z; — 29 =
racional, sendo o numerador e o denominador coprimos com 5. Logo temos que para um
dos indices i = 1 ou i = 2, ordp(a” — 2;) = 0. Suponha que ordp(a™ — z2) = 0 e vamos
estimar ordp(A) com A = a2z — 1.

Precisamos estimar as alturas logaritmicas de a e 2. Como X? — X —1 é o polinémio

1
minimal de o em Z[X] temos que h(a) = §(log 1+loga+logl) < 0,25. Agora, note que

os conjugados de z; sao da forma

+dv/5 + /5d2 + 324¢
18

e seus valores absolutos sao menores ou iguais que

8v/5 + /5 - 64 1 324
V5 + > T3,

41.

Note ainda que o polindomio minimal de z; divide o polinomio

81 <X2 — %SX — 5) <X2 + dTﬁx — g> =81(X?* —¢)? — 5d°X? € Z[X]

portanto h(z;) < i(log 81+ 4log(2,41)) < 2.

E interessante observarmos que o ideal gerado por V5 é um ideal primo em OQ[ NS OL
pelo Teorema 1.44, e que 5 é um quadrado perfeito nesse corpo pois 5 = (\/3)2 Logo, o
indice de ramificacio é e((v/5)[(5)) = 2.

Temos ainda, pelo Teorema 1.52, que como 5d* + 324¢ é livre de quadrados e

(=) -(5)-(5) (%) -
5 5 5 5 ’
5 se divide em dois ideais primos distintos em OQ[ Nt RS Oy, ou seja, (5) = PP
com P, # Ps.

Como ep = ¢(P|5) = e(P|(V5)) - e((V/5)]5) = 2 - e(P|(V/5)) temos que ep = 2 ou
ep = 4.

Suponha que ep = 4. Logo, (5) = P* em Op. Mas nesse caso, pela Proposicio 1.45

terfamos Py = P> em Og 553325, 0 que ¢ um absurdo.
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/OL\ (5) = P*’Q1Q>
Ogivg Ogivsraam  (5) = (3) = PP,

w
\ % / \ ) /

Portanto, temos ep =2, fp=1e D = 4.

Cabe ressaltar que, como o indice de ramificacao é limitado pelo grau da extensao,
poderiamos utilizar ep < 4 no nosso problema. No entanto, ja que foi possivel determinar
exatamente que ep = 2, fazemos uso desse valor, obtendo assim uma limitacao melhor
para nossa forma linear em logaritmos.

Tomando o = a, ag = 21, by = n e by = —1, podemos considerar

1
logA; =1> max{h(a), 055} :

|
log Ay = 2 > max {h(m), 055}

_n—|—2

1
b < —
e < —1—4 3

n
3 )

Perceba que nesse momento podemos aplicar o Teorema 2.7 e limitar ordp(a™ — 21).
No entanto pela desigualdade (3.2) obteriamos uma limitagao para m em fungao de n,
que nao ¢ suficiente para resolvermos a equagao Diofantina inicial. Logo, precisamos de

outros artificios para obter o resultado.

Por inducao em n podemos verificar que

Q" 2 < F,<a!

para todo n > 3. Assim temos

d

04”*2<Fn:§(1om—1)<10m
= (n—2)loga < mlog10
log 1
= n—2<mOg gy
log o

= n<4,8n+2.
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Assim, I < "T“ < 0,6m + 0,5 e temos pela equagao (3.2):

245 (5—1)-4°
(5—1)- (log5)*
(max{log (0,6m + 0,5) + loglog 5 + 0, 4; (101og 5)/4; 10})?

2m +1 1-2

< 3,7-10*- (max{log (0,6m + 0,5) + loglog 5 + 0,4; (101log 5) /4; 10})?
Como (10log5)/4 < 10 temos:
2m +1 < 3,7-10* - (max{log (0, 6m + 0,5) + loglog 5 + 0,4; 10})?.

Se 0 méximo da expressdo acima é 10 temos que 2m+1 < 3,7-10*.10> = m < 1,9-10°.
No outro caso, podemos utilizar o Mathematica para encontrar a limitacao para o m

através do comando:
Reduce [2*m+1<3.7%1074* (Log[0.6*m+0.5]+Log[Log[5]]1+0.4) "2,m, Integers]

Obtendo assim m < 4,6 - 10°.

Logo, m < 4,6-10%en < 2,3-10".

Para analisarmos essa quantidade finita de casos, recorremos ao Mathematica. Existe
mais de uma maneira de fazermos isso, e aqui, daremos uma delas. Inicialmente buscamos
artificios matematicos que otimizem o tempo que o programa levara para encontrar as
solucoes. Por exemplo, podemos procurar solucdes congruentes médulo 108, com m = 8
e se obtivermos alguma solucao, aumentamos as casas decimais para verificar se continua

sendo solucao da nossa equacao inicial.

Timing[Catch[Do[{n, d};If[Mod[Fibonaccil[n] - d*(10°8 - 1)/9, 10°8] == 0,
Print[{n, d}]], {n, 11, 2.3%10°7}, {d, 1, 8}1]1]

E interessante observar que se considerarmos n < 10° o comando
Timing[Catch[Do[{n, d};If[Mod[Fibonacci[n] - d*(10°8 - 1)/9, 1078] == 0,

Print[{n, d}]], {n, 11, 1075}, {d, 1, 8}]]1]

retorna {273.937756, Null}, o que significa que demorou menos que 5 minutos para retor-
nar que nao existe nenhuma solucao. No entanto, quando consideramos o comando com
n < 2,3-107, o programa pode demorar dias para retornar se existe alguma solucdo. De

modo geral, nao havera solucoes.
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Para finalizar, resta analisar o caso em que d = 9, ou seja, queremos resolver a equacao
Diofantina F,, = 10™ — 1.

Para isso, usaremos o Teorema do Divisor Primitivo de Carmichael que diz que se
n > 12 entdo existe p primo tal que p | F,, e p{ Fy--- F,_1. Tal primo p é chamado de
divisor primitivo.

Sabendo que para todo inteiro positivo k valem

Fy+1 = Fyp_1Log
Fipy1 +1 = FoppiLog
Fypyo +1 = Fyioloy

Fieys +1 = Fopy1Logto

onde L, é um termo da sequéncia de Lucas dada por Ly =2, Ly =1e L, =L, 1+ L,,_o,
temos que 10™ = F,+1 = F(,,_s5)/2L(n+s)/2 onde 6 € {£1,4+2} e n = §(mod 2). Portanto,
se n > 26 temos (n —0)/2 > 12 e F(,_s5)/2 tem um divisor primitivo p > 12, mas isso é
um absurdo pois p dividiria 10™. Logo, nao temos solucao para d =9 e n > 26.
Utilizando o Mathematica para computar F;,, quando n < 26 temos que a maior solucao
é Fg = 55.
Table[Fibonacci[n], {n, 0, 26}] nos da

{0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597,

2584,4181,6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025, 121393 }.

3.2 Sequéncia exponencial fatorial

Defini¢ao 3.4. Seja (an)n>1 a sequéncia definida por a; = 1 e a, = n** paran > 2.

Essa sequéncia é chamada de exponencial fatorial.

Observe que os primeiros termos da sequéncia exponencial fatorial sao a3 = 1, as =
1
=2 a3 =3 =9, ay =4 = 262144 e a5 = 52" tem 183231 digitos decimais
(ver [16]).
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Teorema 3.5. A unica solucdo da equagdo

2
ar+---+a,=m

em inteiros positivos m en é m =n = 1.

! com [ > 1, foi

O problema de encontrar as solugoes para a equacao a,+---—+a, =m
estudado por Luca e Marques em [11] e aqui, estamos interessados no caso em que [ = 2,
ja que utilizaremos as formas lineares em logaritmos p-adicos para encontrar as solucoes.

Além disso, a sequéncia exponencial fatorial (a,) aparece como A049384 em [16].

Uma propriedade interessante dessa sequéncia é que o ntimero ) ., 1/a, é um nimero

de Liouville e portanto transcendente. Outra curiosidade é que

> 1/a, =1,611114925808376736 1111 ... 111272243 ...

n>1 183213

Vamos entao a prova do teorema:

Demonstracao. Comecaremos com algumas observacoes que valem em geral.

Observe que se by, := ), -, @ temos:

by = a; =1, que é um quadrado perfeito.
bg = CL1+G2:1+21:3,
b3 = a1+a2—|—a3:22><3e

by = a1+ ---+as = 2% x 65539, que nao sao quadrados perfeitos.

Agora note que se bs = m? e p | m? entdo p* | m?.

Com a ajuda do computador, vemos que 17 | by mas bs = 17 x 5 (mod 177), ou seja,
17%  bs. Logo, bs ndo é um quadrado perfeito. O mesmo argumento usamos para mostrar
que bg, by e bg ndo sdo quadrados perfeitos. De fato, 7 | bg mas bg = 7 x 2 (mod 7%), 2| by
mas b; = 2 (mod 2%) e 2 | bg mas bg = 2 (mod 2?).

Logo, vamos considerar n > 9.

Observe que a, = n*! > ¢! para n > 3 entao loga, > a,_1. Além disso,
a, > 2a,_1 para todo n > 2. De fato, ja que z > 2logx para todo x > 1 temos
a, > 2loga, > 2a,_1, paran > 3 e, para n = 2 temos as = 2 = 2a;. Logo, a, > 2a,_1

para n > 2.
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Usando essas desigualdades, temos que:

O<m?—a, = m>*—n"""'=a, 1 +an o+ -+a

ap-1 | Qan-2 a2

< a,_ 2

S R R R

< a +an—1+an—1+n_+an—1

= HYn-1 9 22 on—2
LA

— ani — - e

1 9 92 on—2
< 20,1 < 2loga,.
Ou seja,
0 <m?—n"" < 2loga, (3.3)

Primeiramente, note que se n é impar entao a,_; = (n — 1)*~2 é par, e portanto
a, = n! é um quadrado perfeito. Dai, dividindo a desigualdade 0 < m? —a,, < 2loga,,

por m + y/a, temos:

0<m?—a,=(m—a,)(m++/a,) < 2loga,

2logay,
= 0<m—/a, < ———
" ¢ m 4+ \/an
2loga,

= 0<m—a, < 08 n .

vV an
Note que na ultima desigualdade usamos o fato de que 2logx < v/z para x > 75.

Mas ai, temos
0<m-—+/a, <1

o que é uma contradicao, ja que m —+/a,, ¢ um inteiro quando a,, é um quadrado perfeito.
Se considerarmos n par e quadrado perfeito, temos novamente que a,, ¢ um quadrado
perfeito e obtemos a mesma contradi¢ao acima.

Logo, vamos assumir que n ¢ par mas n nao ¢ um quadrado perfeito. Entao n > 10 e

temos:
0<m—a, < 2log a,
m — \/a .
" Van
Portanto,

2loga 2a,_1logn
_ (an-1-1)/2 no_ Z¥n—l
0 <m—+/nxnl? < vy Ry R

Dividindo as desigualdades acima por n(*—179/2 ¢ tomando o médulo obtemos:

m 2a,_1logn
\/__n(an,l_l)/z < nan-1-05 "
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Pelo Teorema 1.15, devido a Worley, temos que se o é um irracional e

K

¢’

a—]—)'<
q

entdo existem inteiros k, 7 e s com |r| < 2k, |s| < 2k, p = TP + Spr_1 € ¢ = Tqk + SQr_1,
onde py/qx €é 0 k-ésimo convergente de . Além disso, podemos escolher k de maneira que
k seja maximo na condicao g < q.

Na nossa situacao, como

S — m 2a,_1logn
n(an1-1)/2 nan—1-05
temos que a = n, p = m, ¢ = n\ V2 = ro 4 sqq, K = % e ainda

4an—1logn

N
Observe que ¢ = n*=171/2 & inteiro ja que n é par e portanto a,,_; ¢ impar, implicando

max{|r|, [s[} <

que (a,_1 —1)/2 é um inteiro.

Definimos o numerador e o denominador dos convergentes da fragao continua como
sequéncias recorrentes no Corolario 1.5. Como os convergentes da fracao continua de
Vv/n nos dao as solucoes da equacdo de Pell X? — nY? = 1 e (1,0) também é solucio
dessa equacao de Pell, podemos fazer uma pequena mudanca de varidavel e definir as
sequéncias recorrentes do numerador e denominador dos convergentes da seguinte maneira:
considerando v/n = (ug, Uy, ..., us), onde h é o menor perfodo par da fracio continua de

v/n, definimos

po=1 q =0
p1 = Up =1
Pk = Ug—1Pk—1 + Pk—2; Tk = UWk—1GQk—1 + Qe—2, ¥V k=2
Com essa nova definicio temos que a solucdo minimal da equacdo de Pell X? —nY? = 1
é (pn, qn). Para ver isso, basta utilizarmos as proposigoes 1.25 e 1.26.

Usando a definicao podemos obter

k—2
1 5
2
onde F}, é o k-ésimo numero de Fibonacci. Assim, como escolhemos k tal que ¢ < ¢ =
n(@n-1=1/2 temos

1 n-1— 1
(k—2) log< +2\/3> <2 12 log n.
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O que nos da

(an—l - 1) logn

k + 2
1+v5
< 2[(ap—1 —1)logn + logn|
< 2a,_1logn.
Agora, para cada | € {0,...,h — 1} considere a recorréncia bindria (gnas;)x>o com

valores iniciais q; < qi € qri; < @on, € equagao caracteristica X 2 _2p, X + 1. Chamaremos

de
C=pn+vVna e ('=py—Vng,

as raizes da equacao caracteristica. Assim, podemos escrever

Grars = c1C + ol

onde ¢y =c1 + ¢y e qpiy =c1(+ co¢™t. Assim, obtemos

¢ = Bt = (g e o= @€ — qnti
¢—¢! ¢—¢!
Escrevendo k = hA + [ para algum [ € {1,... A} temos ¢, = c1(* + 2 e gy =
A+ do, com gy =dy +ds e Qht(1—1) = d1C + d>¢ ™Y, obtendo assim

 Ghea-ny — C g ~ @-1€ = Ghta-)
= 1 e dQ = 1
¢—¢ ¢—¢
Portanto ¢ = n(®=17V/2 = rq. + sqi_q = (reg + sdy )¢+ (rey + sdy)C™

dy

A .
, OU seja

nlon1 D2 = 0y (M (T,

onde ay; = re; +sd;, 1 =1,2.

(@n-1=D/2 djvide o lado esquerdo na

Como estamos considerando n par, temos que 2
igualdade acima. Queremos estudar o expoente de 2 no lado direito.

Inicialmente, observe que 3; = (( — ("o, é um inteiro algébrico para i = 1,2. Seja
B1 = 2'y;, onde t > 0 e v, ndo é miltiplo de 2. Observe que 3, é o conjugado de 3; com

o sinal trocado e que portanto By = 2'v, e v, ndo é miltiplo de 2.

- - ¢! Qhia-1) — C g
i = 1=l =i - (B ()
< (qan + Can)lr| + (qon + Can)ls|

= (Irl +[s)(g2n + Can).

Além disso,
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Logo, como |31 8| = 2%|y172| > 2% pois |1172| > 1j4 que 41 e 72 sdo inteiros algébricos,

temos:

2% < |BullBa] = 181" < (Ir] + Is])*(qon + Can)*.

E assim,

8ap—11
2 (Jr] + [sl) (@2 + Can) £ =5 o+ Can),

Sabendo que ¢ < e3Vosn

¢—¢!
NG

g =1+ = <(

_ ¢
-0

Gon = 10 + P <

entao

8a,_1logn
tlog2 < log (Tg) + log (g2n + Can)

41
< log (M#) + log (2C2)7

o que nos da t < 3a,_olog(n —1).
Como 217D/ divide a,¢* + ¢~ entdo divide 51¢* + B2l = 241> + 12 7).
Além disso, (a,_1 —1)/2 —t > 0 e portanto 2(¢—1=Y/2=t divide

Y 4 7l = —ypC ((_—%) ¢ — 1) .
Y2

Considere P ideal primo dividindo p = 2. Queremos estimar

o (2)0-0)

Mas, note que, ordp(—72) = ordp(¢™*) = 0 pois ¢ é unidade ((¢("* = 1) e P nao divide
v (pois se dividisse, 2 dividiria v; ou s, 0 que nao ocorre).

Queremos portanto estimar a ordem de 2 que pode aparecer em A = (_—%> -1
utilizando formas lineares em logaritmos p-adicos. ”

Por um lado, como
t < 3ap_olog(n—1) e 2@n—17D/27t | ) =AN
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temos que
n1 — 1 e
ordp(A) > GIT —3a,_slog(n—1) > a4 !

Para obter uma estimativa superior para ordp(A) usaremos o Teorema 2.7. Assim,

considere oy = —ﬂ, ay = (, by =1 e by =2\ Note que K = Q[v/n] e portanto D = 2.
Consideramos p :’g e P um ideal primo dividindo 2, e vamos considerar que «; e oy sao
multiplicativamente independentes.

Precisamos determinar A; e Ay, para isso vamos estimar a altura logaritmica de oy e

ag. Como |17 > 1, |n] < (Ir] + [s]) (gt + Car) e

8ty 11
2(|r| + |s])¢? < 27 n 2 08 \;_Og”eﬁﬁlog" < 16a,,_1etV B
n

temos
( nl? )
1 1 2
o) < =2 '721/ ] _ ';”2| — '2”” — log ||
< log (|7 + [s[)(gn+i + Car)) <log ((|r] + |s])(gzn + Cgn))
< log (2(|r] + |s])¢?) < log16a,,_1 + 6+/nlogn.
E ainda,

~log¢ _ 3y/nlogn
2 2

h(az) = h(C) =1,5v/nlogn.

Logo, podemos escolher

log A; = 2loga,_1 > log16a,_1 + 6y/nlogn

log Ay = loga,_; > 1,5y/nlogn.

Resta determinar ' para termos satisfeitas todas as hipéteses do Teorema 2.7. Note
que 2\ < 2(hA + 1) = 2k < 4a,_1logn pois vimos que k < 2a,_1 logn. Assim

;o 1 + 2\ < Qp—1
~ 2logan_1  4logan_; 2

/1
f5

Lembrando que f é o indice de inércia e portanto f < 2, temos que <le

obtemos que

24.2.2°
(2 —1)(log2)*

ordp(A) < - (logan_1)* - 2loga,_1loga, ; < 14000 - (loga,_1)*.

45



Comparando com a limitacao inferior obtida anteriormente temos
an_1 < 56000(log a,_1)*

e usando o Mathematica obtemos a,_; < 10!, que é falso para n > 10.

O comando que utilizamos no Mathematica para obter a limitacao do a,_1 € o seguinte:
Reduce [x<56000%* (Log[x]) "4,x,Integers].

Logo, nao existe solucao para o caso em que n > 10 e o e ap sao multiplicativamente
independentes.

Basta analisarmos o caso em que oy e ay sao multiplicativamente dependentes.

Inicialmente, note que ¢ = pj, + v/ng, é uma unidade em Ox pois N({) =(( ' =1, e
como ¢ > 1 temos que ¢ pode ser o gerador da parte livre de tor¢ao do grupo das unidades
de Ok. Se ¢ nao for o gerador, existe ¢; > 1 unidade que é gerador com ¢ = (i e tal
que a norma de ¢; é —1. De fato, se (; = a + v/nb temos que N((;) = a* — nb* = £1,
mas se N(¢;) = 1 terfamos que (a,b) é solucdo da equacio de Pell X* — nY? = 1 com
¢ = (¢ > (4, contrariando o fato de (pp, g») ser a solucdo minimal. Logo N(() = —1.

Logo, para considerarmos os dois casos, vamos escrever ( = (f com ¢ € {1,2}. Além
disso, como % é unidade, pelo Teorema das Unidades de Dirichlet 1.46, temos % = ey,
onde ¢ = +1.

Como vimos,

V5
1 |o|log (” )
2logan,_1 > h(an) =h _n h(eC?) = o] log G < 2 |
V2 2 2

onde a tltima desigualdade vem do fato que ¢ = p, +qnv/n > 1+v10, pois n > 10 e py, qn
sao inteiros positivos. Dai, se (; = ( > 1+v10 > %5 ese (] = \/E >4/ 14+ v10 > %5
Obtendo assim uma limitagao para |o|, isto é, |o| < 9loga,_;.
Observe que
N o o
A= (-1 -1 e 1= e

e portanto, A divide
116)\—&—20 —1= ( 125>\+cr _ 1)( 125)\+0' + 1)7

que divide
C46)\+2a 1= Cf(46)\+20) —1, §e{1,2}.

46



Logo, ordp(A) < ordp(¢**2° — 1). E agora, usaremos o Teorema 2.5 com um loga-
ritmo para limitar superiormente ordp(¢***27 — 1). J4 vimos que h(¢) < 1,5v/nlogn.

Temos ainda que p = 2, fp <2, H; = 2loga,_1, B = |46\ + 20| e D = 2. Portanto

ordp(¢¥2 1) < 19(20v2 - 2)* log (2€°)21og a,,_1 log |40\ + 20|

2
(log2)?
< 9,3-10°loga,_;log (8 + 2|a]).

Note que, como \ < 2a,,_;logn e || < 9loga,_1, temos 8\ + 2|o| < a_,. Logo,

ordp(¢*2 1) < 9,3-10%loga,_1loga?_,

< 18,6-10%(log a, 1)*.

Assim, comparando com o limite inferior obtido para ordp(A) temos

o1 < 18,6 -10°(log a,_1)*

e usando no Mathematica o comando
Reduce [x<4%18.6%1079% (Log[x]) "2,x,Integers]

obtemos a,_, < 7,710, 0 que é um absurdo para n > 10.

2

Portanto, a tnica solugao da equacao ay +---+a, =m“ém=n = 1. n

A solucéo do problema para [ > 2, ou seja, quando a; + as + - - - + a, = m!, pode ser

encontrada em [11] e, da mesma forma que no caso [ = 2, a tnica solugao é m =n = 1.

3.3 Somas de fatoriais em sequéncias recorrentes binarias

Nessa secao, vamos considerar o problema de expressar um termo de uma sequéncia
recorrente binaria nao degenerada como a soma de fatoriais. Esse problema foi estudado
por Grossman e Luca em [8].

Como vimos no primeiro capitulo, uma sequéncia recorrente binaria (u,),>o ¢ uma

sequencia de inteiros tal que
Upio = TMpi1 + Sy, ¥V n > 0.

Vamos considerar 7 e s inteiros ndo nulos tais que 72 + 4s # 0.
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Sejam « e § as duas raizes da equacio caractetistica X? —rX — s = 0. Sabemos que
existem duas constantes a e b tais que u, = aa"+05", V n > 0 (veja [14]). Considerando

up € up os valores iniciais da sequéncia recorrente temos o seguinte sistema

UO:a+b
up = aa + b3
o que nos da
uy — Pug Uy — Uy
=—— e b=———
a—p a—pf

Consideramos ainda (u,,),>¢ como uma sequéncia nao degenerada, ou seja, abaS # 0
e a/f nao é raiz da unidade.
Antes de enunciar o teorema principal desta secdo, veremos alguns lemas importantes

que serao utilizados na demonstracao do teorema mais adiante.

Lema 3.6. Seja A > 0 um niumero real dado. Entdo a equac¢ao

k
Zami!:O, a; €7, la;| <A para i1=1,2,...)k € ng <mng <...<ny,

i=1
onde nem todos 0s a;’s sao zero, tem somente um numero finito de solugoes efetivamente

computdaveis.

Demonstracao. Seja

1 1 1
B,=—t—4+ -+ —

n  n(n—1) i Par nzl

Note que By = By = 1 e B3 = 2/3. Em particular temos que B, < 2/n para n < 3.

Vamos mostrar por indugao em n que B,, < 2/n para n > 4.

S ! TR
" n-1 " (n—1)(n-2) (n—1)!
o B 1 ! b
n  nn-1) nn-1)(n-2) n(n —1)!
B,, 1 1 1
= L R
n n n nn-1) n!

Portanto,




2
Noteque1+—1<2(:) <len—1>2«<n>3 Comon >4 temos que
n_

2 "
B, < —.
n
Assuma agora que Zle a;n;! = 0 vale para alguns n; < --- < ng. Podemos assumir

que nenhum dos a;’s é nulo. Vamos mostrar que n; < 2A. Suponha, por contradi¢ao, que

n > 2A. Entao

S
Note que B, = > %' —, logo
N

k
2A
Zami! > nl(1 — AB,,, ) > ny! (1 — —) >0, para ng > 2A.

n
i=1 k

Portanto,
k

1=1

O que é um contradicao com a hipdtese, portanto n, < 2A e assim tem somente um

numero finito de solugdes computaveis. O]

Lema 3.7. Seja (uy,)n>0 uma sequéncia recorrente bindria nao degenerada. Sejam o e (3
as raizes da equagao caracteristica e assuma que || > |f|. Entao, existem duas constantes

Cy e Cy efetivamente computdveis, dependendo somente da sequéncia (up)n>0, tais que

| > |a|""C 8™ para n > C,.

)
a «

Note que %b (g)n # 1 para n suficientemente grande, caso contrario u, = 0 para

Demonstracao. Temos que

|un| = |aa™ +3"| = |-aa”|

infinitos n.

Usando o corolario do Teorema 2.1 para formas lineares em logaritmos com a; = _Tb,

—_b(é)"_l
a (0%
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Logo, para n > (5,

|| > |al|a|"e”C e,

Escolhendo uma constante C'; adequada temos que

|un| > |a|n—Cl logn

para n > Cs.
O

Lema 3.8. Seja (uy)n>0 uma sequéncia recorrente bindria nao degenerada e seja p um
nimero primo tal que p 1 s onde r e s sao inteiros nao nulos dados na recorréncia
Upto = TUpi1 + Sy, ¥V n >0 e tais que r? 4 4s # 0. Entao, existem duas constantes C

e Cy efetivamente computdveis, dependendo de p e da sequéncia (u,)n>0, tais que
vp(u,) < Crlog?n, para n > Cs.

Demonstragio. Considere P o ideal primo dividindo p. Como v,(u,) = ordp(u,)ep,
onde ep ¢ o indice de ramificacao de P, temos v,(u,,) < ordp(u,). Além disso, temos que

U, = aa’ + bp". Assim,

vo(un) < ordp(u,) = ordp(aa™ + b3") = ordp (—bﬁ” (_T& (%)n . 1))

= ordp(—b) + ordp(B") + ordp (‘T“ (%)n - 1) .

Note que como « e 3 sdo as rafzes da equacio caracteristica X2 — rX — s = 0 temos
—s=af. E como ptstemos que ptaeptf.

Além disso, temos que Pta e P 3. De fato, se P | a entdao N(P) | N(a), onde N é
a norma em Q(a) que sabemos ser multiplicativa. Logo, p/” | N(a) = af, onde fp é o
indice de inércia, e dai p | a ou p | 8, contradigdo. Logo, P { o. Analogamente, P { 3.

Portanto ordp(a) = ordp(f8) = 0. Considere ainda ordp(—b) < ¢, onde ¢; é uma

.. : —a (a\"
constante positiva. Resta estimar ordp <T (E) - 1) .

Vamos considerar dois casos:

Caso 1: =% ¢

. sao multiplicativamente independentes. Neste caso utilizaremos o

™[R

—a

Teorema 2.7 com o = =%, ay = £, b; =1 e by = n. Temos que V' < cyn, onde ¢y é uma
b B )

constante que depende de (u,). Assim,

ordp (%a (%) — 1) < cy(max{cslogn,cs})? < cglog’n, para n > Cy,
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onde ¢z, ¢4, c5 € cg dependem de (u,) e p. E portanto,
Vp(uy) < ordp(uy,) < ¢ + cg log?n, para n > Cs

ou seja,

vp(u,) < Cylog?n, para n > Co,

com C e Cy dependendo somente de (u,) e p.

Caso 2: 5" e % sao multiplicativamente dependentes. Assim, existem x e y inteiros

) -G

Assim, aplicando a ordem com relacao ao ideal primo P temos

nao nulos tais que

x-ordp(—a/b) =y - ordp(a/f) = y(ordp(ar) — ordp(B)) = 0,

ja que P nao divide o nem .
Logo, como = # 0 e y # 0 temos que ordp(—a/b) = 0 e ordp(a/B) = 0. E assim,

estamos nas condicoes para aplicar o Teorema 2.6 com B = n. Ou seja,

ordp (_a (ﬁ) — 1) < (Zle)2k2p—210g Ay log Ay log (D*n) < ksglog?n,
b \p log™p

para n > (5. Portanto
vp(un) < ordp(u,) < ¢ + kzlog®n, para n > Cy

o que nos da
vp(u,) < Cylog’n para n > Cs.
O

Lema 3.9. Seja (uy)n>0 uma sequéncia recorrente bindria nao degenerada e seja p um

niumero primo tal que p | mde(r, s). Entao

V() > LgJ Y n>3.

Demonstracao. Usaremos inducao sobre n e o fato de u,, = ru,_1 + St,_s.

Seja d =mdc(r, s).
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Para n = 3 temos, como p | d,
Vp(us) = vp(rug + suy) = v,(d) + vp(riug + s1up) > 1 = [%J
Supondo verdadeiro para todo kK < n — 1, temos:

Up(Uy) = Vp(rtn—1 + Stp—_2)

Vp(d) 4+ vp(11Un—1 + S1tUp—2)

> 14+ min{v,(r1) + vp(tun-1), vp(s1) + Vp(un—2)}
> 1+min{["3], [%52]}
> 14 %3]
= 1+
- 15l
Logo, vp(u,) > 5] para todo n > 3. O

Agora estamos aptos a demonstrar o teorema principal.

Teorema 3.10. Seja A > 1 um nidmero real, k um inteiro positivo fixado e (up)n>o0
uma dada sequéncia recorrente bindria nao degenerada, como acima. Entao, existe uma
constante C' efetivamente computdvel dependendo de A, k e da sequéncia (un)n>0, tal que
se

Up = army! + -+ apng!, a; €Z, |ag| < A parai=1,... k,
onde n; sao inteiros nao nulos arbitrarios para i =1,2,...,k, entao m < C.

Demonstracao. Para demonstrar o teorema usaremos inducao em k. Note que quando k£ =
0 temos u,, = 0 e pelo Lema 3.7, tem somente um ntimero finito de solugoes computaveis.

Se k = 1 temos u,, = an!, para algum inteiro a com |a| < A. Nesse caso, considere p
um primo menor ou igual que s que nao divide s.

Se n < s obtemos uma limitacao também para m e o teorema esta provado.

Seja entao n > s.

Pelo Lema 3.8 temos v, (u,,) < Cy log? m param > C,. Por outro lado, como u,, = an!

temos v () = vy(an!) = v,(a) + v,(n!) e pelo Lema 1.37 temos v,(n!) > 7/2p. Assim
% < vy(n!) < ypla) + vp(n!) = vp(u,) < Cylog? m,
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para m > Cs.
Portanto, n < 2pC; log? m < 2sC4 log? m para m > Cs.

Agora, pelo Lema 3.7 temos |a|™“318™ < |y, | = |an!| < An™, para m > Cy. Logo

logA  nlogn

m
— <m— Cslogm < < Csnlogn,

2 log|a| = log|af
para m > Cj.

Tomando m > max{Cy, Cs} temos
n < 2sCy log? (2Csnlogn).

Logo, obtemos n < C; e assim u,, € limitada e portanto m também é limitado,
provando o teorema.

Note que no caso k = 1 tomamos p < s e p{ s, mas quando s = 2 tal primo nao existe.
Mas, caso s = 2 basta tomar p = 3 e teremos n < 2-3C} log”>m < 2-3C} log* (2Csnlogn)
e da mesma forma o teorema esta provado.

Vamos supor agora k > 2.

Observe que podemos assumir que n; < ng < --- < ng. De fato, se tivermos n; = n;
para alguns indices i # j, colocamos em evidéncia esses n; e substituimos a constante A
por kA.

Observe também que, pelo Lema 3.6 e por inducao, se Z]EJ a;n;! = 0 para algum con-
junto de indices nao vazio J, temos que existe um nimero finito de solugoes computaveis,
e portanto podemos assumir que Zjej a;n;! # 0.

Vamos denotar por C,Cy, ... as constantes (maiores que 1) que dependem somente
de k, A e da sequéncia (uy,)n>0-

Inicialmente, observe que, pelo Lema 3.7, temos

|| C2lem < |y, | para m > C). (3.4)

Por outro lado,

k

Z Cll?"LZ'

=1

|Um| =

k
<Y Amg! = kAng! < kAnj* = kAem s (3.5)
=1

onde a ultima desigualdade segue do fato que n! < n" para todo n > 1.

Assim, por (3.4) e (3.5), temos |a|™"“28™ < L Aemt 8™ para m > C).
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Afirmacao:

ng > Cs para m > Cf. (3.6)

m
logm’
De fato, sejam [; e I, constantes maiores que 1 tais que |a|* > kA e |a| > e. Logo,

para m > (1,
|a‘m—0210gm < kAe™ log ny, < ’a|l1+lznk log ny,

= m — Cylogm < Iy + lang log ny

l 1 1
= mn — Oy < L + lany, 08 Mk <l + lang 08 Nk
logm logm logm logm
1
= m < m — Oy — 11 <lgny, 08 Ttk (37)
2logm  logm logm

Além disso, como u,, = aa™ + bf™ e |a|] > |B| temos |u,,| < I3]a|™ < |a*™ para
m > Ol.

Por outro lado, u,, = aynq! + - - - + agny! implica que
|um| > |ag|ng! — Jaing! + - -+ + ag_1ng—1!| > Jag|ng! — A(k — D)ng_1! > lyny!,

para uma constante ly.

Portanto,
||*™ > |t| > Lng! > |a|*™ = m > ny, = logm > log ny.

Voltando em (3.7) temos

m
nk>C'3

logm
para m > (] e a afirmagao esta provada.

Note que se limitarmos n, por cima por um polinomio em log m serd possivel encontrar
uma constante C' tal que m < C e o teorema estard provado. Para fazer isso, encontra-
remos um limitante superior para ni, que serd nossa base de inducao, e entao usaremos
inducao em j para limitar superiormente n;, para 1 < j < k.

Entao, vamos comecar limitando n;. Para isso, escolha ¢ o menor primo maior que s,
onde s é dado na equagao caracteristica da recorréncia (wy, )m>o-

Pelo Lema 3.8, como ¢ { s ja que ¢ > s, temos v,(uy,) < C4 log?m para m > Cs.

Além disso, pelo Lema 1.37 dado no primeiro capitulo, ou n; < ¢ (e ai j& terfamos
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uma limitagao para ni, pois pelo Postulado de Bertrand existe um primo ¢ entre s e 2s,

portanto n; < g < 2s), ou

ny
vg(ny!) > —.
q( 1) 2q
_ "k ]
Note que, como estamos supondo n; < ng < -+ < ng € Uy, = y ., a;n;! temos que
ni! | n;! para todo i = 1,..., k e portanto nq! | u,,. Logo,
o ) < Cylog’ C
% < vy(m!) < yy(um) < Cylog”m para m > Cs.

Portanto,
ny < 2qCylog>m para m > Cs. (3.8)

Podemos assumir C5 > max{e,C1} e Cy > 1. Seja Cs = max{Cs, e“*}. Assim, se

2qC4y 2qCy

m > Cg entao m > Cs e m > e“. De m > C5 temos que vale (3.8) e de m > e

temos que logm > 2¢Cy. Portanto,
ny < 2qCylog®m < log®>m para m > Cs. (3.9)

Para concluir a prova do teorema, precisamos analisar trés casos.

Caso 1: mdc(r, s) # 1.

Como mdc(r, s) # 1, seja p um primo dividor de mdc(r, s). Vamos usar indugao para
mostrar que n; < 1ogj+2 m, para m suficientemente grande.

O caso j = 1 é dado pela desigualdade (3.9). Assuma que n; < log"™?m para i =
1,...,7,onde 1 <j <k

Suponha que
J
N; = Zaini! ="y,
i=1

onde p1y.

Note que nesse caso = = v, (N;).

Assim,
J

Z CLZ’IIZ'

=1

log, =z +log, |y| > =,

pois log, |y| > 0 j& que y € Z.

Como

J
Z CLZTLZ'

=1

|NJ| = < k:AnJ' < k’ATL?j,
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segue que

J
E a;n;!

=1

r <log, < log,(kA) + njlog,(n;),

ou seja
J

Z Cll’I'LZ'

=1

vp(IN;]) = vp <

Usando a hipdtese de inducao para n; temos

(3

) njlogn; 4+ logkA
< .
log p

log p log p
j + 2 logj+2
log p
= C7 + Cslog’™ mloglogm,

J
E a;n;!
=1

log?*2 m log log?+? log kA
>< og’ """ mlog log m+0g

— Cr+

mloglogm

onde Cy = 0884 o O — i£2
logp log p

Considere Cy = C7 4+ Cy e assuma m > e¢°. Portanto, temos

i=1

J
vp(N;) =1, (Z ami!) < Cylog’ ™ mloglogm.

Agora, note que pelo Lema 3.9 temos

Se

m—1

< Cylog ? mloglogm < Cylog" ™ mloglogm,

entao obtemos m < Cjy e o teorema esta provado.

Vamos considerar entao o caso em que

m2— ! > Cylog? ™ mloglogm.
Assim, A
Vp(Upm) > m—— Colog’ ™ mloglogm > p (i: aini!> ,
i=1
ou seja, '
Vp(Um) > 1p (i: amﬂ) )
i=1
Note que

j k
Uy — Zami! = Z a;n;!
i=1

i=j+1
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e portanto

J
nj+1! | U — ( E CLﬁ’LJ) .
i=1

J J
Vp(nj+1!) S Vp (Um — <Z amﬁ)) =V (Z CI,ZTLZ'> s
i=1 =1

onde a tltima igualdade vem da desigualdade (3.11) e do fato que se v,(z) < v,(y) entdo

Assim,

v +y) = vp(x).
Logo, de (3.10) temos v,(n;11!) < Cylog’ ™ nggl temos

mloglogm, e como v(n,4!) >

nj1 < 2pCylog?’ ™ mloglog m. (3.12)

Observe que queremos mostrar que nj1; < log’ ™ m para m suficientemente grande.
Logo, devemos ter na desigualdade (3.12) 2pCyloglogm < logm. Para isso, basta esco-

lhermos C; = max{Cy, (4pCy)*?®}. Assim, para m > Cy; temos que

nj < log ™ m.

Assim, temos completa a inducio e vale n;, < log"?m e de (3.6) obtemos um limitante
superior para m, provando o Teorema.

Caso 2: s # +1.

Inicialmente, note que pelo caso 1 podemos supor que r e s sao coprimos. Além disso,
como « e 3 sdo rafzes de X? —rX —s = 0 temos que a3 = —s # %1, portanto « e  néo
sao unidades, ja que N(a) = N(B) = aff # £1, onde N(x) é a norma de z em Q(«).

Considere P um ideal primo de norma p em Q(«) dividindo o ideal gerado por a.

Vamos provar por inducao que n; < log® m para m suficientemente grande. O caso
i = 1 vale pela desigualdade (3.9) para m > Cs. Assuma agora que n; < log® m para
i=1,2,....,5el<j<k.

Considere u,, = aa™ + b3™ e N; = 25:1 a;n;l.

J& vimos que |N;| < kAn’’, logo

log |N;| < njlogn; +log kA,
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e pela hipétese de inducao temos

log|N;| < log® mloglog® m + log kA
= 3jlog® mloglogm + log kA

< Ci2log* mloglogm, (3.13)

onde Cp = 2 - max{3k,logkA}.
Assuma novamente que m > €. Como u,, = a;ny! + - - - + axny!, podemos reescrever

essa equagao como

k
ac™ +bB™ — N; = Z a;n;.

i=j+1

Observe que, como « e 3 sdo raizes de X?> —rX —s =0 temos o — f = +vr2 4+ 4s e
o ideal primo P nao divide a — 3.

De fato, se P dividisse a — 8 entdo P dividiria (a — 8)? = 7 + 4s e, como a norma
é multiplicativa, terfamos que N(P) | N(r* + 4s) = (r® + 4s)?, pois 7 + 4s € Z. Logo,
p| (r*+4s)* = p|r?* +4s.

Além disso, P divide a e portanto divide s = —a3. Assim, N(P)|N(s) = p | s* =
pls.

Logo, como p divide 72 4+ 4s e p divide s, temos que p divide r? e portanto p divide 7.
O que é um absurdo pois r e s s@0 coprimos.

Assim, P nao divide o denominador de a e b e portanto
ordp(aa™) > m. (3.14)

Observe que o fato de P nao dividir o denominador de a é fundamental para que ordp(aa™) >
m, pois se P dividisse o denominador de a a ordem de aa™ com respeito ao ideal P poderia
ser menor que m.

Queremos estimar ordp(aa™ + b5™ — N;) > min{ordp(aa™), ordp(b3™ — N;)}. Logo,
precisamos estimar ordp(b5™ — N;).

Note que

ordp(bp™ — N;) = ordp (Nj (Niﬁm — 1)) = ordp(NN;) + ordp (Niﬁm — 1) )
J J

b

Assim, se 1~ e 3 sao multiplicativamente independentes usamos o Teorema 2.7 para
J

formas lineares p-adicas em dois logaritmos com a; = as = [, by =1 e by =m. Note

b
N;°
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que h(ay) < h(b) + h(N;) = ¢rlog|N,|, onde ¢ é uma constante que depende de uy,.
Além disso, b’ < Gm, onde ¢ depende de u,, também. Logo, aplicando o Teorema 2.7

temos
b
ordp (—ﬁm - 1) < e3log? mlog |Nj|,
N;j
onde ¢3 depende apenas de u,,.

Caso NL e (3 sao multiplicativamente dependentes entao existem inteiros nao nulos x
J

b \* Y
(E) =

b
x-ordp (F) =y -ordp(B) =0,
j

pois P nao divide 8 (pois se dividisse, como divide «, dividiria o — /3, absurdo).

e y tais que

Dai

Logo,
b
ordp (E) =ordp(B) =0

e podemos usar o Teorema 2.6 com a1 = -, ap = 3, by = 1, by = m e B > m obtendo

=

b
ordp (—ﬂm - 1) < ¢ylog? mlog | Ny,
N;

onde ¢; depende apenas de u,,.

Em qualquer caso, temos
ordp(bB™ — N;) < Cyzlog®mlog |Nj|.
Além disso, por (3.13) temos
ordp(b™ — N;) < Cizlog® mCiylog® mloglogm
= Ciulog® ™ mloglogm, (3.15)

onde Cy = Cia - C3.

Agora, se m < Ciqlog* 2 mloglogm < Cislog®* ™ mloglog m entéo é possivel limitar
m e o Teorema esta provado.

Logo, podemos assumir m > C14 log® "% mloglog m.

Assim, temos
ordp(aa™) > m > Ciylog¥ ™ mloglogm > ordp(bB™ — N;).
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E, como nj1! | u, — Nj, pelo mesmo argumento usado no caso 1 temos

ordp(nj1!) < ordp(uy, — Ny)
= ordp(aa™ + (b3™ — Ny))
— ordp(b™ — N;)
< Chalog®**mloglogm.

n;“ temos
D

Como, v,(nj11!) < ordp(njii!) e vp(n;iq!) >
N1 < 2pClhy log® 2 mlog log m.
Portanto, escolhendo C5 = max{Cs, (4pC14)**“1*} segue que

3(j+1)

nj+1 < log m para m > Cis.

Logo, vale nj, < log®* m e de (3.6) obtemos um limitante superior para m, provando o

teorema.

Caso 3: s = *1

Vamos analisar o caso em que s = —1 e o caso em que s = 1 é andlogo. Como
aff = —s =1 temos que 8 = o .

Seja p um nimero primo que nao divide o numerador do ntimero racional N(ab) onde
a norma é dada em Q(«).

Vamos mostrar por indugao que n; < log® m para m suficientemente grande. Nova-
mente, o caso j = 1 é dado pela desigualdade (3.9). Assuma entdo que n; < log* m para
1=1,2,...,5el1 < i<k

Considerando a mesma notagao do caso 2, temos N; = Y 7, a;n;! e assim

N; b
Uy, — N; = aa™ + b8 — N; = af™ <a2m——]am+—).

a a

Logo, podemos escrever
Uy — Nj = af™ (@™ — 21) (@™ — 22),

onde z; e 2z, sao raizes da equagao

N; b
X2-X+-=0.
a a
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Seja P um ideal primo dividindo p em L = Q(a, 21). Queremos estimar
ordp(ty, — N;j) = ordp(af™) + ordp(a™ — 21) + ordp(a™ — 2).

Note que ordp(af™) = ordp(a) + ordp(S™) e ordp(S™) = 0 pois  é unidade, ja que
N(B)=aB =1.

Além disso, P 1 a, pois se dividisse entao N(P) = p/? dividiria N(a), o que implica
que p divide N(a) e portanto p divide N(ab) = N(a)N(b), absurdo. Logo, ordp(a) = 0.

Resta estimar ordp(a™ — z;) para i = 1,2.

Observe que

ordp(a™ — z) = ordp(zi(a™z ! — 1)) = ordp(2) + ordp(a™z 1),

Se a e z; sao multiplicativamente independentes, usamos o Teorema 2.7 com aq = «,
Qg = 2, blzmebgz—l.
E se a e z; sao multiplicativamente dependentes temos que existem constantes nao

nulas x e y tais que
a® =z! = x-ordp(a) = y - ordp(z;) = ordp(z;) = 0,

ja que « é unidade e ordp(a) = 0.
Logo, podemos usar o Teorema 2.6.

Em ambos os casos, obtemos

ordp(a™z; ' — 1) < Ci6log? mlog |Nj|.

E portanto,
ordp(u, — N;) < 2C161log” mlog | N;|.

Usando a desigualdade (3.13) temos
ordp (U, — N;) < Cizlog” ™ mloglogm,

onde 017 = 2012016'

Tjt1
2p

Analogamente ao caso 2, como njiq | u, —N; e < vp(nj41!) < ordp(njiq!) temos

N1 < 2pCi7log® % mlog log m.
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E escolhendo Cg = max{Cj, (4pC’17)4pC”} temos

(G+1)

Njy1 < log® m para m > Cig.

Logo, completamos a inducio e n; < log®* m. Por fim, comparando com (3.6) encon-
tramos um limitante superior para m e temos demonstrado o teorema.

O

Grossman e Luca ainda analisaram as sequéncias de Fibonacci e de Lucas como soma

de fatoriais e obtiveram o seguinte resultado que pode ser encontrado em [8].

Teorema 3.11. Sejam (F,)n>0 € (Ln)n>0 as sequéncias de Fibonacci e Lucas respecti-
vamente. essas sequéncias sao dadas por Fy = 0, Fy =1, Ly = 2, L1 = 1 e ambos

satisfazem a recorréncia Upios = Upi1 + Un. Entao, a maior solugdo da equagao
Fm = n1! + n2!

¢ Fio =5+ 41

E a maior solucao da equacao
Lm = nl! + TZQ!

é Lg = 4! — 3.
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