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Resumo

A famosa e amplamente estudada sequéncia de Fibonacci é determinada pela recor-

réncia F,, = F,,_1 + F,,_o, onde Fyj = 0 e I} = 1. Podemos estender essa sequéncia
para sequéncias recorrentes de ordem maior. Logo, para k > 2 e n > —(k — 2), seja
£ = Féli)l + 4+ ng)k, onde FE’?L_Q) == Ekl) = Fo(k) = 0 e F; = 1. Vamos estu-

dar algumas equagoes Diofantinas envolvendo tais sequéncias. Num primeiro momento,
lembramos que um ntmero perfeito é um natural que é soma de seus divisores proprios.
Entao, vamos aplicar formas lineares em logaritmo para achar ntimeros perfeitos pares
em sequéncias de Fibonacci generalizadas. Em outras palavras, vamos estudar a equagao
ol 2P=1(2P — 1). Em outro problema, vamos estudar a valorizacao 2—adica de Fék),
quando £ = 4, a fim de procurar fatoriais nessa sequéncia, ou seja, vamos estudar a
equacgao @, = m!. Também, vamos usar técnicas parecidas para resolver um caso partic-
ular da equacao de Brocard-Ramanujan, n? = m! + 1, quando o inteiro n ¢ um ndimero
da sequéncia mencionada previamente.

Palavras-chave: Equacoes Diofantinas; Sequéncias de Fibonacci Generalizadas; Nimeros
de k—bonacci; Numeros Perfeitos; Formas Lineares em Logaritmo, Valorizacao p—adica;
Fatorial; Equacao de Brocard-Ramanujan.
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Abstract

The famous and widely studied Fibonacci sequence is determined by the recurrence
F, = F, 1+ F,_, where Fj = 0 and F} = 1. We can extend this sequence for higher
order recurrences. So, for k > 2 and n > —(k — 2), let F,Sk) — % 4+ F:i)k, where

n—1
ka&q) == Ekl) = Fo(k) = (0 and F; = 1. We shall study some Diophantine equations
involving such sequences. First, we recall that a perfect number is a natural number which
equals the sum of all its proper divisors. Then, we shall apply linear forms in logarithms to
find even perfect numbers in genereralized Fibonacci sequences. In other words, we shall
study the Diophantine equation il 2p~1(2P — 1). In another problem, we shall study
the 2— adic valuation of F,Sk), when k£ = 4, in order to find factorials in that sequence,
i.e., we shall study the equation @,, = m!. Also, we shall use similar techniques to solve a
particular case of the Brocard-Ramanujan equation, n? = m! + 1, when the integer n is a
number of the previously mentioned sequence.

Key Words: Diophantine Equations; Generalized Fibonacci Sequence; K —bonacci
Numbers; Perfect Numbers; Linear Forms in Logarithms, P—adic Valuation; Factorial,
Brocard-Ramanujan Equation.

il



Indice

Introducao

1 Preliminares
1.1 Sequéncias de Fibonacci k—generalizadas . . . . . . . . ... .. ... ...
1.2 Formas lineares em logaritmo . . . . . . . . .. ... ... ...
1.3 Métododeredugao . . . . . . . ..

1.4 Outros resultados auxiliares . . . . . . . . . . . .o

2 Numeros Perfeitos Pares na Sequéncia de Fibonacci Generalizada
2.1 A equacio F\") = 07LP — 1) L
2.2 Um limitante paran e pem termosde k& . . . . . . . .. . ... ... ...
2.3 Oscasos pequenos: 3< k<167 . .. . . . . . . ... ... ... ...
24 n#E2p4+1 .o

2.5 n=2p+1eaconclusao do Teorema 2.1 . . . . . . . .. ... ... ....

4.1.1 A valorizagao 2—adicade T,, — 1. . . . . . . . .. ... ... ....
4.1.2 A valorizagao 2—adicade T,, +1. . . . . . . ... ... ... ..

v

14
15
16

20
21
24
26
28

30
30
39
46



42 QX =ml+1 . ... 54
4.2.1 A valorizagao 2-adicade Q, +1 . . . . . . . . ... ... ... .. 54

4.2.2 A valorizagao 2—éadicade Q, —1 . . . . . .. .. ... 55

423 Resolvendo Q2 =m!+1 . . ... ... ... ... ... ... 57
Referéncias Bibliograficas 58



Introducao

Poucos historiadores sabem ao certo em que época viveu Diofanto de Alexandria.
Alguns sustentam a hipotese de que ele viveu no século III D. C.; outros que ele foi con-
temporaneo a Herao e pouco se sabe sobre sua histéria pessoal. O que é amplamente
conhecido é a heranca que esse deixou para o estudo da Algebra e da Teoria dos Ntumeros
ao estabelecer o estudo de equagoes com solugoes nos inteiros, conhecidas em sua home-
nagem como equagoes Diofantinas. Em aspectos mais formais, dada uma funcao f, uma
equacao Diofantina é uma equagao do tipo

flz1,29,...,2,) =0,
onde procuramos solugoes (z1,...,x,) € Z".

Historicamente, as equagoes Diofantinas tém sido parte central do estudo em Teoria
dos Numeros. Varias dessas foram objeto de estudos, como as equagoes de Pell, os triplos
pitagoricos e como exemplo mais famoso, a equagao do Ultimo Teorema de Fermat.

Como consequéncia do estudo em torno de diferentes tipo de equagoes Diofantinas,
surgiram também varios procedimentos e técnicas diferenciadas para resolvé-las. Podemos
destacar o método algébrico e o método modular (utilizado por A. Wiles na solugao do
Ultimo Teorema de Fermat). Em nossos estudos utilizaremos o método das formas lineares
em logaritmo, o mais indicado e adequado para a resolucao de equagoes Diofantinas
exponenciais.

O método das formas lineares em logaritmo serd ttil para a resolugao da primeira
equagao apresentada neste trabalho, mas seré conveniente para a resolucao das equacoes
restantes. Para essas, técnicas diferentes serao introduzidas para resolver equagoes Dio-
fantinas envolvendo fatoriais, a utilizar-se uma consequéncia da Formula de de Polignac.
Em todos os casos, entretanto, estaremos estudando equagoes Diofantinas envolvendo
nimeros da sequéncia de k—bonacci (ou simplesmente nimeros de k—bonacci), uma gen-
eralizagao importante da sequéncia de Fibonacci.

Em 1202, o matematico Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci, estabeleu em
seu livro Liber Abaci um problema sobre o crescimento em uma populacao de coelhos,
seguindo as seguintes regras:

e Um casal (uma fémea e um macho) recém-nascido de coelhos é colocado em um
campo;



e Esses coelhos sao capazes de reproduzir com um més de idade de forma que a fémea
da a luz a um novo casal (uma fémea e um macho) no final do segundo més;

e 0s coelhos nunca morrem;

e cada casal sempre vai se reproduzir e gerar um novo casal com um macho e uma
fémea a partir do segundo meés.

Note que no primeiro més temos apenas um casal de coelhos. Um novo casal sera
gerado apenas no final do segundo més, logo teremos dois casais no terceiro més. O novo
casal, vai gerar um proximo casal apenas no final do quarto més, enquanto o primeiro
vai produzir mais um. Portanto teremos 3 casais no quarto més, 5 no quinto més, etc...
Logo, teremos a seguinte sequéncia

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610,987, . . ..

Em termos formais, essa sequéncia pode ser definida pela recorréncia F,, = F,,_1 + F,,_o,
com termos iniciais Fy = 0 e F} = 1. Essa sequéncia ficou conhecida como sequéncia de
Fibonacci (esse nome foi utilizado primeiramente por Edouard Lucas no século 19).

Seja k > 2, vamos denotar por F,&’“) = (F,Ek))nz_(k_m, a sequéncia de Fibonacci
k—generalizada, cujos termos satisfazem

Fl = Fiy -+ B, (1)

onde ka&_z) = ka&_mﬂ =... = Fy=0e F; = 1. Tal sequéncia também é conhecida

por sequéncia de Fibonacci generalizada de ordem k ou sequéncia de k—bonacci. Para

k = 2 temos a sequéncia de Fibonacci, para £ = 3 a sequéncia de Tribonacci, para k = 4
b )

a sequéncia de Tetranacci, etc...

Dado um namero natural n, seja o(n) a soma de todos os divisores de n, entdao n é
dito perfeito quando o(n) = 2n. Os ntumeros perfeitos possuem uma extensa historia na
matemaética, de todos os resultados os envolvendo talvez o mais conhecido seja o teorema
de Euclides-Euler, o qual caracteriza todos os ntimeros perfeitos pares.

Teorema (Euclides-Euler) Um natural n par é perfeito se, e somente se, existe um
primo p tal que 2P — 1 também € primo e n = 2P~1(2P — 1).

Ainda nao é conhecida a existéncia de numeros perfeitos impares ou a existéncia
de infinitos nimeros perfeitos (sequer pares, pois esse problema esta relacionado com
a existéncia de infinitos primos de Mersenne), mas sabe-se que, se um numero perfeito n é
fmpar, entdo n = p®x?, onde p ¢ um primo que satisfaz p = a = 1 (mod 4). Luca, em [36],
provou que nao existem nimeros perfeitos na sequéncia de Fibonacci e mais tarde provou
junto com Huguet, em [37], que nao existe namero perfeito da forma F,,;/F;. O mesmo
resultado foi obtido por Phong, em [54], de forma independente. Se torna imediatamente
natural se perguntar sobre a existéncia de nimeros perfeitos nas sequéncias de k—bonacci.
Aqui, vamos responder em parte essa pergunta. Mais precisamente, vamos provar a nao
existéncia de nameros perfeitos pares em sequéncias de k—bonacci quando k #Z 3 (mod 4).
Entao, temos o seguinte resultado:



Teorema. A equacdao Diofantina
FP =202 — 1) (2)

nao apresenta solugoes para inteiros positivos n, k e p, onde p e 2P — 1 sdo primos, se ao
menos uma das sequintes condicoes for satisfeita:

1. 2<k<167;

2. n#2p+1;

3 n=2p+1lep>k;

4. n=2p+1,p<kek=#3 (mod4);

5. n=2p+1,p<k,k=3 (mod4) e2p—k+1#2~P

Em particular, nao hd nenhum nimero perfeito par em (Frgk))nz_(k_g) quando k % 3

(mod 4).

Para obter tal resultado, vamos utilizar um eficiente método para resolver equagoes
Diofantinas, o método das formas lineares em logaritmo, combinado com um método de
redugao e um método adicional desenvolvido por Bravo e Luca. Tal método foi utilizado
para a resolucao de diversas equacoes Diofantinas envolvendo ntmeros de k—bonacci.
Por exemplo, Bravo e Luca resolveram, em |[7]|, o problema de achar poténcias de 2 que
sao numeros de k—bonacci. Em 2013, duas conjecturas envolvendo E® foram provadas.
A primeira foi provada por Bravo e Luca, em [9], e envolve achar nimeros com apenas
um digito distinto em sequéncias de k—bonacci e a segunda envolve uma conjectura de
Noe e Post, em [51], sobre coincidéncias em termos dessas sequéncias, provada de forma
independente por Marques em [44] e por Bravo e Luca em |[8|.

Tal método entretanto pode nao ser efetivo para a resolucao de equagoes Diofantinas
nao exponenciais, como por exemplo as que envolvem fatoriais. Erdos e Selfridge, em [19],
provaram que n! é uma poténcia perfeita, apenas quando n = 1. No caso Fibonacci, Luca
provou, em [35], que F}, ¢ um produto de fatoriais apenas quando n = 1,2,3,6, 12, e que o
maior produto de nimeros de Fibonacci que é um fatorial é Fy Fo F3F, F5FgFgFigF1o = 11!
em [39], juntamente com Stanicd. Para tais, ele utilizou o Teorema do Divisor Primitivo,
mas tal resultado é inexistente para recorréncias de ordem maior, como F,gk). Logo, teremos
que usar algum outro método.

Como, para cada k > 2, cada sequéncia possui caracteristicas muito especificas parece
bem dificil obter uma férmula geral para a valorizacao 2—adica de F,gk). Em 2014, Marques
e Lengyel, em [47], forneceram uma féormula fechada para a valorizagao 2—adica para os
nimeros de Tribonacci, T,,. Eles provaram que, para n > 1,



(0, sen =1,2 (mod 4);
1, se n = 3,11 (mod 16);
2, sen=4,8 (mod 16);
wn(T,) =4 3, se n =7 (mod 16);
vo(n) — 1, se n =0 (mod 16);
(n+4)—1, se n =12 (mod 16);
[ ((n+1)(n+17)) =3, sen =15 (mod 16).

E utilizaram esse resultado para demonstrar que os tnicos resultados para a equagao
Diofantina 7,, = m! sao (n,m) € {(1,1),(2,1),(3,2),(7,4)}.

Aqui vamos proceder de forma similar para resolver a equagao FY = @, = m!, quando
n # 75 (mod 80). Vamos obter o seguinte resultado:

Teorema. Paran > 1,n % 75 (mod 80), temos que

(17, sen =78
0, sen=1,2 (mod 5);
1, se n =3 (mod 10);
2, sen=4,9 (mod 20);
3, sen =5,8 (mod 20);
va(n) + 2, sen =0 (mod 20);

va(Qn) = vo(n + 10) + 2, sen =10 (mod 20);

v(n+6)+1, sen =14 (mod 20);
v(n+1)+1, sen =19 (mod 20);
va((n+5)?) +1, sen = 15,35,55 (mod 80);
va((n+2)%) +1, se n =18,38,58 (mod 80);

[ 2((n+2)(n—78))+1, sen="78 (mod 80),n > 78.

Para entao provar o seguinte teorema:
Teorema. As unicas solugoes para a equacao Diofantina

em inteiros positivos m,n Z 75 (mod 80) sdo
(n,m) € {(1,1),(2,1),(3,2)} .

A mais famosa equagao Diofantina envolvendo fatoriais foi proposta por Brocard em
[11], em 1876, e independentemente por Ramanujan em [55], [56, p. 327|, em 1913. A
equacao Diofantina

m!+ 1 = n? (4)

é entao conhecida como a equac¢do Diofantina de Brocard-Ramanujan, ou simplesmente
equagao de Brocard-Ramanujan.



Recentemente, Berndt e Galway, em [4], ndo acharam nenhuma solugdo da equagao
Diofantina de Brocard-Ramanujan para nimeros até m = 10° e diferentes das solucoes
triviais m = 4,5 e 7. Entretanto, a equacao ainda é um problema em aberto.

Em 2012, Marques, em [43], provou que (m,n) = (4,5) é a tnica solu¢ao dessa equagao
quando n é um numero de Fibonacci. Mais uma vez, a prova depende do Teorema do
Divisor Primitivo e também de algumas propriedades algébricas de F;, 4+ 1.

Aqui, vamos procurar solugoes (m,n) da equagao de Brocard-Ramanujan onde n é
uma numero de Tribonacci. Com efeito, vamos mostrar que

Teorema. Ndo existem solugoes (m,n) € Z? para a equagao
T? =m! + 1. (5)
Além disso, vamos também achar as solugoes da equacao para o caso Tetranacci. De
fato, temos o seguinte resultado:

Teorema. A equacao
Q> =m!+1 (6)

ndo possui nenhuma solugio em (m,n) € Z2.



Capitulo 1

Preliminares

Antes de desenvolver os resultados principais apresentados aqui, vamos precisar de
alguns resultados envolvendo sequéncias de Fibonacci k—generalizadas, formas lineares
em logaritmo e valorizacao p—édica de fatoriais.

1.1 Sequéncias de Fibonacci £—generalizadas

Em 1202 o matematico Leonardo de Pisa estabeleceu, pela primeira vez, uma se-
quéncia recorrente relacionada com um problema envolvendo a quantidade populacional
de coelhos. No século 19, o teérico dos nimeros Edouard Lucas estudou tal sequéncia
pela primeira vez de forma detalhada. Tal sequéncia ficou conhecida como sequéncia de
Fibonacci e é definida pela recorréncia

Fn:Fn—1+Fn—27

onde Fy = 0 e F; = 1. Como ja dito anteriormente, a sequéncia de Fibonacci ja foi
amplamente estudada e possui intimeras propriedades ja conhecidas. Dentre as quais,
destacamos a Fomula de Binet:

a — ﬂn

75

onde a, 3 sdo as rafzes do polindmio caracteristico ¥(z) = 22 — x — 1 e, portanto,

1+45

F, =

«

2

e 5
1 1—+/5
f=———=1—a= .

«o 2

Observagao: Note que, como a — 1 = 1/a, entao

1
a=1+——7—
1+1+—1

1+---



1

1 1
+ I+

6] =

<1,

e entao o e ( possuem exatamente a mesma parte fracionaria.

Aqui, trabalharemos com uma determinada generalizacao da sequéncia de Fibonacci.
No caso, dado k > 2, sejam Fo(k) = F£k1) == Ek&ﬂ) =0e Flk) = 1 e a sequéncia

definida pela seguinte recorréncia, para n > 2 :

F®O =9 4 F®, 4. 4 FW (1.1)

Tal sequéncia é definida, para cada k > 2, como a sequéncia de Fibonacci genera-
lizada de ordem k£, sequéncia de Fibonacci k—generalizada ou sequéncia de k—bonacci.
Além disso, os nameros pertencentes a tal sequéncia sao conhecidos como numeros de
k—bonacci. Temos que o polinémio caracteristico da sequéncia é py(r) = 2F — 2F71 —
.-+ — 1. Note que, pela Lei dos Sinais de Descartes, pg(x) tem no méximo uma raiz real
positiva. Chamaremos tal raiz de o/¥) (aqui, escrevemos o indice sobrescrito para enfatizar

a dependéncia em k, mas podemos denotar, quando nao existem ambiguidades, apenas

por «). Observe que
L =1
pri(x) =z (2" — -1,

rz—1

e logo pri1(a®) = —1. Assim o) > o*) para todo k. E como p.(2) = 1 para todo
k, temos que & medida que k tende a infinito, a®) se aproxima de 2. Note também que,
quando z = 2(1 — 27%),

r—1
22k(1 o 2—k)k _ 2k
= M1 —27F)k —
B 2k — 1
_ 2P —27F)R(=2F)
B 2k — 1
0.

Assim, a® esta entre 2(1 — 27%) e 2 para todo k.

As outras raizes de py(x) estarao todas dentro do circulo unitéario, pelo seguinte Teo-
rema provado por Miller, em [50]:

Teorema 1.1. Toda raiz 3 # « de p(x) satisfaz
8] < 1.

Como consequéncia direta, temos que pi(x) é irredutivel sobre QQ e suas raizes sao
todas irracionais. Além disso, note que (x — 1)pp(z) = rpp1(z) = 28 — 22% + 1. Assim,
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denotando as raizes de pg(z) por {ai,as,...,ax}, onde a3 = «a sempre denotara a raiz
real positiva fora do circulo unitario, temos que as raizes de 7441 (x) serdo 1, aq, ag, . . ., .
Portanto, 7y, (z) = 2*~1((k+ 1) — 2k). Note que r,_ () se anula apenas em x = 0 (que
nao é raiz de py(x)) e v = 2k/(k + 1). Mas, como

2\ (2R L L @R 2 e+ 1) + (k4 )
k+1 k1 (k + 1)k
COMPUER(—1) + (B 4 1)F!
- (k+ 1)k+1 ’

k+1
. ( 2k )
k+1

(pois 2k/(k + 1) & Z), entdo, 2" k*(—1) + (k + 1)*™ #£ 0 e todas as raizes de py(7)

sao simples. Finalmente, note que « é raiz de p(x) se, e somente se, 1/a é raiz de

Qk(cT) =1 —x2— ... =gk

e, para todo k > 2,

Vamos agora procurar uma forma similar & formula de Binet exposta acima para
sequéncias de Fibonacci. Primeiro, note que

a"—=p"  a—1 o g—1
Vs 24+ 3(a—2) 2+3(8—2)

F, = [Ca (1.2)

Seja f(x) => 0, FM i funcao geradora de ol Assim, temos que

(1 — Zaﬂ) flx)=1

1 1 1
= f(z) = Kk T al(2)
1=> 2 J[(—a2)
j=1 j=1
Escrevendo f(z) por meio de fragbes parciais, como todas as raizes de py(z) sdo simples,
temos que
k
1 A
fla) == =)
— 1 — ajz
[T(1—ajz) =1
j=1
onde .
Aj=—
1 [1-an ()]
m=1,m#j 7

Temos que A; = a;/q,(1/a;), logo
k

— oy b N —Y | aitlgl,
f(I)_Z (a_lj) 1 —ajr ZZ’<1> ’

/
J=1 4y

8



Assim,

e entao

e assim

k
¥ —1
A .
r—1
E assim, oz?“ — 204? = —1. Portanto a; —2 = —1- 1/04?. Entao, temos que

1
aj(_a_j> _ o —1

2— (k) (L) 2F D=2

E assim provamos o seguinte teorema:

)

Teorema 1.2. Seja Fr(b 0 n—éstmo numero de k—bonacci. Temos que

1
) — Qi a1l 1.3
" ;2+(k+1)(ai—2) ! (13)
onde ay, ..., sdo as raizes de pp(x) = 2% — k"1 — ... — 1,

Note que, para k = 2 a equagao dada acima coincide com a equagao (1.2). Observe
também que, como existe apenas uma raiz « de pi(z) que esté fora do circulo unitério, a
contribuicao das outras que tem modulo menor do que 1 deve se aproximar de 0 & medida
que n vai para infinito. De forma que
F® ~ g(a, k)a™ 1,

n



onde
r—1

k+1)(z—2)

g(x, k) := T (1.4)

O Lema a seguir expoe, para k > 2 dado, algumas propriedades da funcao g(z, k)(como
fungao de z).

Lema 1.3. Seja k > 2, entao

1. g(2—=1/k, k) =1;

2. g9(2,k) = %;

3. g(z,k) € continua e descrescente no intervalo [1 — 1/k, 00);
4. g(z, k) > < no intervalo (2 —1/k,2).

Demonstracgao. 1. Temos que

2—1-1 k—1

g@_lMJQ:2+(h+D@—%—2):2k—k—1zl

2. Também temos que
2—1 1

g@J»:2+«h+m@—2) 2

3. Aqui, vamos reescrever g(z, k) da seguinte forma
1 s
o k)= —— |14+ —2 .
9@, k) k+1( T—(2- 2

Entao, note que, g(z, k) é um escalar de uma translagao de 1/z. E como

lim  g(z, k) = +o0,

To2- 5

r =2 —2/k+ 2 é uma assintota vertical de g(z, k) e usando os intens anteriores,
temos o resultado.

4. Note que,
x—1

1
2+ (k+1)(z—2) =
=2’ —r=2+(k+1)(z—
= 2° — (k+2)z+2k=0
= cr=2, c=k>2

2)

Assim, g(z,k) e 1/x se interceptam em z = 2 e x = k,
x=2—2/k+1 e as duas s@o continuas, entao g(z, k) >

como 1/x < g(x,k) em
em (2 —1/k,2).

8= @

]
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Lema 1.4. Seja, para cada k > 2 dado, Ex(n) definido como

-1
Ey(n) = FW — c o
k() " 24 (k4 1)(a—2)
= FP —g(a,k)a™"
onde o € a raiz real positiva de x¥ — 21 — ... —1 = 0. Entdo, temos que Ey(n) satisfaz,

para n > 2
Er(n) = Ex(n—1)4+ Ex(n —2) + - + Ex(n — k).

Demonstracao. Por defini¢ao, temos que
k k
FT(Lk):Frs O+ +ng—)k

Além disso, of = a*~! + ... 4+ o+ 1 e portanto

glo, k)a" ' = gla,k)a" 2 + -+ + g(o, k)" FHD,
Logo
Ex(n) = E® —g(a,k)a™!
= FP 4. 4 FY — g, k)a™? — - = gla, k)~ D
= g(a,k)a"" —i— k(n D+ +g(a, k)a” —(k+1) 4 Ex(n — k)
— g(a, k)" o= g(a, /f) )

O

Teorema 1.5. Seja EP on
k—1

raiz real positiva de x* — x

—ésimo numero de k—bonacci, n > —(k — 2) e a a Unica
—---—1=0 de forma que

Fk) — g(a, k)a”fl + Ex(n),

n

entao, temos que

1
[Ben)] < 5.
Demonstra¢ao. Primeiramente vamos provar o teorema paran = —1,—2,..., —(k — 2),
depois para n = 0. E finalmente faremos para n > 1. Pela definicao de Fﬁ’“, temos
FP =0=F%=...=F% 1 ¢ sufici
que Iy” =0 = F/ = = F ), logo, para esses casos, ¢ suficiente provar que
lg(av, k)a" 1| < 1/2. Para —(k — 2) < n < —1, note que, como o™ < 1 e
1 1 1
a>21-2MN= - < ——— < =

o S A4(1—2k2 T
entao, pelo Lema 1.3, |g(a, k)| e

‘g(oz, k;)oz"*1| < é
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Para n = 0, nao ¢ dificil mostrar que g(o, k)a~! < 1/2 para k = 2 ou k = 3. Note
que, para k > 4, temos que

2 ! <2 2 < (1.5)
3k ok = '

e entao 3k
- . 1.6
S 6k—1 (1.6)

Pelo Lema 1.3 e pela equagao (1.5),
3k—1

k 2—1/3k) = . 1.7

Assim, pelas equagdes (1.6) e (1.7),

3k—1 3k (3k) - 1
<

1
71 . —
glask)a < o G o1 S Gh—1).2 " 2

Para n = 1, temos que Ey(1) = F" — g(a, k)a'™! = 1 — g(a, k). Mas pelo Lema 1.3,
temos que g(a, k) > ¢g(2,k) = 1/2. E assim

1
|Ee(1)] < 3

Suponha, por absurdo, que para algum n > 2, |Ex(n)| > 1/2. Seja ny o menor inteiro
tal que isso aconteca. Subtraindo as duas equagoes

Ewlno+1) = Ei(ng)+ -+ Eplng — (k — 1))
Ek(no) = Ek(no — 1) + -+ Ek(no — k’),

obtemos

Como ng — k < ng, entdo |Ex(ng — k)| < 1/2 e |Ex(no)| > |Ex(no — k)|. E assim
0 < Ex(ng)—Ex(no—k) = Ex(no+1)— Ex(ng). Portanto, podemos concluir indutivamente
que |Ex(ng+14)| > -+ > |Ex(no 4+ 1)| > |Ex(ng)| o que contraria o fato da contribuigao

das raizes de 2% — ¥~ —... —1 = 0 que estdo dentro do circulo unitario ser trivial. Logo,
1
(B < 3,

para todo n > 2.

O
Vamos expor mais alguns resultados necessarios sobre nimeros de k—bonacci.
Lema 1.6. Para2 <n<k+1,
F®) = on=2, (1.8)
Para2<j<k+1, ' '
R = 2M72 o173, (1.9)
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Demonstracao. Primeiramente, pela definicao de F,Ek), temos que F(k) F(@Q + -+

FT(Lk)(,chl Assim
FP _Féli)l = Féli)l—i_“'—i_Fr(Lli)k_Féli)Q_'”_F:i)l _F:i)(kﬂ)
A (k)
= o - F (k+1)
Logo. (k) _ (k)
k k k
F® =2F" —F7, ). (1.10)
Agora, para 2 <n < k + 1, temos que F(k)(kﬂ) 0 e, portanto,
R = 9RO, = 2R, = o = 2B, — ot — o,

provando a primeira parte do teorema.

Agora, se 2 < j < k+ 1, queremos mostrar que F, ,ﬁ?j — 2k+i=2 _ j27=3_ Vamos proceder
por inducao em j. Primeiramente, note que

EY, =2F® — Fy = 2028 — 1 =282 _ 1,
Agora, suponha que a equagao (1.9) seja verdadeira para F, ,§ +)3 - Note que j —1 <k,
logo F ]-(7)1 = 2773, Portanto,
(k) _ (k) (k)
Feyy = 285 — 15
— 2(2k‘+] 3 (] _ 1)2]—4) _ 2j—3
= 2" (j—1)2073 — 273
2k+j72 . j2j*3,

e o teorema esta provado.

]

Teorema 1.7. Seja EW o n—ésimo mimero de k—bonacci e o a tinica raiz real positiva
de x*F — 281 —... —1 =0, entdo

a" % < F,(Lk) <a" ! paran > 1.

Demonstracao. Vamos proceder por mdu%ao em n > 2, para um k > 2 dado. Note que,
pelo Lema 1.6, para 2 < n < k + 1, F 2" 2 ¢ o0 resultado segue para €esses Casos.
Suponha, entao, que o resultado seja verdadeiro para todo inteiro menor que n > k + 2,
logo



- k e
Como of = a* 1+ ...+ a+1, entao
anf2 — Oénf?; S anfk72
an—l — a/n—? RS an—k—l'

Portanto, somando as equacoes na hipotese de inducao acima, temos que
A" P p o a2 < FW L B BB <l g2 g

1.2 Formas lineares em logaritmo

Nesta se¢ao vamos explicar um pouco como utilizar formas lineares em logaritmo
para resolver equagoes Diofantinas exponenciais. Em 1966, Baker estabeleceu o seguinte
importante resultado:

Teorema 1.8. Sejam aq, s, ..., «a, nimeros algébricos sobre C, diferentes de 0 e 1 tais
que log aq,log as, ..., log oy, sdo linearmente independentes sobre Q. Entdao, para todos

(607617627 s Jﬁn) € @\ {(07 07 s 70)}7 temos que
Bo+ Brlogag + -+ - + B, log a, # 0.
Mas o resultado mais importante de Baker veio 9 anos mais tarde, o qual fornece uma
cota inferior para formas lineares em logaritmo de algébricos:

Teorema 1.9. Sejam aq, ao, . .., a, nimeros algébricos sobre C, diferentes de 0 e 1. Além
disso, sejam by, bo, ..., b, inteiros tais que

bylogay + -+ + b, log o, # 0.

Entao
by log oy + -+ + by log a,| > (eB) ™,
onde B := max{|bi],...,|b,|} e C é uma constante efetivamente computdvel dependente
apenas de n e ay, Qa, . .., Q.

Seja, agora, 7 um algébrico de grau s. Vamos denotar por h(7y) a altura logaritmica
definida por

1 i .
h(v) = B <log\a| + Zlogmax{l, 7(])}}) :
j=1
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onde a é o coeficiente lider do polinémio minimal de ~ sobre Z e ('y(j))]_gjgs Sa0 08 conju-
gados de 7 sobre Q.

O proximo resultado foi fornecido por Matveev em [49] e serd essencial em nossos
procedimentos futuros.

Teorema 1.10. Sejam 7y, . ..,7v, numeros algébricos reais e by, ..., b, inteiros. Seja D o
grau da extensdao finita Q(v1,...,7,) sobre Q e, finalmente, sejam A; nimeros reais que
satisfazem

A; > max {Dh(v;), |v;],0.16}, para todo j =1,...,n.

Suponha que
B > max{|bl| P |bn|} :

Se A% .. b £ 1 entio

hi’l o — 1] > exp(—1.4- 30" - ¢*0 ... D*(1 + log D)(1 + log B)A; - - Ay,).

Entao, se queremos resolver uma equagao Diofantina exponencial G(mq, ms, ..., m,) =
0 em inteiros positivos, podemos usar o teorema acima para transformar essa equacao
em uma inequagao do tipo |bjlogay + -+ + b, logay,| > exp (—C'logm,). Além disso,
podemos usar algumas ferramentas para transformar a equacao em outra desigualdade da
forma |b; log g + - - - + b, log o, | < k™. Combinando as duas inequagoes, temos

My, - C
logm, logk’

e como C' e k sao contantes e m,,/logm, tende a infinito & medida que m,, cresce, entao
nossa equagao possui um ndmero finito de solugoes. Ou seja, max {my,...,m,} < K.
Assim, podemos usar algum método computacional para calcular essas solu¢oes mecani-
camente.

1.3 Meétodo de reducao

Se a constante K mencionada no final da segao anterior for muito grande, talvez nao
seja tao simples e talvez até nao seja possivel calcular as solugoes da equacao Diofantina
exponencial G(my,...,m,) = 0. Para tal, podemos utilizar algum método para reduzir
essa constante de forma a facilitar a resolugao do nosso problema. Aqui, vamos precisar
do seguinte resultado de Dujella e Petho([18]):

Teorema 1.11. Suponha que M seja um inteiro positivo. Seja p/q um convergente da
fragao continua do nimero irracional 7y tal que ¢ > 6M e sejam A, B numeros reais com
A>0eB>1 Sejae=|pq|—Mlrqll, onde p € R e |a| denota o inteiro mais proximo
de um nimero real a. Se € > 0, entao nao hd solu¢oes para o inequagao

O<my—-n+pu<A-BF

15



em inteiros positivos m,n e k com

1.4 Outros resultados auxiliares

O método de formas lineares em logaritmo é extremamente eficiente para equacgoes
Diofantinas exponenciais (ou que possam ser expressadas de forma exponencial), mas
pode nao ser eficiente no caso de outros tipos de equagoes Diofantinas, como uma equagao
envolvendo fatoriais, por exemplo.

Aqui, vamos expor alguns resultados auxiliares que nos ajudarao na resolugao de
equacoes Diofantinas envolvendo fatoriais. Primeiramente, vamos definir formalmente o
conceito de valoriza¢ao(ou ordem) de um racional.

Seja p € Z primo. Todo inteiro a € Z pode ser escrito como a = p*»™a’, onde p nio
divide @ e tal representacio ¢ tnica. Assim, podemos definir:

Definigao 1. Seja um primo p € N. A wvalorizag¢io p—ddica em Z é a fungao
v, :NU{0} — R,
definida da sequinte forma: para cada a € Z ndao-nulo, seja v,(a) o tinico inteiro positivo

que satisfaz

/ ~ . .
onde p e a $ao primos entre si.

Vamos extender v, para os racionais da sequinte forma: se x = a/b € Q, entao,
vp() = vp(a) — vp(b).
Por coveniéncia, a partir deste momento, vamos estabelecer que v,(0) = 4+o00. Vamos
também observar que a valorizacao p—adica de x € QQ também é determinada pela férmula

a
Zvp(@)
bp

r = 5

onde p nao divide ab.

Temos as seguintes propriedades da valorizagao p—adica:

Lema 1.12. Para todo x,y € Q, temos que

1. vy(zy) = vp(z) + v,(y)

2. vp(a+y) > min{u,(2), v,(y)}.

16



Demonstragio. 1. Temos que z = p*@a/b, y = p»We/d e zy = p»@e/f, onde p
nao divide ab, cd e ef. Portanto,
a

b

ac

W) € _ (@) +vp(y)
p p bd?

vl € _ o p(x)
P Ty =7p y

f
e, como a valorizacao é tnica, temos
vp(ry) = vp(z) + 1(y).
2. Temos que

_ et 9 _ @@ ) E

Seja v =min{v,(x), v,(y)}, logo:

_ @9 @ ) €
rT+y=p h D b+p pi
= (pr @ L p)-vE
P (p p P 7

como vy(z) —v >0 e vy(y) —v > 0, entdo

v +y) = min {vy(x), vp(y)} -
[l

Agora, vamos proceder a formula de de Polignac, a fim de achar um limitante para
fatoriais em termos de sua valorizagao p—adica.

Vamos denotar por |a] a parte inteira de um real a.

Lema 1.13. Sejam a,b,c € N. Temos que

Demonstracao. Sejam
_ e | L
QI_{bJ CD_\‘CJ.

Logo,
a=>bgq +7ry, comr, <b—1,

a
bJ =q1 =cqa+ 1y, comry <c— 1.

Portanto,
a=bq + 11 =blcga +1r3) + 11 = begs + bry + 11.
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Como
bro+r <blc—1)+b—1=bc—1,

=[]

Teorema 1.14. (Férmula de de Polignac) Sejam n um nimero natural, p um nimero
primo e v,(n) a valorizagdo p—ddica de n. Temos entdo que

o= 5]+ (3] 3)+-+ [wm)

Demonstracao. Vamos proceder por inducao sobre n > 1. Para n = 1, o resultado segue
diretamente. Logo, suponha que seja valido para todo m < n, assim, temos que os
miltiplos de p entre 1 e n sao

entao

O

n
p72p73p7"'7 \‘_ b-
P

vp(nl) = m +, (%J !> .

Pela hipotese de inducao e pelo Lema 1.13, temos que

W(2]) - GG

p p p? plicgpn] -1

Portanto,

S R R

e o resultado segue. O]

Note que, como a — 1 < |a] < a, entdo

o = 2] (3] (3] ]

18



Além disso,

Assim, temos que
Lema 1.15. Para todo inteiro n > 1 e p primo, temos que

-1
J—lgup(n!)gn—.
p—1

no logn
p—1 log p
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Capitulo 2

Numeros Perfeitos Pares na Sequéncia
de Fibonacci Generalizada

2.1 A equacio F\" = or—1(2p — 1)

Conforme mencionado previamente, estamos direcionando nossos estudos para sequén-
cias de Fibonacci generalizadas de ordem k£ > 3. Neste capitulo, vamos procurar nimeros
perfeitos pares em tais sequéncias. Por agora, vamos estabelecer que p denota um nimero
primo, tal que 27 — 1 também é primo. Como sabemos, um nimero inteiro n é dito
perfeito quando o(n) = 2n, onde o(n) é a soma de todos os divisores positivos de n.
Também sabemos que, pelo Teorema de Euclides-Euler, todo ntimero perfeito par é da
forma 2P71(27 — 1). Com isso, queremos achar as solugoes (se existirem) da equagao
Diofantina

E®) — gp=1(op _ 1), (2.1)

Assim, neste capitulo, vamos provar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. A equagio Diofantina (2.1) nao apresenta solugoes para inteiros positivos
n,k ep, onde p e 2P —1 sao primos, se ao menos uma das sequintes condigoes for satisfeita:

1. 2 < k< 167;

2. n#2p+1;

3 n=2p+1ep>k;

4. n=2p+1,p<kek=#3 (mod4);

5. n=2p+1,p<k,k=3 (mod4) e2p—k+1#2~P

Em particular, nao hd nenhum nimero perfeito par em (Frgk))nz_(k_g) quando k % 3

(mod 4).
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Observagido: E importante mencionar que, apesar da restricio k& # 3 (mod 4),
acredita-se que todas as solugbes da equagao (2.1) estao caracterizadas. Uma justificativa
intuitiva para tal, se deve ao fato de todas essas solugoes acontecerem se, e somente se,

2p — k + 1 =2k Pth, (2.2)

Pois, se p < k e (2.2) ¢ valida, podemos escrever ¢t = k — p, e obter
p—k+l=p+p—k+1l=p+t+1=2""=2r+"

Assim, ndo s6 temos que ter p e 2” — 1 primos, como temos também que p = 2!t —t —1e
22" ~t=1 _ 1 devem ser nimeros primos. Lembrando que o conjunto dos ntimeros primos
tem densidade nula nos naturais pelo Teorema do Numero Primo e acredita-se que o
conjunto dos primos de Mersenne também tem densidade nula no conjunto dos ntmeros
primos pela Conjectura de Wagstaff.

Tal observagao vai ao encontro da revisao do artigo [20] feita por Florian Luca ao site
MathSciNet.

Disponivel em: <www.ams.org/mathscinet>. Acesso em: 21 de Janeiro de 2016.

2.2 Um limitante para n e p em termos de £

Primeiramente, note que F% ¢ uma poténcia de 2 para todo 1 < n < k+ 1, logo
podemos supor que n > k + 1. Aqui, iremos estabelecer um limitante para n e p em
termos de k. Iremos provar o seguinte resultado:

Lema 2.2. Se (n,k,p) é uma solugao inteira da equagao Diofantina (2.1) comn > k+1,

entao
n<1.7-10%k*1log®k e p<1.2-10"k*log®k. (2.3)

Demonstrag¢ao. Usando a equacdo (2.1) e o Teorema 1.2, temos que:

k
F® =Y "glai, k)" = gla, k)a" " + Ep(n) = 2071 (2" — 1) = 2771 — 2771,
=1
Logo,
gla, k)™t =227t = 9P~ _ F(n) < 0. (2.4)

Portanto, dividindo os dois lados por 22?71 e usando o Teorema 1.5, temos que:

glaka |27 B[ |1, L[ 1] 1
22p—1 22p—1 22p—1 P 22p o op p

< L. (2.5)

< 1+ =

Agora, a fim de podermos usar o Teorema 1.10, vamos definir ¢ := 3,
N =gl k), 12 =273 =«
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bl = 1,[)2 = —2p+1,b3 =n—1.

Para tal escolha, temos que D = [Q(«) : Q] = k. Também temos que h(y2) = log2.
Além disso, temos que os conjugados am,...,qr de a estao dentro do circulo unitario,
logo log(max {1, |o;|}) = log 1 = 0, para todo 2 < i < k. Portanto,

log(a) log2 0.7
= < < —.
k k k

Vamos entao achar uma estimativa para h(7y;). Primeiramente, temos que:

hys) = hia)

pon) = gl ) = (55— )

Escrevendo o polinémio caracteristico de 7y,

[ | CEp—T—

=1

temos, como consequéncia direta do Teorema Fundamental das Fungoes Simétricas (uti-
lizando as funcdes simétricas elementares e as relagoes de Girard), que f,,(z) € Q]z].
Portanto, o coeficiente lider ag do polinémio minimal de ~; sobre Z divide [, (2 + (k +
1)(; — 2)). Escrevendo Wy (y) == [[r,(y — a;), observe que

|Wi(y)] < max{yk,1+y+---+yk_1} < 2’“, para todo 0 < y < 2.

Assim, temos que

k
a < ([J@+ (*k+1)(x—2)
_ (k+1)’fH<2—k—+1— )
= (k+1)" \I/k(z—kiﬂ)'
< 2"k +1)*

Além disso, usando desigualdade triangular, temos que
24+ (k+1)(a; =2)|=(k+1)(an—2)—(-2)| > (k+1)]|a; —2|—2>k—1>1,
eque 2+ (k+1)(a—2)>1/2,pois 2(1 -2 <a<2ek>2.

Portanto,
o — 1

2+ (k+1)(ay —2)

< 2, para todo 1 <i < k. (2.6)
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Logo,

hin) = h(2+<ki_1>l<a—2>>
- %<1ogao+ilogma><{‘2+(koj:;)(;—m"1}>

=1

1
< E(klogZ + klog(k + 1) + klog2)

= log(k+1)+log4
= log(4k +4).

Assim, podemos tomar Ay := klog (4k +4), As := klog2 e A3 :=0.7.

Note que |-2p + 1| e |n — 1| s@o ambos maiores do que 1, logo max {|by], |b2|, |bs|} =
max {2p — 1,n — 1}. Usando a equagdo (2.1), o Teorema 1.7 e o fato de que 27 — 1 > 27/2
para todo p > 2, temos que

3
on=1 > Flk) — op=1(9p _ 1) > 9%/2~1 o py > g. (2.7)
Assim, podemos escolher B := 2n — 3. Além disso, pela equagao (2.4), temos que

g(a, k)an=127%F1 < 1. Logo, estamos prontos para utilizar o Teorema 1.10.
Portanto, usando que 1+ logk < 2logk e log(4k + 4) < 2.6log k, quando k > 3,

g(la, k)a"!
22p—1

- 1’ > exp (—0.98-30°- 3% - k*(1 + log k)(1 + log(2n — 3)) log(4k + 4) log 2)

> exp (—3.7- 10"k log” k(1 + log(2n — 3))) .

Usando esse fato, a desigualdade (2.5) e que 1+ log(2n — 3) < 2logn para n > 2,

temos que

1
exp (—3.7- 10"k  log” k(1 + log(2n — 3))) < —

-1
= 271 <exp (3.7 10" k* log® k(1 + log(2n — 3)))
= log2P~! < 3.7- 10" k*log? k(1 + log(2n — 3)) < 7.4 - 10" k* log® k logn
= log2P~! < 7.4 - 10" k* log? klogn
= p—1<10.6759 - 10" k*log? k log n.
Agora, note que a2 < FM = 2p=1 (2P — 1) = 22p=1 — 2p=1 < 22~1 Portanto,
2p—1>0.8n—1.7, (2.8)

assim 2p — 2 > 0.8n —2.7=p—1 > 0.4n — 1.35.
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Logo,
p—1<10.6759 - 10" k* log® klogn

= 0.4n < 10.676 - 10' k*log® k log n.

Portanto,
< 2.7-10"%Kk*log” k. (2.9)

logn

Agora, note que, para x > e, a fungao x/log x é crescente. Suponha que, para A > 3,

< A=1x>2AlogA > e,
log

logo, como 2log A < A para A > 3, temos que

T 2Alog A >2AlogA_
logz = log(2Alog A) logA2 77

que é uma contradigao. Portanto,

<A=1x<2AlogA.
log

Assim, colocando z :=n e A 1= 2.7-10"2k*log? k, temos que

n < 1.7-10"k* log® k. (2.10)

Além disso, usando a desigualdade (2.7), temos que

p < 1.2-102k*log® k.

Isso conclui a prova do lema.

2.3 Os casos pequenos: 3 < k < 167

Na secao passada, estabelecemos uma primeira cota de n e p em fungao de k. Neste
momento, vamos estudar os casos onde 3 < k < 167. Mais precisamente, vamos provar o
seguinte lema:

Lema 2.3. A equagdo (2.1) nao apresenta solugoes paran >k +1 e 3 < k < 167.
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Demonstracao. Primeiramente, podemos usar o programa Mathematica para verificar em
tempo habil que ndo ha solugdes da equagdo (2.1) para p < 23. Assim, vamos assumir
que p > 23. Aplicado o logaritmo e usando as equagoes (2.4) e (2.5) temos que

0< (2p—1)log2— (n—1)loga +log(1/g(a, k)) < 1.001 - 2721,

Dividindo a equagao acima por log o, obtemos
0<2p—1Dy—(n—1)+pu <36-277, (2.11)

onde v, = log2/loga™, 1 = log(1/g(a™ k))/loga® e a®) ¢ a raiz real positiva de
b — a1 — . —1=0.

Note que, se v, for racional, entdo v, = p/q para inteiros positivos p e gq. Assim
p/q = log2/loga®) = 27 = (o), Conjugando essa relacio por algum automorfismo
do grupo de Galois do polinémio caracteristico da sequéncia sobre Q e usando o fato
de que tal automorfismo deixa Q fixo, temos que 279 = ‘(agk))q‘ < 1, parat > 1, o
que é absurdo, pois ¢ > 1. Logo, 7, é irracional e, portanto, possui fragdo continua
infinita. Seja ¢y, o denominador do m-ésimo convergente da fracao continua de .
Tomando My := 2.41 - 10M4k* log3 k < Migr < 2.6 - 10%° para todo 3 < k < 167, usamos o
Mathematica para obter

min _goor > 7 10°° > 6Mie7
3<k<167

max Qoo < 4.4 - 10102,
3<k<167

Agora, vamos definir €; := || fqoo x|l — My || 7kGo0 k|| € assim

min €, = 0.0000571469. ...
3<k<167

Temos, pelo Lema 2.2, que 2p — 1 < M. Assim, colocando A = 3.6 e B = 2, pelo
Teorema 1.11, a equagao (2.11) ndo tem solucao para p satisfazendo

> log(AQ90,k/€k)
- log B '

Logo, se a equagao (2.1) tem solugao,

log(Agpo.e/ex) _ 10g(3.6 - 4.4 - 10°2/0.000057146)

= 356.917....
log B - log 2

Entao, pela equagao (2.8), temos que n < 890, e como 2 — 1 é primo, entao
p€{2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127} .

Basta verificar pelo Mathematica que a equagao (2.1) ndo tem solugdo para nenhum desses
casos e o lema esta provado. O

25



24 n#2p+1

Note que o lema da se¢ao anterior prova a primeira parte do Teorema 2.1. Vamos
agora direcionar os estudos a prova dos itens restantes. Mais precisamente, aqui, para o
caso quando n # 2p + 1.

Pelo Lema 2.3, podemos considerar k£ > 168. Assim, usando o Lema 2.2, temos que

n<1.7-10"%k*log® k < 2%/2.

Seja, agora, A ;== 2 —a > 0. Como 2(1 —27%) < a < 2, entdo A < 2 —2(1 —27%) =
1/2%71. Ou seja, A € (0,1/2F71). Além disso,

anfl — (2_>\)n71

n—1
= ot (1 — é)
2

— 2n71€(n71) log(1—X/2)

> 27’L—16—)\(7’L—1)7

onde usamos o fato de que log(l — x) > —2x para todo z < 1/2. Também temos que
e~ * >1—x para todo xz € R. Logo,

™t > 2" 1 = A(n —1)).

Note que A(n — 1) < (n — 1)/2F1 < 2k/2/2k=1 = 2 /2k/2 T,0g0
"t > onTh(1 — 2/2M2),

Portanto,
2n—1 _ 2 < n—1 < 2n—1 + 2_n
2k/2 @ 2k/2
ou on
n—1 n—1

Note agora que g(a, k) = (e — 1)/(2+ (k + 1)(a — 2)) como uma funcao de o ¢ uma
fungao continua (pois a # 2). Portanto
dg 1—k
—(a, k) = .
aa(a’ ) 24 (k+1)(a—2))?

Usando o Teorema do Valor Médio, existe 6 € («, 2) tal que

gla, k) =g(2,k) + (o — 2)2—2(9, k).

Para k > 3 temos que [[0g/0a] (0)] = (k —1)/(2+ (k+1)(0 — 2))* < k.
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Portanto,

B dg N 2k
o0 1) = 92,0 =~ 2 |56, = A 210,89 < 37

Escrevendo
a" ' =2""1 45 e gla k) = g(2,k) +n,
entao temos que
2" 2k

|5’<W e ‘77’<§

Além disso, como ¢(2,k) =1/2,

J
gla, k)a" ™t =22 4 2 + 2"y 4 né.

Observe que

22p—1

— 9p
i =2

’g(a, k)o"!

1
o1 1’ < — = [2%" — g(a, k)" | <

2r—1
Assim

0
271 — 2" = ‘(22191 —gla, k)a" ) + 5T 2"y + no

L, 2t ong oty
<2'+ 9k/2 + 2k + 23k/2 °

Usando os fatos de que 4k /2% < 1/2%/2 ¢ 8k/23%/2 < 1/2F/2 temos que

5. 2n—2

|2n—2 o 221)—1‘ < 9P + W’

ou equivalentemente

)
2p—n—+1 —n+2
1= 27| <2 4 o
Pela equagao (2.7), temos que p < 2n/3. Assim,
4 5 9

’1 _ 22p—n+1| < 4

on/3 T iz = (/2)F

pois n > k.

Temos que n # 2p + 1, logo 2p > n ou n > 2p + 2. No primeiro caso, 2p —n+1 > 1,

logo
1
1 — 22p—n+1 > .
2
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No segundo caso, 2p —n+1 <0, logo n — 2p — 1 > 1. Portanto,
1 1

|1 — 2%~ = ‘1

B 2n72p71 — B 2n72p71 -

Portanto, (v/2)F < 18 = k < 13, que é absurdo. Assim, a equacio (2.1) nio tem
solu¢ao quando n # 2p + 1.

2.5 n=2p+1 e aconclusao do Teorema 2.1

Observe que, pelos calculos executados nas secoes anteriores deste capitulo, con-
seguimos demonstrar os dois primeiros itens do Teorema 2.1. Aqui, vamos considerar
os casos restantes, nos quais n = 2p + 1. Assim, podemos considerar uma nova versao da
equagao Diofantina (2.1), com uma variavel a menos:

FiR = ort(or — 1), (2.12)

Demonstraremos agora que a equacao (2.12) ndo tem solugao. Para tal, vamos con-
siderar dois casos.

Caso 1: p > k.
Nesse caso, vamos mostrar de fato que
Fipyy <2712 = 1),

para todo p > k. Com efeito, vamos mostrar que a relagao acima vale independente da
primalidade de p e para tal, vamos proceder por indug¢ao em p > k. Na base de indugao,
p = k, temos, pelo Lema 1.6, que

2k—l(2k o 1) o F2(’I:—)i_1 — 2k—l<2k o 1) - 22k—l =+ (k, 4 1)2k—1
= (k+1)2F2 -2kt
> 0.

Como n = 2p+ 1, temos que n > 2k + 1. Logo
F® >1

n—k —
:>F7Ek)+F7§’i)1+..'+FTEIi)k+1SF?’(Lk—)l—{_'..—i_FT(L’i)k-‘rl_'_FTE’?k+F7§k)

— M < 2F®.

Suponha agora que Féﬁl < 2°71(27 — 1), Assim

k k
Fips < 4R,
< 2P(2rtl —2)

< 2P(2Pth 7).
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O que conclui nossa indugao e, consequentemente, esse caso. Logo, a equagdo (2.12)
nao tem solucao quando p > k.

Caso 2: p < k.

Neste caso, como supomos que n = 2p +1 > k+ 1, entdo k/2 < p < k = 2 <
2p+1—k < k. Usando o Lema 1.6, temos que

Py, =270 — (2p+ 1 — k)22 h 2,

Juntando essa rela¢ao com a equacgao (2.12), temos que

o2p+ 1 —k =2k Pt

Note que, se k é par, entao 2p—k+1 é impar, logo k—p+1 =0e2p+1—-k=1=2p =k
e k=p—1, o que é absurdo. Portanto, k é impar. Se k = 1 (mod 4), entao, com [ € Z,

+1—k=2p+1—-4l—1=2(p—2l),

e como p — 2 é impar, entao a valorizagao 2-adica de 2p+1—k é 1. Logo, k —p+ 1 =
1 = k = p, que é absurdo.

Assim, juntando as se¢oes anteriores, concluimos a demonstracao do Teorema 2.1. [
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Capitulo 3

A Valorizacao 2-adica de (), e a
Equacao (), = m!

Neste capitulo vamos direcionar nossos estudos para a resolucao da equacao Diofantina
Qn =ml (3.1)

Observe que, diferentemente da equagao (2.1), ndo podemos proceder aqui da mesma
forma, uma vez que geralmente o método das formas lineares em logaritmo a la Baker
nao se aplica nesse caso. Por outro lado, como dito anteriormente, Luca resolveu a equagao
F, = F,SZ) = m! tendo como base o Teorema do Divisor Primitivo. Mais uma vez, nao
temos tal propriedade para sequéncias de k-bonacci. Vamos aqui seguir um processo
anélogo ao feito por D. Marques e T. Lengyel para resolver a equacgao T,, = m! para obter

Teorema 3.1. As 1unicas solucoes para a equagao Diofantina
Qn =m! (3.2)
em inteiros positivos m e n # 75 (mod 80) sdo

(n,m) € {(1,1),(2,1),(3,2)}.

3.1 Alguns lemas preliminares

Num primeiro momento, vamos estabelecer alguns lemas preliminares.

Lema 3.2. Para inteiros n,m comn >0 em > 4, temos que

Qnim = Qm—3Qn + (Qm-3 + Qm-1)Qnt1 + (Qm-3 + Qm-1+ Qun—5)Qn+2 + Qm—2CQn+3.

Demonstracao. Queremos achar aq, a, a3 € ay tais que
Qnim = 1@y + 2Qni1 + 3@z + Qnys.

30



Note que, Qnim+1 = @1GQn+1+02Qni2+@3Qni3+Qnia, Qnimiz = 01CQni2+@2Qnis+
aSQn+4 + @4Qn+5 € Qn+m+3 = Qn+3 + a2Qn+4 + a3Qn+5 + a4Qn+6- Portanto, deSGJ amos
resolver o seguinte sistema linear

Qnim = 1Qn + @2Qpni1 + a3Qnio + 4Qny3

Qnimt1 = a1Qni1 + @2Qny2 + a3Qpi3 + 4@y
Qnimyz = 01Qni2 + @2Qpy3 + a3Qpnis + asQnys
Qnimis = 01Qni3 + 2Qnya + a3Qnys + sQnys

Reescrevendo o sistema linear acima em forma matricial, temos que

Qn Qn-i—l Qn+2 Qn+3 a Qn-i-m
Qni1 Qniz Qniz Qnia Qz | _ Qnimi1
Qnv2 Qniz Qnia Qnys a3 Qnimi2
Qnts Qnia Quis Qnys o7} Qnim+3

Para n = 0, temos que

Qo Q1 Q2 Q3 ay Qm

Q1 Q2 Q3 Q4 Qo | Qm+1
Q2 Q3 Q1 Qs Qs Qmi2
Q3 Qs Qs Qs Qly Qm+s

e, assim, a matriz aumentada é

011 2] Qn
112 4|Quu
1 2 4 8| Qe
2 4 8 15| Qs

Note que, pela equagao (1.10) para k = 4, temos que 2Q,,12— Qmi3 = Qm—2, 2Qm+1—
Qm+2 = Qm737 2Qm - Qerl = Qm74 € Qm - Qm73 - me4 - 2Qm72 = mel - Qm72 =
Qm-3+ Qm-sa+ Qn_s.

Assim, podemos fazer algumas operagoes elementares para obter

011 2| Qn 011 2] Qn 011 2] Qn
112 4| Qua | _ |11 24[Qup | _ |1 12 4]Quu
1 2 4 8|Qun 1 2 4 8| Qs 100 0|Quns
2 4 8 15| Qs 000 1|Qn_s 000 1|Qno
0112 Qm 0010 meS + me4 + me{’)
N 0100 C2m—3 + Qm—4 0100 Qm—S + Qm—4
1 000 Qm-3 1 000 Qm-3
0001 Qm—2 0 001 Qm—2
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Logo, obtemos
a1 = Qm-3;
Qg = meS + me4;
a3 = mei’» + me4 + meS;
Qy = Qm—27

e o lema esta provado.

Lema 3.3. Para todo s > 1 impar et > 7, vale que

Qo 55 =272 (mod 272).

Demonstracao. Procederemos por indugao em ¢ simultaneamente nas congruéncias abaixo

Qat-555—2 =0 (mod 2!72);
Qat-s5,_1 = 21745 (mod 2!72);
Qat-55, = 2173 (mod 2¢72);
Qoi-s541 =273+ 1 (mod 2172),

(3.3)

onde s =2r +1,e d =1 ou 3 se r é par ou impar, respectivamente.

Primeiramente, para a base de indugao t = 7, temos

Q20s—2 =0 (mod 32);
Q20s—1 = 80 (mod 32);
Qs =16 (mod 32);
Quossr = 17 (mod 32),

(3.4)

e entao, fazemos indugao em s > 1 simultaneamente nas congruéncias acima. Todas as
congruéncias seguem a mesma ideia, e note que todas sao validas para s = 1. Suponha
que sejam validas para s fmpar. Assim, pelo Lema 3.2 para a primeira congruéncia, temos
que

Qs+2)—2 = Q205138
= (Q20s-3Q38 + (Q205—3 + Q20s—14) Q39 + (Q205—3 + Q20s—14 + Q205—5) Q0
+Q20s—2Q 41
= 0+ 16(Q20s-3 + @205-4) + 04+ 0 (mod 32)
= 0 (mod 32),

onde usamos que Qops 3, Qa0s_4 $80 impares pela equacao (1.10) para k = 4 e Q33 =
Q40 =0 (mod 32).

Para a segunda congruéncia da base de inducao, temos que
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Q242 -1 = Q205+2)+37
= Q205-1Q37 + (Q205—1 + Q20s—2) Q38 + (Q205—1 + Q20s—2 + Q205—3) Q39
+Q205Qu0
= 8+0+16+0 (mod 32)
= 8(0+2) (mod 32),

onde usamos que Q053 = 1 — 80 (mod 32) pela recorréncia de @,,.

Agora, suponha que a terceira congruéncia seja verdade para s impar. Logo, pelo
Lema 3.2, temos, para s + 2, que

Q20(s+2) = Q205140 = Q(205+3)+37

= Q20sQ37 + (Q20s + Q205-1) Q38 + (Q20s + Q20s—1 + Q205—2) Q39 + Q205+1Qu0
Q205 + 16(Q205—1 + Q205—2) (mod 32)
= 16 (mod 32).

Para a tdltima congruéncia, temos que

Q2(s+2)+1 = Q20s+41 = Q205+3)+38

= Q20sQ3s + (Q20s + Q20s-1)Q39 + (Q20s + Q2051 + Q20s-2) Qa0 + Q20s41Qu1
0 4 16(Q20s + Q20s—1) + 0+ 17  (mod 32)
= 17 (mod 32).

Vamos agora prosseguir para a induc¢ao em ¢t > 7. Para tal, vamos, primeiramente,
executé-la para Qgi-s5,_o = 0 (mod 2072). As outras congruéncias de (3.3) seguirao
os mesmos passos. Note que, pela definicdo de Q,, temos que Qq-s5,_3 = 1 — 21746
(mod 27%) e Qgi-3.5,_4 = 273 — 1 (mod 2¢72). Podemos reescrever essas relagoes e (3.3)
da seguinte forma

Qat—s55—2 = @127 %

QQt—55s_]_ = a22t_2 -+ Qt_45;
Qo555 = a32' "% 4273,
Qo551 = ay272 + 2073 4+ 1;
Qot-554_3 = a52t*2 +1-— 2t745;
Qot-3.55—4 = ag2" % + 273 — 1,

(3.5)

para ap, s, a3, 4, s, G € 7.
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Portanto, temos que

Qat-155—2 = Q2t-55541)4(2t555—3)
= Qar-s55_2Q21-555_3 + (Qa-556_2 + Qa-555_3) Q25552
F(Qat-555—2 + Qat-555—3 + Qo —555_4) Qo -555_1 + Qat-55:Qa1-55,_1
= (a2 4+ 1—27%6)(a;2"?)
+(as22 +1 =274 + a,272)a 2072
(@522 + 1 — 2740 4 a2 a2t 4 2070 — 1) (a2 + 21746)
(g2 + 279) (0,202 4 2046)
= 0 (mod 21,

onde usamos o fato de que 2t —4 >t — 1 parat > 7.

Para a segunda congruéncia, temos que

Qot-155—1 = Q2t-55542)4(2t555—3)

= Qar-556-1Q2t-555—3 + (Qar-55—1 + Qat-555_2)Qat—555_2
+(Qaot-555—1 + Qat-555—2 + Qat—555_3)Qat-555_1 + Qot—55Q2t-55,

— (a22t—2 + 2t—4)(a52t—2 + 1 — 2t—45)
(a2 + 274 4+ 41272 (a1 272)
+(a22t72 4 2t74 + a12t72 4 a52t72 +1— 2t74>(a22t72 4 2t745)
+(a32t—2 + 2t—3)(a32t—2 + 2t—3>

= 2"+ 20+ a2+ 274 (mod 2071)

= 2% (mod 2'1).

Para a terceira congruéncia de (3.3), temos que

Qat-15, = Q(Qt—555+2)+(2t—55372)

Qot—555-1Q2t 5552 + (Qot—555—1 + Qat-555—2) Q5551
+(Qat-555—1 + Qat—555—2 + Qot—555_3)Qot—555 + Qot—55Q2t 55511

— (&221‘/72 + 2t74)(a12t72)
(@922 4 27 4 0,20 2) 0, 20
F(a2 2 + 27 a2 g2 1 — 28 (ag20 2 2079
—I—(CL32t72 4 2t73)(a42t72 4 2t73 + 1)

= 2% (mod 2'™1),

onde usamos o fato de que 2t —6 >t — 1 parat > 7.

Vamos, entdo, partir para a quarta e ultima congruéncia de (3.3). Entao, temos que
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Qat-15641 = Q(2t-55543)+(2-555—2)
= Qot-55:Qat-555—2 + (Qat-555 + Qat-555-1) Q25551
+(Qat-555 + Qat-555_1 + Qat-555_2)Qat-555 + Qat-55541Q2t-55541
— (a32t72 + 2t73)(a12t72)
(@322 4+ 2178 4 42" + 2740) (a2 + 28740)
+(a32t—2 + 2t—3 + a22t—2 + 2t—45 + a12t—2)(a32t—2 4 2t—3)
+(ag272 + 270 4 1) (ag272 + 278 1 1)
= a2 4273 4 10,272 + 2 (mod 27Y)
= 27241 (mod 271,

o que conclui nossa inducgao e o lema esta provado.

Ainda temos mais um lema a provar antes de seguirmos em frente.

Lema 3.4. Para todo s > 1 impar et > 8, vale que

Q2t73,5s_2 = 2t+2 (mOd 2t+3).

Demonstracao. O procedimento para a demonstracao é anélogo aquele do lema anterior,
mas agora iremos executar indugao simultaneamente nas seguintes congruéncias

Qat-355_5 = 2872 (mod 2!73);
Qat-35._1 = 217255 (mod 213);
Qat-35, = 2071135 (mod 2t73);
Qa-35511 = 27195+ 1 (mod 2113).

(3.6)

Usando a definigao de Q,,, temos que Qgi-s.5_3 = 1 + 2072 — 2072135 (mod 2!73) e
Qai-35_4 = 272 - 345 — 1 (mod 273). Reescrevendo as relagoes acima e (3.6) da mesma
forma que fizemos no lema anterior, temos, para by,...,bs € Z, que

Qot-555—n = by 2013 4 2012

Qat—s55—1 = 23 + 2072 . 5s;

Oyi 550 = bg2t+3 4 2071 . 135

Qat-55511 = by20H3 4271 95 + 1;
Ogr5503 = bs21+3 41 4 2042 _ 21=2 {3
Qot—555_4 = bg2!T3 42172 . 345 — 1;

Vamos primeiramente fazer a base de inducao s = 1 e executar a inducao em t > 7.
Como no lema anterior, o procedimento segue 0s mesmos passos para as quatro congruén-

cias acima. Primeiramente, vamos executar a inducdo no caso s = 1 para Qqt-s5_o = 2¢+2
(mod 2¢F3).
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Para t = 7, temos que Qat-35_9 = Qo150 = Q73 = 512 (mod 1024). Vamos entao
supor que o lema seja verdade para t. Logo, temos que

Qo259 = Q(2t—345+1)+(2t—3~5—3)

= Qg-s5-9 Qo353+ (Qa-s5-9 + Qar-35_3)Q-35_9
H(Qai-s.5-2 + Qu-s.5-3 + Qu-5.5_4)Qar-35_1 + Qor-35_1Qs-35

= (Bi20FP 4 20 (bs20 4 1 4 22— 9t2 . 13)
(023 4 22§ pottS y g ott2 9t 13) (2043 4 9t+2)
+ (512012 4 2112 4 28 4 1 4 202 2872 13 4 b2 4 2072 33)
x (bp273 + 2172 . 5)
(B2 4 2172 5) (b2 4 2L 13)

= 9t2 4 9tt2 (o 2t+Y)

= 2t-‘r3 (mod 2t+4)’

o que conclui a induc¢ao em t e por consequéncia a base da indugao em s. Sigamos assim a
segunda parte da inducdo, para s > 1. Nesse caso, vamos supor entao que Qat—s5,_o = 2072
(mod 2¢73). Dessa forma, temos que

Qa-35(s11)—2 = Qar-354142-355-3
Qar-3.5-2  Qa-s.56_3 + (Qar-35-2 + Qa-3.5_3) Q3562
+(Qat-35-2 + Qoi-3.5_3 + Qar-s3.5_4)Qar-s.51 + Qor-3.5_1 Q2355
—_ (b 2t+3 4 2t+2)(b52t+3 4 1 + 2t+2 o 27&72 . 138)
( 2t+3 2t+2 + b 2t-‘r3 + 1 + 2t+2 2t—2 . 13) (b12t+3 + 2t+2)
(b 2t+3 4 2t+2 + b 2t+3 + 1 4 2t+2 2t—2 . 13 4 b62t+3 4 2t—2 . 33)
(b 2t+3+2t 2 55)
- (0y2"3 2072 5) (55203 2071 - 135)
2t+2 4 2t+2 (mod 2t+4)

= i3 (mod 2”4),

o que conclui a inducao em s para essa primeira congruéncia.

Partiremos agora para a congruéncia Qgi-ss,_; = 27255 (mod 2!73). Entao, vamos
mostrar aqui que Qat-s.5,_; = 2072+ 55 (mod 2!73). Para a base de indugao s = 1, vamos
fazer indugao sobre t > 7 para mostrar que Qqi-3.5_; = 2072-5 (mod 2*3). Parat =7, ¢
facilmente verificavel. Suponhamos entao que a congruéncia seja véalida para t, e assim

Qai-251 = Q(?t—3-5+1)+(2t—3~5—2)
= Qa-s5-9 Qo359+ (Qa-s.5_2 + Qor-35_3)Qg-35_1
H(Qoi-s.5-2 + Qu-s.5-3 + Q-5.5_4)Qor-3.5 + Qar-35_1Q21-3.541
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(b 2t+3 + 2t+2)(b 2t+3 + 2t+2)

b 2t+3 4 2t+2 4 b 2t+3 + 1 + 2t+2 2 t—2 13)(b22t+3 + 2t—2 . 5)
b 2t+3 + 2t+2 4 b 2t+3 + 1 4 2t+2 21‘,72 .13 4 b62t+3 4 21‘,72 . 33)
b32t+3 2t 1, 13)

+(bo283 4 2172 B) (5,23 1 2079 4 1)
622t+3 T 2t+2 .54 b22t+3 4 2t72 .5 (mod 2t+4)
20715 (mod 2'%),

concluindo a base de indugao. Suponha entao que essa relagao vale para s, com isso,

temos que

(Q2t-3.5(s41)—1

Q(2t-3.55—2) 1 (2t-3.511)
= Q35902 35,2+ (Qa-35_2 + Qot-35_3)Qar-3.55_1
+(Qat-35-2 + Qa-3.5_3 + Qar-s.5_4)Qar-s.55 + Qa-35_1Qar-3.5511
— (B2t 4 22 (b2 4 2t42)
(D123 4 212 4 peottS 1 4 22 912 13)(5y2!T3 4 262 . 5g)
(B2 212 g ot ] 92 1=213 4 ot+s | 9t-233)
x (b32"1% 4 271135)
+ (0213 + 2172 5) (5212 4207 95 + 1)
= 2172.55+2""2.5 (mod 2'"?)
= 272.5(s4+1) (mod 2'3).

E a indugao para a segunda congruéncia esta terminada. Para a terceira congruéncia
Qai-35, = 271135 (mod 2¢73), vamos proceder da mesma forma. Para s = 1, vamos
provar por inducio que Qyi-s5 = 287113 (mod 2¢73). Para t = 7, é simples computar que
Qs0 = 832 (mod 1024). Supondo entdo que a congruéncia para s = 1 seja valida para t,

temos que

QQ“Z-B

Q(2t-3.5+2)+(2t-3.5-2)
Qar-s.5-1 - Qo550 + (Qar-35-1 + Qu-5.5_9)Q-35_1
+(Qar-3.5-1 + Qo352 + Qoi-s3.5_3)Qat-3.5 + Qoi-3.5Q2-3.511
(2043 1 2672 . 5) (5,243 4 2t+2)
(52043 4 2172 5 by 203 4 2t (py2t 3 4 9t=2 )
F(bp28 4 20725 4 by 2B 4 912 ot 4 | o2 ot=2 13
x (by2t*+3 1 271 .13)
(283 4 281 13) (0243 4 211 9 1 1)
0+ 0+ 0323 + 2071 13 4 5327 + 27113 (mod 2')
2/-13  (mod 2).
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Com a base de indugao s = 1 completa, suponha que Qai-35, = 27113s (mod 2+3)
seja verdade. Assim,

Q2t-2.5(s11)

Q(2t-3.542)+(2t3.55—2)
Qat-3.5-1 - Qar-s.55—2 + (Qar-3.5-1 + Qot-3.5_2) Qo351
+(Qat-3.5-1 + Q353 + Qar-s.5_3)Qar-3.55 + Qor-3.5Q9-3.5541
(523 2672 5) (b, 213 + 20F2)
(027 4 20725 4 5y 27 4 27F2) (0,240 4 272 - 5g)
(028 4 21725 4 b2t 9ty oot g g o+ 92 13
x (3213 4 2071 . 135)
(b32t+3 + 2t 1, 13)(642t+3 + 2t71 . Og 4 1)
0+27"-135+0+2""-13 (mod 2'*%)
2071 13(s +1)  (mod 273,

e a indugdo da terceira congruéncia de (3.6) esta completa.

Partiremos agora para a indugao da quarta e ultima congruéncia. Mais uma vez,
colocando s = 1 para realizar indugao sobre t > 7. Como antes, o caso t = 7 é facilmente
computavel, entdo vamos supor que Qqi-s5.; = 2719 + 1 (mod 2!73). Portanto, temos

que

Qat—2.541

Q(2t-3.543)4(2-3.5-2)

Qo35 Qar-35_9 + (Qai-3.5_1 + Qor-3.5)Qor-3.5_1

H(Qai-s.5-1 + Qo35 + Qor-35_2)Qa-3.5 + Qoe-3.511 Q23511

(b2 4 2071 13) (5,243 4 21+2)
( 2t+3 2t71 13 + b22t+3 2t72 5)(b 2t+3 2t72 5)
(0523 4 20113 ¢ by 4 2025 4 p 2D 212
(b32t+3 + 275 1 13)

+<b42t+3 4 2t 1 '9 i 1)<b42t+3 T 21571 .9 4 1)

b2 42071 9 4 5,20 1 271 9 11 (mod 201

2.9+ 1 (mod 2").

Com a base da indugao terminada, vamos supor que Qat-35,11 = 2719s+1 (mod 2t3).

Logo, temos que

QQ*-2~5(3+1)+1

Q(2t-3.543)+(2t-3.55-2)

= Qa-35 - Qa-s55_9 + (Q-3.5-1 + Qat-3.5)Qat-3.55_1

+(Qat-3.5-1 + Qat—3.5 + Qat—3.5_2)Qat-3.5s + Qat—3.541Q2-3.5511

— (b 2t+3 + 2t71 X 13><b12t+3 4 2t+2>

( 2t+3 21:—1 13 + b22t+3 2t—2 X 5) <b22t+3 + 2t—2 . 53)
+( 2t+3 2t 1 213+ b22t+3 2t72 .54 b12t+3 4 2t+2)
x (0321 4 2871 . 13s)
+ (0422 42071 9 1) (5,2 4271 95 1)
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0+0+0+2"1-94+271.95+1 (mod 2%)
271 9(s+1)+1 (mod 2%).

O que conclui a indugao da quarta congruéncia de (3.6) e a demonstracao do lema. [

3.2 A valorizacao 2-adica de @),

Antes de direcionar nossa atengao a solu¢ao da equagao (3.1), ainda precisamos cal-
cular a valorizacao 2-adica de @),. Essa nos fornecera a ferramenta fundamental para
solucionarmos a equagao em questao. Em outras palavras, vamos, nesta se¢ao, demon-
strar o seguinte resultado:

Teorema 3.5. Paran > 1,n # 75 (mod 80), temos que

(17, sen="T8
0, sen=1,2 (mod 5);
1, sen =3 (mod 10);
2, sen =4,9 (mod 20);
3, sen =5,8 (mod 20);
(O, = va(n) + 2, sen =0 (mod 20);

" va(n + 10) + 2, sen =10 (mod 20);
(n+6)+1, sen =14 (mod 20);
ve(n+1) +1, sen =19 (mod 20);
vo((n+5)?) + 1, sen =15,35,55 (mod 80);
vo((n+2)%) +1, se n =18,38,58 (mod 80);

L 2((n+2)(n—"T78))+1, sen =78 (mod 80),n > 78.

Demonstragao. Vamos dividir essa demonstragao nos 11 casos apresentados acima (note
que o caso n = 78 ¢ trivial).

Caso 1: n=1,2 (mod 5).
Note que, pela equagao (1.10) para k = 4, temos que @, — Q,,_5 é par. Portanto,
Q. € impar <= (,,_5 é impar,
logo, como )1 = )3 = 1, temos que
1(Q,) =0, sen=1,2 (mod 5),
e esse caso esta provado.

Caso 2: n =3 (mod 10).
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Observe que, para provar esse caso, ¢ suficiente provar que
Qn=2 (mod4), sen=3 (mod 10).

Sendo assim, vamos proceder por indugao na congruéncia acima, onde n = 10l + 3, [ > 0.

Temos que [ = 0 = @3 = 2 = 2 (mod 4). Suponha agora que a congruéncia seja
verdade para [. Assim, pelo Lema 3.2, temos que

Quoarn+s = Quoi+s)+s
= QsQior42 + (Q2o112 + Q201+1)Qo + (Quoi2 + Qror+1 + Quor) Q10 + Q11 Q10143
= 56Q10142 + 108(Q10142 + Qroi+1) + 208(Q1042 + Qi1 + Q101) + 401Q10143
= 0+0+0+401-2 (mod 4)
2 (mod 4),

e esse caso estd provado.
Caso 3: n=4,9 (mod 20).

Para esse caso a congruéncia correspondente sera
Qn=4 (mod38), sen=4,9 (mod 20).

Vamos fazer, primeiramente, o caso n = 4 (mod 20), o caso n = 9 (mod 20) seguira
praticamente os mesmos calculos. Assim, temos que n = 20l + 4 e ji temos o que
precisamos para fazer a indugao sobre [ > 0. Paral =0, Q4 = 4 = 4 (mod 8). Suponha
agora que a congruéncia seja valida para [. Logo, temos que

Q200+1)+4 = Qr201+6)+18
= Q18Q20113 + (Q20143 + Q20142) Q19 + (Q20143 + Qo012 + Q201+1) @20
+Q21Q20144
= 39648Qa0113 + 76424(Q20143 + Q20142) + 147312(Q20143 + Qo012 + Qa0141)
+283953Q20;+ 4
= 0+0+0+283953-4 (mod 8)
= 4 (mod 8),

o que finaliza a primeira inducao.

Agora, vamos fazer a indugdo para o caso n = 9 (mod 20). Assim, temos que n =
20l + 9 e ja temos o que precisamos para fazer a inducgao sobre [ > 0. Para [ = 0,
Q9 = 108 =4 (mod 8). Suponha agora que a congruéncia seja valida para [. Logo, temos
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que

Q200+1)+9 = Qoi+11)+18
= Q18Qo0118 + (Q201+8 + Q20117) Q19 + (Qa0148 + Q20117 + Q20146) Q20
+Q21Q20149
= 39648020118 + 76424(Q2014+8 + Q20117) + 147312(Q20148 + Qo047 + Q20116)
+283953Qs0110
= 0+0+0+283953-4 (mod 8)
= 4 (mod ),

e esse caso também esté provado.
Caso 4: n =5,8 (mod 20).

Para esse caso, vamos provar a congruéncia correspondente,
Qn =8 (mod 16), se n =15,8 (mod 20).

Vamos, primeiramente, fazer o caso n = 5 (mod 20), mais uma vez, o caso n = 8
(mod 20) seguira praticamente os mesmos calculos.

Assim, temos que n = 20l + 5. Paral =0, Q)5 = 8 = 8 (mod 16). Suponha agora que
a congruéncia seja valida para [. Logo, temos que

Q0r1)+5 = Qotr)+is
= Q18Q20144 + (Q201+4 + Q20143) Q19 + (Q20144 + Q20143 + Q201+2) Q20
+Q21Q20145
= 39648Q 20114 + 76424( Q20144 + Qa0143) + 147312( Q20144 + Q20143 + Q201+2)
128395300115
= 0+0+0+283953-8 (mod 16)
8 (mod 16),

onde usamos que Qo017 + Q20116 € par, pois, pelo Caso 1, é a soma de dois impares. O
que finaliza a inducao.

Agora, temos que n = 20l + 8. Para [ = 0, Qs = 56 = 8 (mod 16). Suponha agora
que a congruéncia seja valida para [. Logo, temos que
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Q200+1)+8 = Q201+10)+18
= Qi18Qa0147 + (Q20147 + Q20146) Q19 + (Q201+7 + Q20146 + Q20145) Q20

+Q21Q201+8

= 39648Q201+7 + 76424(Q20147 + Q20146) + 147312(Q 20147 + Q20146 + Q20145)
+283953Q201+48

= 0+0+0+283953-8 (mod 16)
8 (mod 16),

onde usamos mais uma vez que (o017 + Q20146 € par devido ao Caso 1. E entao esse caso
também esta provado.

Caso 5: n =0 (mod 20).

Note que, nesse caso, temos que n = 2!=° . 5s, com s > 1 fmpar e t > 7. Portanto,
pelo Lema 3.3, temos que v5(Q,) =t — 3. Por outro lado,

va(n) +2=15(2""5s) +2=1t—5+2=1—3=15(Q,).

Caso 6: n =10 (mod 20).

Agora, usamos as congruéncias apresentadas na demonstracao do Lema 3.3 juntamente
com a definicio da sequéncia de Tetranacci para mostrar que Qqi-s5,_19 = 273(6 — 2)
(mod 2'72). Entao, como nesse caso n = 275 . 55 — 10, com s > 1 impar e t > 7,

va(n+10) +2 = 15(2'7°5s) + 2 =t — 3 = 15(Qn).

Caso 7: n =14 (mod 20).

Procedendo como no Caso 6, ou seja, usando as congruéncias apresentadas na demon-
stragao do Lema 3.3, temos que Qqyi-55,_¢ = 2740 (mod 2/~2). Portanto, como nesse caso
n=2"2.55—6,coms>1imparet>7,

va(n+6) + 1= 1(27°5s) + 1 =t — 4 = 15(Qn).

Caso 8: n =19 (mod 20).

Aqui, temos que n = 207°.55—1, com s > 1 impar e t > 7. Segue diretamente das con-
gruéncias apresentadas na demonstracao do Lema 3.3 que Qat-s5,_1 = 2746 (mod 2!72).
Logo,

van+1) +1=15(2"%58) + 1=t — 4 = 15(Q,,).

Caso 9: n = 15,35,55 (mod 80).
Note que, se n = 15 (mod 80), entao n = 80/ + 15. Assim, temos que

vo((n 4 5)%) + 1 = 2u5(801 4 20) + 1 = 20,(20(4l + 1)) + 1 = 5.
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Assim, queremos provar que v5(Q,) = 5 quando n = 80/ + 15. Para tal, vamos executar
uma indugao sobre [ > 0 analoga as feitas nos Casos 1 e 2. Assim, nossa congruéncia
correspondente seré

Qn=2" (mod2°) sen=15 (mod 80).
Para a base de inducao [ = 0, temos que
n=15= Q, = Q15 =5536 =32 (mod 64).
Suponha entao que a congruéncia seja véalida para [ e, portanto, temos que

Qso+r1)+1s = Qort17)+78
= QnQsoi14 + (Qsor+14 + Q201413) Q7o
+(Qsor+14 + Qsor13 + Qsorr12)Qso + Qs1Qs01+15
= 0+0+0+2° (mod 2%
= 2° (mod 2°%),

onde usamos que Q73 = Qgo = 0 (mod 64), Qg1 = 1 (mod 64), Q79 = 32 (mod 64) e
(Qso1+14 + Q201413) € par pelos Casos 2 e 7. O que conclui a indugao.

O caso n =55 (mod 80) segue exatamente os mesmos céalculos, pois

vo((n 4 5)%) + 1 = 215(801 4 60) 4+ 1 = 20,(20(4l + 3)) + 1 = 5.

Assim, queremos provar que v5(Q,) = 5 quando n = 80l + 55. Para tal, vamos
executar uma indugao sobre [ > 0 também andloga as feitas nos Casos 1 e 2. Assim,
nossa congruéncia correspondente sera

Q. =2 (mod 2°) sen =55 (mod 80).

Para a base de inducdo [ = 0, é facil computar que @, = Q55 = 32 (mod 64). Suponha
entao que a congruéncia seja valida para [ e, portanto, temos que

Qso+1)+55 = Qor+s7)+78
= QnQsorrs51 + (Qsor454 + Q201453) Q7o
+(Qso1+54 + Qgoi453 + Qsor452) Qo + Qs1Qs0i+55
= 0+0+0+2° (mod 29
= 2° (mod 2°%),

onde usamos mais uma vez que Qs = Qg0 = 0 (mod 64), Qg = 1 (mod 64), Q79 = 32
(mod 64) e que (Qsor+14 + Q201113) € par pelos Casos 2 e 7. E da mesma forma, concluimos
a inducao.

Para o caso n = 35 (mod 80), temos que

vo((n 4 5)%) + 1 = 2u5(801 4 40) + 1 = 20, (40(2L + 1)) + 1 = 7.
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Assim, queremos provar, nesse caso, que v5(Q,) = 7. Que traz a congruéncia correspon-
dente
Q. =2" (mod 2% sen =35 (mod 80), (3.8)

ou seja, n = 80l + 35. Para [ = 0, segue que Q35 = 2775641472 = 128 (mod 256).

Agora, pela equacdo (1.10) para k = 4, temos que Qgoiszs = 2Qs01+42 — Qsor+43,
e pela definicao de @, temos que Qgoy37 + Qsoirss = @sorss — Qsorrss — Qsorysa ©
Q76+ Q77 = Qs — Qs — Qra. Além disso, note que Q75 = Q75 = 0 (mod 2%), Q74 = 2°s4,
como s; fmpar, e que, pelo Caso 7, Q74Qsus34 = 0 (mod 28). Finalmente, observe que,
pelo Caso 2, Qgorra3 = 259, que Qgora2 = S3, COM So, 53 impares, e que QQ7¢ ¢ mpar, logo,
pela hipétese da indugio, Q76Qgo435 = 27 (mod 28).

Agora, suponha que a congruéncia (3.8) seja verdade para [. Assim, temos que

Qsoa+1)+35 = Q(801+40)475

= QrQsoi437 + (Qsor437 + Q201436) Q76

+(Qsor437 + Qsorr36 + Qsortss) Q77 + QrsQsory3s

= QnQs0437 + (Qsor+38 — Q201435 — Qsor134) Q76
+(Qsoi438 — Qsor+34) Q77 + QrsQs01438
Q75Qs01+37 + (Qso1+38 — Qgor+34) (Q77 + Q76) — Qsoi435Q76 + QrsQs0i+38
0+ (Qsor+3s — Qsor431) (Qrs — Q75 — Qra) + 27+ 0 (mod 2°)
= 27— Qsoir33Qrs  (mod 2°)
27 + 2%51 (Qsor+43 — 2Qso1442)  (mod 2°)
27 +2"s1(sg + s3)  (mod 2°)
= 27 (mod 2%),

pois sy + s3 € par. Assim, a inducgao esta completa.
Caso 10: n = 18,38,58 (mod 80).

Esse caso é analogo ao Caso 9. Note que, se n = 18 (mod 80), entdo n = 80l + 18 e
assim
va((n+2)%) + 1 = 215(801 + 20) 4+ 1 = 215(20(4l + 1)) + 1 = 5.

Com isso, chegamos & congruéncia correspondente
Qn =2 (mod 2°) sen =18 (mod 80),

e exatamente como no caso anterior, procedemos por indugao sobre [. Para [ = 0, temos
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Q15 = 39648 = 32 (mod 64). Supondo entdo que a congruéncia é valida para [, temos que

Qo)+ = Qorr20)+78
= QuQsorr17 + (Qsorr17 + Q201416) Q7o
+(Qs0i417 + Qsoit16 + Qsoit15)Qso + Qs1Cs01+18
= 0+0+0+2° (mod 2%
= 2° (mod 2°%).

Os calculos para n = 58 (mod 80) sdo praticamente os mesmos. Assim, nesse caso,
n =380l +58 e

vo((n +2)%) + 1 = 215(801 4 60) + 1 = 20,(20(4l + 3)) + 1 = 5.

Com isso, chegamos & congruéncia correspondente
Q. =2 (mod 2°) sen =58 (mod 80),

e exatamente como no caso anterior, procedemos por indugao sobre [. Para [ = 0, é
simples computar que Q55 = 32 (mod 64). Supondo entdo que a congruéncia é valida
para [, temos que

Qsor1)+s8 =  Qoi+60)+78
= QuQsors7 + (Qsors7 + Q201456) Q7o
+(Qsoi457 + Qsoi456 + Qsoits5)Qso + Qs1Cs01+58
= 0+0+0+2° (mod 29
= 2° (mod 2°%).

Para n = 38 (mod 80), temos que n = 80/ + 38, e fazemos indugao anéloga ao caso
n = 80l + 35. Para [ = 0, temos que Q33 = 19878720128 = 128 (mod 256). Supondo que
é verdade para [, temos que

Qso+1)+38 = Qs01+40)+78
= QsQsoi+37 + (Qsorr3r + Q201436) Q7o
+(Qsor+37 + Qsort36 + Qsor+35)Qso + Qs1Qs01+38
= QrsQs01437 + (Qsor43z — Q201435 — Qso1434) Q76

+(Qs01438 — Qsoi+31) Q77 + Q7sQs01+38
= 0+0+0+2" (mod 2%)
= 27 (mod 2%),

onde usamos o Caso 9.

Caso 11: n =78 (mod 80),n > 78.
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Neste caso, sabemos que 160 divide exatamente um entre n+2 e n — 78. Vamos supor
que 160 | n + a, para algum a € {2, —78}. Assim vp(n +b) =4, para b € {2, —78}\{a}, e
entao, queremos provar que

VQ(Qn) = Vg(n + CL) + 5.

Mas, pelo Lema 3.4,
Qat-355_a = 272 (mod 213).

Portanto
Va(Qn) = 12(Qat-355_4) =t +2 =1a(n+a) + 5.

Isso completa esse caso e consequentemente a prova do teorema. [

Observagao: O caso n = 75 (mod 80) é bastante complicado. Nesse caso, o com-
portamento de 15(Q,) é bastante similar ao caso n = 78 (mod 80), o que sugere que
vo(@n) = va((n+5)(n+75))+ 1, quando n = 75 (mod 80). Mas esses valores diferem dos
esperados quando n = 555 (mod 640).

De fato, é possivel (e ndo muito complicado) mostrar que a valorizagao nesse caso nao
pode ter a forma vy(P(n)) + k, onde P(n) é um polindmio em n e k é uma constante
inteira. Assim, as técnicas utilizadas para os outros casos se tornam ineficazes quando
n =75 (mod 80). O que torna necessaria uma nova forma de lidar com o problema.

3.3 A equacao ), = m!
Nesta se¢ao, vamos usar o Teorema 3.5 para resolver a equagao (3.1) quando n # 75
(mod 80). Assim, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.6. As unicas solucoes para a equacao Diofantina

Qn = m! (3.9)

em inteiros positivos m e n Z 75 (mod 80) sdo
(n,m) € {(1,1),(2,1),(3,2)}.

Demonstragao. Se m < 22, é facil ver que as tnicas solugoes para a equagao (3.1) sao as
j listadas no enunciado do teorema. Entao, vamos supor que m > 23, entao (1.93)""1 >
Q. = m! > 23! e, logo, n > 80. Usando o Lema 1.15 (para p = 2) juntamente com o
Teorema 3.5, temos que

logm
m_mgng_l < w(ml) = n(Q,)

< w(n(n+10)(n+6)(n + 1)(n + 5)*(n 4+ 2)*(n — 78)) + 15
< 10v3(n 4+ w) + 15,
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para w € {0,1,2,5,6,10, —78}. Entao va(n +w) > (m — |logm/log2] — 16)/10 e entéo,
gLm=llogm/log2]=16)/10] qivide n + w. Em particular, 2L0m—egm/1eg2]=16)/10] < | 4 | <
n + 78 e aplicando a funcao log, obtemos

-]

Por outro lado, pelo Teorema 1.7, (1.92)" 2% < @, = m! < (m/2)™ e logo n <
1.6mlog(m/2) + 2. Substituindo isso em (3.10), chegamos em

1 1 :
L |leem] N o log(1.6mlog(m/2) + 80)
10 log 2 log 2

Essa desigualdade implica em m < 121 e entdao n < 1.6-1211og(130/2) +2 = 796,272 . ..
Agora, usando o Mathematica, ndo obtemos nenhuma solugao para a equagao (3.1) com
23 <m <121 e 81 <n < 796. Com isso, a prova do teorema esta completa. O
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Capitulo 4

Um Caso Particular da Equacao de
Brocard-Ramanujan

Ja conhecemos a equacao de Brocard-Ramanujan, m!+1 = n%. Aqui, vamos trabalhar
com um caso particular dessa equacao, onde n é um ntmero de Tribonacci ou Tetranacci.
Com efeito, usaremos aqui as técnicas e resultados obtidos no capitulo anterior e procu-

raremos as solugoes de
(FN2 = m) + 1, (4.1)

n

quando k =3 ou k = 4.

4.1 T?=m!+1

Primeiramente, vamos estudar a equagao (4.1) quando k& = 3. Vamos precisar de alguns
resultados preliminares desenvolvidos por D. Marques e T. Lengyel [47] analogos aos da
secao 3.1.

Lema 4.1. Para todos inteiros n,m, comn >0 e m > 2, temos que
Tner = TmfZTn + (Tmfi} + Tm72)Tn+1 + TmflTn+2-

Lema 4.2. Para todo s > 1 et > 6, temos que T3, = 52074 (mod 2!73).

Demonstracao. Iremos proceder por indugao em s para provar simultaneamente as seguintes
congruéncias

Tys, =82 (mod 273), Thes,_1 =0 (mod 2°7°), Tyrs,0; =1 (mod 27%). (4.2)

Primeiramente, vamos lidar com a base de inducao s = 1. Entao, queremos provar
que, para todo t > 6, vale

Tys=2"% (mod 2"73),Tys_; =0 (mod 23), Ty s, =1 (mod 2?).
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Vamos proceder por inducao em t. Claramente as congruéncias valem para t = 6. Por-
tanto, suponha que elas sejam validas para t. Entao usamos o lema 4.1 para Th-—2 =
T(Qt—3,1)+(2t—3+1) a fim de obter

T2t72 — T22t73_1 + <T2t73,2 + T2t73,1)T2t—3 + T2t73T2t—3+1. (43)

Usando a relacao de recorréncia da definicao de Tribonacci, obtemos Thi-s_o = 207% + 1
(mod 2!73).  Agora, escrevemos Th-s_o = 1 + 2074 + 02073 Thrs | = 02073, Tz =
2074 4 283 e Thisy = 1+ d2!73. Assim, obtemos

7‘!27:_2 — b222t—6 + (1 + 2t—4 4 (Cl+ b)zt—3>(2t—4 4 CQt_3) + (2t—4 +02t—3)(1 + d2t—3)
2t—4 + CQt_3 + 2t—4 + CQt—3 (mod 2t—2)
2173 (mod 2'7?),

como desejado. Aqui usamos o fato de que 2t —8 > t—2, pois t > 6. Procedemos de forma
similar para provar as outras congruéncias de (4.3). Agora, por hipotese de indugao, vamos
supor que as congruéncias em (4.2) valem para s. Entdo, usamos o mesmo procedimento
(e o Lema 4.1) para The-s(511) = T(ot-35—1)4(2t-341) € obtemos o resultado. O

Procedendo a equagao (4.1), vamos primeiramente calcular as valorizages de T, — 1
eT,+ 1.

4.1.1 A valorizacao 2—adica de T,, — 1

Nesse caso, temos que

Teorema 4.3. Para n > 5, temos que

0, sen=0,3 (mod 4);
1, sen =5 (mod 8);
(T, —1) =< wa(n—2)—1, sen =2 (mod 8);
va(n+2)—1, sen =6 (mod 8);
v((n—1)(n+7)) —3, sen=1 (mod 8).
Demonstragao. Primeiramente, note que, pela equacao (1.10) para k = 3, temos que

T, — 1 é impar para todo n = 0,3 (mod 4), o que prova o primeiro caso. Agora note
que, a fim de provar o segundo caso, é suficiente provar que 7,, = 3 (mod 4). Nesse caso,
temos que n = 8k + 5,k > 0. Entao procederemos por indugao sobre k. Para k = 0 segue
trivialmente, pois Ts —1 =7 —1 =6 = 2- 3. Logo, vamos supor que Tg;.5 = 3 (mod 4).
Usando o Lema 4.1, temos que

Tyk+1)+s = T(sk+s)+s
= TeTgpqs + (Ts + T5)Tspre + Trlsper
= 137315 + 20Tk 16 + 24Tk 7
= 3 (mod 4).
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No terceiro caso, para t > 6 e s > 1 fmpar, escrevemos n = 2735 4+ 2. Agora, pelo
Lema 4.2, temos que
T2t735+2 — T2t738+1 —l— T2t738 —|— T2t735_1
= 1+2""4+0 (mod 2%
= 1+2"* (mod 27%).

Logo
v(Tp —1) =t —4=1,(2"%s) =1 =1p(n—2) — 1.

Vamos proceder da mesma forma no quarto caso. Parat > 6 e s > 1 impar, escrevemos
n = 2t73s — 2. Entao, pelo Lema 4.2, temos que
T2t—3572 — T2t73s+1 - T2t73s - T2t—3871
1-2"*—0 (mod 2"?)
1+27% (mod 27%).

Portanto
(T, — 1) =t —4 =15(273%s) =1 = 1y(n+2) — L.

Para o quinto e tltimo caso, n = 1 (mod 8). Sabemos que 16 divide exatamente um
entre n—1 e n+7. Suponhamos que 16|n+a, para algum a € {—1,7}. Entao v»(n+b) =3
para b € {—1,7}\ {a}, e logo, queremos provar que

(T, — 1) = r(n+ a).

Para tal, escrevemos n = 2725 — @, para t > 5 e s > 1 fmpar, e procedemos como no
Lema 4.2 para provar que

Ty2y g —1=2"2 (mod 27").

Portanto
v(T,—1)=t—2=w(n+a)+1,

e a demonstracao esta completa.

4.1.2 A valorizacao 2—adica de T,, + 1

Agora, vamos proceder & prova do seguinte teorema:

Teorema 4.4. Paran > 1, temos que

(15, sen =061;
0, sen =0,3 (mod 4);
)1 sen=1,2,6 (mod 8);
va(Tn 1) = 3, sen =5 (mod 16);
vao((n + 3)%) — 3, sen =13,29,45 (mod 64);
[ ((n —61)(n+3)) =3, sen =61 (mod 64),n > 61.



Demonstracao. Os dois primeiros casos sao triviais. O terceiro e o quarto seguem os
mesmos passos. Note que, para prova-los, é suficiente provar que 7,, = 1 (mod 4) quando
n=1,2,6 (mod 8) eT, =7 (mod 16) quando n =5 (mod 16).

Logo, primeiramente, vamos escrever n = 8/ + 1 e proceder por indugao sobre [ > 0.
Para a base de inducao n = 0 o resultado segue trivialmente, pois 77 +1 = 2. Suponhamos,
entao, que Tg1 =1 (mod 4). Assim

Tsarn+1 = Tisir1)+s
=TTy + (Ts + T5)Taipo + Tr 15143
13751 + (13 + )T 40 + 24T 45
= 1 (mod 4).

Para o caso n = 2 (mod 8), vamos escrever n = 8] + 2 e proceder por indugao sobre
[ > 0. Para a base de indugao n = 0 o resultado segue trivialmente, pois 7Tp + 1 = 2.
Suponhamos, entao, que Tg12 =1 (mod 4). Assim

Tearnr2 = Tsiro)+s
= TsTsipo + (Ts + T5)Taiqs + Ti 1144
= 13Tg10 + (13 4+ 7)Tg13 + 247544
= 1 (mod 4).

Agora, vamos escrever n = 8k + 6 e proceder por indugao sobre k > 0. Para k = 0,
segue diretamente, pois Tg +1 =13+ 1 =14 =2 - 7. Agora, temos que

Tsa41)+6 = T(146)+8
= TsTsip6 + (Ts + T5)Taier + TrTg148
= 137546 + 207847 + 247518
= 1 (mod 4).

Para o caso n = 5 (mod 16), vamos escrever n = 16/ + 5 e proceder por indugao
sobre [ > 0. Para a base de indugao n = 0 o resultado segue trivialmente, pois 75 + 1 =
8. Suponhamos, entao, que Tigis = 7 (mod 16). Como mostramos acima, temos que
Tig1e6 = 1 (mod 4), logo Tig45 = 4r + 1, onde r € N. Assim

Tisariy+s = T(ie145)+16

TuTsi45 + (Tha + Ths) Taire + Th5Ts147
17057545 + (1705 + 927)Tg;16 + 31367517
= 15+ 8Tis46 (mod 16)

15+ 8(4r +1) (mod 16)

7  (mod 16).
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Agora, note que, se n = 13 (mod 64),
v((n+3)*) -3 = 2»(n+3)—3
= 2u(64k +13+3) — 3 = 20p(16(4k +1)) —3=2-4 3
= 5.

Entao, é suficiente provar que 7,, = 31 (mod 64). Mais uma vez, procederemos por
indugao. Primeiramente, note que T13 = 927 = 31 (mod 64). Agora, temos que

Toakr)+13 = T(6ak+13)+64
= TeoT6ar+13 + (To2 + To1)Toarnr+14 + TosToar+15
= -1 + 32T64k+14 (mod 64)

Mas, pelo caso anterior, temos que Tgy414 = 1 (mod 4). Logo,

T64(k+l)+13 = -1+ 32T64k+14 (mod 64)
= 32—1 (mod 64)
= 31 (mod 64).

Antes de partir para o proximo caso, vamos mostrar que Tgy130 = 1 (mod 8). Para
tal, vamos também proceder por indugao. E trivial para a base de indugao [ = 0. Agora,
temos que

Toar1y+30 = T(ea1+30)+64
TooT6a1+30 + (To2 + To1) Toar+s1 + To3Toairs2
= 1 (mod 8),

logo, Ts41132 = 81 + 1.
Agora, quando n =29 (mod 64), temos que

v((n+3)%) -3 = 2m(n+3)—3
= 20, (64k +29+3) —3=215(32(2k +1)) —3=2-5-3
= T

Entao, é suficiente provar que T,, = 127 (mod 256). Mais uma vez, procederemos por
indugao. Primeiramente, é facil mostrar que Tog = 127 (mod 256). Agora, temos que

Toaar1y+20 = T(ea1+29)+64
= TeoTour20 + (T2 + T61) Toargs0 + TosT6a1431
95 4 327441430 (mod 256)
95+ 32(8r+1) (mod 256)
= 127 (mod 256).
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Agora, note que, se n =45 (mod 64),

vo((n+3)%) -3 = 2m(n+3)—3
= 2u,(64k +454+3) — 3 = 21,(16(4k +3)) —3=2-4-3
= 5.

Entao, é suficiente provar que 7,, = 31 (mod 64). Mais uma vez, procederemos por
inducdo. Primeiramente, note que é trivial mostrar que Ty = 31 (mod 64). Agora,
temos que

Toak+1)+as = T{6ar+45)+64
= TeoT6ar+a5 + (To2 + T61)Toarra6 + To3T6ak+a7
= -1 + 32T64k+14 (mod 64)

Mas, pelo caso anterior, temos que Tgyri46 = 1 (mod 4). Logo,

T64(k+1)+45 = -1+ 32T64k:+14 (mod 64)
= 32—1 (mod 64)
31 (mod 64).

Para o tltimo caso, o procedimento é o mesmo feito no tltimo caso do Teorema 4.3.
Note que, como n = 61 (mod 64), 128 divide exatamente um entre n — 61 e n + 3.
Suponhamos que 128|n + a, para algum a € {—61,3}. Entdo v5(n +b) = 6 para b €
{—61,3}\ {a}, e logo, queremos provar que

IJQ(Tn + 1) = I/Q(TL + a) + 3.

Para tal, escrevemos n = 20725 — a, para t > 8 and s > 1 fmpar, e realizamos o mesmo
) ) )
procedimento realizado no Lema 4.2 para provar que

Ty2s_q+1=2""" (mod 2'2).

Portanto
(T, +1)=t+1=wm(n+a)+3,

e a demonstragao esta completa. O]

4.1.3 Resolvendo T? =m!+ 1

Agora, vamos proceder de forma similar ao Teorema 3.6 para resolver a equagao de
Brocard-Ramanujan para nimeros de k—bonacci.

Teorema 4.5. Nao existem solugoes (m,n) € Z* para a equagdo

T? =m! +1. (4.4)
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Demonstracao. Se n < 61, uma busca direta mostra que nao ha solugoes para a equacao
(5). Logo, podemos supor que n > 61 e entdo m > 30. Usando o Lema 1.15 e os Teoremas
4.3 e 4.4, deduzimos que

logm
m— Logng 1 < we(ml) = (T, — 1) + (T, + 1)

< ((n+2)n-2)n—-1Dn+7)(n+3)*n—61))+5
< 8wy(n+w) + 5,
para algum w € {—61,—-2,—1,2,3,7}. Entao va(n + w) > (m — |logm/log2] —6)/8 e

entdo, 2Lm—lloem/10g2]=6)/8] divide n+w. Em particular, 2L(m—llogm/log2]=6)/8] < |5 1 (| <
n+ 61 (pois n + w # 0) e aplicando a fungao log , obtemos

oo Bzl

Por outro lado, pelo Lema 1.7, temos que (1.83)*"™* < T2 = m! + 1 < 2(m/2)™ e
portanto n < 0.9mlog(m/2) + 2.6. Substituindo isso em (4.5), obtemos

F (m B mgg ZL J B 6) J _ log(0.9m 105);72/2) 4 63.6)

8

Essa desigualdade traz m < 78 e entao n < 0.9 - 781og(78/2) 4+ 2.6 = 259.782.... Agora,
usando um procedimento no Mathematica nao obtemos nenhuma solugao para a equagao
(5) com 30 < m <78 e 62 < n < 259. O

4.2 @Q*=ml+1

Agora, vamos proceder da mesma forma para resolver a equacao (F,Ek) )2 —1=ml,
quando k£ = 4. Primeiramente, vamos estabelecer as valorizacoes 2—adicas de @), + 1 e

4.2.1 A valorizacao 2-adica de (), + 1

Teorema 4.6. Paran > 1, temos que

0, sen # 1,2 (mod 5);
(Qn+1) =19 1, sen=1,2,7 (mod 10);
vo((n+4)(n+14))+1, sen =6 (mod 10).

Demonstragao. Primeiramente, note que, pela equacao (1.10) para k = 4, temos que
Q) —1 é impar para todon = 0,3,4 (mod 4), o que prova trivialmente o primeiro caso. O
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restante da demonstragao seguird os mesmos passos do caso k = 3, ou seja, procederemos
por indugao nos trés primeiros casos. Assim, no caso onde n = 1 (mod 10), temos que
n = 10l + 1. Para o caso n = 1 é trivial, pois Q1 + 1 = 2. Vamos supor que Q),, +1 = 2
(mod 4) ou @, =1 (mod 4). Logo, usando o Lema 3.2 ¢ o Teorema 3.5, temos que

Qro@+1)+1 Q101+3)+8
= QsQio + Qo(Quor + Quoi—1) + Q1o(Qr0r + Qroi—1 + Quoi—2) + Q11 Q10141
= 0+0+0+1 (mod4)
= 1 (mod 4).

Para os casos, n = 2,7 (mod 10), temos que n = 2 (mod 5). Logo, n = 5[ + 2. Com
isso, vamos fazer nossa indugao. Para n = 2, (o + 1 = 2 e o resultado se segue. Vamos
supor que Q542+ 1 =2 (mod 4). Portanto

Q(51+4)+3

= Q3Qs5141 + Qu(Qs141 + Q1) + Q5(Qs141 + Q51 + Qs—1) + Q6Qs142
= 1 (mod 4).

Qs(141)+2

Para o caso onde n = 6 (mod 10), note que 20 divide exatamente um entre n + 4 e
n + 14. Suponhamos que 20|n + a, para algum a € {4,14}. Entdo ve(n + b) = 1 para
b e {4,14}\ {a}, e logo, queremos provar que

ve(Qn+1) =w(n+a)+2.

Mas, para t > 6, pela demonstracao do Lema 3.3, temos que

Qat-5.55—4 Qat-5.55 — Qar-5.55-1 — Qar-5.55-2 — Qar-5.553
= 2077 2745 — 14+ 2% (mod 2/7?)
2% — 1 (mod 2'7?),
e o resultado segue.
0]
4.2.2 A valorizacao 2—Aadica de @),, — 1
Teorema 4.7. Para n > 3, temos que
0, sen # 1,2 (mod 5);
)1 sen =6 (mod 10);
vao(Qn — 1) = ((n—1)(n+9))+1, sen=1 (mod 10);
v((n—2)(n+3))+1, sen=2 (mod5).



Demonstrag¢ao. Primeiramente, note que, pela equagao (1.10), temos que @,, — 1 é impar
para todo n = 0,3,4 (mod 4), o que prova trivialmente o primeiro caso. Para o segundo
caso, note que podemos escrever n = 10l + 6 e proceder por inducao sobre [ > 0. Para
[ = 0, temos que 15(Q, — 1) = 1n(Qs — 1) = 1»(14) = 1. Vamos entdo supor que
v9(Qroi46 — 1) = 1, em outras palavras, que Q16 = 3 (mod 4).

Assim, usando o Lema 3.2, temos que

Quoa+n+6 = Quoi+s)+s
= QsQio1+5 + Qo(Quroi45 + Qro1+4) + Q10(Qro145 + Quota + Qro+3)
+Q11Q101+6
= 56Q10145 + 108(Q10145 + Qro144) + 208(Q10145 + Qo144 + Q10143)
+401Q101+6
0+0+0+1-3 (mod 4)
= 3 (mod4),

e a indugao esta completa.

Para o caso onde n = 1 (mod 10), note que 20 divide exatamente um entre n — 1 e
n + 9. Suponhamos que 20|n + a, para algum a € {—1,9}. Entéo vs(n + b) = 1 para
be {-1,9}\{a}, e logo, queremos provar que

ve(Qn+1) =we(n+a)+2.

Mas, para t > 7, pela demonstragao do Lema 3.3, temos que
Q2t75-58+1 = 2t_3 + 1 (mOd 2t_2),

e o resultado se segue.

Vamos agora estudar o caso onde n = 12 (mod 20). Nesse caso, n = 20l + 12 e
vamos mostrar por indugao que v5(Q,, — 1) = 2. Primeiramente, para [ = 0 temos que
ve(Qn — 1) = 15(Q12 — 1) = 1u(772) = 2. Vamos entao supor que vo(Qa412 — 1) = 2, ou
Q201412 = 5 (mod 8). Assim, usando o Lema 3.2, temos que

Q0+1)+12 = Q(201+14)418
Q18Q201111 + Q19(Q201111 + Q201110) + Q20(Q201411 + Q201410 + Q20149)
+Q21 Q201412
= 39648Q101111 + 76424(Q101411 + Q1o1410)
+147312(Q 101411 + Qro+10 + Qroit9) + 283953Q101412
= 0+04+0+1-5 (mod38)
= 5 (mod 8),

o que termina a inducao.
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Quandon = 2 (mod 20), podemos escrever, parat > 7 e s > 1 impar, n = 2075.55+2.
Agora, note que, pelo Lema 3.3, temos que Qgi-5.5,,0 = 2740 + 1 (mod 2!73). Mas por
outro lado temos que

vo(n —2)+1=1,(2"°-58) + 1=t —4,
e com isso entao, nesse caso, vo(Q, — 1) = vo(n —2) + 1.

Observe que, quando n = 12 (mod 20), entao vo(n —2) +1 =120l + 12 —-2) + 1 =
v5(10(214 1))+ 1 = 2. Portanto, podemos concluir que v5(Q,, —1) = 12(n—2)+ 1, quando
n =2 (mod 10).

No caso onde n = 7 (mod 20), temos que n = 20l 4+ 12. Vamos mostrar por indugao
que v5(Q,, — 1) = 2. Primeiramente, para | = 0, temos que 15(Q, — 1) = 11 (Q7 — 1) =
15(28) = 2. Vamos ent@o supor que vo(Q20+7 — 1) = 2, ou Q1412 = 5 (mod 8). Assim,
usando o Lema 3.2, temos que

Q0147 = Qoro)+1s
= Q18Q20146 + Q19(Q20146 + Q2014+5) + Q20(Q20146 + Qa0145 + Q20144)
+Q21 Q20147
= 39648Q101+6 + 76424(Qr0146 + Qro145) + 147312(Q10146 + Qioi45 + Qoi+5)
+283953Q 0147
= 0+0+0+1-5 (mod38)
= 5 (mod 8),

o que termina a indugdo. Observe que nesse caso va(n+3)+1 =120+ 7+3)+ 1 =
15(10(21 + 1)) + 1 = 2, portanto, quando n = 7 (mod 20), v2(Q, — 1) = va(n + 3) + 1.

Quandon = 17 (mod 20), podemos escrever, parat > 7e s > 1 impar, n = 2!7°-55—3.
Agora, note que, pelo Lema 3.3, temos que Qai-5.5,_3 = 1 — 28745 (mod 2¢73). Mas por
outro lado temos que

vo(n+3) +1=1,(2"%.55) +1=1t—4,

e com isso entdo, nesse caso, vo(@Q, —1) = va(n+3)+ 1. Portanto, temos que v»(Q, —1) =
ve(n +3) + 1, quando n = 7 (mod 10).

Como 5(n+3) =0 quando n = 2 (mod 10) e v5(n —2) = 0 quando n = 7 (mod 10),
entao provamos que v5(Q, — 1) = 2((n+3)(n —2)) + 1 quando n = 2 (mod 5). E assim,
completamos a demonstracao do teorema. [

4.2.3 Resolvendo Q? = m! + 1

Teorema 4.8. A equacao
Q> =m!+1 (4.6)

nao possui nenhuma solu¢io em (m,n) € Z2.
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Demonstracao. Observe que, n > 3 e usando o Lema 1.15 e os Teoremas 4.7 e 4.6,
deduzimos que

m_mggﬂ_l < wp(m!) = 15(Qn — 1) + 12(Qn + 1)
< w((n=2)n—1)n+3)(n+4)(n+9)(n+14))+5
S 6V2(7L+W)+5,

para algum w € {—2,—1,3,4,9,14}. Entao vs(n+w) > (m—|logm/log2|—6)/6 e entao,
gLm=llogm/log2]=6)/6] divide n+w. Em particular, 2L(m—Losm/1082]=6)/8] < |pp 1| < n+14
(pois n + w # 0) e aplicando a fungao log , obtemos

HEERIE =S

Por outro lado, pelo Lema 1.7, temos que (1.92)*"* < @Q* = m! +1 < 2(m/2)™ e
portanto n < 0.8mlog(m/2) + 2.6. Substituindo isso em (4.7), obtemos

F (m_ rogm J _6) J _ log(0.8mlog(m/2) + 16.6)

6 log 2 log 2

Essa desigualdade traz m < 55 e entdo n < 0.8 - 551og(55/2) + 2.6 = 162.424 . ... Agora,
usando um procedimento no Mathematica nao obtemos nenhuma solugao para a equagao
(6) e a demonstracao esta completa.

]
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