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Resumo

Os expoentes de Lyapunov medem o nivel de sensibilidade das trajetorias a pequenas variagoes
nas condig¢des iniciais. Essa propriedade € essencial na determinagdo de caoticidade nos siste-
mas dindmicos. No contexto dos sistemas com interacao de longo alcance, comparamos dois
métodos usualmente utilizados na obtencdo dos expoentes de Lyapunov: O método dos clones
e o método tangente. O método dos clones calcula o espectro de Lyapunov gerando cdpias de
uma dinamica referéncia, perturbadas em diferentes direcoes do espacd de fases. J4 o método
tangente depende fortemente da versdo linearizada do sistema estudado. Os resultados apre-
sentados, através da aplicacdo de ambos os métodos, dizem respeito ao modelo Hamiltoniano

de campo médio com potencial cosseno e ao sistema de folhas autogravitantes.

Palavras-chave: Caos, Estimativa do espectro de Lyapunov, interacao de longo alcance, Ha-

miltoniano de campo médio, Sistema de folhas gravitacional
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Abstract

The Lyapunov exponents measure the sensivity level of the trajectories to small variations in the
initial conditions. Such property is essential to determine the chaoticity of dynamical systems.
In the context of the long range interacting systems, we compare two methods commonly used
to obtain the Lyapunov exponents: the method of clones (CM) and the tangent map (TM).
The method of clones calculates the Lyapunov spectrum (LS) generating small perturbations
of the original dynamics for diferent directions in the phase space. The tangent map approach
relies strongly on the construction of a linearized version of the system in study. Numerical
results of both methods are applied to cosine Hamiltonian Mean Field Model (HMF) and the

1-dimensional Gravitational sheet model (1DGS).

Keywords: Chaos, Lyapunov spectrum estimation, Long range interaction, Hamiltonian mean

field model, gravitating sheet system
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CAPITULO 1

Introducao

Os sistema dinamicos podem ser definidos como objetos agrupados segundo regras de causa
e efeito, cujas grandezas que os caracterizam possam variar no tempo. Sdo exemplos a dindmica
de fluidos, nosso sistema nervoso, a populagdo de uma dada regido entre outros [31]. Embora os
sistemas dindmicos atualmente sejam tema de cardter interdisciplinar, ele possui como origem
a matemadtica e a fisica. O surgimento do tépico coincidiu com o desenvolvimento da Fisica
classica e com a formulagdo do cdlculo diferencial, atribuidos a Isaac Newton durante o século
XVII [8]. Suas leis explicavam muitas coisas, e.g. a dinamica das marés, o movimento e o
formato dos planetas, problemas balisticos e tantos outros, e foram necessarios anos até que
todas as implicagdes fossem assimiladas.

Basicamente, dada uma condicao inicial ao sistema dindmico juntamente com as regras que
o governam, todos os estados futuros podem ser exatamente calculados. Foi assim, por exem-
plo, que Newton resolveu o problema de dois corpos, analisando o movimento da terra ao redor
do sol e chegando a Lei gravitacional do inverso do quadrado. Posteriormente, geracdes de ma-
tematicos e fisicos se dedicaram a estender os métodos analiticos de Newton considerando
trés corpos, que curiosamente revelou-se uma tarefa muito mais complicada. Décadas depois,
entendeu-se que seria impossivel através de férmulas explicitas a resolu¢ao do problema de trés
corpos, ou seja a tal questdo ndo possui solugdo analitica.

No fim do século XIX, prosseguiram-se as investigagdes em mecanica celeste, agora sob
um ponto de vista mais qualitativo, dado por Henri Poincaré que desenvolveu uma abordagem
geométrica na andlise das questdes. Ao invés de tentar determinar a evolucio das posi¢des no
espaco real, ele optou por uma descricdo no espago de fases, onde as dimensdes passam a ser
dadas pelas varidveis dinamicas, e cuja evolucio pode ser feita por um conjunto de equagdes
diferenciais de primeira ordem. Ele investigava secdes do espaco de fases, o que simplifi-

cava o problema e esclarecia varios pontos relativos a periodicidade dos sistemas. Poincaré foi
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também a primeira pessoa a notar a possibilidade de caos, ele observou que sistemas determi-
nisticos que exibiam comportamento aperiddico podiam apresentar uma dependéncia sensivel
as condicdes iniciais, o que dificultava bastante a realizacdo de previsdes para tempos maiores
[41].

No entanto, um estudo mais completo do assunto sé foi ocorrer na segunda metade do
século XX, com a publica¢do de Edward Lorenz intitulada Deterministic nonperiodic flow [24].
Ele estudou um modelo simplificado baseado no problema de rolos de convec¢do na atmosfera,
cujas equacdes devido a simplicidade sdo abordadas até em cursos introdutérios de dindmica

nao linear [41] e célculo [9], com a expressdo dada por

X= G(y—z),
y=rx—y—xz, (L.1)
Z=xy—bz.

Lorenz observou que assim como o problema dos trés corpos abordado por Poincaré o con-
junto de equacdes (1.1) nao admitia solucao analitica, as trajetérias ndo atingiam o equilibrio
ou assumiam movimento periddico, ao invés disso prosseguiam oscilando de forma irregular
em uma Orbita aperiddica. Apds uma andlise computacional detalhada, Lorenz mostrou que o
modelo por ele estudado apresentava uma super sensibilidade a varia¢des nas condic¢des inici-
ais, definindo a principal caracteristica dos sistemas caéticos (figura 1.1). Do ponto de vista
pratico, significa que pequenas incertezas nas condicdes iniciais implicavam em divergéncias
exponencialmente maiores nas trajetdrias finais, dando aos sistemas cadticos uma impressao de
aleatoriedade.

Vale ressaltar a crucial importancia dos computadores no desenvolvimento da teoria do
caos e dinamica ndo linear. A utilizacdo dos transistores [7] e a substituicdo da linguagem
de maquina ou assembly por linguagens de alto nivel, ocorridas durante a década de 1950,
proporcionaram aos dispositivos uma performance nunca experimentada antes. Os custos dos
grandes centros computacionais com os programadores, pelo nimero de profissionais que a
atividade demandava e pelo alto nivel de especializacdo, motivaram o desenvolvimento de lin-
guagens como FORTRAN [5], na qual os interpretadores, cuja a execu¢do dispensava o uso de

um computador especifico, convertiam expressoes algébricas em instrucdes de maquina. As
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20 —

0,009 0,01 0,011 0,012 0,013 0,014 0,015
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Figura 1.1 Equagdo de Lorenz, b =8/3, r =28, 6 = 10. Solugdes cujas condi¢des iniciais em x diferem
uma da outra em 10~2. Resultados obtidos via Runge-Kutta de 4° ordem, com passo de tempo & = 107>

e o tempo definido como ¢ = i x &, onde i € o nimero de iteracdes realizadas pelo integrador.

inovacdes culminaram na libertacdo dos computadores da exclusividade dos programadores,
dando oportunidade a fisicos, matematicos e engenheiros de reinventar maneiras de analisar,

modelar, simular e calcular utilizando os novos apetrechos.

No caso dos sistemas dinamicos, a computacao gréfica propiciou formas de visualizar como
se manifesta a ndo linearidade das equacdes. Foi possivel, entdo, intuir a respeito dessas so-
lucdes e entender melhor o papel dos parametros do sistema. Ja os integradores numéricos,
processados nos computadores, deram o refinamento necessario para perceber a super sensibi-

lidade dos sistemas caodticos.

Alinhada ao contexto exposto, essa tese analisa técnicas computacionais utilizadas no es-

tudo do caos aplicadas a modelos Hamiltonianos de longo alcance.

Os sistemas de longo alcance sdo conhecidos por possuirem propriedades de relaxagdo
peculiares, identificadas originalmente em astrofisica, relevantes também em fisica de plasmas
[35], dinamica de vortices em hidrodinamica [44] e laser de elétrons livres[3]. Comparados
aos sistemas de curto alcance, pode-se dizer que os de longo alcance evoluem segundo uma
escala de tempo diferente. Primeiramente, hd uma relaxacdo violenta e em seguida o sistema

fica preso em estados fora do equilibrio, usualmente conhecidos como quase estaciondrios, no
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qual permanece por um longo periodo de tempo. Isso foi sugerido por Lynden-Bell [25], que
introduziu uma abordagem nao colisional ao explicar a rdpida evolucao das galdxias aos estados

quase estaciondrios e finalmente seguir lentamente para o equilibrio.

No entanto, grande parte dos avangos no entendimento de propriedades dos sistemas go-
vernados por forcas de longo alcance foram obtidos por meio de simula¢des numéricas. Nos
ultimos anos, os foy models ganham cada vez mais visibilidade dentro da comunidade de Fisica
estatistica. Tratam-se de modelos Hamiltonianos reduzidos que, apesar das simplificacdes, ma-
nifestam de forma fiel propriedades de nao equilibrio atribuidas aos sistemas de longo alcance.
Dentre eles vale citar o ring model, modelo onda-particula, o Hamiltoniano de campo médio
(Hamiltonian Mean Field, ou simplesmente HMF) [13] e o modelo de folhas autogravitantes
[46].

No decorrer deste projeto, foram usados dois métodos numéricos diferentes, o mapa tan-
gente e 0 método dos clones [39, 22] a fim de investigar o comportamento de prototipos em
1-D, i.e o potencial cosseno padrido do Hamiltoniano de campo médio e o modelo de folhas
autogravitantes. As investigacdes tem base no cdlculo dos expoentes de Lyapunov, que é um

indicador importante de caos, € em como eles escalam com o tamanho do sistema.

O capitulo 2 trata essencialmente dos sistemas de longo alcance, contexto no qual esco-
lhemos estudar numericamente os expoentes de Lyapunov. Serdo apresentadas defini¢des e
propriedades que os distinguem dos sistemas de curto alcance. Em particular, nos aprofundare-
mos no HMF e no modelo das folhas autogravitantes, interpretando o Hamiltoniano e as regras
de movimento, estabelecendo condi¢des iniciais, discutindo as transicdes de fases, resultados

analiticos e numéricos.

No capitulo 3, de fundamental importancia, descreveremos o conjunto de procedimentos
que compde o método estudado e as ferramentas utilizadas, tais como integradores, processo

de ortonormalizagdo, andlises de convergéncia entre outras.

O capitulo 4 foi reservado para apresentacao dos resultados. Primeiramente, discute-se sob
que condi¢des foram obtidas as medidas e calcula-se o erro associado. Em seguida extrai-
mos valores que confirmam propriedades fundamentais dos sistemas Hamiltonianos. Seguro

do quanto os algoritmos desenvolvidos sdo robustos, o leitor pode avangar para os resultados



CAPITULO 1 INTRODUCAO 5

principais, que envolvem os sistemas de longo alcance. Concluindo, dois diferentes métodos
sdo confrontados, por meio da avaliacdo de suas performances no cdlculo dos expoentes de
Lyapunow.

No capitulo 5 sdo dadas as consideragdes finais. Um breve apanhado de tudo que foi desen-
volvido juntamente com as expectativas de trabalhos futuros.

Nos apéndices foram incluidos pseudocddigos dos algoritmos desenvolvidos e um exemplo,

utilizando o sistema onda-particula, da aplica¢do do integrador simplético utilizado.






CAPITULO 2

Sistemas com interacao de longo alcance

Uma interacdo de longo alcance € aquela cujo o potencial, para grandes distancias r, de-

cai com r~ ¢

, sendo d a dimensdo espacial e o < d [12]. Tais sistemas sdo conhecidos por
possuirem certas caracteristica incomuns se comparados aos de curto alcance. Dizemos que as
interacdes de longo alcance evoluem segundo uma escala de tempo diferente, ja que a relaxagcao

para o equilibrio de Boltzmann-Gibbs [38] ocorre muito lentamente.

Portanto, é necessario uma abordagem fora do equilibrio para entender os detalhes da per-
maneéncia dos sistemas de longo alcance nos estados quase-estaciondrios, conhecidos assim por
apresentarem caracteristicas do equilibrio, como oscila¢des de varidveis dindmicas em torno de
um dado valor, com distribui¢des ndo Gaussianas das velocidades. Sabe-se hoje que os estados
quase-estaciondrios dependem das condicdes iniciais [14] e seu tempo de duragdo diverge com

o tamanho do sistema [40].

Se o < d, critério que define os sistemas de longo alcance, implica no crescimento superli-
near da energia potencial por particula com o volume, que no limite termodinamico resulta em
divergéncia, permitindo a ndo aditividade da energia, calor especifico negativo e inequivaléncia

dos ensembles [10].

Sao exemplos de longo alcance os sistemas autogravitantes, os plasmas carregados e 0s
Hamiltonianos de campo médio. Em comum, eles deixam subitamente as condi¢des iniciais
fora do equilibrio através da relaxagdo violenta, em seguida assumem por um longo periodo o

regime quase-estaciondrio, até finalmente atingirem de fato o equilibrio termodinamico.

Neste capitulo trataremos de conceitos importantes para o entendimento das interagdes de
longo alcance, introduzindo de forma detalhada o Hamiltoniano de campo médio e o modelo

de folhas autogravitantes, sistemas escolhidos para o estudo dos expoentes de Lyapunov.

7
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2.1 Hamiltoniano de campo médio

O modelo Hamiltoniano de campo médio (com sigla HMF advinda do inglés, Hamiltonian
mean field) € um prot6tipo para sistemas Hamiltonianos com potencial de longo alcance [13].
Tratam-se de N pontos de massa idénticos se movendo em um circulo de raio unitdrio, intera-
gindo segundo um potencial de alcance infinito, com duas quantidades a serem conservadas,

energia e momento total, cuja a fungdo Hamiltoniana € dada por:

2 N
Di 1
H= < 4+ — 1— 0, —0;)|. 2.1
i:Zl 2 +2N i’jzzl[ COS( l 1)] ( )

O primeiro termo diz respeito a energia cinética, a expressdo seguinte corresponde a um
potencial de alcance infinito. O sinal positivo do potencial implica em uma dindmica atrativa,
a divisdo por 2 acontece porque as interagcdes entre as particulas sdo contadas duas vezes (ndo
ha restrigcdes nos somatdrios do potencial) e o N no denominador garante a extensividade na
energia do sistema. A Hamiltoniana (2.1) corresponde ao modelo XY de Heisenberg! com
alcance infinito, e por isso é conhecido também como modelo XY de campo médio?.

O par de varidveis conjugadas € representado por

- 0;, coordenada que indica a posi¢do angular da i-ésima particula no circulo e obedece condi-

coes de contorno periddicas, —m > 6; > 7;
- pi, momento conjugado.

A mecanica estatistica do equilibrio prevé para o HMF uma transi¢do de fases de segunda

ordem, cujo parametro de ordem € o vetor magnetizacdo, definido como

1 N
M= N l;(cos 0;,sin6;) = (M, M,). (2.2)

'Deve-se entretanto ressaltar que o modelo XY de Heisenberg é quantico enquanto o modelo Hamiltoniano de

campo médio, abordado neste trabalho, € cldssico.
2No contexto do sistema XY, a funcdo (2.1) corresponde ao modelo ferromagnético. A dinidmica antiferro-

magnético pode ser obtida atribuindo sinal negativo ao potencial, que se torna repulsivo. As implica¢des do caso
antiferromagnético, como por exemplo estado fundamental e as solugdes no equilibrio, diferem do caso abordado

aqui. Para mais informacdes consultar referéncia [2].
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Figura 2.1 HMF, N =500, ¢ = 0.5. Na esquerda temos o espaco real, com pontos de massa interagindo
e se movimentando no circulo. O tamanho do vetor nos dé ideia do médulo de M enquanto a dire¢do estd
relacionada a fase ¢. A figura da direita exibe o espacgo de fases, com o contorno claro representando a
separatriz instantanea. tempo total t = 1000, sendo o tempo definido como o niimero de iteragdes vezes

o tamanho do passo do integrador.

O médulo, M = /M2 + Myz, mede o nivel de aglomeragdo das particulas e a partir dele se pode
definir um angulo de fase dado por ¢ = arctan(M, /M,).

No limite N — oo, a dinAmica do modelo HMF pode ser descrita por uma funcao distribui¢ao
(61, p1,...,6N,pN), onde o estado mais provavel no equilibrio corresponde a0 maximo da

entropia de Gibbs [36],
SZ/lenfnd91...QNdpl...de, (23)

satisfazendo os vinculos de normalizacdo e energia média:
/deel...eNdpl...de:L (2.4)

/HN(91,P1, 0N, pN) fNdO; ...Ondpy ... dpy = E, (2.5)
obteremos uma expressao autoconsistente da magnetizac¢do no equilibrio dada por

M= Il(B—M) (2.6)

~ h(BM)’
Onde I, é a funcdo de Bessel modificada de ordem n e B o inverso da temperatura [34]. A

distribui¢do representada por (2.6) possui uma energia critica na qual para e < e, teremos so-
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lugdes com M # 0 enquanto para e > e, as solucdes serdo necessariamente homogéneas, que
implicam em M = 0 (ver figura 2.6).
As equagdes de movimento, obtidas através das equagdes de Hamilton, podem ser apresen-

tadas na forma

2.7)

A dinamica € regida pelos valores instantaneos das varidveis de campo médio M e ¢. Quer
dizer que a forca sofrida por cada particula depende de suas posi¢des e de como todas as outras
encontram-se arranjadas no circulo.

De acordo com as solugdes de (2.7), o movimento pode ser interpretado como o de N pén-
dulos totalmente acoplados, com amplitude instantanea M e cuja separatriz, que correspondente
a oOrbita limite onde a energia total do sistema coincide com o valor mdximo do potencial (ver

figura (2.1)), varia no tempo obedecendo a expressao

p=+1/2M[1+cos (0 —9)]. (2.8)

Comparando a energia das particula,

_
2

€

+1—Mcos(6;—9), (2.9)

com a energia da separatriz, E; = 1 + M, € possivel distinguir regides no espago de fases, figura

(2.2), onde:

- particulas estdo confinadas na separatriz;

- particulas se encontram fora da separatriz com p > 0;
- particulas se encontram fora da separatriz com p < 0.

Dependendo dos parametros fornecidos se observa, apds tempo suficiente, a formagdo de um
aglomerado constituido por particulas menos energéticas.
Solu¢des numéricas mostram que uma configuragdo inicial fora do equilibrio evolui rapi-

damente através de uma relaxacdo violenta para um estado quase-estaciondrio, cujo tempo de



2.1 HAMILTONIANO DE CAMPO MEDIO 11

Figura 2.2 Utilizando a energia como critério de caracterizacdo das particulas, distinguem-se trés dife-
rentes regides no espago de fases. O aglomerado em azul é formado pelas particulas de menor energia, o
grupo de particulas marcadas de amarelo possui energia E. < e < E; e finalmente o verde representa as
particulas com energia superior a da separatriz, o verde escuro engloba as particulas com p > 0 enquanto

o tom claro diz respeito as particulas com p < 0.

relaxacdo para o equilibrio diverge com o nimero de particulas [4], ver figuras (2.3) e (2.4).
A relaxacdo violenta é marcada pelo movimento desordenado das particulas o que ocasiona
variagOes abruptas na magnetizagdo [34]. O estado quase-estaciondrio ocorre logo apds a rela-
xacdo violenta. Nesse regime, o sistema assume propriedade do equilibrio, no entanto o que o
caracteriza € a distribuicdo ndo Gaussiana das velocidades [6].

A distribuicao waterbag [37] foi utilizada como condi¢do inicial, figura (2.5), e € definida

como

1/(ABAp), se 0<6; <A6, | <Ap/2
f(8,p,t=0)= [(4047) ’ pil < ap/ (2.10)
0, qualquer outro caso.

Portanto, a magnetizac¢ao inicial e a energia por particula, ¢ = E/N, podem ser escritas

como
My = [(1 —cosAB)? + (sinAB)?]'/2, 2.11)
Ap* (1 -Mg)
- 2.12
e=—y Tt (2.12)

3

obtidas trocando a defini¢do discreta da magnetizagdo, (2.2), pela continua’, em t = 0.

30, — /d@dp £(6,p,t)cos(8), My = /d@dp £(6,p,1)sin(8)
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Condigéo Inicial Fora
do Equilibrio

h Relaxagéo Violenta

Estado
Quase-Estacionario

Equilibrio

Figura 2.3 Fluxograma resumindo a evolugdo dos sistemas de longo alcance
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Figura 2.4 HMF, N = 20000. Comportamento do médulo do vetor magnetizacio para diferentes valo-

res da energia por particula.
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Figura 2.5 HMF, N = 1000, e = 0.56, My = 0.46. Representacdo da distribuicdo waterbag, sendo
utilizada como condicao inicial, seguida da configuracdo do sistema instantes depois. Para fins didaticos
os limites de A@ sdo diferentes daqueles estabelecidos na equagdo (2.10), o que ndo compromete 0s

resultados. Na direita temos o espago de fases instantes depois de iniciada a dindmica.

Conforme ja mencionado, solucdes exatas no equilibrio mostram a existéncia de uma ener-
gia critica que separa regimes distintos no HMF. Solucdes no ensemble canénico, € microcano-
nico [2], revelam que a transi¢do ocorre em e, = 3/4. No caso subcritico, e < e., observa-se
a formacgdo de um aglomerado, com a maioria das particulas ocupando uma regidao bem defi-
nida do circulo e outras poucas com energia suficiente para cruza-lo (M # 0). No supercritico,
e > e, 0 sistema evolui para uma fase homogénea (M = 0), a largura da separatriz vai a zero e
a maioria das particulas passam a ter acesso a todo o anel.

A figura (2.6) é uma representacdo numérica da transicdo de fases no HMF. Os resultados
gerados por um integrador simplético* exibem valores da média da magnetizacdo para dife-
rentes energias extraidos apds um periodo suficientemente grande de integracio (para que o
sistema assuma o equilibrio) e estdo em harmonia com a teoria. Apesar da dificuldade em
estabelecer rigorosamente o instante que o sistema deixa o quase-equilibrio, devido a grandes
oscilacoes na distribuicdo dos momentos.

4

A curtose expressada como k = my (1) /c*, onde m4(u) e 6* sdo respectivamente o quarto

momento e o quadrado da variancia, mede o nivel de achatamento do pico das distribuicdes,

40s detalhes do procedimento de integragdo se encontram nas se¢des que descrevem o modelo e nos apéndices

desse trabalho.
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Figura 2.6 HMF, N = 40, 80,450. Parametro de ordem M versus energia por particula e, grafico cons-
truido a partir da média do médulo da magnetizagdo no equilibrio. A reta vertical destacada em cinza
distingue o regime de aglomeracao, situado na regifo subcritica, do homogéneo, na regidio supercritica,

separados pela transi¢do de fases que ocorre em e = 3 /4.

sendo o valor k¥ = 3 associado as distribui¢des normais. Ela é utilizada como critério que
estabelece se um dado sistema se encontra no equilibrio, através da andlise das velocidades.
As figuras (2.7) mostram a distribuicdo da curtose durante o regime no qual foram extrai-
dos os valores para constru¢io do grafico (2.6) juntamente com a distribuicdo dos momentos,

comparando-a com uma distribuicdo Gaussiana de mesma média e variancia.

2.2 Modelo de folhas autogravitantes

O modelo unidimensional de folhas autogravitantes ¢ baseado na dinamica de N superficies
infinitas de massa situadas no plano Y-Z se movendo no eixo X [29]. As densidades sdo todas
uniformes e idénticas, considerando que as folhas gravitacionais sejam capazes de atravessar

umas as outras. A funcdo Hamiltoniana que expressa tal situacdo é
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Figura 2.7 HMF, N = 100, ¢ = 0.6. A esquerda temos o valor da curtose, dada pela razdo entre o
quarto momento pelo quadrado da variancia, versus o tempo. O grafico da direita mostra a distribui¢do
dos momentos, em um dado instante supostamente no equilibrio, comparando-a com uma distribui¢ao

Gaussiana com a mesma média e varidncia

N p2 N N
H'=) 5 +28G) ) mmj|X; =X, (2.13)
=1 M i—1i<j

onde G € a constante gravitacional, m; a massa, X; indica a posi¢do e P; o momento da i-
ésima folha. Por questdes de simplificacdo, a partir de agora, vamos nos referir as folhas como
particulas e os cruzamentos como colisdes. Vale lembrar que o caso abordado trata m; = m para
qualquer i.

Para garantir a extensividade do sistema faremos a seguinte transformagdo candnica:

X=2 P=ap, a=(2nGN)"*m. (2.14)
a

2 [N N N
a 1
O resultado é H' = — Z p% + N Z Z |x; —x;| | . Uma mudanga na escala de tempo nos
m iz

i=li<j
permite escrever finalmente
N p2 1 N
H=) -+ — Xj—X; 2.15
;2+2Ni;!, il (2.15)

cujas mudancas nos indices do somatdrio duplo sdao compensadas pelo termo 1/2 que aparece

multiplicando o potencial.
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As equagdes de Hamilton para a funcdo (2.15) nos fornecem as regras de movimento do
sistema,
Xi = pi

1 N Xi—Xj (2-16)

Pi=—g i
l N 5 i — x|

Observa-se a presenca de uma forga de atracdo mutua entre as particulas que independe da
distancia de separagdo entre elas. Temos um movimento uniformemente variado até que haja
uma colisdo, em seguida as particulas envolvidas experimentam uma variacido descontinua da
forca que volta a ser constante imediatamente em seguida. Com base na discussao podemos

reescrever as equagdes de movimento (2.16) como

Xi = pi
1 & 2.17)
Pz:—ﬁ; [20(xi — xj) — 1],
JFi

sendo O a funcao Heaviside.

A expressao da derivada do momento pode ser escrita ainda de uma terceira maneira, p; =
%(N fF —N'), mostrando que a forca sofrida por um dado elemento depende apenas da diferenga
entre o nimero de particula a direita, NV: i ea esquerda deste, NV i

A condig¢do inicial escolhida mais uma vez € a waterbag, que dessa vez obedece a fungdo
distribuicdo [46]

F(O.pt=0) = 1/(4AxAp), se xi <Ax, p;<Ap 2.18)
0, qualquer outro caso.
A energia média do sistema pode ser relacionada com a condi¢do inicial através da expressao
e= ATPZ + %"

O sistema de folhas autogravitantes originalmente € um modelo astrofisico com relevancia
também em fisica de plasma. Apesar da simplicidade, trata-se de um sistema unidimensional
sob o governo de forcas constantes, as propriedades do quase-equilibrio e a relaxagio proble-
maética para o equilibrio ainda € objeto de muita discussao [20].

O foco deste trabalho € a abordagem numérica e o estudo caracteristicas cadticas do sistema

através do cdlculo dos expoentes de Lyapunov.

Que nio tem dependéncia com as distincias entre os pares.
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Figura 2.8 Folhas autogravitantes, N = 1000, e = 1. Representagdo da distribuicdo waterbag, sendo

utilizada como condicdo inicial, seguida da configuragdo do sistema instantes depois.






CAPITULO 3

Métodos para o calculo dos expoentes de Lyapunov

3.1 Os Expoentes de Lyapunov

Sistemas cadticos apresentam super sensibilidade a variacdes nas condi¢des iniciais, 1SSO
significa que duas trajetorias partindo de regides muito préximas do espago de fases irdo rapi-
damente divergir. Em termos praticos isso nos torna incapazes de realizar previsdes nesse tipo
de dindmica uma vez que o erro associado a uma medida nos impossibilita definir exatamente
as condicdes iniciais e isso € suficiente para gerar solugdes com trajetérias completamente dis-
tintas.

A divergéncia exponencial entre trajetorias infinitesimalmente préximas pode ser represen-
tada pela expressdo | (1)| ~ |£o|e%", onde € é o vetor da diferenca entre as trajetérias vizinhas.
Sendo o expoente de Lyapunov uma estimativa da taxa de divergéncia ou convergéncia dessas

solu¢des podemos defini-lo como

A= Tim L1 SO 3.1)
(e 1 |Gyl
[8ol—0

Em um problema n-dimensional teriamos n expoentes, cada um referente a uma dada auto-
direcdo do sistema. O conjunto de todos eles € denominado espectro de Lyapunov e pode ser

organizado da seguinte maneira

MZ2A 2>y (3.2)

Basta que o maior entre todos, A; por defini¢do, seja positivo e podemos falar em regimes
caoticos. Como € de se esperar, valores positivos estdo associados a expansdes no fluxo das

solugcdes enquanto expoentes negativos sao relativos as contracgoes.

Vamos considerar que a dindmica em questao seja regida pelo sistema de equacdes diferen-

19
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ciais a seguir

X1 = fi(x1,-..,Xn)
(3.3)

Xn = fu(X1, 5 Xn),

ou sob forma mais compacta

x(1) =F(x(1)). (3.4)
O problema de valor inicial acima € descrito como um sistema de equacdes diferenciais, onde
X = (x1,X2,...,X,), de primeira ordem autdbnomo, ja que a funcéo vetorial F(x(¢)) ndo depende
explicitamente do tempo. A solugdo x(¢) deve obedecer as equagdes (3.4), as trajetdrias para
cada condicao inicial e o teorema da existéncia e unicidade garantem um fluxo de solu¢des no
espaco de fases. Nos interessa a trajetdria partindo de um dado x(0) juntamente com aquelas
cujas condicdes iniciais diferem de um valor infinitesimal 6x(0). A evolugdo da diferenca

0x(t) em torno de x* pode ser escrita como

S5x(t) = F(x(r) + 8x(t)) — F(x(1)) ~

l
=
[

—
=

(3.5)

que por sua vez € equivalente a

ox = J(x,t)0x. (3.6)

J é a matriz contendo todas as derivadas parciais de primeira ordem da fungdo vetorial F(x(z)).
Tal matriz, conhecida como Jacobiana, nos fornece os coeficientes do sistema linear de equa-
¢oes (3.6), que fisicamente, significa a evolucdo da diferenga entre Orbitas de condicao iniciais
préximas, na vizinhanga de x*.

Por meio da solugdo do sistema linear de equacdes (3.6), dada por
ox(t) = H(xp,t)6x(0), (3.7)

onde H = exp([ydt'J(x,t')), juntamente com a defini¢do (3.1) é possivel obter estimativas,

tanto analiticas' quanto numéricas, para o valor dos expoentes de Lyapunov. Esse trabalho

Ipropriedades geométricas do espago de fases sdo utilizadas como argumentacio teérica na avaliagio analitica

dos expoentes de Lyapunov, para mais detalhes ver referéncia [17]
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tem foco nos métodos numéricos e no atual capitulo serdo apresentados dois procedimentos
computacionais, um que utiliza equacgdes linearizadas e um outro que € baseado na evolucao de
copias perturbadas do sistema. O intuito € confrontar o desempenho dos métodos no célculo
dos expoentes de Lyapunov para sistemas de longo alcance, em particular o Hamiltoniano de
campo médio, modelo de folhas autogravitantes e futuramente para o sistema de interagdo

onda-particula [16].

3.2 Descricao dos Métodos

O procedimento computacional para o cdlculo dos expoentes de Lyapunov € baseado na
evolucgdo das variacdes, conforme mostra defini¢do (3.1). Isso pode ser feito por meio da re-
solu¢do das equacdes linearizadas (3.6) ou considerando o vetor diferenca no espacgo de fases
entre uma trajetdria saindo de x* e uma outra x* + €8, com uma perturbacdo € na dire¢do 6.

A defini¢do (3.1) considera t — oo, que do ponto de vista computacional apresenta as se-

guintes complicacoes:

- A dinamica para 8x(z) é ndo autdénoma, conforme mostra a equagio (3.6). Portanto, os
expoentes de Lyapunov poderao ser extraidos de médias temporais, se assumirmos que

x(t) seja um processo ergético estatisticamente estaciondrio [32];

- O sistema de equacdes lineares (3.6) admite como solu¢ido uma funcio exponencial, signi-
fica que em tempos ndo tdo grandes teremos |6x(¢)| grande o suficiente para nos gerar

problemas de extrapolagdo de memoria;

- trajetdrias infinitesimalmente proximas podem se distanciar tdo rapidamente que continuar
considerando-as vizinhas passa a ser inadequado, sendo inapropriado também o uso da

definicao (3.1) para estimar os expoentes.

O problema é contornado através de intervencgdes periddicas no sistema, realizadas durante
o processo de integracdo das equacdes diferenciais [28]. O procedimento se baseia na aplicagdo

sucessiva de ortonormaliza¢des nas solu¢des 0x(7). A normaliza¢do, no método tangente, evita
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a divergéncia do vetor 6x(¢) (ja no método dos clones, garante que as trajetdrias continuem

infinitesimalmente préximas) e a ortogonalizacio assegura o célculo da taxa de divergéncia de

direcdes linearmente independentes, resultando na obtencdo de todo o espectro de Lyapunov.
As particularidades a respeito da implementacao de cada método, mapa tangente e modelo

dos clones, serdo reportadas nas préximas secdes.

3.2.1 Mapa Tangente

E possivel obter uma estimativa numérica dos expoentes de Lyapunov por meio da cons-
trucdo do espago tangente que por sua vez estd associado a evolugdo temporal das equagdes

linearizadas de movimento. De maneira sucinta quer dizer que nos basearemos em:

X= (X1,X2,...,Xn), X<t) :F(X(t))
w,~z(6x1,6x2,...,6xn), W,'=J|x:x*W,', 1§i<n
(3.8)

A = lim lln lw;(1)],
1—oo t

onde x indica um ponto no espago de fases n-dimensional enquanto w estd relacionado as

equacdes linearizadas sendo o mddulo utilizado na medida do espectro de Lyapunov.

Teremos um vetor Xy como condicdo inicial da dindmica e uma base ortonormalizada
{801,802, ..,00,} referente as equacdes das variagdes. O procedimento consiste na integra-
¢do, simultanea, de uma equacd@o ndo linear e n equagdes linearizadas. Cada novo valor de
x implica em uma matriz Jacobiana diferente, isso significa que os parametro das equagdes
linearizadas sdo reescritos a cada passo de tempo.

Sabe-se que |w(z)| diverge exponencialmente e por isso é necessario em intervalo regu-
lares de tempo T aplicar o processo de ortonormalizacio de Gram—Schmidt [19] na base
{81,67,...,6,}. O procedimento ¢é repetido por K vezes e finalmente todo o espectro de Lya-

punov € obtido na forma de média.

O algoritmo se resume a

- definir uma condic¢do inicial Xy para o sistema nao linear e n condicdes iniciais, por meio da

base ortonormalizada {81,802, ..,00,}, para as equagdes linearizadas;
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integrar simultaneamente todos os sistemas de equacdes diferenciais, resultando em xy — X

(§] {801,502,...,50n} — {31,62,...,5n};

a cada tempo 7 intervir nas solucdes das equacdes linearizadas aplicando ortogonalizacao,

que leva 8 — v, seguida de normalizagdo, v — u;

utilizando como condigdo inicial do sistema linear a base {uj,uy,...,u,}, repetir o procedi-

mento K vezes;

K
finalmente obter o valor dos expoentes de Lyapunov através da média A, = KT Z In |V,(1k) ()],
k=1
sendo K grande o suficiente para que se observe a convergéncia do valor de A.

3.2.2 Dinamica de Clones

O método dos clones oferece uma abordagem alternativa, na qual a evolucdo das variagoes
¢ definida como a diferenca entre uma trajetdria referéncia e uma outra cuja condic¢ao inicial é

uma perturbagdo da primeira. Desta vez serd levado em conta:

X= (xlaxZa"'7xn)7 X(t) :F(X(t)>
XC,'EX—i—S(Si, Xci(l) :F(Xci(l)), 1<i<n
Wi =X—Xi 3.9

1 i
)L,-:lim—lnwgﬂ

f—oo t ’

onde x €, mais uma vez, um ponto no espaco de fases e assume o papel de sistema referéncia,
ja X.; nos fornece a evolucdo da dinamica copiada cuja diferenca w esté relacionada ao grau
de divergéncia, ou convergéncia, entre trajetorias proximas e portanto usado na obtencdo dos
expoentes de Lyapunov.

Se denotarmos com X a condicao inicial do sistema referéncia as orbitas clones devem ser
iniciadas com xo + 6, sendo {81,87,...,6,} =€.{ej,ez,...,e,} com os ¢; formando uma base
ortonormal e o escalar € representando pequenas perturbacdes nas condi¢des iniciais.

As intervencdes, através do processo de ortonormalizagdo, aplicadas durante a integracdo

seguem no método dos clones. Além do problema de divergéncia aqui as trajetérias podem



24 CAPITULO 3 METODOS PARA O CALCULO DOS EXPOENTES DE LYAPUNOV

se distanciar ao ponto que o termo "drbitas infinitesimalmente proximas"deixe de ser verdade
e neste caso a grandeza computada ndo pode ser associada aos expoentes de Lyapunov. A
corre¢do € realizada de forma semelhante ao método do mapa tangente e na pratica equivale a

trazer as trajetdrias das equacdes clone de volta as proximidades da 6rbita referéncia.

O algoritmo segue os seguintes passos

Determinacgdo das condigdes iniciais, Xy para a equagdo referéncia e Xy + &, para a dina-

mica clonada, sendo {81,0,,...,8,} = €.{e|,ey,...,e,} com os e, formando uma base

ortonormal e o escalar € definido como muito pequeno;

resolucao simultanea de todos os sistemas de equagdes diferenciais, que totaliza em uma di-

namica referéncia e n clonadas, resultando em xg — x e {801,002, ...,00,} — {61,02,...,0,};

a cada tempo T intervir nas solucdes das equacgdes linearizadas aplicando ortogonalizacao,

que leva 8 — v, seguida de normaliza¢do, v — u;

redefinir condi¢des iniciais das equacdes clones, como X + €uy;

repetir o processo K vezes;

P

K
. v
finalmente obter o valor dos expoentes de Lyapunov através da média A,, = T Z In ‘T,
k=1
sendo K grande o suficiente para que se observe a convergéncia do valor de A.

3.3 Obtencao dos expoentes de Lyapunov para o HMF

Discutiremos a aplicabilidade do método tangente e dos clones no calculo dos expoentes
de Lyapunov para os sistemas de longo alcance, em particular o HMF e o modelo de folhas

gravitacionais.

A implementacdo do método tangente exige a linearizacdo das equacdes de movimento,
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para o HMF temos
56, = &p;
. 1 (3.10)
Opi=—Mcos(¢p—6;,)60; + N;cos (6;—6,)00;.
Denotando
WE(591,...,59]\7,6[71,...,5}71\[) (311)
a equacgao (3.10) adquire a forma
w=J(x(1))w. (3.12)

Considerando N particulas, a matriz Jacobiana para o HMF serd do tipo 2N x 2N e obede-

cera

0 1
J= . (3.13)

J 0
Nesta representacao cada elemento € uma matriz N X N. A diagonal principal, na qual todos os
elementos sao nulos, juntamente com a matriz identidade, representada por /, sdo implicacdes
diretas da linearizagdo de um sistema Hamiltoniano do tipo H = K(p) +V(0). A matriz J que

segue a regra J; = —% dependeré da forma do potencial. No HMF
iUj

Jii = —cos (6;)M, — sin (6;)My + 1 (3.14)
f,-j:]%]cos(Gi—Gj), se i# j.
A representagdo (3.12) € util no processo de integracao.

Para obtencdo dos expoentes devemos resolver o sistema ndo-linear juntamente com o li-
near. Para o HMF € recomendado o uso do integrador simplético leapfrog, pela simplicidade
na implementacao e eficiéncia no procedimento de integracao, as varidveis de campo médio M
e ¢ facilitam bastante o cdlculo da forca sofrida por cada particula.

O leapfrog consiste na atualizacdo completa da velocidade entre duas meias atualizacdes da

posicdo, ver figura (3.1), utilizando de forma direta as equacdes de Hamilton 2.

20 leapfrog pode ser derivado de transformagdes candnicas infinitesimais no tempo, cuja a ordem do integrador
¢ dada pela ordem do novo Hamiltoniano e as regras de evolucdo pelas equagdes que relacionam as varidveis

antigas com as novas, para mais detalhes consulte a se¢do 3.6.
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py +ht >

Pot —_—

0, Oy +h/2 Oy +h

Figura 3.1 Esquema da construcdo do integrador simplético leapfrog. O procedimento € realizado
através de dois passos, sendo o primeiro uma meia atualizacdo de 8 com p constante e o segundo passo

dado por uma atualizacdo completa de p e uma outra meia atualiza¢do em 6, respectivamente.

O célculo de |w| = i (66?7 + 8p?) em intervalos regulares de tempo, a utilizagdo da
definicdo (3.1) e a ortonorrerzilizagéo do vetor w resulta no método tangente para avaliacdao do
espectro de Lyapunov para o HMF.

Na abordagem via método dos clones, conforme mostra a secao 3.2.2, como w = (6;, p;) —
(Bic, pic) 0 leapfrog seré aplicado diretamente as equagdes ndo lineares sendo desnecessario a
constru¢do da matriz Jacobiana (3.13).

O algoritmo do método de leapfrog desenvolvido em linguagem C encontra-se disponiveis
no apéndice desse trabalho e as implicacdes sobre o uso do método tangente ou dos clone para

determinac¢ao do espectro de Lyapunov no HMF serdo discutidas na se¢@o de resultados desse

trabalho.

3.4 Obtencao dos expoentes de Lyapunov para o modelo de folhas

autogravitantes

No problema das folhas autogravitantes, um estado no espaco de fases é representado pelo

vetor 2N-dimensional x = (xy, p1,...,xy, py) que evolui segundo as equacdes de movimento
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(2.17) que por sua vez dependerd das condi¢des iniciais do problema.

A forma linearizada dessas equacdes, dada por

Ax; = Ap;
. 1 & (3.15)
Api =~ ) (Axi = Axj)8 (x; —x)),
JF#
nos concede a evolugio das variagdes aqui escritas como w = (Ax,Apy,...,Axy,Apy)’ e usa-

das diretamente no procedimento numérico de avaliagdao dos expoentes de Lyapunov.

Sabe-se, segundo andlises realizadas sobre esse modelo na se¢do 2.2, que 0 movimento
das folhas € uniformemente variado até que ocorra uma colisdo, nesse caso a for¢ca experimen-
tada pelo par de particulas envolvidas sera redefinida de maneira descontinua*. O sistema de
equacoes (3.15) resume bem isso, a fun¢do delta garante variagdes na forca apenas durante o
processo de colisdo enquanto a evolugdo das variagcdes espaciais sao uniformes.

Assim como o HMF, o problema das folhas gravitacionais pode ser resolvido numerica-
mente utilizando o leapfrog. A singularidade na for¢a, que ocorre quando x; = x;, pode ser
ignorada ja que € muito improvavel do ponto de vista computacional que tais varidveis du-
rante o procedimento sejam exatamente as mesmas, ou seja que apresentem todos os digitos
fornecidos por uma varidvel de precisao dupla iguais.

Contudo, as equacdes linearizadas (3.15) nos atentam que as colisdes sdo realmente rele-
vantes dentro da dindmica das variacdes. Significa que para obter uma estimativa do grau de
divergéncia entre solu¢des muito préximas necessitaremos de um integrador que tome nota das
varidveis do sistema durante todos os processos de colisdo, o que torna a utilizacdo do leapfrog
sob esse ponto de vista pouco eficiente.

Uma alternativa € a abordagem via event-driven [11], na qual associa a manifestacdo de
um dado evento a mudancas no estado do sistema, que devem ocorrer instantaneamente € em
pontos especificos do tempo.

5

No problema das folhas gravitacionais vamos utilizar as colisdes® como indicador de vari-

3 A notagio utilizada na representagio das variacdes foi modificada, trocando o § por A, para evitar confusio

com a fungdo J(x), utilizada nas equagdes de movimento (3.15).
A descontinuidade na for¢a pode ser observada através da equagio (2.16).
SConforme foi esclarecido na secdo 2.2, o termo particula aqui diz respeito as folhas gravitacionais enquanto
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acdo na forca sofrida pelas particulas. O procedimento consiste em [1]:

(a) Identificar quando ocorrera a préxima colisdo;
(b) mover todas as particulas, com for¢a constante e diferente de zero, até tal instante;

(c) redefinir o valor das forcas sofridas pelo par de particulas envolvidas na colisdo, integrar

as equagoes linearizadas e retornar ao passo (a).

A integrac@o no espago tangente [30] se dd desde um tempo imediatamente antes (—) até um
outro imediatamente depois (+) da colisdo, que consideraremos acontecer instantaneamente.

Colidindo uma particula kK com uma outra / teremos como solucao das equagdes (3.15)

Ax = Ax;
+ — 1 tj
Ap! = Ap, —ﬁ/t_ (Axg — Ax;) O (xx — xp)dt (3.16)
1 (Axp — Axy),—
:Apk_ ( k l)tftc

N |Gtk —X1)e=r.|
onde o mesmo vale para /.

No periodo entre colisdes teremos
Ax;(t) = tApi(0) + Ax;(0)
Api(r) = Api(0).

(3.17)

N
O cdlculo de |w| = \/ Z (Axl2 + Aplz) em intervalos regulares, a utilizagdo da defini¢ao
i=1
(3.1) e a ortonormalizagdo do vetor w resulta no método tangente para avaliacio do espectro de

Lyapunov para o modelo das folhas autogravitantes.

3.5 Anadlise de convergéncia

Uma conduta recomendada aqueles que fazem uso de técnicas numéricas é a verificacao

sistemdtica da implementa¢do do método, monitorando o erro, por exemplo, que é dado por

u—ii, = Ch? + O(h" 1), (3.18)

colisdo faz referéncia ao cruzamento delas.
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onde ii;, € a aproximagdo utilizada na avaliacdo da funcio u. Sendo / suficientemente pequeno
e C, independente de h, diferente de zero, podemos dizer que o método em questdo € de ordem
p. Tal consideracdo € importante e mostra a credibilidade, quanto maior p mais confidvel € o
procedimento.

Podemos obter a ordem de um integrador explicitamente, expandindo a funcio u e com-
parando com i, conforme mostra (3.18), desde que u seja conhecido e o conjunto de procedi-
mentos no qual i, € construido permita a comparacao. Nem sempre € possivel, e uma segunda
forma de conferir a precisdo do processo € pela convergéncia de (3.18), dada uma sequencia
iin1, Up € assim por diante, gerada a partir de diferentes tamanhos de h. Da equacdo (3.18)
temos

log |u —iip| =log|C|+ plogh+ O(h). (3.19)

Considerando que conhecemos u, entéo basta escrevermos |u — i;| como fungdo de h e con-
forme o segundo membro da equagdo (3.19) sugere, o resultado deve ser uma reta cujo coefici-
ente angular é numericamente igual a ordem do método estudado.

E possivel realizar estimativas sem o uso da fungio u. Nesse caso, compara-se a razio

das solugdes utilizando valores de & que obedecem uma progressao geométrica, por exemplo
lp—ip/p Uy —lp/
lp o=l /4 Tpq—Up)g

e assim por diante. Generalizando e com base na equacgdo (3.19), teremos

iy — g _ Ch? — C(ah)? +O(hP+1)
dan— g2, C(oh)P —C(a?h)P 4+ O(hP+T)

—a "+0(h), O<a<l, (3.20)

onde o representa a fracao de s escolhida para estudar a convergéncia do método. Finalmente
podemos escrever
. Up — Ueh
p=—limlog ————.
h—0 uah - uaZh

(3.21)

3.6 Integradores numéricos

Ao deparar-se com um problema, o desejo inicial do cientista € a obtencao de uma expres-
sdo utilizando técnicas analiticas, como integragdo ou expansdo, com o propoésito de adquirir

uma férmula exata que descreva o fendmeno investigado. Infelizmente, na grande maioria das
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questdes, em engenharia e ciéncias, especialmente nos casos ndo-lineares, esses métodos ou
ndo se aplicam ou tornam-se complicados demais para serem utilizados.

Uma abordagem alternativa sdo os métodos numéricos, que consistem no conjunto de fer-
ramentas ou técnicas utilizadas na resolu¢do aproximada de problemas matematicos.

No contexto dos problemas de valor inicial explicitados por um conjunto de equagdes dife-
renciais autdonomas de primeira ordem, trataremos dos integradores numéricos [9].

Em sintese, gostariamos de descobrir, para um dado intervalo de tempo, o comportamento
de x(¢) sabendo que x = F(x) e xg = x(0). Sendo F uma fun¢do bem comportada o suficiente
(sem grandes variacdes e/ou descontinuidades nas derivadas), garantindo a unicidade das solu-
¢oes, nossa questdo pode ser resolvida por meio de um integrador numérico. O mais antigo e
mais simples deles é o método de Euler [33], ou método da reta tangente, cuja férmula é dada
por

Xp+1 =X, +Fuh, n=12,..., (3.22)
onde h, sendo i — 0, é o tamanho do passo de tempo.

A ideia € calcular, recursivamente a partir das condi¢des iniciais Xg e utilizando informagdes
de F, o passo sucessor baseado no valor do anterior. Assim, obtém-se uma sequencia de valores

X0, X1, X2, ... que deverd se aproximar de x(¢) em tg, 11, f, ...

()

Figura 3.2 M¢étodo de Euler. O valor da derivada, utilizado como ponto de partida, é extrapolado em

cada intervalo com o intuito de encontrar o préximo valor da funcio.

Entretanto, para uso pratico existem razdes que tornam o método de Euler ndo recomen-
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dado. Para haver convergéncia a fun¢do integrada deve apresentar bom comportamento, sem
grandes variacdes ou descontinuidades nas derivadas. Além disso, ele ndo € muito preciso com-
parado a outros métodos com o mesmo tamanho de passo de tempo. Mesmo assim, foi a partir
de aprimoramentos do método de Euler que temos toda a familia de métodos de Runge-Kutta
[33].

A classe de equagdes diferenciais de interesse aqui € derivada de uma Hamiltoniana utili-
zando as equacgdes de Hamilton, ndo existem garantias de que um dado integrador numérico
necessariamente preserve propriedades canonicas desse sistema. E € nesse contexto que surge

a proposta dos integradores simpléticos.

3.6.1 Integradores simpléticos

Tomemos a fun¢do Hamiltoniana

2

H= %—i—V(X,t), (3.23)
cujas equagdes de movimento sao dadas por
X(X()?p()at) P(XO7P0J)7 (324)

onde (Xg, po) indica o estado do sistema no tempo ¢ = 0.
Pensando na evolucdo temporal (3.24) como uma transformacao candnica [23] teremos a

expressao

(X,p) :M(I)(Xo,po), (3.25)

sendo M(t) o objeto responsavel pela transformacdo de varidveis, no nosso caso uma evolucdo
temporal. A expressdo (3.25) é também conhecida como mapa simplético.

As transformacdes candnicas ocorrem nas varidveis do espacgo de fases e preservam a forma
candnica das equagdes de movimento. Ou seja, dadas as varidveis candnicas (g, p), estaremos

interessados na transformacgao

Qi=0i(q,p,t), P.=Plq,pt1). (3.26)
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uma vez que seja possivel determinar a fungdo K(Q, P,¢) tal que

oK P = oK . (3.27)

Os integradores simpléticos, utilizados na abordagem numérica desse tipo de problema,

devem conservar a relacdo (3.25). A elaboracao do método consiste em
- tomar o parametro ¢ pequeno;

- considerar cada aplicacdo do mapa (3.25) como uma iteracdo no tempo de modo que o erro

do método serd controlado pelo tamanho de 7.

Consequentemente, podemos dizer que se um mapa simplético tem ordem n, ou seja

(x,p) = M,(t)(x0, o), (3.28)
significa que
[M(1) — My (1) = O("). (3.29)

o integrador simplético proposto se baseia em uma transformag¢do canodnica infinitesimal

que corresponde a uma evolugdo temporal. O método se resume na determinagdo de M, (1).

3.6.2 Primeira ordem

O caso de primeira ordem ndo apresenta relevancia pratica, o objetivo da subsec¢ao € ilustrar
o método e utilizar a técnica na demostrac¢io da segunda ordem, que conforme veremos equivale
ao integrador leapfrog.

Efetuando uma transformacio candnica em (3.24), cujo o novo Hamiltoniano H’ é expres-

sado em termos das condig¢des iniciais, as equacdes de movimento serao
x0=0 po =0. (3.30)

A outra possibilidade € que o Hamiltoniano € identicamente zero (ou que independe de xq e

Po)- A ideia € realizar as sucessivas transformagdes candnicas antes de chegarmos as condi¢des
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iniciais, ou pelo menos para outro conjunto de coordenadas nas proximidades de (xo,po) em
alguma ordem de ¢.
Sejam (x;,p;) as novas varidveis. A maneira conveniente de fazer as transformagdes é por

meio da funcdo geradora [23] do tipo

F(x1,p,t) = —x1p+G(x1,p,t); (3.31)

o0F; oG oF; 0G
= 2B, = 2B, 27, 3.32
* op * ap’ p1 ox P dx (3-32)

o0F;
H =H+—. 3.33
1 t3, (3.33)
que implica em
2

G=— [%+V(x1,0)]z (3.34)
x=xi+pt  pr=p—fx,0), (3.35)

sendo a forga, f, definida como f(x,0) = —%V(x, 0), onde V(x,0) é o potencial.

Considerando (3.33), tomando ¢ pequeno e expandindo até a primeira ordem, teremos

H ZI%V()C],O)—tplf(xl,0)+0(t2), (3.36)

cujas as equacdes de Hamilton nos fornece
x| = const + O(t?) p1 = const +O(1?) (3.37)

A conclusio é que se usarmos x; € p; como condigio inicial o erro introduzido serd O(t?)
e portanto teremos um mapa simplético de primeira ordem, M; (7). Uma outra caracteristica
importante dessa abordagem é que do ponto de vista da condicao inicial, segundo as equagdes
(3.35), o momento p deve ser calculado primeiro e entdao usado para avaliar x. Vale recordar que
as iteragdes do mapa simplético nos levam a instantes antes de (x, p), o que torna necessério a

inversdo da equag¢do do momento.

3.6.3 Segunda ordem (Leapfrog)

A determina¢do do mapa simplético de segunda ordem serd baseada nos resultados da sub-
secdo anterior, no entanto com reformula¢des no procedimento que serdo uteis na demonstra-

¢do. A modificacdo consiste em executar a transformacdo canénica (x,p) — (x2,pz), onde
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(x2,p2) sd0 as novas varidveis e consequentemente as condi¢des iniciais, considerando uma

transformagdo intermedidria (x, p) — (x1, p1), conforme

(x,p) = (x1,p1):  x=x1+apt p1=p—tf(x1,br) (338)
F=—xip—4p’t—1V(x,bt)

(x1,p1) = (x2,p2) 1 x1=x2+(1l—a)pit P2 =Dpi,

), (3.39)

F=—xp—%ip

onde a e b representam a fracdo do tempo utilizada na transformacgdo intermediaria para a
posi¢cdo e o momento, respectivamente.

Considerando H, como o novo Hamiltoniano relativo a transformagdo (x1,p1) — (x2,p2),

expandindo-o em t pequeno, teremos

Hy = t(1=2a)psf(x2,0) +1(1 — 2b)%V(x2,0) +0(?). (3.40)

Se (x2,p2) sdo usados como condi¢@o inicial e escolhendo a = b = 1/2 teremos no minimo

termos de segunda ordem em H, o que significa dizer que o mapa total € de ordem 2.
Finalizando o processo, com a notag¢do (x, — xo, p2 — po, 1), tornando a escrever as trans-

formacdes na ordem inversa e realizando as generalizagdes para muitas dimensoes, teremos um

integrador simplético de segunda ordem também conhecido por leapfrog

Mapa (x,p) = M2 (h)(Xo,Po)
(1p1 = po, X| =X+ pih/2 (3.41)
Q)p=p1+hf(x1,i0+h/2), x=x1+ph/2

3.7 Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

O processo de Gram-Schmidt € uma técnica relativamente simples, baseada em dlgebra
linear, com aplica¢gdes importantes em fisica matematica, mecanica quantica e analise numérica
[18, 19, 32].

E sempre possivel converter uma base qualquer v em uma outra ortonormalizada, ou seja

todos os vetores que a compdem devem apresentar mddulo unitdrio e o produto interno entre
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qualquer par de elementos diferentes é sempre nulo. O processo no qual a transformacgado é
realizada, € conhecido como ortonormalizacdo de Gram-Schmidt.

Considerando uma base B = {aj,ay,...,aN}, queremos tomar uma combinagdo linear de
a; de maneira tal que resulte em N vetores normalizados e ortogonais entre si. Primeiro vamos
escolher um vetor como referéncia tal que e; = a1 /,/a; - ay, e note que ey -e; = 1. Se subtrair-
mos de a; sua projecdo ao longo de eq, ou seja €, = ap — (eq - az)e;, teremos um vetor que é
ortogonal a ;. Dividindo-o pelo préprio médulo, e; = €5/ /€ - €5, teremos um segundo vetor
normalizado e perpendicular a ej.

Para o a3, devemos subtrair sua projecdes ao longo de e e e; e em seguida normalizd-lo. O
processo deve ser aplicado aos demais vetores, e encontra-se resumido nas equagdes a seguir

m

e§n+1 =am+1 — Z(ei “Am 1),
=l (3.42)
em+1

T et
O processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt € parte importante deste trabalho, nossa
versao do método foi desenvolvida em linguagem C e encontra-se a disposi¢do nos apéndices
BeC.
Do ponto de vista numérico para calculo dos expoentes de Lyapunov, Gram-Schmidt é

relevante porque

- as sucessivas normalizacdes evitam a divergéncia do vetor w, equagdes (3.8) e (3.9), no mapa
tangente e garantem que as Orbitas perturbadas permanecam infinitesimalmente préximas

da trajetdria referéncia no método dos clones;

- as ortogonalizacdes permitem obter todo o espectro de Lyapunov.






CAPITULO 4

Resultados e discussoes

Este capitulo é dedicado a exposicao dos resultados obtidos durante o andamento do doutorado.
E um trabalho de esséncia numérica cujos objetos de estudo sdo os sistemas Hamiltonianos de
longo alcance e as técnicas de obtencdo dos expoentes de Lyapunov. Os resultados foram
obtidos em simulacdes computacionais desenvolvidas em C e tratados em Python.

Os resultados incluem a ratificagdo de aspectos relacionados aos sistemas Hamiltonianos,
o desempenho dos integradores utilizados, dados sobre a eficiéncia no método tangente e dos

clones e propriedades do espaco de fases ligadas a caoticidade dos sistemas.

4.1 Hamiltoniano de campo médio

As medidas feitas no HMF estdo relacionadas com a evolugdo do sistema e com a dindmica
das diferencas sob o regime linearizado. Para integrar as equacdes de movimento foi utilizado
o leapfrog, com tamanho do passo de tempo 4 = 0.05 sendo o tempo definido como i X &, onde
i € o nimero de iteracdes executadas pelo integrador. Como condicao inicial foi utilizada a
distribui¢do waterbag, introduzida na secdo 2.1. As flutuagdes na energia € no momento total
sdo da ordem de 1072 e 1011, respectivamente, conforme mostram as figuras (4.1) e (4.2).

A obtengdo de todo o espectro de Lyapunov para o HMF é feita numericamente pelo método
tangente e/ou pelo método dos clones, discutidos nas segdes anteriores € cujos algoritmos se
encontram nos apéndices desse trabalho. Os expoentes de Lyapunov foram aferidos da média
de diferentes realizac¢des correspondentes as mesmas condi¢des iniciais, ou seja sem alteragdes
na magnetizacao inicial, energia e momento total.

O conjunto de resultados da figura (4.3), sdo referentes ao caso subcritico com N = 200 par-

ticulas, e exibem o funcionamento dos métodos estudados, tangente e clones, partindo de uma

37
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Figura 4.1 HMF, N = 10000, ¢ = 0.55. Erro Figura 4.2 HMF, N = 10000, ¢ = 0.55. Valor
relativo da energia versus o tempo. do momento total em cada instante de tempo.

distribuicdo waterbag e uma outra distribuicido, Gaussiana nas posi¢Oes e nas velocidades. O
valor das medidas e seus respectivos erros revelam concordancia, pode-se dizer que os métodos

apresentam congruéncia e os resultados sdo robustos em relagdo as condic¢des iniciais.

Uma outra verificacdo tem vinculo com propriedades dos sistemas Hamiltonianos por meio
2N

da representacdo de todo o espectro de Lyapunov, que implica em Z/'Li =0. O valor do ex-
poente positivo, ligado a divergéncias do fluxo de solugdes inﬁniteéimalmente proximas no
espaco de fases, € acompanhado necessariamente de um outro negativo, com fundamento na
conservacao do volume no espago de fases. Em conformidade com os resultados obtidos no
modelo de folhas, figura (4.4).

Por conseguinte na condicao dos sistemas Hamiltonianos, € suficiente a andlise apenas dos
N maiores expoentes.

Uma outra quantidade a ser explorada € a entropia de Kolmogorov-Sinai, utilizada também

na caracterizacao de regimes cadticos. Para sistemas fechados e isolados coincide com a soma

de todos os expoentes positivos, Sis = i Ai [15]. Por ser obtida da taxa de separacdo de
todas as dire¢Oes nas quais as trajetorias )cLli;/(;:rgem no espago de fases, a entropia Kolmogorov-
Sinai, Sgs, porta informagdes mais gerais do sistema, comparando-a com o maior expoente de
Lyapunov A;.

A dependéncia do maior expoente com a energia do sistema € um tépico importante. Acredita-

se que instabilidades atribuidas ao caos estejam de certa forma relacionadas a transicao de
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Metodo tangente Metodo dos clones
distribuicao inicial: waterbag Distribuicao incial: waterbag
024 T i T ™ 024 T : : —

A, =0.1857%0.0009 | F A, =0.185%0001|
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0,2 | — 0.2 | —

0.16 | — 0.16 - —
}, 4 L 4
| | | | 1 | |
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t t
Metodo tangente Metodo dos clones
Distribuicao inicial: Gaussiana Distribuicao inicial: Gaussiana
024 = T T T ™= 0,24 = T T T ™=
F A, =0.185%0002| - r %, =0.185 % 0.002
0.22 - — 022 —

(),1(11 — 0,16 — —

| | | | | |
0 50000 le+05 1,5e+05 0 50000 le+05 1,5e+05

Figura 4.3 HMF, N = 200, ¢ = 0.55. Convergéncia do maior expoente de Lyapunov, estabelecida
quando as medidas experimentam pequenas oscilacdes em torno de um dado valor. A média extraida
entre dez realizagdes nos fornece o valor da medida enquanto o erro é obtido através da varidncia.
As figuras exibem a performance dos dois métodos para duas condicdes iniciais distintas, waterbag e
Gaussiana nas posi¢cdes e momentos. O tempo de computacio para o mapa tangente foi em torno de 55

minutos enquanto o método dos clones utilizou 50 minutos para desempenhar a mesma tarefa.

fase no HMF [45], jd que A; apresenta valor mdximo em torno da energia critica de transicdo

e. = E/N = 3 /4, conforme mostra o gréfico da figura (4.5).

Segundo previsdes tedricas, espera-se que 0 maior expoente seja estritamente positivo no
caso 0 < e < e, e escale com N-1/3 para e > e, e N — oo [17]. A respeito de como o valor
do maior expoente de Lyapunov se comporta no HMF com diferentes nimeros de particulas,
utilizando as rotinas aqui desenvolvidas, foram extraidos resultados tanto para o caso subcritico

quanto para o supercritico.
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Figura 4.4 HMF, N = 30, e = 0.55. Espectro completo de Lyapunov. Cada ponto representa a taxa
de divergéncia entre solugdes infinitesimalmente préximas em uma dada direcao do espaco de fases,
portanto N = 30 particulas teremos 60 expoente, sendo o indice i = 1 atribuido a dire¢cdo de maior
expansdo. Os resultados mostram que a soma de todos os expoente € numericamente zero, uma vez que
seu valor é da ordem do erro associado a uma medida, conforme mostram os gréficos da figura (4.3).
O valor de A; juntamente com Sy, cujo a medida concorda com os resultados da referéncia [26], diz

respeito como o valor dos N expoentes positivos estao distribuidos.
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Figura 4.5 HMF. Médulo do vetor magnetizagdo e o valor A; em fungdo da energia para N = 50,
N =100 e N =450 particulas. As figuras indicam que o intervalo de energia associado a transi¢cdo de

fases coincide com a regido onde o expoente A; assume valor maximo.

Esses resultados envolvem um nimero modesto de particulas, o que provavelmente justifica
o fato do fator de escala encontrado nao se tratar rigorosamente do tedrico. A figura (4.6) mostra

o valor do maior expoente de Lyapunov com o nimero de particulas, para energia e = 1.2. O
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Figura 4.6 HMF, e = 1.2. Valor do maior expoente de Lyapunov em fun¢do do niimero de particulas
em escala logaritmica. A reta de vermelho segue uma expressio do tipo N8, onde nossos resultados

apontam 8 ~ 1/4 como sendo o fator de escala apropriado.
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Figura 4.7 HMF. Valor do maior expoente de Lyapunov em funcfo da energia para N = 50, N = 100,
N =450, e 1500 particulas. O grafico da direita teve o eixo das ordenadas multiplicados pelo fator de

escala aN~A, cujos valores ¢ ~ 0.52e B ~ 1 /4 estdo explicitados na figura (4.6).

grifico, em escala logaritmica, compara nossos resultados numéricos com uma reta do tipo
M= OCN_B, sendo os valores encontrados o =~ 0.52 e B ~ 1/4. Os gréficos seguintes, (4.7),
justificam o uso da lei de escala obtida para o caso supercritico, multiplicando a ordenada do
grifico A; versus e por aN'/4,

Manos e Ruffo, na referéncia [26], reportam a dificuldade em obter a escala tedrica N -1/3

1/4

e sugere um fator "intermedidrio"N~"/", utilizado no caso numérico, para um nimero modera-

damente grande de particulas, na escala de energias mais altas e estd em concordancia com os
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resultados obtidos utilizando os algoritmos desenvolvidos durante o projeto de doutoramento.
Também propusemos uma maneira de como identificar as regides mais sensiveis do espaco

de fases. Atribuindo a cada particula a quantidade

5 _ (8007 + ()
T w6, 5p)F

(4.1)

teremos a frac@o da contribui¢do de cada estado na taxa de divergéncia entre solucgdes infinitesi-
malmente préximas. Sendo 66; e 0 p; componentes do vetor do espago tangente, a distribuicdo
deve obedecer a relacao i ol =1.

A distribuicao dos Valcl)res 01; foi calculada para o HMF durante o estado quase-estaciondrio

apods a convergéncia do valor do maior expoente de Lyapunov. Os pontos da figura (4.8) sdo
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Figura 4.8 HMF, N = 10000, ¢ = 0.55. Representacédo da distribuicdo 81; no espaco de fases para o

caso subcritico.

os pares conjugados (6;, p;), enquanto a linha cheia representa a separatriz obtida pelos valores
instantdneos de M e ¢. A escala de cor e tamanho tem relacdo com valores 01;. A escala de
cores é uma medida relativa, onde o amarelo representa o maior valor d/; € o vermelho o menor,
o tamanho dos pontos € proporcional ao valor de O1;.

Nossos resultados revelam que a grande maioria das particulas apresentam 61; praticamente
nulo (da ordem 10~7), com pouco valores apreciveis situados claramente na regiio da separa-

triz.
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Faz sentido pensar que a separatriz seja de fato a regido mais sensivel do espaco de fa-
ses. Ela divide as particulas mais energéticas, capazes de cruzar o circulo, daquelas que estao
confinadas devido ao potencial exercido pelo aglomerado. Perturbacdes infinitesimais sdo ir-
relevantes tanto para as particulas livres quanto para as fortemente aprisionadas. Percebe-se
assim, a regido da separatriz como uma espécie de "limbo", onde o estado de uma particula
poderia evoluir tanto para o regime livre quanto para o confinado, dependendo apenas de uma

pequena alteracao.

Na figura (4.9), em um dado instante durante o estado quase estaciondrio, distingue-se 0s
estados das particulas através de cores, de verde estdo as particulas mais energéticas (verde
escuro com velocidade positiva e claro negativa), azul representando as particulas do core e
em amarelo aquelas situadas no halo. Evoluindo o sistema por um tempo razodvel, as pulsa-
¢des ocorridas na separatriz permitem a inversdo das particulas verdes claras com as escuras,
e incluem parte das particulas amarelas nessa mistura. Como as pulsa¢des ocorrem longe do
aglomerado, as particulas azuis permanecem fora desse processo. Isso mostra que, para esse
conjunto de pardmetros no HMF, a regido do espaco de fases com os maiores valores 81; coin-

cide com o lugar onde ocorrem mais trocas de estados.

Como resultado final da se¢@o, confrontamos os dois métodos desenvolvidos durante o
projeto de doutorado, o mapa tangente e o método dos clones. Foram realizadas andlises de
convergéncia e comparacdes dos tempos de processamento até a obtencao do maior expoente

de Lyapunov.

A estimativa da taxa de convergéncia consiste na analise sistemdtica dos resultados obtidos
via método numérico para diferentes tamanhos de passo de iteragdo. Tal avaliacdo ratifica se
de fato ha convergéncia e o quao rapido ela ocorre.

O estudo foi realizado para o HMF com N = 50 e energia por particula e = 0.1. Para este

conjunto de pardmetro o valor do maior expoente de Lyapunov é da ordem de 1072, conforme
revelam os resultados (4.10), em concordancia com a referéncia [26].

As tabelas a seguir mostram a dependéncia do maior expoente com o tamanho do passo do
integrador leapfrog, obtidos pelo método tangente e dindmica de clones. As solucdes de ambas

as técnicas de fato convergem, ja que os valores de A, extraidos com & pequeno o suficiente,
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Figura 4.9 HMF. Classificacdo, segundo o critério de energia, dos estados das particulas utilizando
diferentes cores. Permitindo que o sistema evolua por um tempo razodvel, constata-se que as trocas de
estados ocorrem principalmente em torno da separatriz, regido na qual as quantidades &/; apresentaram

maiores valores.

Metodo tangente Metodo dos clones
. . : : — T T
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Figura 4.10 HMF, N =50, ¢ = 0.1. Convergéncia do maior expoente de Lyapunov em fun¢do do
tempo. A média extraida entre dez realizacdes nos fornece o valor da medida enquanto o erro é ob-
tido através da varidncia. As figuras mostram o funcionamento dos métodos segundo os pardmetros ja

mencionados.

oscilam dentro da margem de erro tolerada, segundo as medidas (4.10).

. A2, PR ) .
As medidas (A, — Ay 2), ﬁ e log, ﬁ, estdo relacionadas a que taxa ocorrem as

convergéncias (ver se¢ao 3.5).
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Mapa tangente

h " A=Ay l’:’;;}ﬂ jA log, 12?27};//1 ; tempo

3.2 0.327 0.029 0.136 —2.878 12.85”

1.6 0.298 0.214 5.0235 2.3287 24.252”

0.8 0.0842 0.0426 2.0481 1.0343 23.763”

0.4 0.0416 0.02008 2.0594 1.0422 44.765”
0.2 0.02080 0.0101 — — 1'29.531”
0.1 0.0107 0.0000 0.0000 — 2/53.352”
0.05 0.0107 0.0003 5/52.983”
0.025  0.0104 1126.497”

45

Tabela 4.1 Anélise de convergéncia, mapa tangente. A tabela relaciona o tamanho do passo utilizado no

processo de integragdo com o valor medido do expoente. Os espagos completados com — correspondem

aos casos onde os resultados envolvendo fra¢do e/ou o logaritmo néo estdo definidos.
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Método dos clones

h A A= Apja ;Zi;l;; j4 log, At’:;j)/i,i; tempo
3.2 0.2295 0.0458 0.2655 —1.9132 11.143”
1.6 0.1837 0.1725 191.6667 7.5825 21.003”
0.8 0.0112 0.0009 —9.0000 — 21.504”
0.4 0.0103  —0.0001 0.5000 —1.0000 41.789”
0.2 0.0104 —0.0002  —2.0000 — 1'19.555”
0.1 0.0106 0.0001 — — 2/36.490”

0.05 0.0105 0.0000 5'12.015”
0.025 0.0105 10'10.474”

Tabela 4.2 Andlise de convergéncia, método dos clones. A tabela relaciona o tamanho do passo uti-
lizado no processo de integracdo com o valor medido do expoente. Os espacos completados com —

correspondem aos casos onde os resultados envolvendo a fragdo e/ou o logaritmo ndo estdo definidos.
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Os resultados mostram que a convergéncia no método dos clones ocorre para um valor
mais alto de A, algo em torno de 0.8 e 0.4, enquanto no mapa tangente acontece em i = 0. 1.
A ultima coluna reporta o tempo de processamento até a obten¢do da medida de A, extraida da
média entre dez diferentes realizacdes.

A possibilidade de reproduzir corretamente as medidas utilizando um 4 mais alto implica
em menos iteragdes, concedendo ao método dos clones mais efici€éncia, se comparado com o

mapa tangente (ver figura 4.11).
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Figura 4.11 HMF, N = 50, ¢ = 0. 1. Na figura foram registrados os valores dos expoentes de Lyapunov
obtidos, rigorosamente para o mesmo conjunto de pardmetros, com diferentes tamanhos de passo do
integrador. E importante notar que o eixo horizontal segue escala logaritmica e encontra-se invertido.
Esse resultado mostra que a convergéncia do método dos clones ocorre para valores consideravelmente
maiores de /4, do ponto de vista computacional implica em menos iteragdes que significa menor tempo

de computacio.

Até para o mesmo tamanho de passo 4 a dinamica de clones se mostrou mais eficaz, cujo o
tempo de computacdo foi inferior em absolutamente todos as comparacgdes, conforme mostram
nossas andlises ao longo da se¢do. Isso acontece provavelmente porque a resolucio das equa-
coes linearizadas, no método tangente, exige a constru¢do de uma matriz Jacobiana 2N x 2N a

cada passo de tempo, que € dispensavel no método dos clones.
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4.2 Modelo de folhas autogravitantes

Introduzida em se¢des anteriores, a dinamica das folhas autogravitantes ocorre segundo um
potencial que independe da distancia entre os pares. Conseguinte, todo processo € baseado em
movimentos uniformemente variados, onde as forcas sao reformuladas apés cada cruzamento.
O fato dos eventos entre colisdes serem analiticos, conferem as variagdes na forca relevancia
na emergéncia de caos no sistema.

Na prética, o célculo dos expoentes de Lyapunov exige um integrador que ressalte as co-
lisdes. Tal tarefa, esclarecida na secdo 3.2.2, foi superada pelo event driven proposto por este
projeto, que estabelece a evolugdo do sistema com base nas colisoes.

Os graficos das figuras (4.12) e (4.13) exibem o erro relativo da energia e do momento
total. Como condicao inicial foi utilizada uma distribui¢do waterbag, que consiste em definir
valores Ax e Ap, baseados na energia do sistema e a partir dos quais os estados sao distribuidos

aleatoriamente.
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Figura 4.12 Folhas gravitacionais, N = 75,
e = 1.0. Erro relativo da energia versus o

tempo.

Figura 4.13 Folhas gravitacionais, N = 75,
e = 1.0. Erro relativo do momento versus o

tempo.

As medidas foram extraidas da média entre dez realizagdes que correspondem a mesma

energia, ver figura (4.14).

Propriedades de conservacdo do volume no espaco de fases, que se manifestam através

2N

da relacdo ZA,- = 0, s3o recuperadas também no modelo de folhas gravitacionais, conforme

1
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Figura 4.14 Folhas gravitacionais, N = 75, ¢ = 1. Convergéncia da medida do maior expoente de
Lyapunov em fung¢do do tempo para vdrias realizacdes, incluindo o valor médio e o desvio. Medidas

obtidas através do método tangente.

mostram os resultados da figura (4.15).
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Figura 4.15 Folhas gravitacionais, N = 30, e = 1. Espectro completo de Lyapunov. Cada ponto repre-
senta a taxa de divergéncia entre solucdes infinitesimalmente préximas em uma dada direcdo do espaco
de fases, portanto N = 30 particulas teremos 60 expoentes, sendo o indice i = 1 atribuido a direcdo de
maior expansdo. Os resultados mostram que a soma de todos os expoente é numericamente zero, uma
vez que seu valor é da ordem do erro associado a uma medida, conforme mostram os graficos da figura

(4.14).

O comportamento do maior expoente com o tamanho do sistema € um tema recorrente
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nas investigagcdes de modelos de longo alcance. Em relagdo as folhas autogravitantes, reporta-
se que com o aumento na quantidade de particulas hd um enfraquecimento nas propriedades
ligadas a caos [43]. Nossos resultados, exibidos no grafico da figura (4.16), corroboram com o

que existe na literatura.

T T

0.1 [ B

C | | 1

Figura 4.16 Folhas gravitacionais, ¢ = 1. Valor do maior expoente de Lyapunov e da entropia de

Kolmogorov-Sinai, definida como a soma de todos os expoentes positivos, contra o nimero de particulas.

A principio foi aplicado ao modelo de folhas a mesma metodologia utilizada no HMF,
incluindo o tipo de integrag¢do. Sabe-se da relevancia das colisdes na taxa de divergéncia entre
solu¢des muito proximas. Leapfrog aplicado ao modelo de folhas, entre um passo de tempo
e outro, suprime a ocorréncia de vdrias colisdes, implicando na ndo convergéncia do valor do
expoente de Lyapunov. O que justifica o uso do event divren, procedimento cuja a integragao €
baseada nas colisdes ocorridas no sistema.

Optar pelo event driven como integrador, apesar de importante na resolugdo das equacoes
lineares e consequentemente na obtencao do espectro de Lyapunov, significou abrir mao das
informacdes do sistema durante o periodo entre duas colisdes. Além disso, simula¢gdes baseadas
no mesmo nudmero de cruzamentos podem dispender tempos consideravelmente diferentes, que
¢ de fato um problema na implementa¢do do método dos clones, o qual reservamos os estudos

do HMF e cujo os principais resultados se encontram compilados na se¢do anterior.
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Consideracoes finais

Os resultados obtidos juntamente com as técnicas implementadas e divulgadas neste tra-
balho visam incrementar o entendimento sobre Caos e os Sistemas Hamiltoniano de longo
alcance, através da implementacdo, e andlises, dos métodos tangente, que utiliza equagdes li-
nearizadas, e dos clones, fundamentado em copias perturbadas, responsdveis por estimar os
expoentes de Lyapunov. Deve-se ressaltar que todos os mecanismos utilizados na constru-
¢do dos métodos foram inteiramente desenvolvidos durante o periodo do doutorado utilizando
linguagem C. Significa dizer que foi desnecessdria a utilizacdo de bibliotecas especificas ou
pacotes computacionais prontos, € ao invés disso nos dedicamos a investigar os integradores
numéricos, as técnicas de andlise de convergéncia e caracterizag¢do de distribuicdes, os proces-
sos de ortonormalizagdo, andlises de erro, entre outros, descritos com detalhes no capitulo 3 de
métodos.

A competéncia adquirida no assunto permitiu-nos a constru¢do de métodos "sob medida",
onde o conjunto de procedimentos adotado para estimar os expoentes de Lyapunov sofreria
variagdes dependendo do sistema abordado. Por exemplo, as folhas autogravitantes, onde o
célculo dos expoentes de Lyapunov exigiu a implementacdo de um integrador baseado nas
colisdes ocorridas no sistema, o event driven. Nesse caso, duas dindmicas regidas pelo mesmo
nimero de colisdes podem despender tempos completamente diferentes, o que inviabiliza a
utilizacdo do método dos clones. Diferente do HMF que teve sua evolucao (tanto do caso ndo
linear quanto do linear) estabelecida pelo método usual denominado leap-frog, onde o tempo €
definido como o tamanho do passo do integrador vezes o nimero de iteracoes.

Com respeito as medidas, nos empenhamos em ser o mais criterioso possivel. Todas elas
foram extraidas da média de vdrias realizacOes, com condi¢des iniciais equivalentes, e cujos
algarismos significativos foram rigorosamente definidos, baseados no erro derivado da raiz da

variancia. Nossos resultados além de satisfazer propriedades importantes dos sistemas Hamil-

51
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tonianos, figuras (4.4) e (4.15), estdo em concordancia com o que hd na literatura [27, 42].

Também propusemos uma forma de quantificar regides sensiveis do espacgo de fases através
da distribuicdo 81;, cujos resultados apontam, no caso subcritico do HMF, para a separatriz.
Os estudos nesse viés poderiam ser ampliados, investigando outras maneiras de correlacionar
a separatriz com os valores 81; no caso subcritico. Abordar também o regime supercritico do
HMF e o modelo de folhas.

Um outro aspecto importante deste trabalho foram as analises numéricas acerca dos mé-
todos para o célculo dos expoentes de Lyapunov no HMF. O mapa tangente, que na literatura
se apresenta como a forma padrdo de obter os expoentes de Lyapunov, foi confrontado com o
método dos clones, no qual o espectro € determinado por cOpias perturbadas do sistema. Como
resultado imediato, o tempo de computacdo do método dos clones se apresentou inferior em
absolutamente todos os casos reportados, tabelas (4.1) e (4.2), possivelmente pela construcao
recursiva da matriz Jacobiana 2N x 2N, exigida pelo método tangente e desnecessdria no mé-
todo dos clones. Além disso, andlises nos mostram que € possivel chegar a convergéncia do
expoente de Lyapunov com passos de integracdo maiores, utilizando o método dos clones, o
que implica em menos iteracdes e tempos de computacdo ainda menores. O fato do método
dos clones dispensar o uso da versao linearizada do sistema, possibilita-o estimar os expoen-
tes de dinamicas onde ndo se sabe explicitamente as equagdes que o regem (ou as regras de
movimento ndo sdo dadas por equacdes diferenciais e mapas).

Para finalizar, vale ressaltar que os resultados atestam o bom funcionamento de nossas
rotinas, no entanto como € de interesse, também, o comportamento dos expoentes de Lyapunov
proximo ao limite termodindmico, seria razodvel aperfeicoar nossos algoritmos, com o intuito
de que os novos programas suportem o elevado nimero de particulas considerando um tempo
aceitavel de computacdo, que poderia ser realizado otimizando o event driven, por exemplo,
e/ou traduzindo nossos codigos para linguagem CUDA (Compute Unified Device Architecture)
[21], extensdo para a linguagem C que permite o uso de programacdo paralela, por meio da

utilizacdo da unidade de processamento grafica.
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Aplicacao do integrador simplético ao modelo

onda-particula

O modelo onda-particula se refere a dindmica de N particulas eletrostaticamente acopladas
e cujo comportamento coletivo admite movimentos vibracionais que podem ser descritos como
ondas. A abordagem, utilizando a funcdo distribuicao de velocidades, consiste em classificar
as particulas, em ressonantes e ndo ressonantes. As particulas ressonantes t€m velocidades
proximas as velocidades de fase e possuem uma dindmica autoconsistente com as ondas, que
se comportam como osciladores harmonicos. Ja as particulas ndo ressonantes, com velocidades
consideravelmente diferentes da velocidade de fase, atuam apenas como meio de suporte para
a propagacao das ondas.

A Hamiltoniana que representa a interacido de N particulas com M ondas, conforme a des-

cricdo acima [16] é

proM XP4y? B
H:Zé—f—Za)j%—keZZ j[ Y;sin (Kkjx,) + X cos (kjx,)], (A.D)
j=1 r=1j=1Kj
onde x, € p, sdo respectivamente a posi¢ao e 0 momento das particulas e X; e ¥; sdo coordena-
das cartesianas da amplitude da onda. € e ; sdo pardmetros de acoplamentos, ®; a frequéncia
da onda e k; o vetor de onda.

Relevante em fisica de plasma, a interagdo onda-particula originalmente foi descrita se-
gundo teoria cinética. O modelo introduzido pela Hamiltoniana (A.1) € uma abordagem utili-
zando mecanica classica.

Comparado ao campo médio do HMF, existe certa equivaléncia as ondas autoconsistente
do modelo WP. Com a ressalva de que as componentes da magnetizacio compdem um para-

metro de ordem enquanto as coordenadas da onda, no sistema WP, sdo varidveis dindmicas do

problema.
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As regras de movimento, com origem nas equagdes de Hamilton, sdo dadas por

M
pr - _aa_l;l = —€ Z BS[YS Ccos (str) +Xv Sin(str)]

s=1
N
. a 8[3‘ .
X;= a_’; =w;Y;+ TJJ Elsm(lcjxs)
§=

. ‘9}1 Zzl;j N
)<i = — X = ——-O)j)(j + ——i;'IE:% COS (’(jx&).
S=

(A2)

Mais uma vez o problema é resolvido numericamente, utilizado o integrador simplético

leap frog. No entanto, o fato da fun¢do Hamiltoniana possuir mais de um par de varidveis

candnicas conjugadas exige um pouco mais de atencdo durante a implementagao.

Os codigos, desenvolvidos em C, encontram-se disponivel logo a baixo. A respeito da

notac¢do utilizada nos comentérios do algoritmo, vale saber que

- H_gX diz respeito a parte dependente de X da fun¢do —dH /dq,;

- H_qY diz respeito a parte dependente de Y da fun¢do —dH /dq,;

- H_X diz respeito a fungdo —dH /dX;

- H_Y diz respeito a fungdo dH /JY;;

H_p diz respeito a fun¢do dH /dp;-.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void integrator_step(int n, int m, double h, double epsilon, double beta[], double k[],

double X[], double Y[])

int i, 3J;

double bac;

// (meio passo H_gX, H_X)*#x*x ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K ok kK Kk k kK kK

for( i = 0; i < n; i++
{
bac = 0.;

for( j =0; 3 <m J++ )

double wO[],

double ql],

double pl],
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16 bac += betal[j]*X[jl*sin(k[jI*q[i]);

18 pli] = p[i] + (-epsilonxbac)*h/2.;

21 for( i =0; i < m; i++ )

23 bac = 0.;
24 for( j = 0; Jj < n; j++ )
25 bac += (betali]/k[i])=*cos(k[i]l*q[]]);

27 Y[i] = Y[i] + (-wO[i]*X[i] + epsilonsbac)«*h/2.;

30 // (ME10 DPASSO H_) #k % %k ko ko ko k ok ok k ok ok ok ok ko ko % ko Kok kK

32 for (i=0; i<n; i++)

33 qlil= qli] + p[il*h/2.;
35 [/ (DASSO H_QY, H_Y) # ko ko k ko kokk ko kk ok kokkkok ko %ok % Kok &k ok ok ok Ak ok

37 for (i=0; i<n; i++)

38 {

39 bac=0.;

40 for (3=0; j<m; J++)

41 bac+=beta[j]*Y[j]l*cos (k[J]*q[i]);

43 pli]l = p[i] + (-epsilonxbac)+h;

46 for (i=0; i<m; 1i++)

47 {

48 bac=0.;

49 for (3=0; Jj<n; J++)

50 bac += (beta[il/k[i])*sin(k[i]l*q[j]);

52 X[i]= X[1] + (wO[i]*Y[i] + epsilonxbac)h;

55 // (ME10 PASSO H_) %k kkk ko k ok ko ok ok &k ok ok & &k ok ok & %ok Kk % ko K
56

57 for (i=0; i<n; i++)

58 qlil= qli] + plilxh/2.;

59

60 // (Meio Passo H_qX, H_X) sk &k kkkkkkokk &k k ks kkxhkkthkks
61

62 for( i = 0; i < n; i++)

63 {

64 bac = 0.;

65 for( j = 0; j < m; j++ )

66 bac += betal[j]*X[jl*sin(k[j]l*ql[i]);
67

68 pl[i] = p[i] + (-epsilonxbac)*h/2.;

69 }

70

71 for( i = 0; 1 < m; i++ )

72 {

73 bac=0.;

74 for( j = 0; j < n; j++ )

75 bac += (beta[i]/k[i])=*cos(k[i]lxq[]]);
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Y[i] = Y[1i] + (-wO[i]*X[i] + epsilonxbac)x*h/2.;

return;

As investigacOes do modelo onda-particula se encontram em constru¢do. No momento, 0s
resultados gerados envolvem os casos mais simples.
Considerando uma particula e uma onda (N = 1, M = 1), sob o conjunto de pardmetros

w=1,=0,k=1¢e=1,as equagdes de movimento serdo dadas por

X=p

;=0

p. (A.3)
X=Y

Y =—X.

Trata-se de uma particula livre na presenga de uma onda cujas componentes evoluem se-
gundo as equagdes de um oscilador harmonico simples. Nao hd desacordo com os resultados

gerados pelo nosso integrador, como podemos ver nas figuras (A.1).

0.5

0.8— — -0.5

06— |

Figura A.1 Onda- particula, N=M =1, 0w =1, =0, k =1, € = 1. As condigdes iniciais utilizadas

sdox(0) =0, p(0) =1, X(0) =1 e Y(0) =0, com passo de integragdo h = 0. 1.

Ainda para uma particula e uma onda, mas considerando os pardmetros @ =0, f = 1,

Kk =1e & =1, obtivemos os graficos das figuras (A.2), que comparam os resultados do nosso
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integrador simplético com solucdes obtidas utilizando um Runge-kutta , € mais uma vez ha

concordancia.

Figura A.2 Onda- particula, N=M =1, ® =0, B =1, k =1, € = 1. Comparagéo dos resultados do
integrador simplético apresentado (tracejado, em preto) com resultados obtidos via Runge-Kutta (cheio,

em vermelho).

O erro relativo na energia e no momento sao da ordem de 1073, conforme mostram os

gréficos da figura (A.3).

0,003

0,005 —
0,002

(e-e))/e;

-0,005— -

001 . | . | . | . . . | . |
o 500 1000 1500 o 500 1000 1500

Figura A.3 Erro relativo na energia e no momento total associado a resolug@o do sistema onda-particula

utilizando o integrador simplético proposto.

No contexto da tese, o préximo passo seria a resolucio das equagdes linearizadas do pro-



58 APENDICE A APLICACAO DO INTEGRADOR SIMPLETICO AO MODELO ONDA-PARTICULA

blema,
O0x, = Opy

M
Op,=—¢€ Z Bs[0Y cos (Ksx,) — Yy sin (Kx, ) Ky Ox, + 60X sin (Kux, ) + X cos (Kx, ) KsOx,]
s=1
. N (A4)
8X; = 0;6Y;+£B; ) [cos (Kjxs) 6]

s=1
N

5Yj = —(I)j5Xj — Sﬁj Z [Sin(Kij)st],
s=1
juntamente com a implementa¢do dos métodos para o calculo dos expoentes de Lyapunov
(mapa tangente e método dos clones). No entanto, constatou-se, durante estudos envolvendo
mais particulas e mais ondas, que certas escolhas de parametros geram resultados questiona-
veis, com erros assumindo valores consideraveis. Entendida tal sensibilidade do método, seria

possivel prosseguir os estudos sobre caos, por exemplo analisando como o expoente de Lya-

punov escala com o tamanho do sistema e investigar as regides mais sensiveis do espaco de

fases.
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Algoritmos

Algorithm Cilculo dos expoentes de Lyapunov, mapa tangente
Input N: Numero de particulas

to: Tempo de evolugdo a partir do qual se iniciam os cdlculos para estimar o expo-
entes de Lyapunov
K: Numero de vezes que procedimento para o cdlculo do expoente € repetido
T: Tempo entre os processos de ortonormaliza¢do
h: Tamanho do passo do integrador
lyap_num: Numero de expoentes a ser calculado

samples: Numero de amostras

Output Ay: Maior expoente de Lyapnov

A1: Segundo maior expoente de Lyapnov

Aan—1: Menor expoente de Lyapnov

~

{x vetor relacionado as que regem a dindamica}

[\

{w; conjunto de vetores relacionado as equagoes linearizadas}

[O%)

Condi¢des_iniciais(x)

EN

Condigdes_iniciais(w;) {base ortonormal, (i =1,2,... lyap_num)}

W

for ¢ from O to ¢y do

N

integrador(x)

7 end for
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8 for k from O to K do

9 for 7 from O to 7 do
10 integrador(w;)
11 integrador(x)
12 end for
13 for i from O to [yap_num do
14 Ai+ = In|w;|
15 end for
16 ortonormalizagao(w;)
17 end for

18 for i from O to lyap_num do

19 ll' = % -Al'
20 end for
end

Algorithm Cilculo dos expoentes de Lyapunov, método dos clones

Input

N: Ndmero de particulas

to: Tempo de evolucdo a partir do qual se iniciam os calculos para estimar o expo-
entes de Lyapunov

K: Numero de vezes que procedimento para o cdlculo do expoente € repetido

T: Tempo entre os processos de ortonormalizacao

h: Tamanho do passo do integrador

lyap_num: Numero de expoentes a ser calculado

€: tamanho da perturbacdo

samples: Numero de amostras

Output Ay: Maior expoente de Lyapnov

A1: Segundo maior expoente de Lyapnov
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Aan—1: Menor expoente de Lyapnov

1 {x vetor relacionado as que regem a dindmica}
2 {X.i conjunto de vetores relacionado as copias perturbadas}

3 {w; conjunto de vetores relacionado as direcoes das perturbacoes}

4 Condicdes_iniciais(x)
5 Condigdes_iniciais(w;) {base ortonormal, (i =1,2,... ,lyap_num)}
6 for ¢t from O to 7y do
7 integrador(x)
8 end for
9 for i from O to lyap_num do
10 X =X+E-W;
11 end for
12 for k from O to K do

13 for t from O to 7 do

14 integrador(x.;)
15 integrador(x)
16 W; =X — X¢j

17 end for

18 for i from O to lyap_num do

19 Ait = ln“;—"|
20 end for
21 ortonormalizacao(w;)

22 for i from O to lyap_num do
23 Xei =X+E-W,;

24 end for
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25 end for

26 for i from O to lyap_num do
27 A=A

28 end for

end

Algorithm Condig¢ées_iniciais(w;)
1 {RAN = nuimero aleatério entre 0 e 1}
2 for i from O to lyap_num do
3 for j from O to 2N do
4 wi[jl1=2*RAN—1
5 end for
6 end for
7 for i from O to lyap_num do

8 for j from O to 2N do
9 wilj] = - will]
10 end for
11 end for

end

Algorithm ortonormalizacao(w;)
1 {vj, vetores backup}
2 {wy, base de vetores ortonormalizados}
3 for i from O to lyap_num do
4 Vi=W,;
5 end for

6 for i from O to 2N do
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7 uo[i] = “3—0| : V()[i]
8 end for
9 for i from 1 to lyap_num do

10 for j from O to j <ido

11 for [ from O to 2N do
vill]— = (Wi, u;) - ujl]
12 end for

13 end for

14 for j from O to 2N do

15 wilj] = - vilJ]

16 end for

17 end for

18 for i from 1 to lyap_num do
19 W= u;

20 end for

end
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APENDICE C

Rotinas computacionais relativas a dinimica do

HMF

C.1 Evolucao e calculo dos expoentes de Lyapunov utilizando o método

tangente

Corpo principal do programa

/*Programa desenvolvido pelo grupo de Fisica estatistica do instituto de Fisica da Universidade de Brasilia, Calculo dos

[STEN-TN-CREEN T N N &)

o =

expoentes de Lyapunov para o HMF, metodo tangente.x*/
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
//#include "initial_conditions_eqg.c"
#include "initial_conditions_wb.c"
#include "initial_ conditions_tm.c"
#include "energy.c"

#include "momentum.c"

#include "integrator_step.c"
#include "integrator_step_tm.c"
#include "lyap_calculo.c"

#include "plot.c"
#include "delta_ I_distribution.c"
#include "check_phi_w.c"

#include "bisseca

int main()

{
FILE xfout;
FILE xfout2;
FILE xfout3;
FILE xfoutd;
FILE *fouth5;

FILE *fin;

int i, j, 1, L, N, t0, tmax, frame, lyap_num, k, samples;

double h, EO, E, PO, P, MO, M, M2, mx, my, time, phiO, phi, w, bac;
char figname[20];

fout = fopen("./output/energy.dat", "w");

fout2 = fopen("./output/momentum.dat", "w");

fout3 = fopen("./output/lyapunov_exponent.dat", "w");

foutd4 = fopen("./output/lyapunov_exponent_samples.dat", "a");

fout5 = fopen("./output/mag.dat", "w");
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fin =
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fopen ("parameters.dat", "r");

fscanf (fin, "%d \n", &N);

fscanf (fin, "%d \n", &t0);

fscanf (fin, "%d \n", &tmax);

fscanf (fin, "%d \n", &frame);

fscanf (fin, "%d \n", &k);

fscanf (fin, "$1f \n", &h);

fscanf (fin, "%d \n", &lyap_num);

fscanf (fin, "%1f \n", &MO);

fscanf (fin, "$1f \n", &EO0);

fscanf (fin, "\n%d \n", &samples);

printf ("\n\nN = %d\n", N);

printf("t0 = %d \n", tO0);

printf ("tmax = %d \n", tmax);
printf ("frame = %d \n", frame);

printf ("k = %d \n", k);

printf("h = %g \n", h);

printf ("lyap_num = %$d \n", lyap_num);

printf ("MO = %g \n",MO0);

printf ("e_entrada = %g \n",E0);

printf ("samples = %d\n", samples);

double
double
double
double
double
double
double
double
double
double

*q = (doublex)malloc (N*xsizeof (double));
*p = (doublex)malloc (Nxsizeof (double));

*F = (doublex)malloc (N*sizeof (double));
*delta_I = (doublex)malloc (Nxsizeof (double));
*norma_v=(doublex)malloc (lyap_num*sizeof (double)) ;

«lambda= (doublex)malloc (lyap_num+sizeof (double)) ;
*norma_delta2=(doublex)malloc (lyap_numxsizeof (double));
*+delta= (doublexx)malloc ((2xN) xsizeof (double));
**v=(doublex*)malloc ((2*N)*sizeof (double));

*+u=(doublex*)malloc ((2*N)*sizeof (double));

for (i=0; i<2*N; i++)

{

delta[i] = (doublex) malloc(lyap_num x sizeof (double));
v[i] = (doublex) malloc(lyap_num x sizeof (double));
ul[i] = (doublex) malloc(lyap_num x sizeof (double));
}
for (L 0; L < samples; L++)

{

printf ("\nsample %d\n", L + 1);

for(l = 0; 1 < lyap_num; l++)

lambda[l] = 0.;

initial_conditions_wb ( N, g, p, MO, EO );

//initial_conditions_eq ( N, g, p, MO, EO );

initial_conditions_tm ( N, lyap_num, delta );

EO
PO

mx

= energy( N, q, p );

= momentum( N, g, p );

=my =0.;

for(i = 0; i < N; i++)
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mx += cos(q[i]);

my += sin(q[i]);

mx = mx/( (double)N );
my = my/( (double)N );
M2 = mx+mx + my*my;

M = sqgrt (M2);

printf ("\n\ntempo = %g \n", 0.);
printf ("M = %g \n", M);

printf ("EO = %g \n",E0);

printf ("P0 = %g \n\n",PO0);

for( i = 0; 1 < t0; i++ )

integrator_step (N, h, g, p, F, &mx, &my );

EO = energy( N, q, p );
PO = momentum( N, g, p );
M2 = mx*mx + mysmy;

M = sqrt (M2);

phi0 = atan2 (my,mx);

printf ("tempo = %g \n", hxt0);
printf ("M = %g \n", M);
printf("E0 = %g \n",E0);
printf ("PO = %g \n\n",PO0);

printf ("phi0 = %g \n\n",phi0);

for( i = 1; 1 <= tmax; i++ )
{
time = (double)i* (double)kxh;

for(j = 0; j < k; j++) //integrator
{

integrator_step (N, h, q, p, F, &mx, &my );
for(l = 0; 1 < lyap_num; 1l++)

integrator_step_tm ( N, h, gq, p, F, mx, my, 1, delta

if ( L == samples -1 && 1%100 == 0)
{
E = energy( N, g, p );

P = momentum( N, q, p );
fprintf (fout, "%$g\n", (E-EO0)/EO0);
//fprintf (fout2, "$g\n", (P-P0O)/PO);

fprintf (fout2, "$g\n", P);

M2 = mxxmx + my*my;

M = sqrt (M2);

fprintf (fout5, "$g\n", M);

//check_phi_w( mx, my, &M, &M2, &phiO, &phi, &w, h );

/*

)i
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156 if ( L == samples - 1 && 1 == tmax

157 {

158 delta_I_distribution ( N, delta, delta_I )

159 plot ( figname, frame, i, N, g, p, h, M, phi, w );
160 }

161 */

162

163 lyap_calculo ( N, delta , v, u, lambda, lyap_num, norma_v );
164

165 if ( 1%1000 == 0)

166 fprintf ( fout3,"%g %1f\n", time, lambdal0]/time );
167 }

168

169 fprintf ( fout3,"\n");

170 printf ("\nlambda = %g\n\n", lambda[0]/time);

171

172 fprintf (fout4, "$g %g\n", EO0, lambda[0]/time);

173 }

174

175 fclose (fout) ;

176 fclose (fout2);

177 fclose (fout3);

178 fclose (foutd);

179 fclose (fouth);

180 fclose (fin);

181

182 return 0;

183 }

Integrador Numérico Leap-Frog

#include <stdio.h>

2 #include <stdlib.h>

3 #include <math.h>

4

5 #include "force.c"

6

7 void integrator_step(int N, double h, double g[], double p[], double f[], double xmx, double *my )
8

9 int i;

10

11 for( i = 0; 1 < N; i++)

12 qli] = gli] + plil=h/2.;
13

14 force( N, g, £, &*mx, &+my );
15

16 for( i=0; i < N; i++ )

17 {

18 plil=p[i] + £[i]xh;

19 qlil=qli] + plil*h/2.;
20 }

21

22 return;
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Cdlculo da for¢a caso nao linear

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void force(int N, double g[],double f[], double xmx, double xmy)
{

int 1i,9;
*xmx = *my = 0.;
for( i = 0; i < N; i++

*mx += cos(q[il);

*my += sin(q[i]);

*mx = *mx/ (double)N;
*my = my/ (double)N;
for( i = 0; i < N; i++ )

fli]l= cos(q[i])* (*my) - sin(g[i])* (*mx);

return;

Cdlculo da forga para as equagdes linearizadas

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void force_tm(int N, double q[], double f[], double mx, double my,
{
int 1i;

double delta_mx, delta_my;

delta_mx = delta_my = 0.;
for( i = 0; i < N; i++)
{
delta_mx += sin(qg[i])~*delta[i][1];

delta_my += cos(q[i])=*deltali][1];

delta_mx /= -(double)N;
delta_my /= (double)N;

for( i = 0; 1 < N; i++)

int 1,

double x+delta)

fli] = (-mx*cos(q[i]) -myxsin(q[i]))=*delta[i][1l] +cos(g[i])=*delta_my -sin(q[i])*delta_mx;

return;
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Meétodo de ortonormalizacao

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

double proj(int N, double *xdelta,
{

double *%u, int i,
int 1;

double bac = 0.;

for( 1 = 0;

1< 2#N; 1++ )

bac += delta(l][i]xul[l][]];

return bac;

void lyap_calculo(int N, double **v,

{

double x*delta ,

int i,3,1;

double bac;

for( i = 0; i < lyap_num; i++ )
norma_v([i] = 0.;

for( i = 0; i < lyap_num; i++ )
for( j = 0; j < 2%N; J++ )

v[j][i] = delta[]][i];

for( i = 0; i < 2*N; i++ )

norma_v[0] += v[i][0]*v[i][0];

norma_v[0] = sqgrt(norma_v[0]);

for( i = 0; i < 2#N; i++ )
uli] [0] = v[i][0]/norma_vI[0];
for( i=1; i < lyap_num; i++ )
{
for( j = 0; j < i; j++)
{
bac = proj( N, delta, u, i, j );
for( 1 = 0; 1 < 2xN; 1++
v[1][i] -= bacxull][]];
}
for( j = 0; J < 2%N; J++
norma_v[i] += v[Jj][1]*v[3][i];
norma_v([i] = sqrt(norma_v[i]);
for( j = 0; J < 2xN; Jj++
uljl[i] = v[jl[i]/norma_v[i];
}
for( i=0; i < lyap_num; i++

lambda[i] += log(norma_v[i]);

int j)

double =*xu,

double lambdal],

int lyap_num,

APENDICE C ROTINAS COMPUTACIONAIS RELATIVAS A DINAMICA DO HMF

double norma_v[])
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for (
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i = 0; 1 < lyap_num; i++ )

for ( 3=0; J<2xN; j++ )

delta[j][i] = uljl[i];

return;

C.2 Evolucao e calculo dos expoentes de Lyapunov utilizando o método

dos clones

Corpo principal do programa

S 0V ® N U AW N

o8 =3
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/*Programa desenvolvido pelo grupo de Fisica estatistica do instituto de Fisica da Universidade de Brasilia, Calculo dos

expoentes de Lyapunov para o HMF,

#include
#include

#include

<stdio.h>
<stdlib.h>

<math.h>

//#include "initial_conditions_eq.c"

metodo dos clones.x/

#include "initial_ conditions_wb.c"
#include "initial_ conditions_cl.c"
#include "integrator_step.c"
#include "integrator_step_cl.c"
#include "energy.c"
#include "momentum.c"
#include "lyap_calculo.c"
#include "plot.c"
#include "deltalI_distribution.c"
#include "corrector_initial_conditions.c"
#include "check_phi_w.c"
#include "bissecao.c"
int main()
{
FILE =fout;
FILE xfout2;
FILE xfout3;
FILE xfoutd;
FILE xfouth;
FILE xfin;;
int i, 3, 1, L, N, t0, tmax, frame, lyap_num, k, samples;
double h, EO, E, PO, P, MO, M, M2, mx, my, time, phiO, phi, w, bac, epsilon;
fout = fopen("./output/energy.dat", "w");
fout2 = fopen("./output/momentum.dat", "w");
fout3 = fopen("./output/lyapunov_exponent.dat", "w");
fout4 = fopen("./output/lyapunov_exponent_samples.dat", "a");
fout5 = fopen("./output/mag.dat", "w");
fin = fopen("parameters.dat", "r");
fscanf (fin, "%d \n", &N);
fscanf (fin, "%d \n", &t0);
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fscanf (fin, "%d \n", &tmax);
fscanf (fin, "%d \n", &frame);
fscanf (fin, "$1f \n", &h);
fscanf (fin, "%d \n", &k);

fscanf (fin, "%d \n", &lyap_num);
fscanf (fin, "$1f \n", &MO);
fscanf (fin, "$1f \n", &EO0);
fscanf (fin, "$1f \n", &epsilon);

fscanf (fin, "\n%d \n", &samples);

printf ("\nN = %d \n",N);
printf("t0 = %d \n",t0);

printf ("tmax = %d \n",tmax);
printf ("frame = %d \n", frame);

printf("h = %g \n",h);

printf("k = %d \n",k);

printf ("lyap_num = %d \n",lyap_num);
printf ("MO = %g \n",MO0);

printf ("e_entrada = %g \n",E0);
printf( "epsilon = %g \n", epsilon );

printf ("samples = %d\n", samples);

double xg=(doublex)malloc (Nxsizeof (double));
double xp=(doublex)malloc (Nxsizeof (double));
double xf=(doublex)malloc (Nxsizeof (double));
double xnorma_v=(doublex)malloc (lyap_numxsizeof (double));

double *lambda=(doublex)malloc (lyap_numssizeof (double));

double xnorma_delta2=(doublex)malloc (lyap_numxsizeof (double));

double x*delta=(doublex*)malloc((2%N)+*sizeof (double));
double *x*v=(doublex+)malloc((2%N)x*sizeof (double));

double **u=(doublex*)malloc((2*N)*sizeof (double));

for (i=0; 1i<2N; i++)

{
delta[i] = (doublex) malloc(lyap_num * sizeof (double));
v[i] = (doublex) malloc(lyap_num = sizeof (double));

ul[i] = (doublex) malloc(lyap_num x sizeof (double));

double x+delta_I = (doublexx)malloc (N*sizeof (double));

for(i = 0; 1 < N; i++)

delta_I[i] = (doublex) malloc(lyap_num * sizeof (double));
double x%gc = (doublexx)malloc ((N)x*sizeof (double));
double x*pc = (doublexx)malloc ((N)+*sizeof (double));

for (i=0; i<N; i++)
{
gc[i] = (doublex) malloc(lyap_num % sizeof (double));

pcl[i] = (doublex) malloc(lyap_num * sizeof (double));

for(L = 0; L < samples; L++)
{
printf ("\nsample %d\n", L + 1);

for(l = 0; 1 < lyap_num; 1++)
lambda[l] = 0.;
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initial_conditions_wb( N, q,

//corrector_initial_conditions( N,

EO0 = energy( N, gq, p

PO = momentum( N, q,

)i
P )i

for(i = 0; 1 < N; i++)

mx += cos(q[i]);

my += sin(q[i]);

mx = mx/( (double)N

my = my/( (double)N

M2 = mx+mx + my*my;

M = sqrt (M2);

printf ("\n\ntempo =

);

)

;

i

g \n",

printf ("M = %g \n", M);

printf ("E0 = %g \n",E0);

printf ("PO = %g \n\n",PO0);

for (i=0; i< t0; i++)

p, MO,

0.)7

integrator_step( N, h, q, p, £,

EO0 = energy( N, gq, p

PO = momentum( N, q,

)i
P )i

for(i = 0; 1 < N; i++)

mx += cos(q[i]);

my += sin(q[i]);

mx = mx/( (double)N

my = my/( (double)N

M2 = mx+mx + my*my;

M = sqrt (M2);

printf ("\n\ntempo =
printf ("M = %g \n",

M

g \n",
)i

printf("E0 = %g \n",EO0);

printf ("PO0 = %g \n\n",PO0);

initial_conditions_cl( N, q,

for( i=0; i < lyap_num; i++

lambda[i] = 0.;

for(i = 1; 1 < tmax;

{

i++)

t0xh);

P, qc,

)

time = (double)ix (double)kxh;

for(j = 0; j <k
{

;

J++)

//integrator

integrator_step( N, h, g, p,

EO );

d, P

&mx,

pc,

£,

;

)i

&my

lyap_num,

&mx,

)i

&my

delta,

)i

epsilon );

73
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160

161 for(l = 0; 1 < lyap_num; 1l++)

162 integrator_step_cl( N, h, gq, p, qc, pc, £, 1, delta );
163 }

164

165 if ( L == samples -1 && 1%100 == 0)

166 {
167

168

169

170 fprintf (fout, "%$g\n", (E-E0)/EO0);

=5

= energy( N, q, p );

el

= momentum( N, g, p );

171 //fprintf (fout2, "$g\n", (P-P0)/PO);
172 fprintf (fout2, "$g\n", P);

173

174 M2 = mx*mx + myxmy;

175 M = sqrt(M2);

176

177 fprintf (fout5,"%$g\n", M);

178 }

179

180 lyap_calculo( N, delta , v, u, lambda, lyap_num, norma_v, d, p, dc, pc, epsilon );
181

182 if ( 1%1000 == 0)

183 fprintf ( fout3,"%g %1f\n", time, lambda[0]/time );
184 }

185

186 printf ("\nlambda = %g\n\n", lambdal[0]/time);
187

188 fprintf ( fout3,"\n");

189 //fprintf (fout4,"%g %g\n", 1loglO(N), loglO(lambda[0]/time));
190 //fprintf (fout4, "$g\n", lambdal[0]/time);

191 fprintf (fout4, "$g\n", lambda[0]/time);

192

193 //for(j = 0; j < lyap_num; j++) //integrator
194 //fprintf (foutd, "$g\n", lambdaljl/time);
195 }

196

197 fclose (fout);

198 fclose (fout2) ;

199 fclose (fout3);

200 fclose (foutd);

201 fclose (fout5);

202 fclose (fin);

204 return 0;

Integracdo das equagdes clone e determinagdo das variacdes g e O p

1 #include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include "force_cl.c"

PN Y I N VSR )

void integrator_step_cl( int N, double h, double g[], double p[], double xxgc, double x*pc, double f[], int 1, double xxdelta
)
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int 1i;
for( i=0; i < N; i++
qcl[i] [1] += pcli] [1]+xh/2.;

force_cl( N, gc, f, 1, delta );

for( i = 0; i < N; i++
{
pclil[1] += £[il*h;
qc[i] [1] += pc[i][1]*h/2.;
}
for( i = 0; i < N; i++ )
{
delta[i][1] = g[i] - gcli][1];
deltal[i + N][1] = p[i] - pcli][1l];

return;

Método de ortonormalizacao

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include "proj.c"

void lyap_calculo(int N, double xxv, double =xxu,

[1, double pl[],

double x*delta ,

double xxgc, double xxpc, double epsilon)

int i,3,1;

double bac;

for( i = 0; i < lyap_num; i++ )

norma_v[i] = 0.;
for( i = 0;

i < lyap_num; i++

g o= 0; J < 2%N; J++

= deltaljl[i];
for (

i =0; i < 2%N;

vIi][0]*v[i][0];

i++

norma_vI[0] +=

norma_v[0] = sgrt(norma_v[0]);

for( i = 0; 1 < 2#xN; i++ )
uli] [0] = v[i][0]/norma_v([0];
for( i=1; i < lyap_num; i++

double lambdal],

int lyap_num,

double norma_v([],

75
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for( j = 0; j < i; j++ )

bac = proj( N, delta, u, i, J

for( 1 = 0; 1 < 2%N; 1++ )

v[11[i] -= bac*ull][]];

for( j = 0; j < 2xN; j++ )

norma_v[i] += v[J][1]*v[J][1];

norma_v[i] = sqgrt(norma_v[i]);

for( j = 0; J < 2xN; j++ )

uljl[i] = v[3][i]/norma_v[i];

for( i=0; i < lyap_num; i++ )

lambda[i] += log(norma_v[i]/epsilon);

for( i = 0; i < lyap_num; i++
for ( j=0; J<2xN; Jj++
deltal[3j]1[i] = uljl[il;

for(i = 0; i < lyap_num; i++)

for( j = 0; J < N; j++)

gc[3j1[i] = glj] + epsilonxdeltalj][i];

for(i = 0; i < lyap_num; i++)

for( j = 0; j < N; J++)

pcl[jl[i] = pl[j] + epsilonxdeltal[j+N][i];

return;



APENDICE D

Rotinas computacionais relativas a dinimica do

modelo de folhas autogravitantes

D.1 Evolucao e calculo dos expoentes de Lyapunov

Corpo principal do programa

/+*Programa desenvolvido pelo grupo de Fisica estatistica do instituto de Fisica da Universidade de Brasilia, Calculo dos
expoentes de Lyapunov para o modelo de folhas autogravitantes, metodo tangente.x/

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include "initial conditions.c"

#include "energy.c"

#include "momentum.c"

#include "temperature.c"

#include "plot.c"

"

#include "colision_time.c
#include "progress_bar.c"

#include "initial_ condit

#include "integrator_step_tm.c"

#include "lyap_calculo.c"
int main()
{

FILE =fout;

FILE xfout2;

FILE xfout3;

FILE xfoutd;

FILE *fout5;

FILE xfouté6;

FILE xfout7;

FILE *fin;

int i, j, 1, N, t0, tmax, frame, lyap_num, baci, bacj, samples;
double h, EO, E, PO, P, time, tij, energy_input, KS;

char figname[20];

fout = fopen("./output/energy.dat

fout2 = fopen("./output/momentum.dat", "w");
fout3 = fopen("./output/temperature.dat", "w");
fout4 = fopen("./output/time.dat", "w");

fout5 = fopen("./output/bac.dat", "a");

fout6 = fopen("./output/LE.dat", "w");

fout7 = fopen("./output/LS.dat", "a");

fin = fopen("parameters.dat", "r");
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fscanf (fin, "%d \n", &N);
fscanf (fin, "%d \n", &t0);
fscanf (fin, "%d \n", &tmax);

fscanf (fin, "%d \n", &frame);

fscanf (fin, "$1f \n", &energy_input);

fscanf (fin, "%d \n", &lyap_num);

fscanf (fin, "%d \n", &samples);

printf ("\n\nN = %d\n", N);
printf ("t0 = %d \n", tO0);

printf ("tmax = %d \n", tmax);
printf("frame = %d \n", frame);
printf ("energy_input = %g \n", energy_input);

printf ("lyap_num = %d \n", lyap_num);

printf ("samples = %d \n", samples)

i

double %gq = (doublex)malloc (Nxsizeof (double));

double *p = (doublex)malloc (Nxsizeof (double));

double *F = (doublex)malloc (Nxsizeof (double));

//double xdelta_I = (doublex)malloc (Nxsizeof (double));

double *norma_v=(doublex)malloc (lyap_num*sizeof (double));

double xlambda=(doublex)malloc (lyap_numssizeof (double));

double xnorma_delta2=(doublex)malloc (lyap_num+sizeof (double));

double xxdelta=(doublex*)malloc ((2+N)+*sizeof (double));

double **v=(doublex*)malloc((2*N)~*sizeof (double));

double x+u=(doublex*)malloc((2%N)~*sizeof (double));

for (i=0; i<2*N; 1i++)

{

delta[i] = (doublex) malloc (lyap_num % sizeof (double));
v[i] = (doublex) malloc(lyap_num * sizeof (double));
ul[i] = (doublex) malloc(lyap_num x sizeof (double));

for(l = 0; 1 < samples; 1l++)
{
for(i = 0; 1 < lyap_num; i++)

lambda(i] = 0.;

initial_conditions( N, g, p, energy_input );

initial_conditions_tm ( N, lyap_num, delta );

E0 = energy( N, g, p )i

PO = momentum( N, g, p );

printf ("\n\ntempo = %g \n", 0.
printf("EO0 = %g \n", EO0);
printf ("P0 = %g \n\n", PO);

time = 0.;

for( 1 = 0; 1 < t0; i++ )

colision_time( N, g, p, F,

time += tij;

if (i%1 == 0 && 1 == 0)

fprintf (fout3, "$g\n",

)i

&tij, &baci, &bacj );

temperature( N, p

)

)i
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99 EO = energy( N, g, p )i

100 PO = momentum( N, g, p );

101

102 printf ("\n\ntempo = %g \n", time);

103 printf ("EO0 = %g \n", EO0);

104 printf ("PO0 = %g \n\n", PO);

105

106 time = 0.;

107 for( i = 1; i <= tmax; i++ )

108 {

109 colision_time( N, q, p, F, &tij, &baci, &bacj );
110 time += tij;

111

112 for(j = 0; j < lyap_num; Jj++)

113 integrator_step_tm( N, p, j, delta, tij, baci, bacj );
114

115 lyap_calculo ( N, delta , v, u, lambda, lyap_num, norma_v );
116

117 if (i%500 == 0 && 1 == 0)

118 {

119 fprintf ( fout6,"%g %1f\n", time, lambdal[0]/time );
120

121 //plot ( figname, frame, i, N, g, p, h);
122

123 E = energy( N, g, p );

124 P = momentum( N, g, p );

125

126 fprintf (fout, "$g\n", (E-E0)/EO0);

127 fprintf (fout2, "%g\n", (P-P0)/PO);

128 //fprintf (fout2, "%g\n", P);

129

130 fprintf (fout4, "%g %g\n", tij, time);

131 }

132

133 }

134

135 fprintf (fout5,"%g\n", lambda[0]/time);

136 printf( "\n\ncolisions = %d, time = %gq, lambda = %g\n\n",tmax, time, lambda[0]/time );
137

138 KS = 0.;

139 for(i=0; i < lyap_num; i++)

140 KS += lambdal[i]/time;

141

142 //fprintf ( fout7,"%d %g\n", N, KS/( (double)N ) );
143 fprintf( fout7,"%g\n", KS/( (double)N ) );

144 }

145

146 //for (i=0; i < lyap_num; i++)

147 //fprintf (fout7,"%g\n", lambdali]/time);

148

149 fclose (fout) ;

150 fclose (fout2);

151 fclose (fout3);

152 fclose (foutd);

153 fclose (fouth);

154 fclose (fouth6);

155 fclose (fout7);

156 fclose (fin);

157

158 return 0;
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Determinacdo dos tempos de colisdo utilizados na implementagdo do event-driven

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include "force.c"

void colision_time (int N,

{

double qgql],

int i, j, r, s;

double gij, pij, Fij, delta[2], t[4], bac,
force (N, q, F );
sigma = 1.e-10;
time_min = 1.e10;
for( i = 0; 1 < N-1; i++
for( j = i+l; j < N; J++
{
gqij = qlil - al3];
pij = pli]l - pl3l;
Fij = Fli] - F[3];
delta[0] = pijxpij - 2.xFijxqij;
delta[l] = pij*pij - 2.%xFijxqgij;

if( delta[0] >= 0. )

t[0] = ( -pij + sgrt(deltal0])
t[1] = ( -pij - sgrt(deltal0])
}
else
t[0] = t[1l] = -1.;
if ( deltall] >= 0. )
{
t[2] = ( -pij + sqrt(delta[l])
t[3] = ( -pij - sgrt(deltall])
}
else
t[2] = t[3] = -1.;

tls] < tlr])
bac = t[r];

tlr] = tls];

double pl],

double F[], double xtij, int

bac_time, time_min, sigma;

) /Fij;
)/Fi3;

)/Fij;
)/Fij;

*baci,

int +bac3j)
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for( r = 0;

bac = t[

bac > 0.

time_min

*baci =

+«bacj =

*tij = time_min;

for( i = 0; 1 < N;
+pl
+ F[

qli] = qli]

pli]l = pli]

return;

t[s] =

D.1 EVOLUCAO E CALCULO DOS EXPOENTES DE LYAPUNOV

bac;

< 4; Tt )

rl;

&& bac < time_min )

= bac;

i++ )

i]x(#tij + sigma) +

i) (xtid);

Integracdo da dinamica caso ndo linear

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void integrator_step(

{

int N, double h, double q[],

int i, 3j, NO, NI;
double bac;
for( i = 0; i < N; i++)
qli]l = qli] + pl[il*h/2.;
for( i = 0; 1 < N; i++
{
NO = N1 = 0;
for(j = 0; J < N; j++)
{
if(i1=9)
{
if( qli] < aql3] )
N1 += 1;

else

(F[1]/2.) % (*#tij + sigma)*(xtij + sigma);

double p[],



25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

S 0V ® N U R W N =

A L R W N =

82 APENDICE D ROTINAS COMPUTACIONAIS RELATIVAS A DINAMICA DO MODELO DE FOLHAS AUTOGRAVITANTES

NO += 1;

F[i] = ( (double)Nl - (double)NO )/ ( (double)N );

pli] = pl[i] + F[i]*h;
qlil = qli] + plil«h/2.;

return;

Integracao da dinamica caso linearizado

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void integrator_step_tm(int N, double p[], int 1, double *xdelta, double tij, int baci, int bacj )
{

int i;

for( i = 0; i < N; i++

delta[i] [1] += deltal[i+N][1l]=tij;

delta[baci+N] [1] += 2.%( (delta[bacj][l] - delta[baci][l])/( (double)Nxfabs(p[bacj] - plbacil) ) );
deltal[bacj+N] [1] += 2.%( (delta[baci][1l] - deltal[bacjl[1l])/( (double)N=*fabs (p[baci] - plbacjl) ) );
return;
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