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Resumo

Nesta dissertacao, sao discutidos alguns modelos para encontrar geradores de simetrias
de Lie. Essas simetrias sao importantes para mapear solugoes (embora a principio esse
ponto nao seja o foco desse trabalho). Os modelos classicos da simetria de Lie sao apre-
sentados, e com eles, modelos para encontrar simetrias de equagoes integro-diferenciais e
fracionarias sao construidos. Geradores de uma mesma equacao sao encontrados usando

dois modelos diferentes, com o objetivo de demonstrar a equivaléncia entre esses modelos.



Abstract

This dissertation will discuss about some methods to find Lie’s symmetry generators.
These symmetries are important to map solutions (although it will not be considered
the focus of this work). Classic Lie’s symmetry methods are presented, and alongside
with them, other methods of Integro-differential and fractional equations are built to find
symmetries. Generators from the same equation are found by using two different models,

aiming to demonstrate equivalence between these methods.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho trata de um introducao as aplicagoes de andlise de grupo de Lie, para
equacoes com operadores nao-locais, através de alguns modelos. Equagoes com operadores
nao-locais incluem equagdes integro-diferenciais (E.I.D), equagoes diferenciais estocasticas
e outros exemplos menos conhecidos. Elas tem sido estudadas ha bastante tempo na
matematica, fisica e engenharia. Neste trabalho nds iremos focar nas equagoes integro-
diferenciais e equacoes com derivadas fracionarias

As E.I.D sao equagbes que apresentam termos diferenciais e integrais, as mais conhe-
cidas sdo as equagoes cinéticas (E.C) que formam a base da teoria cinética de gases rare-
feitos, transferéncia de radiagao e outros. A equacao cinética de Boltzmann na dinamica
dos gases rarefeitos[l] e a equacao de Vlasov na fisica de plasmas [2] sdo exemplos desse
tipo de equacao. As equacoes fracionarias sao um tipo particular de E.I.D, sao equagoes
com derivadas nao inteiras , que descrevem principalmente fenémenos nao lineares

Atualmente poucos resultados computacionais sobre simetrias para esses tipos de
equacgoes, podem ser encontrados na literatura, portanto, uma analise matemética com-
pleta e rigorosa, ainda nao esta definida. Este trabalho objetiva preencher um pouco desse
vazio existente. Iremos mostrar que existem relagoes entre a teoria classica de Lie (para
equagoes diferenciais ordindrias e parciais) e as equagoes integro-diferenciais e fraciondrias.

Ainda nao somos capazes de encontrar solugoes completas para todas as equagoes, por
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isso iremos focar nossos esfor¢os em encontrar subgrupos de simetrias e quando possivel
um conjunto de solugoes.

Este trabalho se organiza da seguinte maneira: no capitulo 2 sao revisados alguns
aspectos basicos sobre grupos e algebra de Lie. No capitulo 3 se demonstra a teoria Lie
classica e como se encontrar um subgrupo de simetrias. O capitulo 4, descreve os métodos
de simetrias para equagoes integro-diferenciais e fracionarias e uma comparagao entre os

modelos
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Capitulo 2

Grupos e Algebras de Lie

Nessa dissertacao, utilizamos as ferramentas matematicas da teoria das simetrias de
Lie e solucoes de grupo. Antes de utilizar tais ferramentas para poder encontrar as
simetrias de equacoes diferenciais para poder resolvé-las, precisamos dominar os conceitos
matemadticos para o tratamento das simetrias. [3],[4] e [5].

A mais importante forma de estudar simetrias é utilizando a teoria de grupos, esta
algebra é adaptada para o tratamento de um conjunto de transformacoes. Por possuir tal

caracteristica ela é importante para fisicos e matematicos.

2.1 Grupos

Um grupo G é:
a) um conjunto de elementos ¢1,92,93 ,-...,gn € G
Onde temos:

a) um operagao de grupo chamada de multiplicacao (o) que deve obedecer:
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1.gieG,g€G—=gog; G Completeza
2. gio(gjogr) = (g:09;) © gk Associatividade
3. 9100 =¢; = ¢g;i © §1 Elemento Identidade
4. gogl=glog=aq Inversao
Um grupo pode ser classificado em rela¢ao ao nimero de elementos(finito ou infinito)

e a natureza contével ou incontével de seus elementos (discretos ou continuos)

Exemplos

2m

1. Um conjunto de rotagoes em um circulo por multiplos de radianos forma um

grupo com n operacoes distintas. Grupos finitos como esse sao ditos de ordem n

2. O conjunto dos nimeros reais forma um grupo sob a adi¢ao. A identidade é o niimero

zero e o elemento inverso de x é -x

3. O conjunto de matrizes reais n X n nao singulares (matrizes cujos determinantes
sao diferentes de zero), sob a multiplicagdo de matrizes, forma um grupo conhecido como
Gl(n,r) (General Linear). O conjunto de matrizes n x com determinante 1 também forma
um grupo, chamado SL(n,r) (Special Linear). O conjunto de matrizes unitdrias n x n

forma o grupo U(n)
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2.2 Espacos Topoldgicos

Um espaco topolégico T é formado por um conjunto de pontos, denominados D, sobre
o qual se aplica uma topologia T. Uma topologia é formada por subconjuntos D;, D,
Ds,... C D que obedece alguns axiomas:

1. O conjunto vazio(&) e o conjunto D pertencem a Y.
geYT,DeT

2. Interseccoes finitas de elementos de T sao elementos de Y.

finita

ﬂ DZGT

3. Uniodes arbitrarias de elementos de Y sao elementos de T.

qualquer

U Die™

Os elementos D; da topologia sao chamados de conjuntos abertos.

Um espago topoldgico que obedece 1, 2 e 3 nao é muito restrito. Portanto, nesse tra-

balho iremos usar mais um axioma:

4. Sem € T, n € T, m # n, entao existem D,, € T, D, € T que obedecem as propri-
edades m € D,,, n € D,,, D,, N D,, = & um espago topoldgico que obedece ao axioma
4 é chamado de espago Hausdorff. Um conjunto aberto D,, contendo m é chamado uma

vizinhanga de m.
Exemplo

O espago Euclidiano R, (n finito) é um espago de Hausdorff no regime topoldgico de
esfera ou de cubo. A esfera topoldgica é gerada pelo interior de esferas de raios e centros

arbitrarios. A topologia consiste de todos os tais conjuntos abertos, juntamente com as
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unioes aleatérias e interseccoes finitas. O cubo topoldgico é gerado pelo interior de cubos
com centros e tamanho das arestas arbitrarios, juntamente com as unioes aleatorias e
interseccoes finitas. Ambas as topologias sao equivalentes. E facil ver que dois pontos
quaisquer podem ser separados, obedecendo assim o quarto axioma.

Podemos definir ainda, mais trés conceitos adicionais:

1. O espaco D é compacto se toda sequéncia infinita de pontos di, ds, d3, ... € D

contém uma subsequéncia de pontos que converge para um ponto em D

2. Seja @ um mapa do espaco D com topologia T no espaco Z com topologia (.
O conjunto de todos os pontos di, do, d3, ... € D que sao levados ao mesmo ponto z €

¢ é chamado imagem inversa de todos s conjuntos abertos em  é um conjunto aberto em D

3. Um conjunto S é fechado se contem todos os seus pontos de acumulagao. Um
ponto m é um ponto de acumulacao se todos os conjuntos abertos contendo m contem
pelo menos um ponto de S diferente de m. S junto de todos os seus pontos de acumulagao

sao chamados de fecho de S.

2.3 Atlas

Um atlas de Classe C* numa superficie M™ C R" é um colecio w de parametrizacoes:
Uy — U C M, de classe A*, tal que os conjuntos abertos U formam uma cobertura de M.
[6]

Um atlas @ sobre um espaco topoldgico é diferencidvel de classe A* (k € N*) se

qualquer mudanca de coordenadas num ponto (x,y) € w sdo aplicagoes de classe A*.

1
(y,2)’

1
)

Como (z,y) = (x,y) é um difeomorfismo de classe A*. Escrevendo (x,y) como (z

2?2, .., 2™) — (y', y?, ...,y™) , entdo o jacobiano é nao nulo em todo x. As mudancas de
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coordenada em um atlas sdo possiveis se e somente se w U z (onde z é a nova coordenada)
¢ também um atlas de classe A¥ em M.

Um atlas @ de dimensao m e classe A, sobre M, ¢ méximo quando contém todos os
sistemas locais de coordenadas que sao possiveis para w. Se o atlas nao for maximo, o

mesmo pode ser ampliado acrescentando todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

2.4 Variedade diferenciaveis

Na sessao anterior definimos o que é um atlas, agora podemos definir variedade dife-
rencidvel, ou simplesmente VD. Uma VD de m-ésima dimensao e de classe A*, pode ser
descrita como um par ordenado (M,z) onde M é um espago topoldgico de Hausdorff e w é
um atlas méximo (essa condi¢ao nao é essencial, entretanto alguns teoremas importantes
exigem essa hip6tese, exemplo disso o teorema de imersdo de Whitney[6] de dimensao m.

As variedades diferenciaveis devem seguir as seguintes propriedades:

1. M é espaco topologico de Hausdorff com base enumeravel.

2. w é uma colecao de homeomorfismos x: U — R™, de conjuntos abertos U C M

sobre abertos x(U) C R™.

3. Os dominios U dos homeomorfismos x € w cobrem M.

4. Dados x: U —=R™ey: V= R™com UNV # &, entdo (x,y);

x(UN V) — y(UNV)éum homeomorfismo de classe C*.

5. Dado um homeomorfismo z: W — R™ de um aberto W N M sobre um aberto z(W)

N R™, tal que (z,x) e (x,z) sdo de classe A* para cada x € w, entdo z € w.
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2.5 Grupos de Lie

Um grupo topoldgico ou grupo continuo consiste de uma variedade diferenciavel n-
dimensional M e uma operagao ¢ que mapeia cada par de pontos(f, a) em outro ponto

v, podemos escrever:
= r(B BB et o e (2.1)

onde p =1,2,..n

A fungao ¢: f x a — v = 8 a deve ser continua, e o deve ser inversivel.

Os grupos de Lie possuem dois tipos de estrutura, uma algébrica e uma topoldgica.
Portanto, devem obedecer a todos os axiomas de ambas as estruturas. Aplicando as pro-

priedades em ):

1. 4* = ¢*(5,a) onde a,8,y € M

2. PH(v¥(B,a)) = YH((v,8),0)

3. ' (e,a) = o = Y"u (a,€)

4. P* (a,a™t) = e = Y™y (a7t a)

2.6 Geradores Infinitesimais

Seja um grupo de Lie que atua num espaco geométrico G, por meio de uma trans-
formagao de coordenadas. Agora escolhendo uma fungao F(p) onde qualquer p pertenga

ao espaco G. Dado o sistema de coordenadas para G, podemos escrever p como sendo:

17



p — z'(p), 2%(p), 23(p), ..., x

A funcao F pode ser escrita em funcao dos parametros no sistema de coordenada

S,z'(p):
F(p) = F*[z'(p), 2*(p), 23(p), -.., 2™ (p)].

Em um outro sistema de coordenadas (S') as coordenadas de p mudam. Para que o

valor de F(p) se mantenha fixo a fun¢do F deve mudar de forma:

F(p) = FS [z (p), 22(p), #3(p), ..., «'V (p)].

Os dois sistemas de coordenadas estao relacionados por um elemento do grupo de

transformacoes:

z(p) = filox(p)]

Podemos relacionar FS com F'S , escrevendo z'*(p) em funcdo de 2’(p) obtendo:

FS [ (), 2(p), 2 (p), .yt (p)] = FO[fM (a2

Esta solucao ainda nao estd na forma particular que seja 1til para usarmos, dessa forma
iremos convenientemente usar transformagoes proximas a identidade. Para os grupos de

Lie usaremos da¥, cuja inversa é do# = -da'. Assim:
)

) = fl-dod ()] (2.3
= o)+ L)
ST X 1)

= z'(p) - 5aa—ﬁﬂ|ﬁ=0~

l5—o(—0ax) + ...

Substituindo a Eq. (2.3) na Eq. (2.2)) encontramos:

FEE) = Fe) -0t S, (2.4)

18



Em primeira ordem, a variacao em F é dada por

o

F ) = Pol(p) = 0282 ®)) O pspy

W) ) (29)
= daX,(z)Fz]

Onde X, ¢ o gerador infinitesimal do grupo de Lie, através da aplicagao repetida destes
operadores podemos obter todos os elementos do grupo de Lie gerados por eles, devido a
natureza de variedade diferenciavel e conexa do Grupo de Lie, isso faz com que o teorema

de Taylor seja valido e aproximagoes pertos da identidade possam ser feitas.

2.7 Algebra de Lie

Se a propriedade comutativa vale para um determinado grupo, que possui elementos

a e (3, entao a seguinte relagao é valida:

afa~t = 3. (2.6)
Se o grupo nao comuta, ou seja, [, 3] = v, temos portanto:

afat =44, (2.7)

para « e  préximos a identidade, podemos expandir em torno dos geradores infinitesimais

da seguinte forma:

1
a = I+6a"X,+ 5504“)(#(504”)(,,,
(2.8)

B = I—i—éﬁ“X”—ir%éﬁ“Xuéﬁ”X,,.
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Substituindo as Eq. (2.8) em Eq. (2.7) e ignorando os termos iguais ou maiores que

terceira ordem.
(aB)(Ba)™ =1+ 6adB[X,, X,]. (2.9)

Como (af)(Ba)~! é um elemento do grupo, o comutador deve estar no espago vetorial

dos geradores do grupo e pode ser expandido como uma combinacao linear da base. Logo
[X,ua XV] = C’;\VXA) (2.10)

onde Cﬁy sao contantes a serem especificadas de acordo com o grupo.

Quando adicionamos a um espaco vetorial qualquer, a operacao comutador, é possivel
construir uma algebra, neste caso os geradores formam um espago vetorial e como de-
monstrado ele possui a propriedade de comutacgao, dessa forma pode-se construir Algebra
de Lie.

A algebra de Lie obedece também a identidade de Jacob e a propriedade anticomuta-

tiva
30X, X))+ (X[, 3,0] + X[, X)) = 0. (2.11)

Embora todo Grupo de Lie possua uma &lgebra de Lie associada, a correspondéncia
nao é 1-1. Indmeros Grupos de Lie diferentes possuem a mesma &dlgebra de Lie, duas

algebras com as mesmas constantes C’ﬁy sao necessariamente, a mesma algebra
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Capitulo 3

Meétodos de Simetria

Nesse capitulo iremos descrever o método classico de simetrias de Lie, que abrangem

basicamente equagoes diferenciais ordindrias e parciais. [7] e [§].

3.1 Simetrias em Objetos

Antes de entendermos as simetrias de equacoes diferenciais, vamos tratar do conceito
de simetria em objetos geométricos. De maneira geral, simetria de um objeto é uma
transformacao onde o objeto permanece aparentemente inalterado, como exemplo disso
podemos citar a rotacao de um triangulo equilatero sobre seu centro. Depois de uma
rotacao no sentido horédrio de 120 graus, o triangulo parece o mesmo, portanto, essa
transformacao é uma simetria.

Existem restrigoes sobre simetrias em objetos. Cada simetria possui uma inversa, que
também é uma simetria. Aplicar uma transformacao de simetria e em seguida seu inverso
(ou vice-versa) mantém o objeto inalterado. Exemplo, vamos denominar I' uma rotagao
de 120 graus em um triangulo equilatero, sua inversa ['~ é uma rotacao de 240 graus. Se
x é a posicao de um ponto qualquer no objeto e se I' : x +— é uma simetria qualquer, entao
temos que z ¢ infinitamente diferenciavel em relacao a x. Assim I' é um difeomorfismo

(C™), isto é, um mapeamento invertivel suave cuja inversa também é suave.
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Uma transformacao é uma simetria se satisfizer as seguinte condicoes:
(S1) A transformagao preserva estrutura.
(S2) A transformagao ¢ um difeomorfismo.
(S3) A transformagcao mapeia o objeto em si mesmo, ou seja, um objeto no plano (z,y)

e sua imagem no plano (z,¢) sao indistinguiveis.

A partir desse ponto, nos restringimos a transformacgoes que satisfazem (S1) e (52).
Tais transformagoes s@o simetrias se também satisfazem (S3), chamada de condigao de
simetria. Muitos objetos possuem um conjunto infinito de simetrias. Por exemplo, um

circulo unitério rigido

tem uma simetria

e (x,y) — (2,9) = (zcos(e) — ysin(e), zsin(e) + y cos(e)) (3.2)

para cada € € [—7, 7]. Em termos das coordenadas polares temos,

[c: (cosf,sinf) — (cos(f + ¢),sin(d + ¢)). (3.3)

Por conseguinte, a transformacgao é uma rotacao através de e em torno do centro do
circulo. Isso preserva a estrutura, é suave e inversivel (o inverso de uma rotagao por € é

uma rotacao por —e). Podemos mostrar que a condigao de simetria (S3) é satisfeita

P2+ 97 =2+ o7, (3.4)
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desde que

P+ =1

(cos(0 +€))> + (sin(0 +€))* = 1

sin” 6 (sin’(e) + cos®(e)) + cos” 6 (sin®(e) + cos’(e)) = 1
sin?f + cos?0 = 1

2?4yt =1 (3.5)

O conjunto infinito de simetrias ['. ¢ um exemplo de um grupo de Lie de um parametro.
Esta classe de simetrias é imensamente 1til e é importante para a construgao de solugoes
exatas de muitas E.D.Os. Suponha que um subconjunto de RY possua um conjunto

infinito de simetrias

onde € é um parametro real, e as seguintes condigoes sao satisfeitas.

~S

L1) I'y é uma simetria trivial, de modo que, & 2°, quando € = 0

(L1)
(L2) T, é uma simetria para todo € préximo ao zero

(L3) T'.I's = ', 5 para todo € , § suficientemente préximo de zero
(L4)

L4) Cada z pode ser representado por uma série de Taylor em € (na vizinhanca de € =

0), e portanto,
25(xt, o) = 28 + e (at . alN) + O(?) S=1,.,N,

logo o conjunto de simetrias ['. é um grupo de Lie local a um parametro. O termo grupo
é usado porque as simetrias ['. satisfazem os axiomas de um grupo, pelo menos para €
suficientemente perto de zero. Em particular, (L3) implica que I'-! = T'_. As condigoes

(L1) a (L4) sao ligeiramente mais restritivas do que o necessario, mas eles nos permitem
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comecar a resolver equacoes diferenciais sem que aparecam muitas complexidades. Sime-
trias que pertencem a um grupo de Lie a um parametro dependem de forma continua
do parametro. Como vimos, um objeto também pode ter simetrias discretas, tais sime-
trias nao podem ser representadas por um parametro continuo. Exemplo, o conjunto de
simetrias do triangulo equildtero tem a estrutura do grupo diedro D3, enquanto que as
duas simetrias do triangulo isésceles, formam o grupo ciclico Z;. Vamos nos concentrar
em grupos de Lie parametrizadas de simetrias, que sao mais faceis de achar e aplicar.
Na maior parte do tempo, vamos estudar as funcoes &° diretamente, sem referéncia a

quaisquer ideias da teoria do grupo. Por isso, é conveniente simplificar a notacao

As varidveis x!, 22, ... equivalem a x, v, ...

3.2 Simetrias em E.D.Os

Considere a seguinte E.D.O:

dy
— =0 3.7
T (3.7)
As solugoes sao o conjunto de linhas
y(r)=c¢ c€eR (3.8)
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que pertencem ao plano (x,y). A E.D.O é representada geometricamente pelo conjunto
contendo todas as solugoes, e assim qualquer simetria do E.D.O deve necessariamente
mapear a solucao definida em si mesmo. De maneira mais formal, a condi¢ao de simetria
(S3) requer que o conjunto de curvas solugoes no plano (x,y) deve ser indistinguivel da
sua imagem no plano (Z,¢), e por conseguinte

dy dy

prie 0 quando i 0 (3.9)

Uma transformacao de um plano pode ser invertida se o seu Jacobiano é diferente de

zero, por isso, impomos a condicao adicional

Fully — Byl £ 0 (3.10)

Uma curva de solucao particular vai ser mapeado para uma curva de solucao ligeira-

mente diferente, e portanto,

g(x,c) = ¢(c) Ve € R. (3.11)

A E.D.O [3.7] apresenta muitas simetrias. Hé simetrias discretas, tais como reflexoes

nos eixos x e y. Simetrias de Lie incluem a forma:

~—~

z,79) = (z,€ey) e e R (3.12)
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Cada translacao
(#,9) = (r+e,y+e) e,k (3.13)

¢ uma simetria. O conjunto de todas as translagoes depende de dois parametros, €; e
€. Ao definir €; como zero, obtém-se o grupo de Lie de um parametro de translagoes na
dire¢ao y. Do mesmo modo, o grupo de Lie de um parametro de translagao na direcao x
¢ obtido através da fixagao de €5 como zero. O conjunto de translagoes é um grupo
de Lie a dois parametros, que pode ser formado pela combinacao de dois grupos de um
parametro.

A E.D.O (3.7) é extremamente simples, e assim todas as suas simetrias podem ser

encontradas. Diferenciando (3.8) em relacao a x, obtemos

Ju(z,) =0,  VceR. (3.14)
Temos entao,

(ivfg) = (f($,y),g(y)), fa: 7é 0, Gy 7£ 0, (315)

onde f, g sao consideradas fungoes suaves de seus argumentos. Nas curvas de solugao, y
é uma funcao de z, e, portanto, (z,y) e y(z,y) podem ser consideradas como fun¢oes de

x. Entao utilizando a regra da cadeia, temos:

dy _ D.y dy
D 0 quando o 0 (3.16)
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onde D, é denominado como derivada total com respeito a x:
Dy=0,+y0,+y 0, + ... (3.17)

Podemos escrever também,

W—y,?{y =0 quando y =0, (3.18)
Ty YTy
isto, é
U
— =0. 3.19
& 319

Utilizando a condi¢ao de simetria na forma (3.19) pode-se obter informagoes sobre as

simetrias sem conhecer a solucao da equacao diferencial.

3.3 Condicoes de Simetria em Equacoes Diferenciais
de Primeira Ordem

Vamos considerar a E.D.O de primeira ordem,

it w(z,y) (3.20)

entao,

d
=w(z,9) quando d—y = w(z,y) (3.21)
T
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Entao podemos escrever,

Da::g ?jx‘{’y/gy A A dy
= P i) quando ! (3.22)

Portanto a condigao de simetria para a E.D.O anterior ¢,

:?x + W(l', y)%y _ W(ZIA’), y) (323)
Ty +w(z,y)Ty

Pode ser possivel determinar algumas ou todas as simetrias de um determinado E.D.O.
Uma abordagem é utilizar um ansatz, ou seja, uma hipdtese sobre a forma de uma fungao
desconhecida para facilitar sua resolucao.

Exemplo: Vamos considerar a E.D.O

dy _

— 24
o =Y (3.24)

A restricao anterior implica que toda simetria desta E.D.O satisfaz a equacao diferencial

parcial (EDP)

Uz + Yy
Ty + YTy

(3.25)

<>

Ao invés de tentar encontrar a solucao geral da E.D.P, vamos procurar simetrias que
satisfazem uma ansatz simples. Por exemplo, se houver mapeamento de y em si mesmo,

entao

(@,9) = (@(z,9),y) (3.26)
Entao a equagao se reduz a,

o 3.97
o+ yt, (3.27)
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portanto

Botuyi, =1, 2,40 (3.28)

Existem muitas simetrias desse tipo, as mais simples sao as simetrias de Lie correspon-

dentes a translagoes do tipo

(#,9)=(z+ey), €€R (3.29)

Notamos que as translagoes na direcao de x para a E.D.O ¢y’ = 0 sdo simetrias triviais,

mas elas nao sao simetrias triviais da E.D.O ¢ = y da qual a solucao geral é,

y =ce’, aeR (3.30)

A translacao na direcao de x mapeia a curva de solucao correspondente a um deter-

minado valor de ¢,

J=y=ce" =16  =ce®, onde ¢y =cre € (3.31)

portanto, as translagoes na direcdo de x para a E.D.O ¢y = y nao sdo triviais, porque
em geral ¢; # co. Obviamente, que se ¢ = 0 voltaremos a ter um simetria trivial para a
mesma. Curiosamente, uma curva de solucao é mapeado para si por cada translagao, isto
é, y = 0. As curvas que sao mapeadas em si mesmas por uma simetria sao ditas como
sendo invariante sob a simetria.

As simetrias translacionais (Z,9) = (z+¢€,y), e € R nao sdo capazes de mapear solugoes
com c¢; > 0 a solugoes com ¢; < 0. No entanto, a E.D.O tem simetrias que trocam as

solucgoes constantes dos semiplanos superiores e inferiores. A simetria

(j;a Q) = (l‘, _y); (332)
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é uma simetria discreta. Até agora, vimos simetrias de E.D.Os muito simples, mas os

métodos de simetria podem ser aplicaveis a quase qualquer E.D.O.

3.4 Simetrias de Lie para E.D.Os de Primeira Ordem

3.4.1 Acao de simetrias de Lie em um plano

Até agora, consideramos apenas algumas E.D.Os na forma,
= w(z,y) (3.33)

Vamos desenvolver agora, técnicas que sejam aplicaveis a qualquer E.D.O do tipo [3.33|

Comegaremos examinando a agao de simetria em um plano. Suponha que y = f(z)
¢ a solugao da equacao |3.33 e que uma simetria particular mapeia esta solucao a curva
U= f(ﬁ:), que é solucao da,

y

= = w(@.9) (3.34)

A fungao f é obtida do seguinte modo: a simetria transforma a curva para o con-
junto de pontos (Z,y), esta é uma curva no plano (Z,y), escrita na forma paramétrica .

Escrevendo x como func¢ao de z, podemos escrever f como:

f=9(x(2), f(x(2))) (3.35)

Se a simetria pertence a um grupo de Lie a um parametro, entao f é uma funcao de
2 e do parametro €.

Exemplo A solugao da E.D.O,

@ _ 2y (3.36)
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y = ca?

O conjunto de solugoes nessa regiao é mapeado em si pelas simetrias discretas

Especialmente, a curva de solugao correspondente a ¢ = ¢; é mapeada na curva

. 1 1

Portanto, x = Cl% assim a curva de solucao y = c;2? é mapeada para

Exemplo Agora considerando a equacgao diferencial ordinaria

dy y+a*y—y—=
dr  xp2+ a3 +y—a

Suas simetrias incluem as rotacoes

(Z,9) = (xcose — ysine, xsine + ycose).

Em coordenadas polares sao,

(#,0) = (r,0 + ¢).

A orbita através de qualquer ponto (xg,yo) # (0,0) é um circulo r

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

VG + Y,

enquanto que (0,0) é mapeada em si mesmo e portanto é um ponto invariante. A equagao
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mapeia cada ponto sobre uma orbita para um ponto na mesma orbita. Em outras palavras,
toda orbita é invariante sob a acao do grupo de Lie. Considerando agora uma orbita

através de um ponto nao invariante (z,y) . O vetor tangente a érbita no ponto (Z,y) é

(5('%7 ?)), 7](‘%, Z))), onde

dz . dy A

Em particular, o vetor tangente no (x,y) é

dz

dy
de

e = (G G

e:o> . (3.45)

Portanto podemos escrever para primeira ordem em € a série de Taylor para a agao

e=0

do grupo de Lie

&=z +e(x,y) +O(), (3.46)

§ =y +en(z,y) + O(). (3.47)

Um ponto invariante ¢ mapeado para si por cada simetria Lie. Portanto, para a

expansoes acima o ponto (z,y) sé é invariante se o vetor tangente é zero, isso é, se,

§(z,y) = n(x,y) = 0. (3.48)

Essa condicao é necessaria e suficiente e pode ser provada derivando repetidamente a
Eq. (3.44) em seguida fazendo € = 0. O conjunto de vetores tangentes para um grupo de
Lie particular ¢ um exemplo de um campo de vetores de Lie, porque os vetores tangentes

variam suavemente com (x, y). Vamos introduzir o conceito de equagao caracteristica.

Qz,y,y) =n(x,y) — y &(z,y) (3.49)
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Seja C uma curva y = y(z), a tangente a C em (z,y(r)) é na direcio (1,y (z)) isto é

paralelo a (&(x,y),n(z,y)) se e somente se

Q(z,y,y) em C (3.50)

Este resultado nos permite caracterizar as solucoes invariantes por exemplo da equacao

’

y = w(x,y), do seguinte modo. Em todas as solugoes desta equacao a caracteristica é

equivalente a

Q = Q(Ivva(x7y)) - T](ZL’, y) - w(x7y)§(x, y) (351)

Né6s chamamos Q(z,y) de caracteristica reduzida. A curva de solucdo y = f(x) é

invariante se e somente se

Q(z,y) =0 quando y= f(z) (3.52)
A simetria é trivial se e somente se Q(z,y) é identicamente zero, isso ¢,
n(@,y) = w(z, y)&(z,y) (3.53)

Se @, # 0 entdo é possivel determinar as curvas y = f(x) que satisfazem a (3.52)).
Cada uma dessas curvas é uma solucao da equacio y = w(x,y). Portanto a (3.52) pode
ser usada para encontrar todas as solugoes que sao invariantes sob um dado grupo de Lie

nao trivial, sem que seja necessario realizar qualquer integragao.

Exemplo 3 Considere a equagao de Riccati

(x #0) (3.54)
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tem um grupo de Lie de escala de simetria

(2,9) = (e“z,e”*y) (3.55)
O campo vetorial tangente é
entao a caracteristica reduzida é
~ 1 2 9
Qlay) = — — %y (3.57)
Com a condicio Q(x,y) = 0, temos
1 2 2
2Ty = 0
9 1

Portanto, as simetrias de Lie sao nao triviais, e existem duas solugoes invariantes:

y = +272 (3.59)

A maioria dos métodos de simetria usam os vetores tangentes, em vez das proprias
simetrias. No entanto, simetrias podem ser encontradas a partir dos vetores tangentes,
. di A dy PN .. N e
integrando as E.D.Os acopladas §f = £(Z,7) e 52 = 1(Z,9) sujeita as condigoes iniciais

como (Z(z,y;0),y(z,y;0)) = (x,y). Entao localmente, ha uma correspondéncia de um-

para-um entre cada grupo de Lie de um parametro e seu campo de vetor tangente.
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3.5 Coordenadas Canonicas

Cada E.D.O do tipo 2 = w(z,y) cuja simetrias incluem as translacdes do tipo (£, ) =
(z,y + €), podem ser integradas diretamente. Mais geralmente, se a E.D.O tem simetrias
de Lie que sao equivalentes a translacoes, a E.D.O pode ser reescrita em termos de novas
coordenadas. Todas as drbitas de (Z,9) = (z,y+€) tem o mesmo vetor tangente em cada

ponto;

&z, y),n(z,y)) = (0,1). (3.60)

As érbitas de (2, 9) = (z,y + €) sao linhas que levam o mesmo x em um y + €. Dado

qualquer grupo de simetrias de Lie a um parametro, visamos introduzir as coordenadas

(r,8) = (r(z,9), s(z,y)), (3.61)
tal que
(7,8) = (r(z,9),s(2,9)) = (r,s + €). (3.62)

Se isso for possivel, entdao o vetor tangente em um ponto (7, s) nas novas coordenadas

¢ (0,1), isso é

=1 (3.63)
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Aplicando a regra da cadeia temos

il I
de e=0
dz dr dy dr
(o) (@) (3) (@) -«
E(x,y)re +n(z,y)ry, = 0 (3.64)
ds _
de | _, N
dz ds dy ds
(0..) @)+ (&) &) -
£(x7 y)sx + 77(% y>3y = 1 (365)
{(@,y)re +n(z,y)ry =0
§(z,y)s: +n(x,y)sy =1 (3.66)
Dai temos a relacao;
T2Sy — TySy =0 (3.67)

Aplicando uma condicao de nao degenerescéncia, garante-se que se duas curvas r e s
constantes se encontram num ponto, elas se cruzam transversalmente. Qualquer par de
fungoes r(x,y), s(x,y) que satisfazem as equagoes acima sao chamadas de coordenadas
canonicas.

Coordenadas canonicas nao podem ser definidas em um ponto invariante, porque a

equacao determinante para s em [3.66| nao tem solugao se

{(z,y) =n(z,y) =0 (3.68)
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E sempre possivel normalizar o vetor tangente (pelo menos localmente) desde que
sejam diferentes de zero. Coordenadas canonicas nao sao definidas exclusivamente pela

Eq. (3.66). Na verdade, se (r, s) satisfaz a mesma, entao

(7,8) = (F(r),s+ G(r)) (3.69)

para funcoes suaves arbitrarias F e G. A condicao de nao degenerescéncia imposta a
restricio de F'(r) # 0, mas ainda hd muita liberdade. Temos a intencdo de reescrever
a E.D.O em termos de coordenadas canonicas. Isso envolve a diferenciacao, por isso é
aconselhavel usar a liberdade acima para fazer r e s tao simples quanto possivel. Sempre
que possivel, vamos tentar usar uma solucao simples nao degenerada da Eq. .
Coordenadas canonicas podem ser obtidas a partir de utilizando o método das

caracteristicas. Esse método consiste em utilizar equagoes caracteristicas

dx - dy s
oy nwy (3.70)

Onde a primeira integral de uma dada equacao diferencial de primeira ordem

Yt (371)

¢ uma funcao ¢(z,y) cujo valor é constante em qualquer solucdo y = y(z) desta E.D.O.

Portanto

bo + [ (, y)¢y =0, ¢y #0 (3.72)

cuja solucao geral é:

d(a,y) = c (3.73)
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Suponha que, £(x,y) # 0, vemos que a coordenada canénica invariante é uma primeira

integral de

dy  n(z,y)
"ty (3.74)

Entao r = ¢(z,y) é encontrada resolvendo a equacao anterior. Muito frequentemente,
uma solucao s(z,y) pode ser encontrada pela [3.66, De outra forma podemos usar r =

r(z,y) para escrever y como fungao de r e z. Entao a coordenada s(r, ) é obtida por

00) = ( [ gmy)

aqui a integral é avaliada com r sendo tratado como uma constante. Similarmente, se

(3.75)

r=r(z,y)

&£ =0en+#0 entao

(3.76)

R0 (/n(i?y))

sao coordenadas canonicas.

3.6 Resolvendo E.D.Os através das simetrias de Lie

Suponha que encontramos as simetrias de Lie nao triviais de uma dada Z—z = w(z,y).

Como sao simetrias nao-triviais obedecem a seguinte regra:

n(x,y) # wlr, y)§(z,y). (3.77)
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Entao a equacao % = w(x,y) pode ser reescrita em termos das coordenadas canonicas

€omo;

ds _ so+ w(x,y)s, (3.78)
dr 1y +w(z,y)r,’ '

s2@@W)sy oo 6 uma funcio de T e s.

podemos também escrever
retw(z,y)ry

Contudo, (r,s) sao coordenadas canodnicas, assim a E.D.O acima é invariante sob o
grupo de translacoes na direcao de s, portanto, podemos escrever a equagao como;

ds
o= Q(r). (3.79)

Resolvendo a equagao temos;

s — /Q(r)dr =c, (3.80)

’ s ~ ~ d
onde ¢ é uma constante arbitraria. Portanto, a solugao geral da da equagao 7% = w(z,y)

r(z.y)
s(x,y) — / Q(r)dr = c. (3.81)

Este método muito simples pode ser aplicado a qualquer equacao diferencial ordinaria

do tipo Z—:yc = w(x,y) com um grupo de Lie nao trivial conhecido a um parametro de
simetrias. B preciso primeiro determinar as coordenadas canonicas resolvendo a E.D.O
Tipicamente, ¢ muito mais facil de resolver do que j—g = w(z,y). O exemplo a

seguir demonstra a eficacia do método em lidar com E.D.Os cujas solugoes nao sao ébvias.

Exemplo Vamos considerar a equacao de Riccati da qual ja encontramos as solucoes

y =ay’ - —— — (z #0) (3.82)



que sao invariantes sob simetrias de Lie

2e

(2,9) = (e, e Y) (3.83)

Agora vamos completar as solucées. Em coordenadas candnicas temos:

(r,s5) = (zy,In |z|) (3.84)

Entao a equacao [3.82] se reduz a

ds 1
Pl (3.85)

Resolvendo a equagao parar e s e reescrevendo em termos de x e y temos que a solucao

geral para a equagao de|3.82|é

_ c+ x?
y_xQ(c—mQ)‘

(3.86)

Analisando esse conjunto de solucoes, duas solugoes em particulas sao bastantes inte-
ressantes: quando c vai a infinito a solucao se torna o inverso de 22 e quando c vai a 0,

ela se torna —m%

3.7 Condicao de simetria linearizada

Ja sabemos que podemos encontrar simetrias de Lie de uma equagao do tipo g—z =

w(x,y) utilizando a condi¢ao de simetria equivalente a

f’{x + w(ilf, y):gy _ w(f, y) (387)
Ty +w(z,y)Ty

Em geral, isto é uma equacgao diferencial parcial dificil de resolver. No entanto, as

simetrias de Lie podem ser derivadas a partir de uma condicao muito mais simples no
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campo vetorial tangente. Por definicao, as simetrias de Lie da equagao % = w(z,y) sao

da forma

& =x+e(x,y) + O(?)

g=y+en(r,y)+O0() (3.88)

vamos agora substituir a na temos

w(,y) + € {n. +w(z,y)n,} + O(e?)

T+ el{é+w(@myét+0(@) w(z + e&(z,y) + O(?), y + en(z, y) + O(¢*)§3.89)

Expandindo como série de Taylor em € = 0, temos:
w+e{n, (ny — &) w — &’} + O(€%) = w + e {&wy + nwy } + O(€%) (3.90)
desprezando os termos de ordem mais alta em € temos

Nz + (ny - §a:)w - fyuﬂ = éwzr + Nwy (391)

essa equacao ¢ a condicao de simetria linearizada. Assim podemos reduzir o problema
uma vez que esta ultima equacao é linear e mais facil de resolver do que a |3.87]
A condigdo de simetria linearizada pode ser reescrita em termos da caracteristica

reduzida. Como

Q=n—w (3.92)
entao pode-se escrever
Qw + w@y = wa (393)

Cada solucao da corresponde a infinitos grupos de Lie, para @ satisfazendo a
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mesma temos

(&n) = (£ Q +wé)

(3.94)

¢ um campo vetorial tangente de um grupo a um parametro, para qualquer funcao &.

Todas as simetrias de Lie triviais correspondem & solucao de Q = 0 da m Em principio,

as simetrias nao triviais podem ser encontradas a partir da|3.93] utilizando o método das

caracteristicas. As equacoOes caracteristicas sao

Exemplo

Considere a E.D.O

dv  dy Q
1 W(l’,y) Wy(ﬂ?,y)Q
2
by 10
dx xy

(3.95)

(3.96)

Muitas simetrias de Lie tem campos vetoriais tangentes da forma

= a(z),

n = B(x)y +(z),

(3.97)

A equacao terd as simetrias se a condicao de simetria linearizada for satisfeita com

Entao temos

6'y+7'+<ﬁ—o/> (
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T = z4ea(x)
g = y+e{Bx)y+q(2)} (3.98)
Uo +w(, )0, . .
:i':v + W(ZE,y) Ay - W(I,y)
1 — 2 2 1 1 2
Yy +1) = « (nyy + 1) — (By+7) ( ;—yQy )(3.99)



Comparando os termos de poténcia y e y~2 e termos independentes temos um sistema

de equagoes do tipo;

v=0
B—d o B
r 12 =z
B=a
o +—=0
x
Resolvendo a B.103 temos
o= clx_l
e portanto,
B=—ca™

Logo, qualquer campo vetorial tangente da forma

(& n) = (az™", —cz%y)

satisfaz a condicao de simetria linearizada.
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3.8 Equacoes determinantes para pontos de simetrias

de Lie

Toda simetria encontrada até agora é um difeomorfismo da forma

(2,9) = (2(z,9),9(z,y)) , (3.107)

este tipo de difeomorfismo é chamado de ponto de transformacao; todo ponto de trans-
formacao que é também uma simetria é chamado de ponto de simetria. Agora foca-
mos nossa atencio para esses pontos. Para encontrd-los em uma E.D.O do tipo y™ =
w (x, v,y ...,y(”_l)), nés devemos primeiro calcular o n®), k= 1,...,n. As funcoes £ e n

tem dependéncia apenas de x e y e portanto:

o= ety —&)y -6y (3.108)
N = e+ 2y — &) Y+ (yy — 260) ¥ — &y

+ {ny — 26, — 3&,@/} v (3.109)
NP = s + Bnazy — Gaaa) Y + 3 Moy — Eawy) ¥ + (g — 3an) ¥ — St

+ 3 {nwy = &ow + (Nyy — 38ay) y — 2§yy9/2} y'

— 3y T+ {ny — 36, — 4§yy'} y" (3.110)

A cada n® calculado, o nimero de termos aumenta exponencialmente, entdo é reco-
mendado para o estudo de E.D.Os de ordens mais altas,a implementacao de uma algebra

computacional. Vejamos agora um exemplo de como utilizar essa técnica

Exemplo Considere a E.D.O de segunda ordem

y =0. (3.111)
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Sabendo que a transformagao infinitesimal (desprezando os termos de ordem maior ou

igual a dois em €) é do tipo

Jy=1vy-+en, (3.112)
entao
g =y +en?, (3.113)
portanto
j= 0
ou
y +en® = 0. (3.114)
A condicao de simetria linear ou linearizada desta equacao é:
(3.115)

n® =0 quando y =0,

dessa forma temos

Nz + (277901/ — &oa) y/ + (nyy - 25963/) ylg - gyyyl3 + {ny — 28 — 3593/,} y” =0 (3.116)

Como £ e 7 independem de 3, a condicao de simetria linearizada pode ser decomposta
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no seguinte sistema de equacoes determinantes:

Nez = 0
My — &z = 0 (3.117)
Nyy — 280y = 0

gyy =0

A solucao geral da ultima equacao do sistema é
§(x,y) = A(z)y + B(z) (3.118)
onde as funcoes A e B s@o arbitrarias. E a terceira equagdo do mesmo sistema nos da
n(z,y) = A'(2)y* + C(x)y + D(x) (3.119)
onde C e D sao também funcgoes arbitrarias. Das equagoes que restaram temos

"

A" (x)? + C" (x)y + D" (x) = 0, 3A" (z)y +2C (z) — B

"

(@)=0  (3.120)

Igualando poténcias de y na |3.120, nés obtemos um sistema de equagoes das funcgoes

arbitrarias A, B, C e D;

A (x) =0, C (x)=0, D (z) =0, B (z) =2C (z) (3.121)

Resolvendo as equagoes, temos o seguinte resultado. Para o grupo de simetrias de Lie

a um parametro da equagao [3.111] as fungoes & e 1 sao da forma

E(r,y) = a+er+coy+ cr® + gy,

n(z,y) = co+cay+ cexr + crry + sy’
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onde ¢y, ..., cg sao constantes. Portanto a forma mais geral do gerador infinitesimal é

X =) cX; (3.122)
onde

Xl = 61‘; X2 - aya X3 = xaac; X4 = yay» X5 = yaxa X6 = [an,

X; = 2%0, + xy0y,, Xg= 2y, + y26y (3.123)

Exemplo Vamos considerar agora uma E.D.O mais complicada
y' =Y 2 (3.124)

A condigao de simetria linearizada é

2
’ / / ’ Yy
Nex + (277151 - fx:r) ) + (nyy - 2£:ch) Yy 2 - Eyyy 3 + {ny - 2§I - 3€yy } (? - y2>

/2 / o
= 7 (—‘Z—Z - 2y> + {nx +(ny— &)y — &y 2} <7y) (3.125)

N . ’ , ~ .
Comparando as poténcias de y , nés obtemos as equagoes determinantes:

1
gyy + ;fy = 0,
1 1

2Myy = 2Ly — St oEn = 0, (3.126)

2
277xy - gxz + 3y2§y - ;nx = Oa

New — Y (y —2&) +2yn = 0
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Da primeira equagao da|3.126, encontramos
¢ =A(z)In|y| + B(z) (3.127)
e da segunda equacao da temos
n=A'(x)y (Inly)* + Clz)ylnfy| + D(x)y (3.128)

Aqui as fungoes A,B,C e D sao fungoes desconhecidas que sao determinadas pelas

equagoes remanescentes de |3.126] Substituindo a [3.127] e [3.128| na terceira equacao da

3.126|, nés obtemos
3A"In |y| + 3A(x)y +2C (z) — B =0 (3.129)
Portanto,

Alw) =0, B'(z)=2C"(2) (3.130)

Nos agora substituimos a |3.127] e [3.128| na iltima equacao determinante, levando em

conta A(z) = 0, que nos leva
C(z)y* Inly| + C” (x)yIn |y| + <QB/($) —C(x) + D(x)) v+ D' (x)y=0 (3.131)
resultando no sistema
C(z) =0, D(z) =0, D (x)=0 (3.132)
levando em conta a|3.130}, encontramos

B(z) = ¢1 + o, D(x) = —ca, (3.133)
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onde ¢, e ¢y sdao constantes arbitrarias. Consequentemente, a solucao geral da condigao

de simetria linearizado é
& =c1 + oo, n = —2cy (3.134)
O gerador infinitesimal é da forma
X = X1+ Xy, (3.135)
onde
X1 =0, Xo = 20, — 2y0, (3.136)

Seja = o co njunto de todos os geradores infinitesimais do grupo de pontos de simetria
de Lie a um parametro de uma E.D.O n > 2. A condicao de simetria linearizada é linear

em £ e n, e portanto,
X17X2 E=Z=XteXy € E, v01702 € R. (3137)

Portanto, = é um espago vetorial. A dimensao , R, deste espago vetorial é o niimero
de constantes que aparecem na solugao geral da condigao de simetria linearizada. Como

nos exemplos acima todo X € = pode ser escrito na forma
R
> X,  GeR, (3.138)

i=1

onde {Xj,..., Xr} é a base de Z. O conjunto de pontos de simetria gerados por X € =

formam um grupo de Lie (local) a R parametros.
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3.9 Reducao de Ordem de E.D.Os Usando Coorde-
nadas Canonicas

Vamos supor agora que X é um gerador infinitesimal de um grupo de simetrias de Lie

a um parametro da E.D.O

y(n) =w <.fl?, y7yl7 "'7y(n71)) ) n % 2. (3139)

Sejam (r, s) coordenadas canénicas do grupo gerado por X, de modo que
X =0, (3.140)

Entao essa E.D.O pode ser escrita em termos de coordenadas canonicas na forma

dFs

s =Q (r,s,é, e s(")) , stk = TE

(3.141)

Contudo, a E.D.O ¢é invariante sob o grupo de Lie de translagoes em s, assim a condicao

de simetria da
Q=0 (3.142)
e portanto,
s =Q (r, 8, ..., s(")) (3.143)

Escrevendo a E.D.O [3.139] em termos das coordenadas canonicas, nds reduzimos a
mesma para uma E.D.O de ordem n — 1 de v = $:

dk—i—ls

n—1 n—2 k
o ):Q(r,v,...,v( )), v()—W

(3.144)
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Vamos supor que a equacgao reduzida tem uma solugao geral
v=f(r;cry .., Co1) (3.145)
Entao a solucao geral da equacao original |3.139|é
r(@,y)
s(z,y) = / f(rie, o, cnon)dr+c, (3.146)

mais geralmente, se v é uma funcao qualquer de s e r tal que vy(r, $) #, entdo a [3.143| se
reduz a E.D.O da forma

D = Q (r,v,... v("*Z)) ) = dk_v (3.147)
) Y 7 7 drk
Uma vez que a solucao da equagao anterior é encontrada, a relacao
$ = 5(r,v) (3.148)
da a solucao geral da [3.139;
r(z.y)
s(x,y) = / s$(ryv(rycry ., cnq))dr + ¢y (3.149)

Resumindo, se soubermos o grupo de simetrias de Lie a um parametro, somos capa-
zes de resolver a equacao do tipo [3.139 resolvendo uma E.D.O de ordem mais baixa em
seguida integrando-a, caracterizando assim uma técnica sistematica para calcular pontos

de simetrias de Lie.

Exemplo Considerando a E.D.O linear

" 3 ’
y = (— - 290) y + 4y (3.150)
x
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Um dos geradores avaliaveis dessa equagao é

X = yd, (3.151)

As coordenadas candnicas mais simples sao

r=uz, s =1In|y| (3.152)
Assim também temos
d ! d2 1" /2
gy &5_Y _ ¥ (3.153)
dr Y dr? Yy Y

Consequentemente a E.D.O se reduz a equacao de Riccati

dv 3 ds y/
dr (7“ 7“) v v ! dr Y ( )

Esta reducao é uma técnica padrao, que produz a solugao geral da equacao original se
uma solugao da equagao reduzida puder ser encontrada. A equagao de Riccati tem uma

solucao simples:
v=—2r (3.155)
Entao as solugoes remanescente sao da forma
v=—2r+w?, (3.156)
onde w satisfaz a E.D.O linear

- (§ + 2r> w (3.157)
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Portanto,

C1 _.2 1 1
A 1
v 7“36 + 2r 23 (3.158)

Tendo encontrado $ = v(r;¢p), a solu¢ao da(3.155 da

Injyl=s= -1 +c=—-2"+c (3.159)
Similarmente B.156] rende
—z2 1 2
In|y| =In|cie™ + 5 (22 =1) |+ (3.160)

Combinando esses resultados e redefinindo as constantes arbitrarias, encontramos a

solucao geral da[3.150| que é

y=ce™ +6 (22— 1) (3.161)

No exemplo acima, foi conveniente tomar v = §. Comumente esta nao é a escolha

conveniente para v.

3.10 Invariante Diferencial

Usando R geradores de simetria de Lie(ou simplesmente geradores de Lie) podemos

reduzir a ordem uma de E.D.O de ordem n(R < n) para uma ordem n - R, essa sessao

descreve como podemos calcular essa reducao.

Um gerador X gera simetrias em uma E.D.O:

y™ =w(z,y,y,y .y ), (3.162)
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em coordenadas canonicas, a E.D.O ([3.162]) pode ser reescrita como:
vV = Q@ v, ..., 0, (3.163)

onde v é uma fungao de r e % =3, e d?” # 0. A E.D.O reduzida (3.163|) é composta
de fungdes que sao invariantes sobre a acao de grupo gerada por X = Js. Esse grupo de
funcgoes é conhecido como invariantes diferenciais. Um invariante de ordem k, é detonado

por X*I = 0. Em coordenadas canonicas X (k) = d,, e os invariantes sio denotados por:
I[=F(rs,..,s®) (3.164)

para uma funcao F qualquer. Os invariantes sao fungao de r, v e derivadas de v em
respeito a r, dessa forma e e v sdo chamados de invariantes diferenciais fundamentais.

Um invariante de ordem k deve satisfazer a seguinte condigao:
&L +nly+n" + e =0 (3.165)

dessa forma I é a primeira integral de:

%:%_%%:—ﬁg (3.166)
r é a primeira integral de:
-2 (3.167)
e v é a primeira integral de:
%:%:%; (3.168)

Uma E.D.O que possui mais de um gerador de Lie pode ser escrito em termos dos
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invariantes para cada gerador, dessa forma a E.Do pode ser escrita em termos de fungoes
que sao invariantes sobre todos os geradores. Dado um espago de Lie L. formado por R

geradores, os invariantes diferenciais desse grupo sao solucoes do sistema:

i o1 ol
R
S m 7751) 77§ ) / 0
)
P
IR =10 (3.169)
R
§r MR 77531) m(q) ®)
- S P o]

Este sistema tem duas solugoes independentes entre si. Uma solugao é independente

de yf* e é denominada de 7z. A outra solucdo é v que depende nao trivialmente de 7.

Como ‘S’Tfj depende de y#1) a E.D.O (3.162) se reduz a:

v?{R = n(rg,vg, ..., Ugl_R_l)) (3.170)
U(k) _ dk"UR
R dr%

para alguma funcao 7.
Agora vamos dar um exemplo de como essa técnica pode ser usada:

Exemplo A E.D.O de quarta ordem abaixo:

/ "

9
y) = ;(1 —y)y (3.171)

Usando o pacote computacional para MAPLE, SADE[9], encontramos trés geradores

de simetria:

X, = 0, (3.172)
Xy = 20, + yo, (3.173)
X3 = 2°0, + 2xy0, (3.174)
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Escrevendo os invariantes diferenciais, usando a EQ. (3.169)), temos:

I,
1 0 0 0 0 I, 0
x y 0 —y" —2y" I, 1 =10 (3.175)
22 2xy 2y 2y —wy') —day” Iy 0
1y ]
Para simplificar, admitimos x = 0, dessa forma a Eq. (3.175)), se torna:
I
1 00 O 0 I, 0
0y 0 —y" —2¢" I, | =10 (3.176)
00y vy 0 Iy 0
1y ]
Usando a equacao (3.176|) podemos encontrar trés equacoes:
I, = 0 (3.177)
yly—y' Iy =2y Im = 0 (3.178)
yly +y' Ly = 0 (3.179)
onde I é funcio de (x, v, v,y , 4" ).
Usando a equagao (3.177)), temos:
I=Iyy.y.y") (3.180)
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Substituindo a equacao ([3.180f) na equacao (3.179)) e calculando, temos:

1 "

) ==y Le(yyy

! "

) (3.181)

)

yl,y (y,y Y

"

I=1(y,29y" —y*y
Substituindo Eq. (3.181]) em Eq. (3.178]), temos:

y]y(y7 Zyy” . y/27 y///) . yl/] . (y7 ny/l . y/27 y///) i 2y///]y”/ (y’ ny// . y/2’ y///) _ 0(3'182)
Y

"

I=10yy" ¥, 42" )(3.183)
A partir da Eq. (3.183)), podemos afirmar que o invariante diferencial fundamental é:

ryg = 2yy¥ 7Y (3.184)

vs = vy (3.185)

A partir dos invariantes diferenciais, podemos encontrar o invariante de ordem mais

alta:

dy’y )
dvs —~
28— dw 1
drs d2yy” —y'?) (3.186)
dx
2y:l//y/// —"_ 2y/”/ (3 187)
2y/y// + ny/// _ 2y/y//
r 9y
= + =; (3.188)
2y
Substituindo a E.D.O (3.171)) na EQ ([3.188|)
dvg
— =1 3.189
ars (3.189)
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Cuja solucao é:

U3 =73+ C (3190)

substituindo (3.185)) e (3.184) na EQ. (3.190)), temos:

" _ 2yy// - y2 _|‘ C]_
y2

(3.191)

que ¢é invariante sobre os trés geradores de Lie (3.172)), (3.173)), (3.174)

Invariantes fundamentais podem ser usados para construir E.D.Os que tem determina-
dos geradores de Lie. Se um invariante fundamental de um grupo de Lie G R-dimensional,
é da forma (rg, vg), entao toda E.D.O (3.162)) de ordem n> R que tem G como grupo de

simetria pode ser escrita na forma:
v = F(rp, v, ..., 00 9), (3.192)

onde F é uma funcao qualquer.

3.11 Algebra dos Geradores

Até agora nés fomos capazes de reduzir a ordem de uma equacao, mas ainda nao
encontramos completamente as solugoes destas, em relacao a seus geradores de Lie. Antes
de avancarmos nesse campo, vamos primeiramente estudar melhor a estrutura algébrica
formada a partir dos geradores de simetria de equacao. Para garantir que n geradores sao
suficientes para resolver uma E.D.O de ordem n, algumas condi¢oes devem ser satisfeitas,
essas condigoes serao apresentadas no decorrer dessa secao.

Um gerador € escrito na forma:
Xi = &0: + 10y (3.193)
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aplicando a operagao de comutagao para dois geradores de simetria X; e Xy, temos:

(X1, Xo] = X1(£2)0, + X1(12)0y — Xo(£1)0, — Xao(m)0, (3.194)

X, e X, devem obedecer uma condicao de simetria para uma E.D.O do tipo y™ =

(n—1)

WYY, oy a seguinte condicao deve ser valida:

XMy —w) =1

)

m _ xMy =0 (3.195)

) 7

(n)

i

y™ . Portanto, a Eq. (3.195) pode ser reescrita como:

Como n,"” é para n maior ou igual a dois, linear em 3. Por sua vez, w independe de

Ay ™ + Fla,y, oy = XMw =0 (3.196)
Como y™ = w(x,y.y, ..., y™ ) temos:
Niw + F(z,y, ..., y™ V) — Xl-(”)w =0, (3.197)

se (y™ - w) for um autovetor de X; a Eq. é satisfeita, o que implica que X;(y™ -
w) = A\i(y™ - w), a partir dessa condicao concluimos que se dois geradores sdo geradores de
simetria o comutador entre eles também é um gerador de simetria. Portanto, os geradores
de simetria além de formar um espago vetorial, também possuem uma estrutura de algebra
com o produto algébrico.

Uma &lgebra pode ser construida a partir de varias subédlgebras. Um elemento formado
pela comutacao de dois elementos que pertencem a uma &algebra, também pertencera
aquela algebra, se X;, Xy € M, entdo [X;, X3] € M. Toda subdlgebra de Lie é uma
algebra por si s6.

Uma subdlgebra onde a comutacao de um elemento desta com qualquer elemento da

59



algebra, der um elemento da mesma subalgebra é chamada de ideal:

X, €M, Xo€L—[X1,X5) €M (3.198)

toda algebra possui no minimo dois ideais, o conjunto vazio e a prépria algebra.

Uma algebra L de dimensao R ¢ soluvel se existe alguma sequéncia de subdalgebras, 0
=Ly C Ly C Lr1 C Lgr =L, tal que a dimensao de L; = k e que L;_; seja um ideal
de Ly para todo k entre 0 e R. Como resultado disso, temos que qualquer subalgebra de
dimensao menor ou igual a 2 é solivel, o que indica que a a sequéncia acima pode ser

suficientemente construida até dimensao 2.

Exemplo

Considere uma algebra gerada pelos sete geradores

X, =0,

Xy = 0,

X3 = x0,
X4 = x0,
X5 = 220,
Xe = yO,

X7 = 20, + 2xy0,

O comutador entre esses geradores sao

[Xh X3] - Xl
[Xh X4] = X2
[X17 X5] - 2)(4

[Xl, X7] - 2(X3 + XG)
[X2> XG] = X2
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[Xa, X7] = 2X,

(X3, X4] = X,
(X3, X5] = 2X;5
(X5, X7] = X7
(X4, Xo] = X4
(X4, X7] = X5
[Xs5, Xe] = X5

os demais comutadores sao nulos. E possivel mostrar que esta subdlgebra é soltivel através

da sequéncia

{0} C Span(X;) C Span(X;, X3) C Span(X;, X5, X3) C Span(X;, Xo, X3, X4) C
Span(Xh X27 X37 X47 XS) C Span(Xb X27 X37 X47 X57 XG) C Span(Xb X27 X37 X47
X57 X67 X7)

que é constituida apenas por ideais de cada subdlgebra. Vemos que Span(X;, X;) é
uma subdlgebra da algebra maior ja que a operacao de comutacao com qualquer um
dos elementos desta base é proporcional a alguns destes geradores. Isto por sua vez é um
ideal uma vez que os comutadores com Xy sao todos proporcionais a um dos { X7, Xo, X3},
ficando dentro da subalgebra. Esta construgao é possivel em qualquer passo da sequéncia.
A escolha da base de uma &algebra de simetria deve ser feita, da forma que facilite a
construcoes de ideais. A escolha mais simples que satisfaz essa condicao é a escolha da
base canonica.

A base canonica é aquela que dado um gerador X; elemental da base de L, X € Ly,
Xk & Ly_1, Ly = Span(Xy, X, ..., Xg).

Retornando ao problema de resolucao de uma E.D.O, algebras de simetrias soluveis
podem ser usadas para reduzir a sua ordem uma vez, ou multiplas vezes. Dado um
conjunto de geradores Xj, (i no intervalo de 1 a R) que forma uma base canénica de uma
E.D.O de ordem R, é possivel definir coordenadas canoénicas (r e v, ambas em R) para

uma equacao em relacao a X, de modo que nessas coordenadas, Xp = J;,,. Uma vez feito
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isso as coordenadas canonicas podem ser escritas em termos dos invariantes dos demais
geradores X7 até Xg_1. Toda E.D.O pode ser escrita em relagao a seus invariantes, vg
= F(rgr). O uso de coordenadas canonicas garante que vy é fungdo da derivada de s em
rr e do préprio rg.

O termo s pode ser escrita como sendo:

s = G(rg) (3.199)

rR(TR—1,VR—1)
SR = / G(TR)dT‘R +C1

, que é um E.D de ordem R-1 invariante por X; (i variando de 1 a R-1). Se a Eq.
puder ser resolvida para vg_; em funcao de rg_1, retornamos a equacao original agora com
a ordem reduzida em 1. Se esse método puder ser usado um numero suficiente de vezes,
a E.D.O pode ser resolvida completamente. As condi¢Ges necessérias para a construgao
desse método ¢ que uma vez que o gerador X = a(rg—1,Vp-1)0r,_, + B(rr—1,Vr-1)00,_,,
as fungoes a e § nao podem ser simultaneamente nulas e que as variaveis rg_1 € vg_1 a0
invariantes para os demais geradores.

Para ilustrar o método, considere a E.D.O:
y =L 2 (3.200)
que possui dois geradores de simetria:

X, = 0, (3.201)

Xy = 20, — 2y0, (3.202)

Calculando o comutador de X; com X5 vemos que eles formam uma base canodnica,

portanto, essa base é uma base soltuvel.
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O préximo passo € calcular os invariantes, para o grupo gerado por X, vemos que a

unica informacao que eles nos fornece é que I nao depende de x, portanto:
I=1Iyyy) (3.203)

por simplicidade escolhemos os invariantes na seguinte forma:
/
"n=Yv1=Y

Para o grupo gerado por X5, temos:

I,
1 0 0 0 I, 0
= (3.204)
r —2y =3y —4dy’ L, 0
_[y//
Essa matriz de invariante nos fornece a seguinte equacao:
—2yl, —3y I, — 4y I, =0 (3.205)
utilizando o software Maple, encontramos a seguinte solucao para essa equacao:
I=1 (y—3 y—2) (3.206)
y2 Y
portanto, os invariantes para o segundo grupo sao:
T i
Ty = L U2 = 2
Substituindo o segundo grupo na Eq. (3.200)), podemos reescreve-la como:
vy =713 —1 (3.207)

A variavel canonica s, € obtida a partir da restricao de X5 a ry e v;
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Xory = —2ry, Xovg = —3vy,
XQ = —27"18r1 - 3@18v1

Sabe-se de s, que

X282 =1

-27’167«182 - 31)181]152 =1

cuja solugao é sy = -3ln(ry). Desta forma
dssy dsg/dx
B 3.208
drs dry/dx ( )
33— 2w,
substituindo a Eq. (3.207)) na equagao anterior temos:
d82 T2
— = 3.209
dry 13 +2 ( )
depois de uma integracao direta:
1
59 = §ln(r§ +2)+k (3.210)

Reescrevendo essa solucao em termos de 71 e v1, obtemos a seguinte equacgao algébrica

para vi:

M=

v = j:rl(cf — 2rq)

(3.211)

onde ¢; é uma contante arbitraria. Isso completa o primeiro ciclo de resolugao, temos vy

como funcao de 7y, resta resolver a equacao para s;, usando Xji:

d 1 +1
Lo — (3.212)

dri Y r(c2 — 2r)

[SII
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através de uma integracao direta, obtemos

1 2
s1 = cg F —arccosh | ¢l — (3.213)
C1 1

Escrevendo essa equagao em termos de x e de y, temos:

1 2
T = ¢y F —arccosh (cl \/i) (3.214)
1 Y

Y= 2c§sech2(01(:ﬂ — )

3.12 Simetrias de Lie para Equacoes Diferenciais Par-
ciais

Pontos de simetria para E.D.P sao obtidos da mesma maneira que para E.D.O, para
exemplificar vamos considerar um E.D.P com duas varidveis independentes, (x e t) e uma
dependente (u). Um ponto de transformacao é um difeomorfismo que mapeia a superficie

u = u(x,t) da seguinte maneira:
D (o) o (0o b, 1)), 6, ule, 0), o, 1 u(, 1)) (3.215)

Para calcular a prolongacao de uma dada transformacgao, é necessario diferenciar os
termos da Eq. (3.215)), em relacao aos parametros independentes, através de uma derivada

total:

D, = 0y + up0y + Uyz0y, + UptOy, + ... (3.216)

Dt = 8,5 + Utau -+ U/xtaux + Uttaut + ... (3217)

Os dois primeiros termos da Eq. (3.215) podem ser reescritos em termos de um
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Jacobiano nao-nulo:

D,i D,t
J = 1#0 (3.218)
D, Dyt

Se a Eq. (3.218]) for satisfeita, o termo restante da Eq. (3.215]) pode ser reescrito como

@ = 0(#,t). Aplicando a regra da cadeia temos:

D, D, D,t| |z
= R (3.219)
thb Dti Dtt ﬁt‘
e portanto:
1 | Dyt Dyt 1 | Dz Dzt
Dyt Dyt D,z Du

as prolongacoes de ordem superior sao obtidas recursivamente, aplicando novamente a
regra acima.

Definindo um ponto de simetria de uma E.D.P de ordem n:

Azt u, Uy, Uy, ...) = 0 (3.221)

um ponto de transformacao é definido como:

A(&, L, 0, g, 37, ...) = 0 (3.222)

definida dessa maneira, pois a transformacao deve ser de tal maneira a mapear a funcao

nela mesma.
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Exemplo
Usando a condicao de simetria para mostrar que:

¢ um ponto de simetria da equacao de Burgers

Up + Uy = Ugy

Escrevendo o Jacobiano

1
—z L 8¢
22 42

Escrevendo os termos wuy, ut, € Uy,

Lo 9(tu, — 1
w2 ) = 8t(t*u; + wtu, +tu — 1)

i; = 8t*
55 2(tuy +u)
A%y, 0
iy = 8t* = 8% Uy
1

4(t2uzt + QtUx — 1) 12
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Calculando u; + 4, temos:

Gy + Uty = St(t2u; + wtu, +tu — ) + 2(ut — ) (4t (tu, — 1))
8t(t*u; + xtu, + tu — x) + 8t(ut’u, — ut — wtu, + 1) =0
8t3u; + 8xt’u, + 8t*u — 8tx + St3uu, — Sut? — 8xt’u, + 8txr =0
= 8t (uy + uuy,)

1

=—u

Jxx

Diferente do exemplo acima, normalmente nao conhecemos a priori, os pontos de
simetria de uma dada equacao parcial. Entretanto é possivel encontra-los através dos

grupos de Lie a um parametro. Escrevendo os pontos de simetria na seguinte forma:

& = x+ef(n,t,u)+ O(?)

>
Il

t+er(z,t,u) + O() (3.229)

>
Il

u+ en(z,t,u) + O(e)

Assim como cada ponto de transformacao no plano,cada parametro local de trans-
formagao de Lie é obtido através do gerador infinitesimal (X = £0, + 70; + nd,).
A superficie u = u(x,t) é mapeada sobre si mesma pelo grupo de transformagao gerado

por X se X(u - u(x,t)) = 0, essa condic¢ao é expressada pela equagao caracteristica:
Q=n—C&uy —Tuy (3.230)

quando @ = 0, a superficie é invariante.

E importante calcular também as prolongacoes da Eq. (3.229) que para a primeira
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derivada tem a forma:

Uy = Uy +en®(z,t,u, Uy, ug) + O(e?) (3.231)

Uy = U+ €7lt($7 ,u, Uy, ut) + 0(62)

onde n* e n' sao:

N (x, t,u, Uy, uy) = Dpn — up D€ — up Dy (3.232)

nt(xa t7ua Uy ut) - Dt77 - U’:thg - utDtT

De forma generalizada para derivadas de ordem superior:

i = ug +en® + O(e?) (3.233)
onde:
aAﬁ-Azu aAl-i-AQﬂ
UAS Prdigta AT ppaipiae
portanto,
Giaz = Uy + en™ + O(€) (3.234)
G 4; = war + en™ + O(€%)
(3.235)
onde:
Axr A
n - D:Bn - UAmef - uAthT (3236)

77At = Dt77A — Upe D — uar Dyt

69



Exemplo
Vamos aplicar o método para encontrar geradores de simetria na equacao de Burgers

(3.224]). Inicialmente vamos calcular a equagao na sua forma prolongada:

QU + g = Al (3.237)

expandindo os termos prolongados temos:

Uy + €' + Upe + ™ = (u+ en)(uy + en®)

U + €' + Ugy + €N = uuy + uen® + ugen

subtraindo a equacao original sobra:

Nt 4+ 0"+ un® = uyn (3.238)

escrevendo os termos com indice t, xx e X, temos:

e — gtum + (nu - Tt)ut - guuxut - Tuu? = Nzx + (277a:u - fxx)uaz — Tra Uyt + (nuu - 2§J1u)ui
— 2Ty Uy Uy — Suuui - Tuuuiut + My — 2&) (ug 4+ uuy) — 27U — €Uy (U + uuy)

—Tu(Us + Utly) — 2T Uy — [Ny + (N — &)Uy — Ty — fuui — Ty Uz lUt) — Uyl

Nessa equacao o termo de maior derivada em u sao aqueles com uma derivada segunda

de u em x e t, agrupando esses termos e igualando seu somatoério a zero:

Ty + Tully = 0
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onde:
Ty =Ty =0
substituindo esse resultado, obtemos:

_guuui + (77u - 2§x)(ut + uux) - 3§uux(ut + uux) - U[Ux + (77u - gx)uﬂc - guui] — UgN

O préoximo passo € agrupar todos os termos que possuem derivada de u em relagao a

(nu - Tu)ut - éuuwut - (nu - 253? - 3§uuw)ut
de onde tiramos duas equacoes:

§&w = 0 (3.239)

1
Lo = 5T (3.240)
a partir dessas duas equagoes pode escrever a & como:
1
&= §Tt(t)m + A(t) (3.241)

substituindo o valor de &,

temos:

1
Ny — |:—T(t)ttx + A<t)t:| Upt = Moo + 2Ny + nuuui + [Uu - T(t)t]uur (3242)

2
- u {m + (nu - %T(t)t) ux} — Ug?]
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separando os termos em polinomios de u, temos 3 equacoes

1 1
57O+ A + 210+ 57(E)iu+ 1 =0 (3.244)

a partir da primeira equagao podemos deduzir que n = B(z,t)u + z(x,t), substituindo

esse valor na segunda equacao temos:

1 1

ET(t)ttI + A(t): + 2B(x,t), + QT(t)tu + B(z,t)u+ C(z,t) =0
separando os termos em polinomios de u:

Bla,t) — B(t):—%f(t)t

C(z,t) = —%T(t)ttm — A(t),

Substituindo os valores de B e C na terceira equagao encontra-se o valor de A, 7, n e

§
7 = Clt? +202t + C3 (3.246)
¢ = Clat+C2x+Cdt +C5 (3.247)
n = —Cltu—C2u— Clz — C4 (3.248)
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Portanto, a Equacao de Burges possui 5 geradores:

X, = atd, —t*0, — (tu + )0,
Xy = 20, + 2t0; — ud,

X3 = 0

Xy = t0, — 0y

XBZaI
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Capitulo 4

Simetrias para Equacoes

Integro-Diferenciais e Fracionarias

No capitulo anterior descrevemos métodos usados para encontrar um subgrupo de si-
metrias e algumas solugoes para equacoes diferenciais. A aplicacao direta desses métodos
de andlise de grupos para equagoes fntegro—Diferenciais ou para equacao fracionarias é
impossivel sem que sejam feitas algumas mudancas na equacao, por exemplo uma subs-
tituicao da derivada fracionaria por uma E.D.O ou por uma equagao com uma variavel
independente. O principal obstdculo é a presenga de um operador integral (normalmente
nao-local).

Neste capitulo iremos fazer uma descri¢ao de alguns dos principais métodos para cal-
cular grupos de simetrias em equagoes fraciondrias e em equacgoes integro diferencias e

depois mostrar a equivaléncia entre esses métodos.

4.1 Abordagem da Teoria de Lie para Equacoes Fra-
cionarias

Nessa sessao iremos descrever um método para aplicar a teoria de simetrias de Lie

para equagoes fraciondrias.[I0] O interesse no estudo dessas equagdes aumentou muito
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nos ultimos anos, pelo fato destas possuirem diversas aplicagoes nao s6 na matematica
pura e aplicada como em Mecanica Estatistica, Economia e em fenomenos nao lineares,
como por exemplo, processos de difusdao anomala. Apesar de muitos estudos na area [11]
e [12], de construgoes de diversos modelos, o estudo de equagoes fraciondrias ainda é um
problema em aberto.

A existéncia dessa abordagem se deve ao fato de que existe um ligacao entre a teo-
ria de Lie para equagoes fracionaria e a teoria de Lie classica para equagoes diferenciais
parciais. Podemos observar isso pela nogao geométrica de prolongacao infinita, de fato
as equacoes fracionarias podem ser interpretadas como um sistema de equagoes parciais
envolvendo um ntumero infinito de derivadas. Como resultado dessa abordagem temos a
generalizacao de uma féormula de prolongacao para os geradores infinitesimais de simetria.
Tais geradores separam as multiplas variaveis dependentes e independentes em grupos,
permitindo transformar solugoes em solugoes, ou seja, reduzindo uma equacao fracionaria
em uma com um numero menor de varidveis independentes, ou em uma equagao dife-
rencial ordinaria com uma ordem menor. A partir dessas equagoes reduzidas podemos
construir subgrupos de simetria para a equacao original, e em alguns casos, solugoes.
Antes de abordamos o método propriamente dito é necessario fazer algumas defini¢oes
fundamentais. A primeira delas é o operador fraciondrio Riemann-Liouville (ou RL) e o
operador RL misto.

O operador fracionario RL é definido matematicamente como:

1 d<p>+1

I'(1+ < p > —p) dt<r>+!

DY) = / (t— 7)Y<P> f(7)dr (41)

onde I' é a fungao gama e < p > é a fungao degrau, na funcao degrau p é um valor inteiro,
se p > 0, entao < p > é o primeiro niimero natural menor que p, caso p < 0, p = -1.

O operador RL misto é definido na forma integral:

a<p>+1 ,_£i<pz> pi
o ) = (] g |t ) e 02
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ou na forma de um somatorio:

N

o ki—pi ki
H Z pi\ (T — a;) "

ai,....a OPLr-PN (Il I‘N) = [ < ) ] (43)
1yeees b PN ’ ? ) S ki
NYi,. 2N ol e ki) U(ki —p;+1) Ox;

% 0

onde:

A partir de agora iremos focar em equacoes fracionarias com uma variavel dependente

u e N varidveis independentes na seguinte forma:
e(2, 1,0 0 u,..) =0 (4.4)

Dado um grupo continuo G de simetrias (grupo local de difeomorfismos, que mapeia
solugbes em solugdes, para alguma fungao suave) definimos um elemento desse grupo v,

como um elemento associado com o grupo de transformacao.

iy 0 0
0= @ u)g+olw,u)g (45)
i=1 '
onde
, d=! _(z,u) Ay (z,u)
7 _ 9( _ 9( ’
6 (.CE,U/) - d€ :07 @/J(ﬂfau) - de’-j o (46)

Para calcular Eq. (4.6]), nés precisamos prolongar a fungao u em um espaco adequado,

conhecido como " Jet Space”, através de uma notacao de multiplos indices:

ol f(x W
ai;(f - (H

Pl 837%

> f(x), com |o|:=K

Outra definicao importante e necessaria é a de ”Infinite jet manifold”, representado

por j*°(m), esse conjunto de variedades é formado por todos os elementos que satisfazem
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a seguinte equivaléncia:

9l f (x)
ox°

vl

= (4.7)

onde f é a funcio f prolongada

Dada uma equacao diferencial fracionaria na forma , o espaco representado pelo
”Infinite jet manifold”é adequado para realizarmos a prolongacao dos geradores. Usando
a equagao (4.3]) podemos reescrever a equagao (4.4]) como uma equagao diferencial envol-

vendo uma quantidade infinita de derivadas parciais. Dessa forma temos:

gy ) alal Blly,
v = Zé”’(x u)ﬁa: + o(x,u)— + Z o7 (x 8u" u’ = 5 (4.8)

i=1 lo|>1

Introduzindo o operador derivada total

0 ou’ 0
o0x; + ox; ou° (4.9)
|o|>0
podemos associar cada gerador com uma transformacao de simetria infinitesimal
N
, ) 0 0
v = ! — — 7 4.10
o= 3wy + e+ S e (410

onde 0 = (i1, ...,ix) , D7 é o produto direto entre as derivadas totais e

N du Ay )
¢7 = D7 (qb(:z:,u) = &) aﬂ) + D& (wu)5—D%u (4.11)

eq (4.10]) representa a agao prolongada do gerador.

Iremos agora escrever uma forma explicita para a agao prolongada atuando no operador
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RL, como fungao dos coeficientes de v

oF = prev],0bu] (4.12)

N N
= ,DP (gb -y §ia$iu> +) 0w, (4.13)
i=1 =1

onde ,DP ¢ a derivada fracionaria total
D= ﬂ i p) Az ma) (4.14)
el — \ki)T(ki—p;+1) " .

Como exemplo iremos calcular a prolongacao para N = 1, a = 0 e p positivo

& P dn+1f .
¢ = Bp— Y 1) oy (4.15)
n=0 @

E conveniente explicitar a dependéncia em u do coeficiente ¢ = ¢(z,u(r)), para isso

iremos recorrer a regra de Leibniz para derivadas fracionérias [13]

o nom K oDIf(t, (g(t) = (4.16)
2SS () () ()t e T

n=0 m=0 k=0 r=0

isolando os termos lineares em u e suas derivadas, temos:

OO ak—i—l
Dio(x, u(z)) =0 Oy¢ — uoy(9ug) + ugpoOyu + Z (Z) 8$kaq;08£_ku + pP(z,u) (4.17)
k=1

onde pP(x,u) é:

m k—1
p\ () (k) _a"P(cw dmut T o g (v
Z (n> (m> (7’) ET(n+1—p) dom™  dz»mouk (4.18)
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temos portanto,

& = 0P + o0Pu <au¢ - p%) — w0 (4.19)

~[(p p A"l -
wrtea) + 3 [(D)orao— (7)) St a0
; n n+ 1/ dgnt!

Podemos agora definir o teorema de Lie para equagoes fracionarias.

Seja e(x,u, ,0Pu, ....|.—9) uma equagao fraciondria definida num subconjunto aberto.
Se a prolongacao infinita prvle] = 0, entao v gera uma simetria infinitesimal para e.
Esse método consiste portanto, em aplicar o teorema de Lie para a equacao fracionaria,
expandindo a cada operador RL usando a equagao {4.3| e depois aplicar a prolongacao
infinita para determinar os coeficientes dos geradores. Dessa maneira nds encontramos

alguns subgrupos de simetrias.

4.2 Abordagem para Equacoes fntegro-Diferenciais

Nesta sessao, iremos discutir diferentes abordagens para calcular simetrias em equacoes
integro-diferenciais. [I4] Calcular simetrias em E.I.LD é computacionalmente muito dificil
e existem poucas obras na literatura que tratam desse assunto. Os métodos podem ser
basicamente de dois tipos: diretos e indiretos. O método indireto nao é o foco desse
trabalho, entao ele serd abordado de forma breve e resumida. Ele é caracterizado por
substituir de alguma maneira, as equagoes integro-diferenciais por um sistema de equagoes
diferenciais, e em seguida, analisar o sistema resultante de equagoes diferenciais usando o
método de andlise de grupo de Lie classica, que foi apresentado no capitulo anterior.

Os métodos indiretos podem ser de dois tipos: métodos dos momentos e método das
equacoes diferenciais com condigoes de contorno

No método dos momentos, a E.I.LD para uma funcao f é reduzida a um sistema in-
finitos de equagoes diferenciais. Um subgrupo finito contendo uma quantidade k dessas

equacoes ¢ escolhido, entao usando o método classico de Lie as simetrias desse subgrupo
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sao encontradas. Em seguida é feito o limite de k em direcao a infinito, o grupo de
geradores resultante é usado para reconstruir a algebra com a fungao original f envolvida

No método das equagoes diferenciais com condi¢oes de contorno, na equacao a ser
estudada cada integral definida é substituida pela diferenca numérica da primitiva calcu-
lada no limite superior e inferior. A equagao integro-diferencial assume a forma de um
diferencial funcional. Como mostrado em [I5] e [16] esse método é equivalente a teoria
classica. Devemos observar que a eliminacao da integral depende da escolha feita e pode
ser feita de muitas maneiras.

O método direto de encontrar simetrias foram desenvolvidos em [17] e aplicado para
encontrar simetrias na equacao de cinética de Boltzmann, na equacao de movimento da
viscoelasticidade média e nas equacoes de Vlasov-Maxwell da teoria de Plasmas. Para
estender a teoria classica de Lie as E.I.D é necessario resolver alguns problemas. Primeiro
deve-se definir um grupo G de transformagao a um parametro para um grupo de equagoes
nao-locais e formular um critério de invariancia que leva a um conjunto de equagoes

determinantes. Vamos comegcar expressando uma E.I.D como sendo um funcional.

Flf(x)] =0 (4.20)

e G como um grupo a um parametro que transforma f em f

f@)=f+a+0(?), v=37 (4.21)

entdao o grupo local de transformagoes (4.21)) é chamado grupo de de simetria da Eq.
(4.20) se para qualquer a a fungao F' nao varia

Flfl=0 (4.22)

Diferenciando (4.22)) com respeito ao parametro a e assumindo que a — nos fornece um

conjunto de equacoes determinantes. Essas equagoes determinantes normalmente também
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sao equacoes integro-diferenciais.
O critério de invariancia para F' com respeito ao grupo pode ser expresso em uma

forma infinitesimal usando um operador de grupo canonico Y,

Y Flp_,=0 onde Y = /dyb(y)m. (4.23)

Aqui com a finalidade de generalizar a acao de um operador de grupo canénico nao sé
para funcgoes diferenciais mas também para funcionais, usamos a diferenciagao variacional
na definicao de Y.

Para encontrar solugoes de equagoes determinantes, podemos expandir as coordenadas
de um grupo de geradores em uma série de poténcia e igualar coeficientes. Entretanto,
existe uma maneira mais simples de fazer isso. Como tratamos as varidveis locais e nao-
locais como independentes, podemos separa-las. O procedimento para resolver equagoes
determinantes locais é feito da maneira maneira. Dessa forma obtemos expressoes para
coordenadas de geradores de grupo que chamamos de simetria intermediaria. De maneira
similar, a solugao das equagoes determinantes nao-locais é feita usando a simetria inter-
medidaria e a diferenciacao variacional. Esse procedimento pode ser resumido da seguinte
forma: a) definir um conjunto de varidveis b) construir equagdes determinantes com base
nos critérios de invariancia c) separar as equagoes determinantes em locais e nao-locais
d) resolver as equagbes determinantes locais e e) resolver as equagdes nao-locais usando o
procedimento de diferenciacao variacional. Como exemplo iremos aplicar esse método a
equagao de Benny [14]

A equacao de Benny aparece no comprimento de onda hidrodinamica longa de um
fluido incompressivel ideal de largura finita no campo gravitacional. Tal equacao pode

ser representada em varias forma, uma delas é a equacao cinética de Benny:

fetofe =A%, =0, A%t,z)= /OO flt,x,v)dv (4.24)
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onde x é coordenada espacial, t a coordenada temporal, v é a velocidade e f é uma funcao
distribuicao.

Para a Eq. (4.24) o gerador tem a seguinte forma:
X = &0, + &0, + &0, + MmOy + 1200 (4.25)

onde £ e 1 dependem de z,t,v,f e A°

em coordenadas canonicas esse operador é reescrito na seguinte forma:
Y = Llaf + LQaAO (426)
onde

w=m—&fi—Cofe —&fo a=m — §A) — LAY,

e para calcular a agdo em uma fungdo ou em um funcional deve-se usar a Eq. .23
Aplicando o operador de grupo a Eq.(4.24]) e acrescentando o fato de que f nao depende

de v
A’ =0 (4.27)
temos o seguinte sistema determinante:

Dy(t1) + vDy(11) — A°Dy(11) — Do(12) fo, Dy(t2) =0 (4.28)

Ly = /lev, (4.29)

que deve ser resolvido para Eq.(4.24) e (4.27). Na solucao da equagao determinante

(4.28]), as variaveis sao tratadas como independentes. Essa suposi¢cao separa os sistemas

determinantes em locais (4.28]) e nao locais (4.29).
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Apoés algumas manipulagoes £ e 1 sdao determinados, obtendo uma simetria inter-

medidria.

L =4(), &= g(&)t +ar + B(t), &=av— g(&)t + g(fl)tt + B, (4.30)

$2

m=m(f), m=0)+ 20— (fl)t]AO —xfy — Z(&)ttt,

onde & (t), B(t), v(t) e m(f) sdo fungdes arbitrdrias de seus argumentos e a é uma
constante.
Para o sistema nao-local (4.29)), vamos reescrevé-lo na seguinte forma, onde os limites

do integrando foram omitidos

N2 — 5114? - 52142 = /(771 =& fi = &ofs — & fy)dv (4.31)

Substituindo os termos da equacao (4.30) na equacao anterior temos:

.1‘2

Y(t) + [2a = (&), A° — 2By — Z(fl)ttt —§ A — [g(fl)t +ar + B(t)] A% = (4.32)

= / [771 +&ife — <g(€1)t + o + 5) fe— (CW - g(fl)t + g(&)tt + 51:) fv] dv,

eliminando termos que sao iguais dos dois lados da equagao temos

£13'2

10+ 20— (€04° = 28— T (€= [ [ = (av = J&)+ 56 + B1) £.] da.33)

fazendo algumas manipulagoes matematicas, obtemos:

2

y(t) + [Of - %(él)t]:| A° — By — %(&)m = /mdv, (4.34)

substituindo a equagao (4.24)) na equagao anterior

/_OO {m - (a - %(51)f) f] dv =" —2fu - %2(51)75”, (4.35)

(e 9]
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Primeiro iremos aplicar a derivada variacional na Eq. (4.35))

%(U, /Z {Th - <a - %(51%) f} dv =0 (4.36)
s = (o= jte0n) | v =0, (1.37)

eliminando a integral sobre v com o auxilio da fungao delta de Dirac

=d(v—0), (4.38)
obtemos uma E.D.O de primeira ordem para eta;
1

(m)y = {a—=5&)) =0 (4.39)

cuja solucao é:
1
nf(a-3€0) = (4.40)
Substituindo a expressao acima na Eq. (4.35)), temos
9] 1'2
/ Crdv = 9 xﬁtt - Z(&)ttt (441)

isolando essa equagao em poténcias de x, obtemos o seguinte sistema determinante

B =0

(&) =0
/ Cidv =~

como queremos que a integral tenha um valor definido, vamos impor C] igual a zero, e
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apos algumas manipulacoes matemaéticas

B =Cat+Cs

& = Cut® + Cst + C

Diferenciando a Eq. (4.40]) com respeito a t

(&1)u =0,

(4.42)

(4.43)

e substituindo na expressao para & temos Cy igual a 0. Uma vez definidos os valores de

m, &1, v e B, podemos calcular os valores para &; e 7;

cujos geradores sao:

&
&2

£3

™

T2

= Cst + Cs,

= <%+O&)l’+02t+03,
C

= (oz - 75) v+ Cf,
Cs

- (Oé - 7) f’

= (20[ — 05)140,

—20, +v0, + fOf + 2A%0 0,
2t0; + 20, — v0, — fO; — A%0 g0,
t0, + Oy,

O,

Ox,
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(4.45)
(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
(4.50)
(4.51)
(4.52)
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4.3 Equivaléncia Entre os Métodos

Nesta secao iremos aplicar o método para equacgao fracionarias e o método para
equacoes integro-diferenciais a mesma equacao, representadas de maneiras diferentes, e
fazer uma comparagao entre o subgrupos de geradores de simetrias obtidos, partiremos da
ideia de que caso os subgrupos de geradores encontrados pelo método das equagoes fra-
cionarias, consiga ser compatibilizado pela equagao proveniente do método para equagoes
integro-diferenciais, temos um forte indicio de que existe equivaléncia entre os métodos.
Uma das principais dificuldades em comparar esse métodos é encontrar uma equacao
integro-diferencial que possa ser escrita na forma de uma derivada fracionaria.

Usaremos a seguinte equagcao:

ou(z,t)

5 au’(z,t)o0Pu(z,t) a,B€R, pecRT (4.54)

O primeiro método usado serd o de equacoes fracionarias. Procuramos um gerador na

seguinte forma:

0 0 0
X =7(t,x, u)g +&(t, x, u)% + o(t, z, u)a—u (4.55)

Escrevendo a equagao (4.54)) na forma evoluida:

;= o’y (1) (4.56)
w4 e’ = a(u” + Bu’ed)o0F (u + €) (4.57)
w4 ¢! = au’y0Pu + auled? + afu’edodPu + afulegdled (4.58)

eliminando os termos iguais dos dois lados da equacao e os termos de segunda ordem em

€ temos:

o' = auled? + apu’egodbu (4.59)
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Reescrevendo a equagao (4.19) acrescentando a dependéncia em t de u temos:

= (p\d'T O .
A = s ol —p) — .= 3 (D) e (46
[P\ 0o poNAE"E] o
* ; [(n) ox™0u (n + 1) dxnt! 00 "t p
Substituindo ¢' e a Eq. (4.60) na Eq. (4.59)
br — Etip + (Pu — To)Us — Egugly — T U7 = (4.61)
B > Y% dn,]_ 8 “n

= [(p) 0"*'¢ _ p \dVHE p—n ol St
’ ; K”) dxmdu (n - 1) T | 00 U+t —afut godgu =0

Na equacao anterior aparecem termos envolvendo a derivada temporal de u, fazendo

a substituicao pelo segundo termo da equacao original:

¢r — Ety + (Pu — )’ 00U — E o 0Pu — 7,0°u?P (0Pu)?  (4.62)

= (p\d'r O .
TR SRR M Pt

00 p\ 0"tlo B » dntie - )
' nz {(”> Oz"ou (n + 1) drn+1 002 "u +

=1

—OéUB u

— afu’ ppdPu = 0
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Da equacao anterior podemos deduzir um conjunto de equacoes determinantes

v — P& = 0, (4.63)
%—n—§¢: 0, (4.64)
§uty = 0, (4.65)

¢ = 0, (4.66)

Suy, = 0, (4.67)

Tw = 0, (4.68)

7 = 0, (4.69)

o= 0, (4.70)

Apds algumas manipulacoes obtemos os seguintes resultados:

¢ = au (4.71)
§::q% (4.72)
T = 61(6 — 1)t + Co (473)

Com os valores de ¢, £ e 7 calculados, encontramos dois geradores de simetria

X, = 9, (4.74)

X :um+gm+w—nwt (4.75)

onde c; e ¢y sao constantes arbitrarias. Como p depende da ordem da derivada, podemos
fazer uma redimensionalizagao da variavel x fazendo % = .
Agora iremos aplicar o método para equacoes integro-diferenciais e obter uma ex-

pressao que possa ser compatibilizada pelos geradores encontrados pelo primeiro método.
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Iremos reescrever a equagao (4.54)), da seguinte forma

%“(x’t) — au(z, 1)’ (%Mm,t)) =

onde A é a derivada fracionaria RL.

O préximo passo é escrever o gerador na forma como queremos encontra-lo
X =) (u, A, t,2)0, + (n2)(u, A, t,2)04 + 7(u, A, t,2)0 + £(u, A, t,2)0,

Escrevendo a equacao na forma evoluida temos:

(4.76)

(4.77)

w4+ e(nl) = a(u’ + Bu’tenl) (A, + e(n2)7)4.78)

ur + e(nl)t = au’ A, + au’ A, + auPe(n2)” + apu’re(nl) A, + afu’ e (n1)(n2)14.79)

e(nl)' = au’ (n2)* + apu’*(n1)A(4.80)

Os termos (n1)* e (n2)* sdo escritos de uma maneira semelhante ao como visto na

abordagem pra equacoes fracionarias, mas agora ambos dependem de duas variaveis de-
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pendentes, vamos escrever (n1)" para ilustrar a nova expansao:

(n1)! = Dy (1) (u(t,z),A(t,z),t,2) %u (t,x) 4+ Do (n1) (u (t,x), A(t,x),t,x) %A (t,x)

+D5 (nl) (u(t,x), A(t,z),t,x)

_ (%u (t,x)) (D1 ©) (u(t,z), A(t,2) t.2) %u(t,x) 1+ Dy (6) (u(t,2), At ) 1, 2) %A (t.2)

+D3 (&) (u(t,z),A(t,z),t,x)) — (%u (t,x))

(Dl (1) (u(t,x),A(t,x),t,x) %u (t,x) 4+ Do (1) (u(t,x),A(t, ), t,z) %A (t,x)

+Ds (1) (u(t,x),A(t,z),t,z)) — (%A (t, :U)> <D1 (&) (u(t,x),A(t,z),t,x) %u (t,x)

+Ds (&) (u(t,z),A(t,x),t, x) %A (t,x) 4+ D3 (&) (u(t,z),A(t, x),t, x)) — <%A (¢, a:))

(D1 (1) (u(t,x),A(t,x),t,x) %u (t,x) 4+ Do (1) (u(t,x),A(t, ), t,x) %A (t,x)
+D3 (1) (u(t,x),A(t,z),t, )

a expansao para (n2)* é semelhante a essa.
Substituindo essas expansdes na Eq. (4.80)) e em seguida substituindo u, por o u’A,,
coletam-se os coeficientes das diferentes derivadas de u e A, e obtem-se o seguinte sistema

de equagoes:

o’ <% ) + a_A(nl) =0 (4.81)
)

0 0
(%("2) uPo+ Ef =0 (4.82)

(ye)wa=(Gom) =0 sy
az;A (172) aiQatT =0 48
(%(7) o — (6%(5)) = (4.85)

(e )u= (5502) o= (50) ur (F©)u-tma=0  @so)
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Vamos impor que 7 seja fungao apenas de t e £ seja funcao apenas de x, portanto, o

sistema determinante é reescrito como:
(nl) = (4.87)

A
) ua =0 (4.88)

(s) e (gm) =0 @s)

2)=0  (4.90)
(e ) u= (5502) = (50) ur (5©) u=tms=o

Da equagdes acima temos que (12) nao é funcao de u e (n1) nao é funcao de A

—~

4.91)

(%(7]2)) u’a — (%(nh) =0 (4.92)
(et ) u (50m ) u= (50wt (@) u-ma=o (w03

Da equagao (4.92)), deduzimos que (172) nao tem dependéncia em x (e por simplicidade
iremos impor que tambem nao ha depéndencia em t) e que (n1) ndo dependéncia em t,

portanto,

(et )u= (020 ) u= (00)ut (O )= mwns e
Resolvendo essa equacio para (1) temos:

Nl = <”(Tt _éle(m)/‘)) (4.95)

Por 1ltimo iremos compatibilizar esse termo, e utilizar os ) e £ encontrados através do
método anterior, caso os termos sejam equivalentes, esta mostrado que existe equivaléncia

entre os métodos.
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A condicao de compatibilizagao é dada por:

t ~
- Thdp
iy — / 4.96
’ o (t—p)P ( )
onde
No =mn2+ Ap + Ay
m =12 + Uz + u
e as seguintes identidades sao validas:
/ b wdp
o (t—p)p '
t
2d
[
o (t—p)p
t
d
[/
o (t—p)p
Reescrevendo a Eq.(4.96))
t
(m + vy + ug)dp
m+A+A = / 4.97
’ ' 0 (t —p)r ( )
t
Mhdp
Ny = / 4.98
’ o (t—p)P ( )
Substituindo a Eq. (4.95) na equagao anterior
P —& 2)a)d
s / (7t — & + (12) a)dpe (4.99)
o B=1—pp

Agora iremos usar os 7 ,7 e £ encontrados no método anterior Eqs. (4.71],4.72 e [4.73))
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€ 72 :ClA

 [tu(aB-1)—a+a) du

GA = /0 — = (4.100)
_ [tu(@(B-1) du

aA = /0 RS (4.101)
Y AR T

A = /0 S (4.102)

a equacao anterior, é a propria identidade para A. Temos portanto, que os elementos
associados ao gerador encontrado pelo primeiro método, compatibilizam a equagao en-
contrada através do segundo método. Com isso conseguimos ilustrar a equivaléncia entre

os métodos de obtencao de simetria.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Ao longo dessa dissertacao, foram abordados pontos importantes das simetrias de Lie,
usando como ferramenta bésica o estudo de algebras de simetria. Em uma primeira parte,
sao demostrados os conceitos inicias e aspectos gerais das simetrias, depois é feito uma
analise sobre como encontrar simetrias para equacoes diferenciais ordindrias e parciais.

Na segunda parte da dissertacao, ¢ construido um modelo para simetrias de equacoes
integro-diferenciais e derivadas fraciondrias. Foi apresentado um subgrupo de geradores
para uma dada equacgao fracionaria, e em seguida foi verificado se esse subgrupo podia ser
compatibilizado através do modelo integro-diferencial. A equivaléncia entre esses modelos
¢ uma contribuicao inédita. A obtencao e utilizacao de simetrias foi fortemente facilitada
pelo uso de recursos computacionais, especificadamente o pacote para MAPLE, SADE.

A maior dificuldade encontrada pelos pesquisadores, na area de simetrias para equacoes
fracionarias e 1.D., continua sendo a falta de uma vasta bibliografia sobre o assunto,
devido a alta complexidade dos modelos e sua aplicagao em equagoes. Este trabalho
portanto se propoem a preencher um pouco que seja desse espago vazio, e funcionar
como material de consulta, para futuras exploragoes na area. Sabemos que pouquissimos
trabalhos podem ser considerados completos, e com esse nao seria diferente. Ao término
dessa etapa, surgem ainda muitas indagacoes. Quanto aos subgrupos encontrados para

uma determinada equacao, a pergunta que permanece € se existe alguma maneira de
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determinar e encontrar todos os subgrupos de simetria. J4 no estudo de solugoes exatas,
o método esta longe de ser exaustivo. Todos esses sao possiveis pontos para onde se pode

estender a presente dissertacao no futuro.
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