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Resumo

A Razao Aurea representa, segundo estudiosos, a mais “bela” proporcio entre dois segmentos ou duas
medidas. Ela aparece muitas vezes na natureza, no corpo humano, em obras de arte e esculturas. Apesar
de aparecer em vérias construcdes antigas, a primeira descricao formal da Razao Aurea foi feita por Eucli-
des em sua obra Os elementos, livro VI proposi¢ao 30, conhecida na época como divisdo de um segmento
na média extrema razdo. A partir dai, muitos matematicos fizeram grandes contribuicoes para o estudo
dessa proporc¢ao, entre eles podemos destacar o mateméatico Lucca Pacioli, que escreveu trés livros sobre
esse assunto, um deles ilustrado por Leonardo da Vinci. Além de encantar matematicos, a Razdo Aurea
também intrigou pessoas de outras areas. O psicélogo alemao Gustav Fechner, por exemplo, realizou uma
pesquisa sobre a opiniao das pessoas pelo formato de retangulos, a qual mostrou a preferéncia de grande

parte destas por um certo retangulo, cuja razao entre as suas medidas muito se aproxima da Razdo Aurea.

Este projeto utiliza esse fascinio que a Razdo Aurea gera nas pessoas para motivar os alunos a com-
preender conceitos bésicos de geometria e desenho geométrico, levando-os a construirem figuras nessa
proporcao e a aplica-las e enxergéi-las em obras de arte, no corpo humano e na natureza. Proporcionando

assim, por meio da contextualizagao e da pratica, uma melhor absorcao de conceitos.

Segue neste trabalho, além do projeto e suas demonstragoes associadas, os resultados da aplicagao
deste em um grupo de 39 alunos da segunda série do Ensino Médio. Os alunos foram submetidos a uma
avaliacao diagnostica; a trés oficinas praticas; a uma avaliacdo final e a uma pesquisa de opinido. A partir
da analise do desempenho dos participantes e do andamento destes ao longo da aplicagdo do projeto, foi
constatado um expressivo desenvolvimento dos alunos tanto na parte de construgoes geométricas, quanto

no interesse em aprender e enxergar a Matematica no dia a dia.

Palavras-Chaves: Razao durea; divina propor¢do; Matematica na arte; Matematica na natureza.
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Abstract

The golden ratio is, according to scholars, the most beautiful ratio between two segments or two mea-
sures. She appears often in nature, in the human body, in art and sculptures. Despite appearing in several
ancient buildings, the golden ratio was first formally described by Euclid in his collection Elements, Book
VI Proposition 30, known at the time as division of a segment on the extreme and mean ratio. From
there, many mathematicians have made great contributions to the study of this proportion, among them
we can highlight the mathematical Lucca Pacioli, who has written three books on the subject, one of
which was illustrated by Leonardo da Vinci. Besides delight mathematicians, golden ratio also intrigued
people from other areas, for example, the German psychologist Gustav Fechner, who conducted research
on the preference for rectangles formats, the result of this research showed that most people prefer a

certain rectangle whose ratio between its measures approaches the golden ratio.

This project seeks to use the fascination that the golden ratio generates in people to motivate students
to understand basic concepts of geometry and geometric design, leading him to build figures related to
the golden ratio and apply them on pieces of art and sees them in the human body and in nature. Fur-
thermore, it intends that such knowledge can be absorbed in greater depth because of the context and

practice of the same.

In these work follow, in addition to the project and its associated statements, the application of the
results of this project in a group of 39 students of the second year of high school. The responses of
these students and the growth of the same throughout the project were analyzed and were attached some
images with examples of these buildings. Moreover, we have the results of an opinion survey of students

that aims to improve the project for later editions and verify the student’s view of the same.

Key-Words: golden ratio; divine proportion; the golden number; Mathematics in art , Mathematics

in nature.
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Notacoes

Neste trabalho, fazemos uso das seguintes notacoes:

Pontos serdo denotados por letras maitsculas do alfabeto latino;

Retas serao denotadas por letras minusculas do alfabeto latino;

/ﬁ denota a reta determinada pelos pontos A e B;

1@ denota a semirreta de origem em A que passa por B;

AB denota o segmento de reta de extremos A e B;

AB denota a medida do segmento AB;

AAB denota o arco de circunferéncia de extremos em A e B;

ABC denota o angulo de vértice B e lados ?4 e B?;

med(ABC) denota a medida do angulo ABC;

NABC ~ ADEF denota que o tridngulo ABC é semelhante ao tridngulo DEF';

(ay) denota a sequéncia de termos a,, com n € N,



Introducao

Na maior parte do tempo o ensino de Matematica tem sido feito de maneira mecéanica e exclusivamente
expositiva. Isso faz com que os alunos percam o interesse e os afasta do que realmente é a matematica.
Esses fatos me levaram a buscar uma nova maneira de ensinar a matemaética. Ao me deparar com
a Razdo Aurea vi uma 6tima oportunidade de contextualizar a Matematica e torna-la mais atrativa.
Pesquisando sobre o tema encontrei os artigos de Giorgio Wilbertaedt (ver [13]) e o de Rosania Quei-

roz (ver [10]) pude ver as relagdes da Razao durea com a natureza e com outros elementos da matemética.

Ao ler o artigo A importdncia do Desenho Geométrico no Ensino Bdsico e Técnico de nivel Médio [7]
sobre a importancia do Desenho Geométrico e como esse ensino ficou defasado decidi montar esse projeto
para ensinar Desenho Geométrico com algo que torne isso ainda mais interessante e relevante para os

alunos.

O projeto consiste em um conjunto de aulas focadas na participacao mutua do aluno e do professor.
Nessas aulas o aluno ndo serd apenas exposto ao material, ele tera que interagir com o mesmo. Assim o re-
sultado se torna mais efetivo, como pode ser visto no artigo sobre materiais didaticos manipuléveis ([11]).

Assim é criado um ambiente em que o aluno tem um papel mais ativo e o professor um papel de mediador.

O primeiro capitulo é uma abordagem teorica sobre a Razdo Aurea e a sequéncia de Fibonacci. Nele
é apresentado um pouco da historia desses topicos, além das demonstracoes e construcoes referentes as
atividades propostas no projeto, apresentado no Capitulo 3. A partir disso, o leitor estara apto a com-

preender e desenvolver cada uma das atividades presentes no projeto.

A histéria do Ensino da Matemética no Brasil, por sua vez, aparece no Capitulo 2 com o intuito de
contextualizar o leitor sobre a realidade do ensino dessa disciplina, ressaltando a auséncia de contetdos

importantes como o Desenho Geométrico no curriculo atual.
O projeto e as razoes de suas atividades propostas sdo descritos no Capitulo 3.
Por fim, o Capitulo 4 analisa os resultados obtidos nas avaliagoes diagnostica e final e nas atividades

desenvolvidas, mostrando assim a evolugao dos 39 alunos participantes do projeto, além dos resultados

da pesquisa de opiniao aplicada.



Capitulo

1

A Razao Aurea

Neste capitulo, trabalharemos a parte tedrica de Razio Aurea, demonstrando as construcdes e propo-
sicoes feitas aos alunos durante o projeto. Este capitulo teve como base o livro Razdo durea: a historia

de fi, um nimero surpreendente [5], sendo que a biografia de Pacioli foi adaptada de [15].

1.1 Historico da Razao Aurea

A Razdo Aurea, também conhecida como Média Extrema Razdo, nimero de ouro e segmento aureo
foi descrita formalmente por Euclides em sua obra Os elementos, livro VI proposicao 30, e representa,
segundo estudiosos, a mais agradavel proporcao entre dois segmentos ou duas medidas. Ela pode ser
encontrada na natureza, em obras de arte, construcgoes, no corpo humano e em outros objetos do dia
a dia. Um dos mateméticos com maior contribuicio ao estudo da Razdo Aurea foi o matematico Luca

Pacioli, cuja biografia esta resumida a seguir.

1.1.1 Biografia de Luca Pacioli

Luca Pacioli era um italiano, filho de Bartolomeo Pacioli, nascido em Sansepolcro, que fica a 60 km
ao norte de Perugia, em 1445. Foi criado com a familia Bofolci na sua cidade natal. Assim como o
nascimento de Pacioli, a caracteristica mais importante dessa pequena cidade era o fato de Piero della

Francesca ter um esttudio e uma oficina, na qual ele passava um pouco de tempo frequentemente.

Apesar de poucas informacoes sobre sua juventude ha evidéncias que parte da sua formacao aconteceu
no estudio de della Francesca, principalmente pelo conhecimento que tinha dos trabalhos de Piero della

Francesca e da influéncia desses trabalho de Luca.

Ainda jovem, Pacioli se mudou para Veneza a servigo do comerciante Antonio Rompiasi, cuja re-
sidéncia se situava numa area nobre da cidade. Assumindo que Pacioli tinha bons conhecimentos da
Matemaética basica, pelo seu estudo em Sansepolcro, Rompiasi contratou Pacioli como tutor de seus trés
filhos. Pacioli aproveitou a oportunidade para aprimorar e aprofundar seu conhecimento em Matematica

em Veneza. Nesse periodo ele escreveu seu primeiro livro, um livro aritmético, que foi dedicado aos filhos
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de Rompiasi, que provavelmente morreu no mesmo ano do fim desse trabalho, 1470. Certamente nesse
tempo vivido em Veneza Pacioli desenvolveu bons contatos que o levaram a deixar a cidade e ir para
Roma, onde permaneceu por alguns meses na casa de Leone Battista Alberti. Por ser um bom estudioso
e matemaético, Alberti providenciou a Pacioli bons contatos religiosos. Nesse periodo, Luca estudou teo-

logia e nos anos que se seguiram se tornou um frade da ordem Franciscana.

A partir de 1477, Pacioli comegou a viajar passando tempo em véarias universidades e lecionando
Matematica, particularmente aritmética. De 1477 a 1480, permaneceu na universidade de Perugia, onde
escreveu seu segundo trabalho em aritmética, seu terceiro trabalho foi escrito enquanto estava em Zara.
Nenhum dos trés textos foi publicado e o tnico que sobreviveu foi o feito para os alunos de Perugia.
Fatores indicam que Luca foi tutor por algum tempo de Guidobaldo, filho de Frederico da Montefeltro
duque de Urbino, que sucedeu seu pai. A corte de Urbino foi um notéavel centro de cultura e Pacioli deve

ter tido um contato com ela durante muitos anos.

Em 1489, Pacioli voltou para sua cidade natal. La em 1491 ele foi proibido de lecionar e em 1493
por respeito aos seus conhecimentos e escolaridade ele foi convidado a pregar sermoes emprestados. Foi
nessa época que ele trabalhou em um de seus mais famosos livros o Summa de Arithmetica, Geometria,
Proportioni et Proportionalita que foi dedicado a Guidobaldo, o duque de Urbino. Pacioli viajou a Ve-
neza para publicar esse livro em 1494. O livro é um resumo de todos os conhecimentos mateméticos da
época e faltam ideias originais. Outro aspecto importante desse livro é que nele foi estudado jogos de

possibilidade e o problema dos pontos, embora a solucao deste ultimo estava incorreta.

Em 1494, Ludovica Sforza se tornou duque de Milao e por volta de 1496 convidou Luca Pacioli para
ensinar Matematica para a corte. Esse convite pode ter sido feito a pedido de Leonardo da Vinci que
tinha um interesse entusiastico em Mateméatica. Em Milao, Pacioli e da Vinci se tornaram rapidamente
amigos proximos. Eles discutiam frequentemente sobre Matematica e arte, o que ajudou os dois a cresce-
rem muito. Nesse tempo, Pacioli comegou a trabalhar no seu segundo livro famoso, Divina Propor¢do. As
figuras desse livro foram feitas por da Vinci. O livro no qual Luca trabalhou em 1497 foi o primeiro dos
trés publicados em 1509 sobre o titulo de “Divina propor¢ao”. Leonardo da Vinci teve um claro interesse
nesse trabalho tanto do ponto de vista matematico como do ponto de vista artistico o que influenciou o
seu trabalho. O segundo livro, que tratava da Divina Proporgao, trazia a importancia que essa propor-
¢ao tinha na arquitetura, ja o terceiro era uma traducao para o italiano de um trabalho de della Francesca.

Quando Louis XII se tornou rei da Franca, reivindicou o direito a ser duque de Milao, pois era descen-
dente direto do primeiro duque. E em 1499, o exército francés invadiu Milao para a captura de Ludovico
Sforza que s6 foi capturado em uma tentativa de reaver a cidade. Trés meses depois desse fato, Luca e
Leonardo fugiram pra Mantua e, em 1500, seguiram para Veneza. De Veneza, voltaram para Florenca

onde dividiram uma casa.

Depois disso Pacioli ainda lecionou na Universidade de Pisa que tinha sido transferida para Florenga,
trabalhou com Scipione Del Ferro com quem discutia uma solugdo algébrica para equacgoes cibicas. No
seu tempo em Florenca foi eleito o superior da sua ordem em Romagna e depois, 1506, foi para o monasté-
rio de Santa Croce em Florenca. Ao sair de Florenca foi a Veneza e teve a autorizacdo para publicar seus
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trabalhos sobre a divina propor¢ao e uma traducao latina dos elementos de Euclides em 1509. Depois
disso voltou a Perugia para lecionar e ainda lecionou em Roma. Voltou para Sansepolcro onde morreu
em 1517, deixando um grande trabalho sem ser publicado De Viribus Quantitatis. Trabalho que fazia

varias referéncias & da Vinci e varias partes estdo nas anota¢oes do mesmo.

Em 1550 Luca Pacioli foi acusado de plagiar Piero della Francesca por Giorgio Vasari, autor da bio-
grafia de della Francesca. Uma acusagio injusta, pois Pacioli trabalhava muito baseado no trabalho dos

outros, em particular nos de della Francesca, mas nunca disse que os trabalhos eram dele.

1.1.2 Figuras que envolvem a Razio Aurea

Dentre as construcdes que envolvem a Razdo Aurea temos os retangulos dureos, que sio os retangulos
cuja razdo das medidas dos lados distintos é a Razio Aurea. Esse retangulo é esteticamente agradavel
e por esse motivo é utilizado de diversas formas em objetos do nosso cotidiano, por exemplo, cartao de
crédito, cartas de baralho, blocos de papel de carta e capas de caderno. Em 1876, o psicélogo alemao,
Gustav Fechner, realizou uma pesquisa sobre a preferéncia por formato de retangulos. O resultado desta
pesquisa mostrou que a maioria das pessoas preferia um certo retangulo, cuja razao entre as suas medidas
muito se aproximava da Razdo Aurea. Essas pesquisas foram repetidas por Wilma (1894), Lalo (1908) e
Thorndike (1917) e em cada uma delas os resultados foram semelhantes.

Temos também o tridngulo &ureo, que aparece no pentagrama, poligono estrelado formado pelas
diagonais de um pentagono regular. O pentagrama e o pentagono regular foram os principais motivos de
interesse dos gregos em relacdo ao estudo da Razdo Aurea, pois essas figuras s6 podem ser construidas
com régua e compasso, se soubermos dividir um segmento na Média e Extrema razdo. O interesse nessas
figuras se deve ao fato de que os gregos utilizavam os poliedros de Platdao para explicar o universo, entre

eles o dodecaedro regular — poliedro regular com doze faces pentagonais.

Icosaedro - Agua  Octaedro - Ar Dodecaedro - Universo

Figura 1.1: Os Cinco Solidos de Platao ver [16]

Por meio do triangulo &ureo, ou mesmo do retangulo dureo, pode-se construir a espiral durea, uma
espiral que aparece muitas vezes na natureza, seja em pequenas coisas como em conchas ou flores ou em
grandes, como galaxias. Pode-se assim contemplar na natureza uma grande quantidade e variedade de
elementos que apresentam a Razdo Aurea. Isso também pode ser dito sobre o corpo humano, no qual
essa razao aparece diversas vezes. A partir dessas figuras, muitos artistas criaram obras, utilizando-as de

maneira sutil ou direta, entre eles temos Leonardo da Vinci, Salvador Dali e Rafael Sanzio.
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Figura 1.2: Foto Via Lactea ver [18] e da concha de um nautilus ver [17]

A espiral durea dd um nogao de movimento, enquanto o retangulo dureo da o sentido de harmonia,
uma vez que é uma forma geométrica agradével a vista. Por essa razao, varios autores utilizam a espiral
em suas obras com o objetivo de enfatizar elementos para os quais a visao deve convergir, assim como
colocam em retangulos dureos elementos que devem ser harmonicos. Estas técnicas sao utilizadas tanto
em obras de arte quanto em fotografias. Nas figuras a seguir, pode-se observar essas técnicas utilizadas

em duas fotografias e no Parthenon.

Figura 1.3: Fotos utilizando a Razdo Aurea ver [19]
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Figura 1.4: Parthenon ver [20]

1.2 Construcoes com a Razao Aurea

Nesta secao, vamos mostrar os passos de construcao de algumas figuras aureas e outras que possuem
alguma relagdo com a Razdo Aurea. As construgdes foram feitas no Geogebra* e estao seguidas de suas
respectivas demonstragoes.

Definigao 1.1. Segmento dureo: um segmento AB é denominado dureo se for dividido por um ponto D

tal que AB =
4D~ DB

A partir da definicdo, é possivel calcular o valor da Razao Aurea conforme segue.

. AB AD ) _
Digamos que 1D - DB~ ®, dai segue:
AB AD N AD+ DB  AD
AD DB AD - DB
o 1 DB AD
AD DB
1
1+ —-—=90 1.1
e l+3 (1.1)
& Oo+1=292 (1.2)
& PP-0-1=0
1
RS - +T‘/5 (1.3)

*O GeoGebra & um software de matematica dinamica para todos os niveis de ensino que retine Geometria, Algebra,
Planilha de Céalculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbolicos em um tnico pacote facil de se usar. O
GeoGebra possui uma comunidade de milhdes de usuarios em praticamente todos os paises. No Brasil temos institutos no
Rio de Janeiro, em Sao Paulo, em Minas Gerais e em Goias que pesquisam e retinem interessados em compartilhar novas
maneiras de utilizagdo do Geogebra para o ensino. Site: www.geogebra.org
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1 —1+V5

Denotamos nesse texto ® (Lé-se: fi) como sendo a Razdo Aurea maior e ¢ = 3= 5 como

a Razdo Aurea menor. Esses dois simbolos se referem a mesma letra grega, a primeira sendo a notagao

maitscula e a segunda a mintascula.

Construgao 1.1. Construgdo do segmento dureo

i. Trace um segmento AB;

4. Encontre o ponto médio M de AB;

i41. Utilizando o compasso, trace uma reta v perpendicular o AB passando por B;

1. Trace um arco de circunferéncia de centro em B e raio MB de modo a encontrar a reta v no ponto

v. Trace o segmento formando AC formando um tridngulo ABC;

vi. Trace um arco de circunferéncia, com centro em C e raio CB até encontrar o segmento AC' no ponto
vit. Trace um arco de circunferéncia, com centro em A e raio AE até encontrar o segmento AB no ponto

O ponto D divide o segmento AB na média extrema razdo.

-
g

Demonstragao. Seja AM = z, assim temos que AB = 2z, BC = z e pelo teorema de pitagoras segue

que AC = x+/5. Visto que, por construcio, CE = z, segue que AD = AE = z(v/5 — 1). Assim
AB 2z 1+5

AD — 2(v5-1) 2

O

Defini¢ao 1.2. Retdngulo dureo: um reténgulo ABCD é denominado dureo se a razio entre as medidas

dos seus lados distintos, da maior para a menor, for igual a P.

Construgao 1.2. Construgao de wm retdngulo dureo
1. Construa um quadrado ABCD com uma medida de sua escolha;

4. Determine o ponto médio M de AB;
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11t. Trace uwm arco de circunferéncia de centro M e raio MC até encontrar a semirreta A§ no ponto E;
tv. Construa o reténgulo AEFD.

O retdngulo AEFD ¢é um retdngulo dureo.

x
Demonstragdo. Seja AB = x assim temos que M B = > BC = x e pelo teorema de Pitagoras segue que

zvV5 x(1+ \/5)

MC = — Visto que, por constru¢do, M E = MC, segue que AFE = — Assim,
z(1+/5)
Aj _ ) _ 1+ \/5
AD z 2

O

Definigao 1.3. Tridngulo dureo: Um tridngulo isésceles ABC, com AC = BC, é denominado tridngulo

i = .
aureo se AB

Construgao 1.3. Construgdo de um tridngulo dureo

i. Construa wm segmento AB, este segmento serd o lado menor do tridngulo;

1. Construa um segmento BD perpendicular e congruente a AB;

i4i. Trace a mediatriz v do segmento AB determinando seu ponto médio M ;

iv. Trace um arco de circunferéncia de centro em M e raio MD, de modo a encontrar a semirreta 1@
no ponto E;

v. Trace um arco de circunferéncia de centro A e raio AE até encontrar a reta r no ponto C;

vi. Construa o tridngulo ABC.

O tridngulo ABC ¢ um tridngulo dureo.

Demonstragao. Seja AB = z assim temos que M B = 5, BD = x e pelo teorema de pitagoras segue que
z(1+ \/5)

MD = IT\/g Visto que, por construcao, M E = M D, segue que AC = AE = —a Assim
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A _ B 1415
AD x 2

Teorema 1.1. Um tridngulo isdsceles acutdngulo com um dngulo interno de medida 36° é um tridngulo

O

dureo.

Demonstra¢ao. Considere o triangulo ABC, com AB = AC, med(ABC) = 36° e a bissetriz interna BS.

Observe que AABC ~ ABCS e que AABS também é isésceles. Adotemos BC = x e CS = y, dai,

segue que AS = BS = BC =z e AC = x +y. Logo, a razdo de semelhanca k = g—g = g—g pode ser

calculada como segue.

_AB_BC _ aty
~ BC CS r oy
e 1+2=2
xz Yy
& 1+1—k
=
s k+1=k
s K-k-1=
1 5
k:>>0 k= +2\/>—<I>.

O

Observagao 1.1. Observe que na figura acima o tridngulo ABS também é dureo, pois a razdo da medida

de wm dos lados congruentes para o lado distinto € também a Razio Aurea (s6 que a menor). Assim
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B C

podemos generalizar o teorema afirmando que qualquer tridngulo isdsceles com pelo menos um dngulo
interno de medida 36° é um tridngulo dureo. A demonstra¢io desse novo teorema seque de modo parecido
com a demonstragdo feita anteriormente, sé que em vez de tracar a bissetriz basta completar com um
tridngulo acutdngulo dureo para formar a figura utilizada para o demonstracao. Os tridngulos dureos
obtusdngulos podem ser chamados de Gnémons Aureos para diferenciar dos tridngulos dureos acutingulos.
Assim, na literatura [5] quando se fala em tridngulos dureos se refere, de modo geral, ao tridngulo isdsceles

acutingulo.

Construgao 1.4. Construcao de um decigono regular a partir do raio da circunferéncia circunscrita a
ele.

i. Construa um segmento AB com a medida igual ao raio dado;

#4. Divida AB por um ponto C que o divide na média extrema razdo, tal que AC > BC;

tie. Utilizando o compasso, trace uma circunferéncia de centro em A e raio AB;

tv. A partir do ponto B trace arcos de circunferéncia consecutivos com a abertura do compasso igual a
AC;

v. Trace o decigono reqular a partir dos extremos dos arcos obtidos no passo iv.

Demonstracao. A demonstragao dessa construgdo é simples esta baseada no fato de um decégono regular
pode ser dividido em dez tridngulos is6sceles adjacentes a partir do seu centro. Visto que o angulo
central do decidgono tem medida 36°, esses tridngulos sao isésceles com um angulo interno de medida
36°, logo sado todos dureos. Assim, a construcdo se baseia na construcdo desses dez triangulos formando
o decagono. O

Observagao 1.2. Utilizando o geogebra € possivel criar uma nova ferramenta. A partir daqui estou

utilizando wma ferramenta que criei para determinar o ponto que divide um segmento na média extrema
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raz00.

Observagao 1.3. Para construir um pentigono regular, basta sequir os mesmos passos com exce¢ao do

passo v, onde se ligaria cinco dos vértices de modo a nao utilizar dois vértices adjacentes do decigono
formado.

Considere, agora um retangulo dureo, se retirarmos um quadrado dele iremos obter um novo retangulo,



1.2 Construcdes com a Razdo Aurea 13

semelhante ao primeiro, também dureo. Se fizermos esse processo indefinidamente geraremos a figura a

seguir:

B

-

Definicao 1.4. FEspiral durea: também conhecida como espiral logaritmica € a espiral obtida pelos curvas
que tangenciam 0s pontos obtidos ao tragarmos sucessivos quadrados em um retdngulo dureo formando

novos retdngulos dureos, como pode ser observado na figura a sequir:

-

Construcao 1.5. i. Construa um retdngulo dureo ABCD, com AB sendo o lado inferior paralelo a
base da folha e com A a esquerda de B;

it. Construa o quadrado AEFD, criando o retdngulo dureo EFCB;

12t. Construa o quadrado FCGH, criando o retdngulo dureo EBGH;

tw. Construa o quadrado BGIJ, criando o retdngulo dureo EJIH;

v. Continue o processo de construgdo de quadrados no sentido hordrio;

vi. Trace um arco de circunferéncia AAF, com centro em E;

vit. Trace um arco de circunferéncia FAG, com centro em H;

viit. Trace um arco de circunferéncia C?J, com centro em I;

ix. Continue o processo de construgdo desses arcos.
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1.3 Sequéncia de Fibonacci e a Razao Aurea

Leonardo Pisano, mais conhecido como Fibonacci, foi um matemaético italiano, criado no norte da
Africa por seu pai um funcionario de comércio e alfandega. Devido ao trabalho de seu pai, ele conheceu
varios paises e teve a oportunidade de entrar em contato com diferentes formas de trabalho com a mate-
matica. Por essa razao, teve contato com os algarismos indo-ardbicos e, fascinado com a facilidade que
esses numeros traziam as contas, escreveu seu primeiro livro, Liber abaci, publicado em 1202. Dentre as
coisas trabalhadas nesse livro, em sua terceira se¢io, tem-se a Sequéncia de Fibonacci, motivo pelo qual

ele é mais lembrado nos dias de hoje. Ela foi enunciada da seguinte maneira.

Um certo homem colocou um par de coelhos em um lugar cercado por paredes por todos os lados.
Quantos pares de coelhos podem ser obtidos a partir daquele par, ao final de um ano, se assumirmos

que todo més cada par gera um novo par, que se torna fértil a partir do segundo més?[5]

O resultado desse problema é o décimo terceiro termo da sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,...) na qual cada
termo, a partir do terceiro é obtido como a soma dos seus termos antecessores. Em linguagem Matematica

atual temos:

F1 = 1,
Fy =1, (1.4)
F,=F, 1+F, o,neNen>3.
A sequéncia de Fibonacci aparece um grande niimero de vezes na natureza, seja nas quantidades de
pétalas das mais diversas flores, na optica dos raios de luz, na arvore genealdgica de um zangao, na

distribuicao das folhas em um caule e muitos outros. Além disso, essa mesma sequéncia tem uma ligacao

direta com a Razdo Aurea.
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N? de casais D Casal demasiado jovem para se reproduzir.
I = F, = 1°n°de Fibonacci
n e Tibonacel D . Casal em condigdes de se reproduzir.
1 = F, = 2°n°deFibonacci *
2 = F, = 3°n°deFibonacci * D
3 = F, = 4°n°deFibonacci * e |
5 = F, = 5°n°de Fibonacci ‘ D - . D
8§ = F, = 6°n°deFibonacci * D .m

Figura 1.5: Procriacao dos coelhos ver [13]

1.3.1 Termo geral da sequéncia de Fibonacci
Visto que a sequéncia de Fibonacci (F,),n € N, com
=1,

=1,
F,=F, 1+F, 2,neNen>3.

¢ uma relagio de recorréncia de ordem 2, ela deve ter uma solugdo particular na forma F;, = c¢1-81" +ca- 2"

em que 31 e 3 sdo as solucdes da equacio 5% — 3 — 1 = 0. Da equacdo, segue:

2 6:#5
gc—p—-1=0= ﬂ2:%5, (1.5)

Dai, segue
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_ 1+v5 )" 1-v5\"
n=a ( 2 ) e ( 2 ) a'(#)l‘f'cz'(l}\/g)l:l
ar =1 = 2 2
Cl . (1+2\/5) + CQ . (1—2\/5) — 1
a2:1
01+C1'\/5 02—02'\/5
+ =1
= 2 2
Cl.(%)Jrq.(%):l
N c1+ Vb +ea —eaV/5=2
361—&—01\/54—302—02\/5:2
= €1 = —Cy
= _CQ_CQ\/5+02_C2\/522
L o=
Clzé.

Dai podemos afirmar que o termo geral da sequéncia de Fibonacci é dado por

(1.6)

. ¢5.<1+¢5>"¢5.<1¢5>”
"B

2 5 2

Se analisarmos com calma essa expressdo, perceberemos que a Razao Aurea aparece nela duas vezes,

podendo ser reescrita assim

Fo V0 (@)" — ? (-é)n. (1.7)

1.3.2 Razao entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

A seguir, temos um teorema que trata sobre a razao de termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci.

Teorema 1.2. O quociente entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci (Fy,),n € N, tende a
Razao Aurea quanto maior for o valor de n. Ou seja,

F,
lim

n—oo [, 4

= .

Demonstragao. Utilizando a equagdo (1.7) segue



1.3 Sequéncia de Fibonacci e a Razdo Aurea 17
V5 n V5 1\n
F, X2 (D) — 2 (—
lim . = lim \/55 (®) 55 ( ?)
n—oo o, 1 n—oo ¥ ((I))nfl -2 (75)7171
n_ (=D
(@ -G
= lim S
n—00 ((I))n—l ((I))n—l
(@) (@ = (D) gma)
- lim n—1 n—1 1
nooe ()t (1= (=1)" - go=s)
(I) — (-1 . 2’}L71
= lim ( n)_l @ T
n—oo | — (_1) - Tz
= ¢
O

1.3.3 Espiral de Fibonacci

Construcgao 1.6. Espiral de Fibonacci

1. Construa um quadrado ABCD, com AB = lem;

1. Construa o quadrado DCEF, com EF # AB;

it3. Construa o quadrado AFGH, com E ¢ FG;

iv. Construa o quadrado BHILJ, com G ¢ HI;

v. Continue o processo de construcao de quadrados no sentido anti-hordrio;

vt. Construa com compasso uma série de arcos que levam a aprozimacdo da espiral que passa pelos
pontos A, C, F, H....
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Observagao 1.4. Observe que apds a construcao de cada quadrado surge um retdngulo cujos lados tém
como medidas termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci, assim a cada nova interagao, pelo teorema

1.2, o retdngulo fica mais prozimo de um retdngulo dureo.

1.3.4 Poténcias de ¢

Em relacao as poténcias naturais de ®, pode-se observar um padrao interessante, e este esta descrito

no teorema a seguir.

Teorema 1.3. Uma poténcia natural de ®, ®",n € N e n > 2, pode ser escrita na forma
" =F, - &+ F,_,.

Demonstragdo. Vamos demonstrar essa formula por indugao.
Base da inducao:
n=2= & =o+1

O que pode ser verificado na equagao (1.2)
Hipoétese da inducgao:
O"=F,.- O+ F, ,

Tese da indugao:
"t = F,., - ®+F,

Utilizando as equagdes (1.2), (1.4) e a hipétese de indugao, podemos desenvolver ®"*1 como segue:

P"tt = . @

= (F, - ®+F,1)®

= F, - ®*4+F,_,-®

= F, o+ F,+F,_1®
= (Fu+Fyq) ¢+ F,

= Foy1-®+F,.

1.4 Algumas propriedades algébricas de ¢

Além das propriedades geométricas que ja trabalhamos, a Razio Aurea também tem um grande ni-
mero de propriedades algébricas tnicas, aparecendo muitas vezes em lugares inesperados, caracteristica
que lhe concede o status que tem hoje ver [5]. Entre elas podemos observar duas que foram citadas por
Paul S. Bruckman, de Concord, Califérnia, em um poema publicado em 1977, no peridédico The Fibonacci

Quarterly. Referindo-se a Razdo Aurea como a “Razdo Média”, a primeira estrofe desse poema é:
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A média durea € algo absurdo,

Nao € um ndmero irracional comum.
Se vocé o inverte (isso é divertido!),
Vocé a obtém de novo, reduzida de um.
Mas se pela unidade for somado,

Acredite, isso dd seu quadrado.[5]

Essas propriedades sao consequéncias diretas de equacoes que obtivemos ao determinar o valor da
p 1
Razao Aurea no inicio desse capitulo, a saber, as equagdes ® =1+ 3 (1.1) e @2 = ® + 1 (1.2). Temos

outras propriedades ainda, que vamos citar nos teoremas a seguir.

Teorema 1.4. A Razio Aurea é a solucio da equacio x = \/1 +vV1i+V14+.. .

Demonstragao. Para demonstrar, vamos resolver a equacao x = \/1 +vV1++V/1+..., comzx > 0.

x—\/l-i—\/l—l—\/l—i—... = x2—1+\/1+\/1+\/1+...

= 2°=1+z

= z=07.

1
1
E R

Teorema 1.5. A Razio Aurea é a solug¢io da equagio v =1+

1

Demonstragao. Para demonstrar vamos resolver a equacao z = 1+ Fpr——
o —

. Observe que o denominador

do segundo termo do lado direito da equagao é igual a x, pois a fracao continua se estende indefinidamente.
Assim, segue

[
_|_

1+ﬁ

= 22=z+1

z = .

(=]
by

O

Observagao 1.5. Como a fra¢io continua da Razdo durea é composta somente de uns, ela converge
muito lentamente. A Razao Aurea é, nesse sentido, mais “dificil” de expressar como uma fragdo do que

qualquer outro ndmero irracional — € o “mais irracional” dos irracionais (ver [5]).

No capitulo a seguir teremos uma nocao sobre a histéria Educagao Matemaética para entendermos um

pouco sobre a atual situacao do ensino desta disciplina no Brasil.
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2

Nocoes histoéricas da Educacao

Matematica

“Creio que nao € possivel compreender
as Matemdticas de hoje se ndo tiver
pelo menos uma ideia sumdaria de sua
historia.”
Jean Dieudonné
Para podermos compreender como o ensino da Matematica acontece hoje é necessario entender como
a Matematica moderna surgiu e como isso influéncia no ensino da mesma. Para melhor compreender
como utilizar a Razdo Aurea no ensino é necessario compreender como a Matematica é organizada e
como isso foi desenvolvido até os dias de hoje. Este capitulo teve como referéncia o artigo [3] de Gomes,
Maria.

Ao longo da Historia, a Matematica foi, muitas vezes, desenvolvida de forma empirica. Na Grécia,
provavelmente alguns anos antes do século IV a.C., se desenvolve uma nova maneira de se tratar a Mate-
matica. Essa maneira reflete a realidade grega de argumentacao sobre os acontecimentos e a valorizacao
do raciocinio légico dedutivo, provavelmente esse tipo de raciocinio levou a necessidade da “prova”’ em
Matematica, que até entao nao aparecia com muito valor ao longo da histéria. Com isso, os gregos co-
mecam a tracar uma nova maneira de ensinar Matematica. Para aceitar um novo fato, com excegao dos
axiomas, se torna necessario a “prova’ ou demonstracao, ou seja, é necessario criar um caminho logico
entre o que ja foi provado e o que se deseja provar. Esse raciocinio fica claro com a publicagdo dos
Elementos de Euclides que formam um resumo organizado dos conhecimentos gregos sobre a Matematica
até o século I1T a.C. Este livro se torna uma referéncia para o estudo da Matematica e do raciocinio 16gico
dedutivo, se tornando o segundo livro mais publicado na histéria e influenciando diretamente a maneira
de ensinar a Matemaética atualmente. Nesse livro aparece, pela primeira vez, um registro sobre a divisao

de um segmento na média extrema razdo, ou como conhecemos hoje na Razdo Aurea.
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Apesar das bases da Matemética moderna terem sido langadas ha mais de dois mil anos, encontramos
ainda hoje muitos desafios com relagdo ao ensino da Matematica. Aqui no Brasil, podemos ver esses
desafios ao longo da nossa historia e ainda hoje os reflexos disso nos resultados do Brasil nos exames
como o Programa Internacional de Avaliacdo dos Estudantes (PISA), no qual o Brasil ocupa a posigao
58, de 65 paises avaliados. Nao podemos olhar apenas para a posicao, segundo o resultado do PISA 2012
87,5% dos estudantes Brasileiros apresentam dominio insuficiente de Matematica (ver [21]). Analisando
nossa formagao historica vemos que o Brasil teve uma valorizacdo tardia para a educagdo, em especial,
para a Educagdo Matematica. No Brasil Colonia (1500-1822) a educagao ficou a maior parte do tempo
sobre o dominio dos jesuitas e a preocupacao central era catequizar e nao necessariamente ensinar os
contetados para os indigenas, os principais alunos da época. Ainda assim, existiam varios livros sobre

Matematica nas bibliotecas das escolas elementares Jesuitas, como diz Gomes 2012 (em [3]) a seguir.

Nas escolas elementares, no que diz respeito aos conhecimentos matematicos, contemplava-se o en-
sino da escrita dos ntimeros no sistema de numeracao decimal e o estudo das operacoes de adicao,
subtracao, multiplicacao e divisao de ntimeros naturais. Nos colégios, o ensino ministrado era de
nivel secundario, e privilegiava uma formagdo em que o lugar principal era destinado &s humani-
dades classicas. Havia pouco espaco para os conhecimentos matematicos e grande destaque para o
aprendizado do latim. Sobre o ensino desses conhecimentos, conhece-se pouco: por exemplo, sabe-
se que a biblioteca do colégio dos jesuitas no Rio de Janeiro possuia muitos livros de Matematica.
No entanto, estudos realizados por muitos pesquisadores conduzem a ideia geral de que os estudos

matemaéticos eram realmente pouco desenvolvidos no ambiente jesuita.

No Brasil império (1822-1889) no ensino das “primeira letras” a Matematica se fazia presente, pois
a esséncia desse ensino era “ler, escrever e contar’. Nessa época, o ensino era dividido entre meninos e
meninas e, para os meninos, tinha-se um estudo matemaético mais extenso, pois viam além das operagoes
bésica, os estudos das fracoes, proporg¢des e nogoes de geometria. Apesar de o predominio e da priori-
zacao do latim, do grego, da retérica, da poética, da filosofia e das linguas modernas, algumas areas da

Matematica eram abordadas como aritmética, dlgebra, geometria e, posteriormente, a trigonometria.

Ap6s a proclamagdo da republica (1889), surgiram varios movimentos preocupados com a qualidade
da educacdo e que buscavam reformé-la, ja que até entdo 85% dos Brasileiros eram analfabetos. Entre
esses reformadores estava Benjamin Constant (1836-1891), que buscava romper com a tradigdo huma-
nista e literaria do ensino secundario e privilegiar as disciplinas cientificas e Matematicas. Nesta época,
a frequéncia ao ensino secundario era optativa e como seu objetivo principal era a preparacao para a
educacao superior muitos estudantes, sem realizar o curso regular, faziam os chamados exames prepa-
ratérios para o ingresso nos cursos superiores. Nesses cursos figuravam aritmética, dlgebra, geometria e

trigonometria.

Outro movimento que surgiu nesse periodo foi a “Escola Nova”’, movimento do qual pode-se destacar
duas ideias fundamentais e comuns as diversas correntes escolanovistas, segundo Maria Angela Miorim
(em [8]), o “principio da atividade” e o “principio de introduzir na escola situagbes da vida real”. Esses
principios trouxeram muitas mudangas no ensino com reflexos para a abordagem da Matematica. Se-
gundo ela, essas mudancas nao alcancaram de imediato a educacao secundaria. Esta continuava “num
ensino livresco, sem relacao com a vida do aluno, baseado na memorizagao e na assimilagao passiva dos
conteudos” (1998, p. 90).
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No quarto congresso internacional de Matematica, realizado em 1908 em Roma, foi criada uma co-
missao internacional para tratar questoes do ensino. Esta comissao estabeleceu como meta proceder um
estudo sobre o ensino secundério da Matemética em varios paises, entre eles o Brasil. Suas principais
propostas eram: unificar os conteudos abordados na escola em uma tnica Matemaética, enfatizar as apli-
cacgoes praticas da Matematica e introduzir o ensino do célculo diferencial e integral no nivel secundario.
O maior adepto das ideias modernizadoras foi o professor Euclides Roxo (1890 - 1950), que propds uma
mudanca radical nos programas de ensino do Colégio Pedro II, mudangas que foram aprovadas em 1928.
A caracteristica mais evidente foi a unificacdo das disciplinas Aritmética, Algebra, Geometria e Trigono-

metria em uma nova disciplina chamada Matematica.

Em 1931, uma série de decretos propuseram organizar a Educa¢do no Brasil e ficaram conhecidos
como a Reforma de Francisco Campos, na época Ministro da Educacdo e da Saiude. Apenas com esses
decretos as ideias modernizadoras se estenderam de maneira ampla nas escolas secundéarias brasileiras.
A proposta curricular da nova disciplina Matemética foi bastante detalhada e o inicio do seu texto traz

uma exposi¢io da finalidade do ensino da Matemética e pode ser lido no trecho a seguir.

O ensino da Matemaética tem por fim desenvolver a cultura espiritual do aluno pelo conhecimento
dos processos matemaéticos, habilitando-o, a0 mesmo tempo, & concisdo e ao rigor do raciocinio pela
exposicao clara do pensamento em linguagem precisa.

Além disso para atender ao interesse imediato da sua utilidade e ao valor educativo dos seus méto-
dos, procurard, nao s6 despertar no aluno a capacidade de resolver e agir com presteza e atencao,
como ainda favorecer-lhe o desenvolvimento da capacidade de compreensao e de analise das rela-
¢Oes quantitativas e espaciais, necessarias as aplicagdes nos diversos dominios da vida pratica e a
interpretagio exata e profunda do mundo objetivo.

(Novissimo Programa do Ensino Secundario (nos termos do art.10, do decreto n. 19.890 de 18 de
abril de 1931). Rio de Janeiro, 1931.)

A proposta enfatizava que o aluno deveria ser um descobridor, por exemplo, em geometria se desen-
corajava fazer as demonstracoes formais sem antes ter feito o aluno experimentar e construir as ideias
por tras do teorema. Também trazia as descrigoes sobre o conteido que deveriam ser abordados em
cada série, além de colocar o ensino secundéario sobre outra visao, ja que até entao muitos o viam apenas
como uma simples preparacdo para o nivel superior e agora propunha a necessidade de desenvolver “as
faculdades de apreciacdo, de juizo e de critério, essenciais a todos os ramos da atividade humana, e,
particularmente, no treino da inteligéncia em colocar os problemas nos seus termos exatos e procurar as

solugdes mais adequadas.” (Novissimo Programa do Ensino Secundario).

A reforma teve varios criticos opositores e varias dificuldades em sua implementagdo, como a falta
de livros didaticos que estivessem de acordo com as novas diretrizes. Varios professores de Matemética

achavam que a ideia de levar a disciplina a um patamar mais intuitivo, rebaixaria o ensino da mesma.

A partir da Lei Organica do Ensino Secundario, de 1942, o ensino secundério foi organizado em dois
ciclos: o ginasial, de quatro anos, e o colegial, de trés anos, dividido em classico e cientifico. Criou-se
ainda o ramo secundario técnico-profissional além do normal, para formacao de professores para a escola
primaria. Essas reformas visavam a separacao do ensino secundario para as elites e do profissional para

0 povo, ja que somente quem cursasse o ensino secundério tradicional poderia acessar os cursos superiores.
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A partir de 1950, transformagdes econdmicas, sociais e culturais no Brasil desencadearam uma mu-
danca, que alterou o ensino de varias disciplinas escolares, entre elas a Matematica. Essas transformacgoes
permitiram o acesso de alunos de camadas populares, democratizando a escola e aumentando assim, ex-
pressivamente, o niimero de alunos no ensino primério e secundéario. Isso contribuiu para o aumento da
demanda de professores e, a0 mesmo tempo, diminuiu a exigéncia na admissao destes, levando a uma mu-
danga significativa das condic¢oes escolares. Essas novas condi¢bes levaram a desvalorizagdo do professor,
reduzindo salarios e piorando as condicoes de trabalho. Uma das maneiras de os docentes suavizarem
suas atribuicoes foi transferir aos livros didaticos a tarefa de preparar as aulas e exercicios aumentando

a importancia do material didatico no ensino.

Nesta década surgem os congressos de ensino de Matematica no Brasil e uma movimento internacional
conhecido como Movimento da Matematica Moderna. Esse movimento visava ao realce na precisao da
linguagem Matematica, uma nova abordagem utilizando as linguagem dos conjuntos e a sequenciacao dos

contetidos de acordo com a moderna construgao légica da Matematica.

As ideias do Movimento de Matemética Moderna tiveram grande aceitacdo no Brasil. J4 em 1959,
no 3° congresso Brasileiro de Ensino de Matematica, onde estavam 500 professores de 18 estados, se
verificaram as primeiras manifesta¢oes deste movimento em nosso pais, surgindo varios grupos de estudo
do Ensino de Matemaética. Em 1966, o 5° Congresso Brasileiro de Ensino de Matemaética teve como foco
principal a implantacao desse modelo no Brasil. Um dos principais objetivos desse movimento era integrar
os campos da Aritmética, da Algebra e da Geometria no ensino, utilizando elementos unificadores como,
a linguagem dos conjuntos. Buscava ainda a necessidade de mostrar mais a importancia dos aspectos
logicos ao invés da memorizagao sem justificativa de regras e procedimentos. Na Geometria, eles busca-
vam mudar o enfoque da abordagem classica inspirada nos Elementos de Euclides para transformacoes

geométricas, estudando vetores, espaco vetorial e transformagao linear.

Muitos autores tiveram dificuldade de adaptar seus livros didaticos com os ideais modernistas, princi-
palmente em geometria, nao conseguindo realizar grandes mudancas no que jé existiam em livros anteri-
ores. Um dos efeitos da disseminagao das ideias do Movimento da Mateméatica Moderna foi a diminui¢ao
dos contetidos geométricos nas escolas, tanto pela valorizacdo da algebra quanto pela falta de subsidios

para os professores.

Com a ampliacdo das escolas publicas, o governo criou cursos de natureza aligeirada para formar
professores, nesses cursos nao se investiam o suficiente na preparagdo para o ensino da geometria e isso
aliado ao ideario modernista levou ao “abandono do ensino da geometria”’. Assim, nas décadas de 1970 e
1980, com a formacado de baixa qualidade de muitos professores e a supervalorizacao da algebra, o ensino

da geometria nas escolas publicas se torna praticamente ausente.

No Brasil, no final da década de 1970 e no inicio dos anos 1980, comeca uma renovacao dos ide-
ais educacionais deixando os ideais modernistas que estavam sobre forte critica naquela época. Nessa
perspectiva, destacam-se a valorizacao de uma abordagem histérica dos temas, a acentuacao na impor-

tancia da geometria e a diminuicao do destaque conferido a conjuntos e ao rigor na linguagem Matematica.
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Mesmo a Geometria voltando a ganhar importancia, alguns contetidos nao retomaram o valor que
tinham anteriormente. O Desenho Geométrico, que é um conjunto de técnicas e processos para constru-
¢oes de formas geométricas, era uma disciplina obrigatdria, mas perde sua for¢ca com o Movimento da
Matematica Moderna. Essa disciplina perde a obrigatoriedade a partir de 1961, pois passa a nao compor
a grade de todas as modalidades de curriculos existentes. A partir da lei 5692/71, o ensino do Desenho
Geométrico vai se perdendo dentro de algumas escolas. Em algumas ndo aparecia mais no curriculo e, em
outras, mesmo presente o programa nao era cumprido. Essa situacao se agrava no inicio dos anos 1970,
momento em que esta disciplina deixa de ser exigida nos exames vestibulares dos cursos de Arquitetura
e Engenharias, como afirma Elenice Zuin (em [14]) na cita¢do a seguir.

Com a exclusao do Desenho Geométrico dos vestibulares, as escolas se viram desobrigadas de
manter esta disciplina no segundo grau, sendo, posteriormente, também excluido, por varias escolas
brasileiras, do primeiro grau — hoje denominado, Ensino Fundamental. Esta reforma propds a
inclusdo da Educagao Artistica, nas grades curriculares, tendo por fim integrar as 4reas de expressao

corporal, expressao musical e plastica — aqui estando imbuida a linguagem do Desenho.

Assim, alguns defendiam que o Desenho geométrico, por ser uma forma de expressao deveria ser ensi-
nada dentro da Educagao Artistica, enquanto outros defendiam que ele deveria vir dentro da Matematica,
visto que o ensino do Desenho Geométrico estd intimamente ligado & geometria. Apesar dessas visoes, o
Desenho geométrico foi praticamente abandonado no ensino. Sobre a situagdo atual Zuin comenta:
Em nosso pais, o Desenho Geométrico constitui uma disciplina independente. Existem umas poucas
escolas que ainda ministram o Desenho Geométrico, algumas delas o fazem apenas em um ou dois
anos do Ensino Fundamental. Poucas escolas em Minas Gerais ainda mantém o Desenho Geométrico
em todo o Ensino Fundamental. No restante do Brasil, temos situacoes variadas, escolas de algumas
cidades de alguns Estados conservam o Desenho, mas vérias ja cogitavam retirar esta disciplina, ha
alguns anos.

Complementando podemos dizer que também no Distrito Federal sdo poucas as escolas que ainda mantém

o desenho geométrico como disciplina curricular. No artigo A importincia do Desenho Geométrico no

Ensino Bdsico e Técnico de nivel Médio (em [7]) sdo citadas quatro vantagens do ensino de Desenho

geométrico, sao elas:

e O Desenho permite concretizar os conhecimentos teéricos da geometria confirmando graficamente

as propriedades das figuras geométricas;

e Ao estudar as demais matérias, os alunos aprendem as linguagens verbal e simbolica. Ao estudar
Desenho, aprende a linguagem grafica, precisa e concisa, a mais antiga das linguagens. A criativi-
dade técnico-cientifica, que é a capacidade de pesquisar e encontrar solugoes consegue-se com uma
teoria minima, curta e inesquecivel do Desenho. E como se estivéssemos desemaranhando um fio.

Numa ponta do fio: o que se sabe. Na outra ponta: o que se quer;

e Nada melhor que o desenho geométrico para resolver capacidades importantes como: organizacao,

autodisciplina, iniciativa, serenidade e capricho;

e Com exercicios de Desenho apropriados para estimular a conexao de neurénicos cerebrais, desenvolve-

se a visao espacial.
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Por isso, o desenho geométrico deve voltar a fazer parte da grade curricular e isso esta bem perto de
se realizar, pois a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) traz em sua proposta de curriculo comum

de Matematica o Desenho Geométrico ensinado juntamente com a geometria, como deve ser feito.

Em 1988 foi fundada a Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM), o que pode ser tratado

como um marco para a educagdo brasileira. A descri¢ao dessa sociedade segue abaixo.

Fundada em 27 de janeiro de 1988, a SBEM é uma sociedade civil, de carater cientifico e cultural,
sem fins lucrativos e sem qualquer vinculo politico, partidario ou religioso. Tem como finalidade
congregar profissionais da area de Educagao Matemadtica e de areas afins. A SBEM tem em seus
quadros pesquisadores, professores e alunos que atuam nos diferentes niveis do sistema educacional
brasileiro, da educacao basica & educagao superior. Ela possui também sbcios institucionais e s6cios
de outros paises.

Disponivel em www.sbem.org.br

A fundagio dessa sociedade consolida e fortalece o didlogo sobre educagio matemética no Brasil. Hoje
existem varios polos de discussdao sobre o assunto em diversos estados. E através dessas discussoes que
se consolida a melhora da educagdo, como diz Diva (em [2]).

E na busca por mudancas no ensino da Matematica que surgem praticas inovadores e que destacam
como tendéncias em Educacdo Matematica. A pesquisa na Educagdo Matemaética ao longo de sua
historia apontou caminhos que podem ser seguidos quando se pretende alcangar mudangas efetivas
no processo ensino-aprendizagem. Estes caminhos passam a se consolidar como uma tendéncia, a

partir do momento em que sua pratica produz resultados positivos em sala de aula.

Assim, as tendéncias do ensino da Matemética podem ser vistas como diferentes abordagens nesse
ensino. Existe uma categorizacao de tendéncias de acordo com a histéria do ensino da matematica. Essa

categorizacdo esta o livro de Diva (em [2]) e se encontra a seguir.

e Empirico-ativista: focada nos valores utilitarios da Matemaética, suas aplicagdes no cotidiano e em

experimentos.

e Formalista-moderna: énfase no uso da linguagem rigorosa da matemaética e nas justificativas.

e Tendéncia-tecnicista: apresentacao dos contetidos como uma instrugao programada, tornado os

recursos e técnicas de ensino como o centro do processo ensino-aprendizagem.

e Tendéncia construtivista: considera o conhecimento matematico resultante da acao interativa-

reflexiva do individuo com o meio ambiente.

e Tendéncia histérico-critica: busca uma aprendizagem significativa, que ocorre quando o aluno con-

segue atribuir sentido e significado as ideias matemaéticas.

e Tendéncia socioetnocultural: traz uma visao antropolégica, social e politica da Matemaética, par-

tindo de problemas da realidade, inseridos em diversos grupos culturais.
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Em seu livro ([2]) Diva, cita varios autores e gostaria de destacar a visdo de Lopes e Borba* sobre a
Educacao Matematica.

Para Lopes e Borba uma tendéncia é uma forma de trabalho que surgiu a partir da busca de so-
lugbes para os problemas da Educagdo Matematica. A partir do momento que é usada por muitos
professores ou, mesmo que pouco utilizada, resulte em experiéncias bem sucedidas, estamos diante
de uma verdadeira tendéncia. Colocam, ainda, que a Educacao matematica critica, a etnomateméa-
tica, a modelagem matemaética, o uso de computadores e a escrita na Matematica sdo verdadeiras
tendéncias

Assim sempre que um professor busca aprimorar sua aula com novas atividades, na medida que ele
consegue experiéncias bem sucedidas, ele esta desenvolvendo uma nova tendéncia em Educacao matema-
tica. Em geral, ao se implementar uma atividade nao se usa apenas uma tendéncia, mas uma uniao de
varias delas.

Existem varios temas que foram estudados ao longo da historia da Matemética que podem ser utiliza-
dos para a aplicacdo da Matematica. Um destes é a Razao Aurea que foi trabalhada no capitulo anterior e
ja foi pesquisada por varias pessoas diferentes. Ao buscar informagoes sobre este tema para a preparacao
desta dissertagio, encontrei diversos artigos sobre o tema. Entre eles, a disserta¢ao de Alexandre Ramon
de Souza, intitulada Razdo durea e aplicagoes: contribuicdes para a aprendizagem de proporcionalidade
de alunos do 9° ano do Ensino Fundamental ([12]) , que trabalhou a Razdo Aurea em um projeto com
os alunos do 9° ano com o intuito de contextualizar propor¢do. Encontrei também os artigos de Giorgio
Wilberstaedt (ver [13]) e o de Rosania Maria Queiroz (ver [10]) que trabalharam a Razdo Aurea e suas
relacbes com outros elementos da Matematica, da natureza e das artes. Isso mostra que, caso o professor
queira pesquisar e inovar na explicacao de algum contetdo, existe uma infinidade de fontes confiaveis que
ele pode contar para aplicar suas ideias.

*Lopes, Anemari Roesler Luersen Vieria; Borba,Marcelo de Carvalho. Tendéncias em educagdo matemaéatica. Revista
Roteiro, Chapeco, n. 32, p. 49-61, jul./dez. 1994.



Capitulo

3

O projeto

3.1 O porqué do projeto

O ensino de Matematica muitas vezes é feito de maneira mecanica e apenas expositiva. Um método
que traz sobre o professor a responsabilidade de expor todo o contetdo e para o aluno a responsabilidade
de memorizar e praticar, muitas vezes sem entender o motivo, o que foi exposto pelo professor. Esse
meétodo foi eficiente no passado e pode ser necessario em alguns momentos no ensino da Matematica, mas
nao pode ser o inico método utilizado. Podemos utilizar as experiéncias do aluno, ou criar oportunidades
para os alunos passarem por experiéncias novas que lhes auxiliem no processo de aprendizagem. Fredy

Rodrigues (em [11]), baseado em Larrosa (em [4]), escreve:

O saber que se adquire através da experiéncia é um saber diferente do saber cientifico e do saber
da informagdo. E um saber que, segundo o autor, advém da relagio entre conhecimento e vida
humana, ou seja, é um saber que nasce a partir daquilo que nos toca e acaba por aproximar o
conhecimento da vida humana. E um saber pessoal, subjetivo, que surge ao passo que algo venha
a nos acontecer.

Pensando em mudar um pouco suas aulas, muitos professores buscam um novo material didatico
manipulavel e depositam nele a esperanca de resolverem os problemas de aprendizado do aluno. Porém,
o material por si s6 nao é suficiente, por melhor que seja o material didatico, este “[...] nunca ultrapassa a
categoria de meio auxiliar de ensino, de alternativa metodoldgica a disposi¢do do professor e do aluno e,
como tal, o material manipulavel nao é garantia de um bom ensino, nem de uma aprendizagem significativa
e ndo substitui o professor.”[6]. Complementando esse pensamento temos o que foi escrito por Passos (em
9]).

Qualquer material pode servir para apresentar situagoes nas quais os alunos enfrentam relagoes
entre objetos que poderao fazé-los refletir, conjecturar, formular solugoes, fazer novas pergunta,
descobrir estruturas. Entretanto, os conceitos mateméticos que eles devem construir, com a ajuda
do professor, ndo estdo em nenhum dos materiais de forma a ser abstraidos deles empiricamente.
Os conceitos serdao formados pela agdo interiorizada do aluno, pelo significado que dao as agoes, as

formulagbes que enunciam, as verificagoes que realizam.

Assim, o papel do professor de Matematica deve ser em muitas das situacoes de um mediador, dando

auxilio para o aluno se desenvolver e fazendo uma ponte entre o que o aluno pode perceber e como
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isso é representado com linguagem Matemaética. O professor deve procurar instigar seus alunos a querer

aprender algo e conhecer algo novo, como explica Alessandra Daher (em [1])

A aprendizagem acontece quando existe a necessidade de conseguir algo, e conseguindo-o, torna-se
importante apropriar-se dos mecanismos utilizados nessa a¢do. Sendo assim, o ensino nao deve ser
posto como precursor da aprendizagem, visto que o sujeito aprende por conta de sua propria pratica

e ndo por meio do que se ensina.

Dessa forma, podemos dizer que os dois agentes ativos no processo de aprendizagem sdo o aluno, que
é o responsével final do processo de atribuir significado aos contetdos, e o professor, que deve possibilitar
uma orientacdo adequada ao processo de construcio do conhecimento(ver [1]). Pensando nisso, desenvolvi
este projeto, que tem o objetivo de motivar o aluno com um tema que mesmo sem saber, faz parte de seu
cotidiano. Mostrando as aplicacoes e utilizando isso para motivar os alunos a adquirir os conhecimentos
necessarios para compreensio e reproducao da Razdo Aurea, bem como para busca-la ou reproduzi-la em

situagoes novas.

O projeto consiste em um conjunto de aulas focadas na participagao mutua do aluno e do professor, nas
quais o aluno tenha um papel participativo e ativo e nao meramente expositivo por parte do professor. Fica
a cargo do professor, além da preparagdo prévia, a intermediagdo entre os alunos, a escrita Matemaética,

as construgdes geométricas e as aplicagbes da Razao Aurea.

3.2 Metodologia do projeto

O projeto foi idealizado para alunos da segunda série do Ensino Médio de uma das unidades de uma
escola particular de Brasilia. A maioria dos alunos ja havia estudado desenho geométrico no Ensino
Fundamental por esse motivo ndo foi colocado uma oficina inicial ensinando algumas construgdes. No
entanto, apesar de saberem desenhar certas construgoes muitos nao entendiam os significados das mesmas

e nao sabiam utilizar de maneira indireta, caso necessario.

O projeto foi composto de cinco encontros, de duas horas cada, realizados no contraturno escolar.
Os alunos nao tiveram nenhuma promessa de pontos extras ou de quaisquer beneficios, além do conhe-
cimento a ser adquirido. Os alunos interessados e com disponibilidade para os dias propostos deveriam
se inscrever e aguardar o resultado do sorteio que selecionaria 50 participantes para o projeto. Como a
procura foi grande, mais de 120 inscritos, foram montadas duas turmas de 50 alunos cada, em horarios

diferentes.

As oficinas foram ministradas no laboratorio de Fisica da escola, por dispor de bancadas que facilitam
a interagdo entre os alunos e fornecem um espago maior para fazer as construgoes geométricas com régua
e compasso. A interacgao entre os alunos era estimulada, assim quando eles tinham duvida perguntavam a
um colega e caso este nao conseguisse respondé-la, chamavam um professor. Cada aluno era responséavel
por trazer o proprio material de desenho e nés levamos alguns caso precisasse. Em cada oficina o aluno
recebia uma apostila com as atividades para a aula, ao final o aluno devolvia a apostila e a recebia de
volta no inicio da proxima oficina. Ao final do projeto, cada aluno ficou com sua apostila com suas

atividades resolvidas.
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Devido a grande quantidade de alunos, fui auxiliado por dois colegas professores na conducao dos
trabalhos. Os encontros serao descritos a seguir.

3.2.1 Primeiro encontro: Avaliacao diagndstica e teoria

Na primeira hora deste encontro foi proposta uma Avaliacdo Diagnoéstica, ver Apéndice B, para verifi-
car o nivel de conhecimento dos alunos sobre as construgoes geométricas utilizadas no conteiido de Razao
Aurea. Dependendo do resultado dessa avaliagdo seria realizada uma oficina introdutéria de desenho ge-

omeétrico ensinando a utilizar régua e compasso, construir mediatriz, bissetriz e transferéncia de angulos.

No segundo momento desse encontro, ministrei uma aula sobre Razdo Aurea, abordando a parte
tedrica e mostrando uma série de exemplos, que seriam trabalhados nas oficinas das semanas seguintes,
com o intuito de motiva-los e instigé-los a pesquisar previamente sobre o assunto. Essa aula foi expositiva
e utilizei o site prezi.com™ para elaboracao da mesma. Dentro dela tem todo o conteido abordado no
capitulo 1 “A Razdo Aurea” sem as demonstracdes, pois nio considero necessario demonstrar todas essas
coisas para os alunos e algumas eles ndo tem conhecimento suficiente para acompanhar o processo de

demonstragao.

3.2.2 Segundo encontro: Oficina I

No inicio dessa oficina separamos um tempo para relembrar algumas construg¢oes como mediatriz,
bissetriz e transferéncia de angulos. Depois foi entregue aos alunos a parte Oficina I do projeto, Apéndice
A. Esta oficina foi dividida em trés partes, sendo a primeira é um resumo historico sobre a Razdo Aurea,

o retangulo dureo e sobre a utilizacdo da Razdo Aurea em proporc¢oes do corpo humano.

Na segunda parte, foram abordados os passos das construgoes do segmento dureo e do retangulo aureo,
a partir do seu lado menor. Essas construcoes estao demonstradas no Capitulo 1. Ainda nessa parte,
sugerimos aos alunos criar os passos para construir um retangulo dureo, a partir do seu lado maior. Isso
foi feito com a intengao de verificar se os alunos estao entendendo o que estao fazendo ou apenas seguindo

os comandos sem compreendé-los.

As razdes do corpo humano que se aproximam da Razdo Aurea foram abordados na terceira parte
dessa oficina. Para isso, disponibilizamos fitas métricas para que os alunos, em duplas, pudessem medir

um ao outro e fazer as razoes pedidas. Estas razoes se encontram na tabela a seguir.

*prezi.com é um site no qual é possivel fazer apresentacoes interativas que facilitam o desenvolvimento da apresentagao.
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Razao Aurea no corpo humano

Aluno:

Medidas (cm) | Razoes
Altura (h) h—
Distancia do umbigo ao chao (u)
Tamanho do rosto (r) =
Distéancia entre o topo do nariz e o queixo (1)
Distancia do quadril ao chao (q) 1=
Distéancia do joelho ao chéo (j)
Distancia do ombro a ponta do dedo (o) 2=

Distéancia do cotovelo a ponta do dedo (c)

3.2.3 Terceiro encontro: Oficina II

Nesta oficina comecamos com a historia de construgdes que envolvem a Razdo Aurea, como a do

dodecaedro, e como isso fascinou os gregos. Também falamos da espiral durea e do uso das figuras que

envolvem a Razao Aurea para trazer harmonia em fotos, construcoes e obras de arte.

Depois sao propostas as construgoes, passo a passo, do tridngulo aureo, da espiral durea e do decigono

regular, estas construgoes estao no Capitulo 1, devidamente demonstradas .

Em seguida fornecemos algumas obras de arte e pedimos que os alunos fizessem essas construcoes e

analisem as figuras com os tragos feitos para enxergar as mesmas de um modo diferente. As construgoes

nas obras de arte estdo feitas a seguir, aparecendo primeiro o comando com a figura original e logo abaixo

a construcao ja feita.
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A Anunciacao, Leonardo da Vinci
Problema: Observar algumas aparicdes da Razio Aurea no quadro “A Anunciacio”

Para facilitar as construc¢oes, nomeie os vértices do quadro ABCD comegando do canto esquerdo inferior e
seguindo no sentido anti-horério.

i. Divida o segmento AD na Razdo Aurea com o ponto E de modo que AE > ED;

ii. Trace a reta r perpendicular a AD no ponto F;

iii. Construa um retangulo ADFG com AG = AE e G € AB;

iv. Construa um quadrado FGHI com H € GB ;

v. Escreva abaixo da figura o que essas construgoes te levaram a perceber.

Figura 3.2: A Anunciagdo ap0s as construcoes
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A Ultima Ceia, Salvador Dali
Problema: Observar algumas aparicdes da Razdo Aurea no quadra “A Ultima Ceia”

i. Com uma régua, meca as dimensdes do quadro e faga sua razdo, verificando que esta se aproxima de phi;
ii. Construa uma espiral durea no sentido anti-horario;

iii. Construa uma espiral durea no sentido horério;

iv. Escreva abaixo da figura o que essas construcoes te levaram a perceber.

Figura 3.4: A Ultima Ceia com construcdes
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Mond Crucifixion, Rafael Sanzio
Problema: Observar algumas aparicdes da Razido Aurea no quadra “Mond Crucifixion”

i. Trace uma circunferéncia com um didmetro com extremos nos pontos vermelhos inseridos no quadro;
ii. Trace um decégono inscrito nessa circunferéncia com dois dos vértices nos pontos vermelhos;
iii. Construa um pentagrama, inscrito na circunferéncia, com um dos vértices no rosto de Cristo;
iv. Trace um tridngulo dureo com um vértice no ponto sobre o rosto de Cristo e com um lado contendo

a base da cruz;

v. Escreva no verso da pagina o que essas construcoes te levaram a perceber na figura.

Figura 3.5: Mond Crussifixion, Rafael Sanzio
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Figura 3.6: Mond Crussifixion com construcgoes

3.2.4 Quarto encontro: Oficina III

Nesse encontro foi proposto trabalhar a relagdo entre a sequéncia de Fibonacci, a natureza e a Razao
Aurea. Primeiramente, foi trabalhada a historia de Fibonacci, a enunciacdo da sequéncia de Fibonacci e

sua formalizacdo. Em seguida, exemplos de apari¢oes na natureza dessa sequéncia.

Na segunda parte, foi proposto ao aluno escrever os vinte primeiros termos de Fibonacci e fazer as
razbes dos termos consecutivos para verificar que as mesmas se aproximam rapidamente da Razdo Aurea,
para isso pedi para determinarem onde aparece o erro de aproximagao da razao %g, em que a, é o n-ésimo
termo da sequéncia de Fibonacci. Nessa parte ainda foi proposto a construcdo da espiral de Fibonacci
que pode ser construida a partir da construcao de sucessivos quadrados com lados de medidas seguindo a
sequéncia de Fibonacci. E também a escolha de alguns retangulos em uma composi¢ao de retangulos de

Piet Mondrian e verificagdo se esses retangulos estao proximos do retangulo dureo. Foi proposto ainda
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que os alunos analisassem as poténcias naturais de ® e dessem um termo geral para as mesmas, além de

contarem quantidades de pétalas em flores e de espirais em um girassol e em uma pinha.

3.2.5 Quinto encontro: Avalig¢ao final

No inicio deste encontro foi dado tempo para que os alunos terminassem as pendéncias de outras
oficinas e depois aplicamos individualmente uma avaliagdo para verificar o quanto eles tinham assimilado
do conteido. Aplicamos também uma avaliagdo sobre o projeto, na qual eles podiam dar suas opinioes,

sugestoes e dizer se indicariam o projeto para algum colega fazer.



Capitulo

4

Analise de resultados

Dos 100 alunos sorteados para participar do projeto, apenas 71 participaram da primeira oficina. Nas
oficinas seguintes nés tivemos algumas faltas, umas justificadas e outras nao e, ao final do projeto, apenas
39 alunos fizeram a avaliac¢do final. Por meio de conversas informais com os alunos descobri que muitos
deles nao priorizaram o projeto por chocar os horarios com outras atividades, uma vez que o projeto nao
acrescentaria nenhuma nota ou vantagem imediata. Por esse motivo trabalharemos nas secoes seguintes
com os dados dos 39 alunos que fizeram as avaliagdes inicial e final, mesmo nao tendo feita toda a apostila

por motivo de falta a alguma oficina.

4.1 Antes do projeto

Para verificar o quanto cada um deles sabia, foi aplicada a avaliacdo diagnoéstica, Apéndice B. Esse
tipo de avaliagao nao é comumente utilizada, o que é um grande erro, pois muitas vezes chegamos em
sala de aula e imaginamos que a maior parte dos alunos estd em um mesmo ponto do contetdo. Creio
que esse tipo de avaliacao se faz sempre necesséria antes de um projeto, pois dependendo da diferenca de
nivel entre os alunos deve ser feita uma intervencao para deixa-los o mais proximo possivel de um nivel

minimo necessario para assimilar o que se pretende no projeto.

Esse tipo de avaliacdo também pode ser feita em sala de aula, mas como o conteido das séries é
extenso nao temos tempo para trabalhar com os alunos com mais dificuldade no horario regular. Por
isso, deveriamos utilizar o horéario do contraturno para orientar e auxiliar os alunos com atrasos significa-
tivos, oferecendo assim a oportunidade de que todos os alunos obtenham um bom resultado ao final dos
trabalhos.

Nessa avaliacao obtive os seguintes resultados.

4.1.1 Questao 1

Nessa questao pedimos que os alunos determinassem o ponto médio de um segmento utilizando régua

e compasso. O objetivo era verificar se o aluno sabia desenhar a mediatriz de um segmento e por meio
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dela determinar o ponto médio dele. Por se tratar de uma construgao béasica e muito util, decidimos
inseri-la na avaliacao, pois ela seria muito utilizada ao longo das oficinas e era necessério identificar quais
alunos nao conseguiriam construi-la.

Essa questdo teve um indice de acerto de 89,74%, mostrando que a maioria dos alunos dominavam essa
construcao. No gréfico a seguir temos uma andlise quantitativa e percentual do desempenho dos alunos

nessa questao.

Avaliagao diagnostica
Questao 1l

m Acerto ™ Erro

Nas imagens a seguir, temos algumas digitalizagdes da resolucao da Questdo 1 feita por alguns dos
alunos. Na primeira podemos ver que o aluno achou o ponto, mas nao destacou o mesmo como resposta,
ja na segunda além de determinar o ponto ele destacou o mesmo. Na terceira temos um caso de um aluno

que errou a questdo, pois nao criou elementos suficientes para determinacao do ponto.
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4.1.2 Questao 2

Nesse problema foi pedido ao aluno que construisse, com régua e compasso, um angulo de medida

30°. Por meio da construcao de um angulo com essa medida esperava ver se o aluno tinha dominio
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sobre a construcao de um angulo de medida 60° e de como construir a bissetriz de um angulo. Construir
angulos com certas medidas é muito importante para os alunos primeiramente terem uma noc¢ao de qual a
“abertura” de um angulo de certa medida e também para fazer construcoes de varias figuras geométricas.
Essa questdo teve um indice de acerto de 92,31%, mostrando que uma quantidade ainda maior ja estava
familiarizada com o tipo de construcao solicitada. No grafico a seguir temos uma anélise quantitativa e

percentual do desempenho dos alunos nessa questao.

Avaliagao diagnostica
Questao 2

m Acerto ™ Erro

7,69%

Nas figuras a seguir temos um caso de um aluno que acertou e um caso de um aluno que errou essa
questao. Perceba que no primeiro caso o aluno deixou claro os passos utilizados e, no segundo caso, o

aluno determinou um angulo de medida 22, 5°.

2o

4.1.3 Questao 3

Aqui foi pedido para o aluno construir um angulo congruente a um angulo dado, ou seja, fazer a trans-
feréncia de um angulo para um ponto dado. Os conceitos envolvidos nessa questao sao extremamente
importantes, pois trabalham a transferéncia de uma medida a fim de se manter uma mesma distancia
entre dois pontos, mantendo assim a mesma “abertura” do angulo. Tal processo é utilizado na construcao

de poligonos regulares como o decidgono regular e o pentagono regular.
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Nessa questdo o indice de acerto foi de 74,36%. Isso mostra que os conceitos aqui exigidos néo
foram considerados tao simples quanto os das questoes anteriores. No grafico a seguir temos uma anélise

quantitativa e percentual do desempenho dos alunos nessa questao.

Avaliagao diagnostica
Questao 3

m Acerto ™ Erro

10
25,64%

Nas figuras a seguir temos um caso de um aluno que acertou e um caso de um aluno que errou essa
questao. Perceba que no primeiro caso o aluno fez primeiro um arco inicial de mesma medida nos dois
angulos e depois transferiu a “abertura” do primeiro para o segundo. Ja no segundo caso, o aluno tentou
determinar um angulo congruente ao primeiro “no olho”, ou seja, sem nenhuma constru¢ao com régua e

€compasso.

o

Y

4.1.4 Questao 4

Nesta questao fornecemos um segmento de medida a e pedimos para o aluno construir um segmento

. 1+ v5 . ~ . o . .
de medida a - (T\/_) com a intencao de verificar se os mesmos ja tinham conhecimento suficiente para
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construir um segmento dureo. Nesse exercicio, os alunos teriam que utilizar os conceitos e construgoes
basicos adquiridos para criar um segmento novo, que envolve a multiplicacio do segmento original pela /5.
Nessa questao, apenas um aluno conseguiu determinar o segmento pedido, mostrando que a maioria dos
alunos nao sabiam utilizar os conhecimentos prévios de Razdo Aurea para fazer a construcio solicitada.

No gréfico a seguir temos uma andlise quantitativa e percentual do desempenho dos alunos nessa questao.

Avaliagao diagnostica
Questao 4

mAcerto mErro 1
2,56%

3
97,44%

Nas figuras a seguir temos o tinico caso de um aluno que acertou e um caso de um aluno que errou essa
questao. Perceba que, no caso do aluno que errou, ele buscou uma alternativa que foi medir o segmento e

calcular o valor aproximado do segmento que seria a resposta ao problema, assim ele achou algo préximo
da resposta, mas nao a resposta que foi pedida.

4. Considera o segmento de reta AB a seguir, de me’?’»@,/’“r)
4 a(‘;\x\’, 7~
' e

=
-
Construa um segmento de medida a(*5/%). "

4. Considera o segmento de reta AB a seguir, de medida a.

) A B
F i

Construa um segmento de medida. a(2553).

4.2 Durante o projeto

4.2.1 Aula introdutéria

Nessa aula abordamos uma introducao teérica rapida, trabalhamos com o célculo do valor da Razao
Aurea, seus principais elementos e sua relacdo com a sequéncia de Fibonacci. Esta aula foi ministrada
logo apos as avaliagoes diagndsticas e foi por meio dela que buscamos motivar os alunos. Como este

tema é abordado no primeiro ano, pois faz parte da matéria do Programa de Avaliagdo Seriada (PAS)
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da Universidade de Brasilia (UnB), para a maioria dos alunos foi uma revisao dos conceitos basicos, mas

para alguns deles foi o primeiro contato com a “divina proporc¢ao”.

Ao final dessa aula, os alunos se demonstraram bem ansiosos para as aulas seguintes, nas quais eles

fariam as construcoes apresentadas na aula introdutoria.

4.2.2 Oficina 1

Nessa oficina explicamos aos alunos como seria o procedimento, que em cada aula eles receberiam o
material daquela oficina e fariam as atividades propostas e, em caso de duvida, poderiam chamar um dos
professores ou pedir auxilio para um dos colegas. Foi interessante ver os alunos que tinham mais facilidade
se prontificarem a auxiliar os outros alunos, pois isso lhes deu confianca e valorizou o conhecimento deles.
Como era a primeira vez que eles estavam fazendo esse tipo de trabalho, nessa oficina fomos chamados
mais vezes que nas outras, pois eles ainda estavam ganhando confianga no trabalho individual e ficavam
querendo saber se estavam fazendo da maneira correta. Nas descri¢oes usei a linguagem Matemética,
conforme consta nas notagdes no inicio deste trabalho, pois essa é a linguagem que os alunos ja utilizavam

em sala de aula. Creio que por esse motivo eles nao tiveram dificuldade em entender a notagao descrita.

Essa primeira oficina foi mal dimensionada, imaginamos que os alunos gastariam duas horas para
aprender a fazer o segmento dureo, o retangulo dureo a partir do lado menor e as medi¢oes no corpo
humano, mas eles fizeram isso em uma hora. Por esse motivo, dentro da oficina fizemos a proposta da
questao 3, que ja esta na versao definitiva, na qual pedimos para os alunos construirem e descreverem os
passos da construcao. No inicio eles se assustaram um pouco com o comando, mas depois alguns alunos
ja perceberam o que tinham que fazer. Com o tempo a maioria deles conseguiu fazer o solicitado. A
seguir, temos dois exemplos retirados dos trabalhos dos alunos de cada uma das questoes.

Figura 4.1: Construgao do segmento dureo

Depois das construgoes, foram feitas as medigoes das partes do corpo. Esse momento foi bem inte-
ressante e descontraido. Muitos alunos tiveram dificuldades em medir o que foi pedido, achando valores
muito distantes da Razdo Aurea. Em muitos casos fomos chamados para refazer as medidas, até que al-
guns alunos conseguiram entender o que tinha que medir e comecaram a ajudar os outros. Eles acharam
interessante buscar a Razao Aurea no corpo e verificar que mesmo eles sendo de tamanhos diferentes as
propor¢des do corpo se mantinham e eram proximas da Razao Aurea.
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Figura 4.2: Construcao do retangulo dureo
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Figura 4.3: Construcao do retangulo descrevendo os passos

4.2.3 Oficina 2

Nessa oficina os alunos ja sabiam como era o procedimento e ao receberem as apostilas ja comegaram

a fazer os trabalhos. Como na primeira oficina eles acabaram cedo, colocamos mais constru¢oes nesta
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oficina, além de pedir a demonstragao do porqué a construcao do tridngulo dureo funciona. Na primeira
oficina foi solicitado que verificassem, utilizando a régua para medir, que a construgao do segmento aureo
estava certa. Aqui pedimos a demonstracao algébrica dando um passo importante na diferenciagdo dos
dois. Os alunos demonstraram ainda dificuldade ao escrever uma demonstracdo, mesmo ji tendo visto
varias delas em sala de aula. Vale a pena observar que ndo mostramos, durante as oficinas, como seria
a demonstracdo, pois sabia que eles ja haviam visto isso durante as aulas regulares. Caso os alunos
nao conhecessem a estrutura de uma demonstracao, acho que seria importante esse trabalho prévio, na
verdade quando for aplicar novamente esse projeto pretendo abordar esse assunto com eles para melhorar

sua escrita.

Nas figuras a seguir, temos algumas construcoes do tridngulo dureo e as demonstragoes pedidas.
Observe que no ultimo caso o aluno nao demonstrou, ele fez as medidas e verificou que se aproximava da

Razao Aurea, a razdo pedida.
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Figura 4.4: Construcdo do tridngulo dureo
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Figura 4.5: Verificagdo ao invés de demonstracao

A seguir temos as construcdes da espiral durea de dois alunos. Na primeira, o aluno seguiu com a

construcao e, na segunda, o aluno parou a construgao antes, o que nao facilitou a visualizacao da espiral.

T : § 2

B &

Figura 4.6: Construgao da espiral aurea

Abaixo seguem algumas construcges do decagono regular, essas construcoes sao baseadas na divisao
do decagono regular em dez tridingulos dureos, conforme explicado no Capitulo 1. Nos dois primeiros casos

temos construcoes corretas e, no terceiro, temos uma construcao errada que levou a um hexadecagono.
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Figura 4.7: Construcao do decégono regular

Figura 4.8: Construcao incorreta do decidgono regular

Nessa oficina ainda tivemos as analises de algumas obras de arte que envolvem a Razdo Aurea. Foi um
dos momentos que os alunos mais tiveram dificuldade, pois além de colocar o que aprenderam em pratica
tinham que analisar as obras. O processo de andlise ndo é mecanico e, por isso, muitos dos alunos tive-
ram dificuldade, pois estdo acostumados a identificar o que fazer e reproduzir de maneira mecénica. Ao
solicitar a anéalise posterior as construcgoes, era nossa intencao fazé-los perceber o que estava por tras das
obras, mas muitos deles nao percebiam de imediato. Como professores, devemos motivar nossos alunos a
perceberem esses elementos em seu cotidiano e a aprenderem a utilizar a Matematica fora de sala de aula.
Sei que isso nem sempre é possivel, pois existem partes da Matemética criadas para facilitar a prépria
Matematica. Muitas vezes ensinamos os conceitos e esperamos que os alunos facam a transposicao para
o mundo real sozinhos. Isso nao é nada simples e temos que fazer atividades como essa que auxiliam essa

transposicao.
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A seguir temos algumas construcoes feitas pelos alunos sobre as obras A Anuncia¢do de Leonardo
da Vinci, A Ultima Ceia de Salvador Dali, Mond crucifizion de Rafael Sanzio e também os comentarios

destes sobre as obras.
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Figura 4.9: Construgoes sobre A anuncia¢do
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Figura 9: A Ultima Ceia, Salvador Dali
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Figura 4.10: Construcgdes sobre A Ultima Ceia
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Figura 10: Mond Crussifixion, Rafael Sanzio
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Figura 4.11: Construgoes sobre Mond crucifizion

4.2.4 Oficina 3

Na tltima oficina tivemos menos construcoes e mais observagoes. Trouxemos um pouco da historia
de Fibonacci, de sua sequéncia e das inimeras aplicagoes da mesma. A ideia dos problemas era que os
alunos observassem as relacdes entre a sequéncia de Fibonacci, a Razdo Aurea e a natureza. Ao pedir
para escreverem os vinte primeiros termos da sequéncia de Fibonacci e para calcular as razoes entre cada
termo e seu antecessor, tivemos a intencao de que percebessem quao rapido essa razao converge para
®. E foi exatamente o que ocorreu durante a aula, muitos deles ficaram com preguica de fazer todas as
razoes, por terem percebido rapidamente o objetivo. Teve um caso também de um aluno que entendeu o
enunciado errado e fez as razdes invertidas se aproximando da Razdo Aurea menor. A seguir temos esses

dois casos exemplificados e um caso de um aluno que fez conforme o enunciado.
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Figura 4.12: Exemplo 1 das razoes de termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci
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Figura 4.13: Exemplos 2 e 3 das razoes de termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci

Na questao que pedimos a aproximacao da espiral de Fibonacci, os alunos construiram tranquilamente
com excecao de alguns que confundiram o comando pois o mesmo estava dibio. Estas duvidas foram
tiradas durante a oficina, os alunos conseguiram fazer a construcao e o enunciado foi alterado para inclusao

nesse trabalho. Segue abaixo algumas imagens dos trabalhos deles nessa questao.

Figura 4.14: Exemplo 1 da espiral de Fibonacci

Nessa aula também pedi que os alunos fizessem poténcias naturais de ® e buscassem um padrao. Nao
pedi demonstracao, pois era algo que eles ndo teriam dominio de contetido suficiente para fazer. Seguem

alguns exemplos do que fizeram.
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4.3 Apobs o projeto

Ao final do projeto, percebemos uma grande satisfacdo dos alunos que foi confirmada ao ver os
resultados da pesquisa de opinido, que serdo mostrados a frente. Além disso, percebemos também um
grande desenvolvimento na maioria dos alunos. Comparando as duas avaliagoes, a diagnostica teve uma
média de 6,47 e um desvio padrao de 2,2, enquanto na avaliacao final a média foi de 9,25 e o desvio
padrao de 1,45, mostrando que a turma ficou mais homogénea e com uma média maior, ou seja, houve

um nivelamento por cima. Esse crescimento pode ser percebido através do grafico abaixo.

Comparagao das notas nas avaliagoes

NN A

7

6

5 —+—Nota Diagnostica
—m—NotaFinal

4

3

Consideramos esse resultado muito bom, visto que nosso objetivo é elevar o nivel de conhecimento de

Notas

nossos alunos sem deixar os que estao com dificuldade para tras. O que é muito dificil em ambientes com
grande disparidade de conhecimento, pois se diminuimos o nivel da aula, em relacao a contetidos, ocorre
uma diminuicao do interesse por parte dos alunos com maior rendimento. E se subirmos muito o nivel da

aula para agradar os alunos com maior rendimento, teremos uma desisténcia dos alunos com dificuldade.

Segue a andlise individual das questdes. Observando que na avaliacdo final tivemos seis questoes das
quais as quatro primeiras cobram conceitos similares as questoes da avaliacao diagnostica para verificar
o crescimento dos alunos que tinham dificuldade nesses conceitos. Vale observar que a avaliagao final foi
aplicada trés semanas ap0s a ultima oficina, nesse meio tempo os alunos nao levaram a apostila para casa,
ou seja, ndo tinham material para estudar. Além disso essas semanas intermediarias foram as semanas

de provas da escola o que os levou a estudar para as provas e nao se preocupar com 0 projeto.

4.3.1 Questao 1

Nessa questao foi solicitado que construissem a mediatriz de um segmento de reta. Todos os alunos
apresentaram uma resolucao pelo menos, parcialmente correta, alguns deles determinaram o ponto médio,
mas nao tracaram a mediatriz, ou seja, fizeram os passos de construcao da mesma e nao tracaram a reta.
Isso pode ter duas explicagOes: a primeira, o aluno nao sabe o que é mediatriz e a confundiu com ponto
médio, a segunda, o aluno nao leu o enunciado da maneira correta e achou que era para determinar o
ponto médio, como foi pedido na diagnéstica. Segue abaixo um grafico com o percentual de acerto, erro

e acerto parcial nessa questao.
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Avaliagao final

Questaol
4
10,26% _m Acerto ®mErro ™ Parcial

0
0,00%

Nessa questao o processo de construgao foi o0 mesmo da Questao 1 da avaliagao diagnéstica, por isso

nao irei colocar exemplos aqui.

4.3.2 Questao 2

Para diferenciar da questao 2 da avaliagao diagnoéstica pedimos a construcao de um angulo de medida
45° e esperava que eles construissem um angulo reto e fizessem a bissetriz do mesmo. Nem todos os alunos
fizeram assim, alguns alunos construiram um angulo de medida 60° e depois fizeram duas bissetrizes
como pode ser observado na primeira figura a seguir. Na segunda figura temos uma construcao seguindo
o esperado.
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A seguir temos o gréfico com o percentual de acerto, erro e acerto parcial.

Avaliagao final
Questao 2

W Acerto mErro mParcial 0
L 0,00%

2,56%

4.3.3 Questao 3

Na questao 3 solicitamos novamente para os alunos fazerem a transferéncia de um angulo como foi feito
na questao 3 da avaliacao diagnoéstica. Mesmo essa questao nao tendo sido trabalhada diretamente no
projeto, o percentual de acerto aumentou bastante. Isso mostra que o conteddo foi assimilado de maneira
indireta, ou seja, como os alunos tiveram que usar esse tipo de raciocinio vérias vezes nas construcoes,
eles se tornaram aptos a essa constru¢do mesmo sem perceber. No gréafico a seguir temos o percentual de

acerto, erro e acerto parcial nessa questao.

Avaliagao final
Questao3

W Acerto ®mErro mParcial 0
2 0,00%

5,13%

4.3.4 Questao 4

Nessa questdo pedimos para dividirem um segmento na média extrema razdo. A dificuldade dessa

questao é a mesma da questao 4 da avaliagdo diagnoéstica, mas nesse caso tivemos um grande nimero

e acertos. Cremos que, por ter sido a primeira construcao trabalhada nos projetos e muito utilizada
d t C , t d t trabalhad t to utilizad

nas construgoes seguintes, o acerto foi bem alto em comparagao com o acerto da questao correspondente



4.3 Apos o projeto 54

na avaliacao diagnoéstica. Nas figuras a seguir temos dois exemplos das construgoes corretas feitas pelos

alunos nessa questao.
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Essa questao é a base do estudo da Razdo Aurea, por esse motivo decidimos colocé-la nessa avaliagao,
pois caso eles ainda nao conseguissem fazer essa construgao sem o passo a passo a absorcao deles teria
sido muito baixa. O resultado, apresentado a seguir, mostra que eles realmente absorveram a ideia dessa

construcao.

Avaliagao final
Questao 4
2
W Acerto M Erro mParcial _5,13%

4.3.5 Questao 5

Nesta questao pedimos algo que nao foi trabalhado nas oficinas, para verificar se eles conseguiriam
transpor o que aprenderam para a constru¢ao do pentagono regular. Nas oficinas construimos o decagono
regular, assim esperava que eles fizessem a construgdo do mesmo e ligassem os vértices de maneira
conveniente para obter o pentagono regular. Esta construcao noés consideramos como dificil e mesmo
assim o resultado dela foi muito bom, proximo de 80%. Se notarmos que os alunos ndo sabiam nenhuma
construcdo envolvendo Razdo Aurea e terminaram o curso construindo até um pentdgono regular pode-
se dizer que a assimilagdo do contetido por eles foi significativa. A seguir temos dois exemplos dessa

construcao e apos isso o grafico com o resultado dos alunos nessa questao.



4.3 Apos o projeto

35

Avaliagao final
Questao 5
3 m Acerto M Erro mParcial
7,69%

5
12,82%

4.3.6 Questao 6

Nessa ultima questao decidimos nao colocar uma construcao e sim desenvolver nos alunos a percepcao
que eles podem utilizar os conhecimentos deles para descobrir novas coisas. Ao citar o tridngulo dureo
e pedir o sin 18°, gostaria que eles percebessem que é possivel descobrir as razoes trigonométricas das

medidas de outros angulos, além das mais utilizadas na escola, a saber 30°, 45° e 60°. A partir do sin 18°
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é possivel, mas nao foi pedido, que os alunos obtenham cos 18°, cos 36°, sin 36°, entre outros. E para
isso, bastaria utilizar as matérias estudadas por eles neste ano como ciclo trigonométrico e adi¢ao de arcos.

As figuras a seguir mostram dois exemplos da descoberta dessa relacdo pelos alunos.
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4.3.7 Casos especiais

Nesse projeto, pudemos perceber dois casos especiais que me chamaram bastante a atencao. Foram

os casos dos alunos 7 e 23. Primeiramente vou falar um pouco sobre o caso do aluno 7.

Esse primeiro aluno nao conhecia nada de desenho geométrico, tanto que tirou zero na avaliacao di-
agnoéstica. Nas primeira oficinas ele demonstrou grande dificuldade nos exercicios € um dos alunos com
facilidade decidiu auxilid-lo. Mesmo assim ele chegou pra mim em uma das oficinas e falou que iria
desistir do projeto, pois nao dava conta de fazer nada e estava muito desestimulado. Nesse momento,
pedi para ele ter calma e me sentei ao lado dele e fui orientando-o nas construcoes. Apods entender os
principios e conseguir dividir um segmento na média extrema razao as coisas comecaram a fluir melhor
e ele foi tomando gosto pelo projeto. O resultado final dele mostra esse grande crescimento, pois ele
saiu da nota zero para 9,17. Esse caso mostra como um aluno interessado em aprender e com o esti-

mulo certo tem totais condig¢oes de seguir com o assunto, basta que o professor saiba como abordar o caso.

Muitas vezes porém nao conseguimos fazer essa abordagem, seja pelo excesso de alunos em sala ou
pelo fato de que alguns nao demonstrarem davidas, mesmo quando as tém. Esse é o caso do aluno 23. Ele
também tirou zero na avaliacao diagnoéstica, mas durante as oficinas ndo me procurou para tirar davidas,
entdo achei que ele estava conseguindo fazer as construgdes. Como nao corrigi as oficinas nos intervalos
entre elas, ndo consegui identificar que ele estava com dificuldades e como ele ndo me informou acabou
passando despercebido. Fui notar que ele nao assimilou o conteido apenas ao corrigir a avaliagao final,

na qual o aluno apresentou novamente baixo rendimento.

Muitas vezes temos esses dois casos em nossa sala de aula, o primeiro conseguimos identificar rapi-
damente, pois geralmente esse tipo de aluno é mais desinibido e nos fala abertamente suas davidas. O

problema maior se encontra em como atingir os alunos timidos que nao falam que estdo com problemas
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e s6 conseguimos diagnosticar no final do processo. Sei que se nds tivéssemos corrigido cada apostila
entre duas oficinas teria descoberto essa dificuldade dele e teria conseguido auxilid-lo, mas o tempo e a

quantidade de alunos ndo me permitiram fazer esta anélise.

4.3.8 Pesquisa de opiniao

Ao final do projeto foi realizada uma pesquisa de opinido com o intuito de verificar a satisfagdo dos
alunos em relacdo a sua participagdo. As perguntas vao desde se o aluno ja conhecia a Razdo Aurea até

sobre quais foram os topicos que eles encontraram dificuldades. As perguntas encontram-se no Apéndice
D.

Pelos resultados pude observar que a maioria deles ja tinha ouvido falar sobre a Razdo Aurea, o
que ja era esperado, pois no final da primeira série eles participaram de uma palestra que falava desde
a definicdo até as principais construcoes envolvendo a Razdo Aurea. Porém, essa maioria nunca tinha
feito construgdes envolvendo este tema. Aliando essas informacOes com a avaliacdo diagnostica, pude
observar que o conhecimento de Razdo Aurea e até a visualizacdo das construcdes envolvendo a mesma

ndo foram suficientes para eles assimilarem o contetido e resolverem a questdo 4 da diagnoéstica que

1+5
2
Mostrando que a prética desenvolvida teve um significado muito maior do que apenas a aula ministrada,

pedia a construcao de um segmento de medida a - ( a partir de um segmento de medida a.

pois na avaliacao final os resultados foram muito bons. Seguem os graficos de setores relacionados as

duas primeiras perguntas da pesquisa de opiniao.

Vocé ja conhecia a razdo  Vocé jd havia feito construgdes
aurea? que envolvessem a Razdo Aurea?

mSim ®mNao mSim mNao

5,13%

37
94,87%

Em relagdo ao ambiente de trabalho pode ser observado uma grande satisfagdo dos alunos, afinal 100%
dos alunos disseram que acharam interessante trabalhar com Matematica em um ambiente fora de sala
de aula. Isso refletiu na motivacao dos alunos, no interesse deles no contetido e na aprendizagem deles
do contetdo ministrado em sala de aula. Pode-se observar que mesmo sem ter uma ligagdo direta com
o contetido da segunda série do Ensino Médio, varios alunos apontaram que este estudo os auxiliou na
aprendizagem dos contetidos ministrados em sala de aula. Creio que isso deve-se ao fato de que os alunos

desenham muitas vezes figuras como o ciclo trigonométrico e o desenho geométrico os auxilia nessa tarefa.
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O Desenho Geométrico também os auxilia na visualizacao de qual é a “abertura” de angulos de varias
medidas, além de poder utilizar os novos conhecimentos para a descoberta das relagoes trigonométricas
das medidas de alguns dngulos ndo notaveis, como feito na questao 6 da avaliacdo final. A seguir temos

os graficos de setores de mais algumas perguntas feitas aos alunos.

Vocé julgou interessante trabalhar com
a Matemdtica em um ambiente fora de
sala de aula, com atividades prdticas?

Vocé acredita que o projeto auxiliou
na aprendizagem do contetido de
Matematica que foi ministrado em

sala de aula?
B Muito ®mPouco ™ Na&o

1

®Sim ®mNao
0 2,56%

0,00%

13
33,33%

Vocé se sentiu motivado a participar
das atividades do projeto?

O seu interesse em aprender a matéria
aumentou pelo fato de visualizar
aplicagées prdticas da razédo durea?

0 B Muito ®Pouco ™ Nao B Aumentou muito ™ Aumentou pouco ¥ Ndoaumentou
0,00% 2 0
5,1 9 0,00%
23,08%

Em relacao as dificuldades ou facilidades que os alunos demonstraram nas oficinas, a pesquisa de
opinido revela que as maiores dificuldades foram nas analises das obras e nas demonstracoes, o que ji era
esperado, pois esses passos sao os que necessitam de maior abstracao dos alunos, uma vez que nao consiste
apenas em seguir regras e passos pré-estabelecidos. Véarios alunos também apresentaram dificuldade em
manipular o compasso, pois muitas vezes os compassos escolares nao permanecem com a medida fixa, di-
ficultando as construcoes. Esse problema poderia ter sido minimizado se em parte das oficinas tivéssemos
utilizado o Geogebra. Assim, as construcoes teriam sido mais precisas como as que foram apresentadas
nesse trabalho. Nao creio que seria proveitoso todo o projeto ser feito com o Geogebra, pois tiraria
do aluno o aprendizado das construgdes de forma manual, o que auxilia no processo de aprendizagem,
mas seria bom que o aluno também aprendesse a manipular essa ferramenta digital. Em uma préxima

oportunidade pretendo utilizar as duas ferramentas concomitantemente. A seguir temos os graficos com
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os percentuais de dificuldade e facilidade nas areas envolvidas no projeto.

5,13%

Qual dos aspectos vocé sentiu maior
facilidade?

m Usodo compasso

m Construcoes basicas

W Seguir os passos descritos
na construgao

Demonstrar que a
construgdo funciona

B Analisar as obras de arte

Qual dos aspectos vocé sentiu maior
dificuldade?

® Usodo compasso

m Construcoes basicas

W Seguir os passos descritos
na construgao

Demonstrar que a
construcao funciona

MW Analisar as obras de arte

A satisfagdo dos alunos com o projeto foi notéria pelas perguntas finais da avaliagdo. Os alunos

demonstraram que pretendem continuar utilizando os conhecimentos adquiridos no projeto de Razao

Aurea e todos indicariam o projeto para outros colegas. Os resultados podem ser observados nos gréficos

a seguir. Além disso, a nota média atribuida ao projeto pelos alunos, na escala de 0 a 10, foi de 9,56.
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Vocé pretende continuar utilizando
seus conhecimentos sobre razdo
durea?

mSim ®mNdo

5,13%

Vocé indicaria o projeto para
outros colegas?

mSim ®mNao
0

0,00%




Capitulo

5

Consideracoes finais

O ensino da Matemaética é um grande desafio, pois vivemos em uma sociedade que nao valoriza esta
matéria e muitos ndo a compreendem e criam paradigmas que sdo passados aos seus filhos. Assim, o
professor tem o desafio de mostrar que é possivel, interessante e necessario aprender Matemaética. Por
isso, é necessario que o professor busque novas maneiras de ensinar o contetdo, de forma a motivar e
prender a atencao de seus alunos. Nao basta para isso apenas o uso de materiais didaticos, é necessério
uma mediacao do professor ligando o aluno ao mundo por meio da Matemaética, utilizando os materiais

necessarios.

Ao implementar esse projeto com os alunos pude perceber uma grande motivacao deles e como isso
influenciou na preparac¢ao dos mesmo em receber os novos contetidos e as novas construgoes. O material
adotado foi simples, mas exigiu muito da minha parte em pesquisa, desenvolvimento e prontidio em
auxilid-los, e também exigiu muito da parte dos alunos em perseveranca para buscar fazer as construgoes
mesmo com erros que ocorrem muitas vezes com o uso do compasso. O resultado foi muito satisfatoério e
gratificante, pois quando vocé vé seus alunos buscando utilizar aqueles conhecimentos desenvolvidos em
sala de aula no cotidiano, vé-se uma pessoa que descobriu uma nova forma de pensar. Percebi também
que muitos alunos gostaram desta nova dindmica de sala de aula, uma dindmica que o estimula a parti-

cipar e buscar solucoes distintas para problemas cotidianos.

Este projeto poderia ter sido aplicado em qualquer série a partir do nono ano do Ensino Fundamental
com focos diferentes, por exemplo, poderia utilizd-lo para ensinar desenho geométrico a um grupo que
ainda nao estudou isso. Primeiro o professor comecaria motivando os alunos com o tema e suas aplica-
¢Oes, em seguida ensinaria as construcoes e depois as aplicaria nos exemplos dados no inicio. Assim, os
alunos entenderiam melhor e recordariam por mais tempo do que apenas decorando quais sao os lugares

geométricos e suas construgoes sem entender o porqué e enxergar aplicagdes para oS mesmos.

Essa ideia também pode ser estendida utilizando outros contetidos de Matematica, sempre colocando
o professor como mediador do processo e diminuindo aulas exclusivamente expositivas. Assim o aluno
toma seu posto na busca pelo conhecimento como agente ativo no processo de aprendizagem. Para que

isso funcione de maneira plena, o professor deve, portanto, trabalhar com turmas menores ou com alguém
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para auxiliar esse processo, como um monitor. Caso contrario, o mesmo ficard sobrecarregado e acabara

desistindo deste tipo de inovagao.
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Oficina I

ABORDAGEM HISTORICA

A razao aurea - também conhecida como extrema razio, nimero de ouro e segmento dureo foi descrita
formalmente por Euclides em sua obra Os elementos, livro VI proposi¢ao 30, e representa segundo estu-
diosos a mais agradavel proporcao entre dois segmentos ou duas medidas. Ela pode ser encontrada na
natureza, em obras de arte, construgoes, corpo humano e em outros objetos do dia a dia. Essa proporcao
também foi estudada por Luca Pacioli que foi descrita em trés livros publicados em 1509.
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Figura 1: Versoes de "Os elementos"

Quando construimos um retangulo de modo que a razdo entre as medidas do seu lado é a razdo
aurea dizemos que este retangulo é um retangulo dureo. Este retangulo é esteticamente agradavel e por
esse motivo é utilizado em muitas coisas do cotidiano, como por exemplo, cartao de crédito, cartas de
baralho, blocos de papel de carta, capas de caderno. Em 1876, o psicélogo alemao, Gustav Fechner,
realizou uma pesquisa sobre a preferéncia por formato de retangulos. O resultado desta pesquisa mostrou
que a maioria das pessoas prefere um certo retangulo cuja razdo entre as suas medidas muito se aproxima
da razao aurea. Essas pesquisas foram repetidas por Wilmar (1894), Lalo (1908) e Thorndike (1917) e
em cada uma destas pesquisas os resultados foram semelhantes.
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Figura 2: Selo sobre Pacioli

Ao analisarmos o corpo humano podemos perceber uma série de razoes que se aproximam da razdo
durea, quanto mais préximas dessa razao mais bela a pessoa é considerada. Le Corbusier, pintor e
arquiteto francés foi um dos primeiros a propor um sistema de medidas que iria satisfazer as exigéncias
de beleza derivadas da propor¢ao aurea em seus projetos arquitetonicos, por isso esse sistema recebeu
o nome de Modulor (mo6dulo de ouro), o qual era baseado na propor¢io do ser humano. A estatura
escolhida pelo arquiteto como padrado foi de 1,75m e depois passou para 1,85. O objetivo era conseguir
uma escala humana universal para ser aplicada na arquitetura e na mecanica. Um arquiteto brasileiro
a orientar-se por Le Corbusier foi Oscar Niemeyer, o qual projetou a sede do Ministério da Educacao e
Saunde, hoje palacio Gustavo Capanema, no Rio de Janeiro.

Figura 3: Da esquerda para direita temos Fechner e Corbusier
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Segmento Aureo
Problema: Determinar o ponto que divide um segmento qualquer na média extrema razao.

i. Trace um segmento AB;

ii. Encontre o ponto médio M de AB;

iii. Utilizando o compasso, trace uma reta r perpendicular a AB passando por B;

iv. Trace um arco de circunferéncia de centro em B e raio MB de modo a encontrar a reta r no ponto C;
v. Trace o segmento formando AC formando um triangulo ABC;

vi. Trace um arco de circunferéncia, com centro em C' e raio CB até encontrar o segmento AC no ponto E;
vii. Trace um arco de circunferéncia, com centro em A e raio AE até encontrar o segmento AB no ponto D.

O ponto D divide o segmento AB na média extrema razio.
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Retangulo Aureo
Problema: Construir um retangulo dureo sendo dado a medida de seu lado menor.

i. Construa um quadrado ABCD com uma medida de sua escolha;
ii. Determine o ponto médio M de AB;

iii. Trace um arco de circunferéncia de centro M e raio MC até encontrar a semirreta A§ no ponto FE;
iv. Construa o retangulo AEFD;

O retangulo AEFD é um retangulo dureo.




Retangulo Aureo

Problema: Construa e descreva os passos de construgao de um retangulo dureo sendo dado a medida
de seu lado maior.
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Razao Aurea no corpo humano

Aluno:

Medidas (cm) | Razoes
Altura (h) % =
Distancia do umbigo ao chao (u)
Tamanho do rosto (r) 7=
Distancia entre o topo do nariz e o queixo (1)
Distancia do quadril ao chao (q) % =
Distancia do joelho ao chéao (7)
Distancia do ombro a ponta do dedo (o) 2=

Distéancia do cotovelo a ponta do dedo (c)
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Oficina 11

ABORDAGEM HISTORICA

Dentre as construgoes que envolvem a razao aurea temos o tridngulo dureo que aparece também no
pentagrama - poligono estrelado formado pelas diagonais de um pentigono regular. O pentagrama e o
pentigono foram os principais motivos do interesse dos gregos em relacao ao estudo da razao aurea, pois
essas figuras s6 podem ser construidas com régua e com régua e compasso se soubermos dividir um
segmento na média extrema razdo. Isto se deve ao fato que os gregos utilizavam os poliedros de Platao
para explicar o universo e entre eles estd o dodecaedro regular - poliedro regular com doze faces
pentagonais.

Tetraedro - Fogo  Cubo - Terra  Icosaedro- Agua  Octaedro - Ar  Dodecaedro - Universo

Figura 4: Os Cinco Sélidos de Platao [3]

Através do tridngulo aureo, ou mesmo do retdngulo dureo, pode-se construir a espiral durea, uma
espiral que aparece muitas vezes na natureza seja em pequenas coisas como em conchas e flores ou em
grandes como as galaxias. Pode-se assim contemplar na natureza uma grande quantidade e variedade de
elementos que apresentam a razao aurea.

Figura 5: Foto via lactea [6] e da concha de um nautilus [4]
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A partir dessas figuras muitos artistas criaram obras utilizando-as de maneira sutil ou de maneira
direta, entre eles temos Leonardo da Vinci, Salvador Dali e Rafael Sanzio. A espiral durea dd um nocao
de movimento, enquanto o retangulo aureo dé o sentido de harmonia uma vez que é uma forma
geométrica agradavel a vista. Assim varios autores utilizam a espiral em suas obras para enfatizar
elementos para os quais a visao deveria convergir, enquanto colocam em retangulos dureos elementos
que devem ser harmonicos. Estas técnicas sao utilizadas tanto em obras de arte quanto em fotografias.

Figura 6: Fotos utilizando a razdo &urea [5]

Figura 7: Parthenon [7]
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TriaAngulo Aureo
Problema: Construir um triangulo dureo acutangulo a partir do seu lado menor.
i. Construa um segmento AB, este segmento serd o lado menor do triangulo;

ii. Construa um segmento BD perpendicular e congruente a ADB;
iii. Trace a mediatriz r do segmento AB determinando seu ponto médio M;

iv. Trace um arco de circunferéncia de centro em M e raio MD de modo a encontrar a semirreta, A§ no ponto E;
v. Trace um arco de circunferéncia de centro A e raio AE até encontrar a reta r no ponto C;

vi. Construa o triangulo ABC

O triangulo ABC é um tridngulo dureo. Demonstre isso mostrando que Ag = 145

A 2




Espiral aurea
Problema: Construir uma aproximacao da espiral durea a partir de retangulos dureos.

i. Construa um retangulo dureo ABCD, com AB sendo o lado inferior paralelo a base da folha e com A
a esquerda de B;

ii. Construa o quadrado AFEFD, criando o retangulo aureo EFCB;

iii. Construa o quadrado FCGH, criando o retangulo dureo EBGH;

iv. Construa o quadrado BG1J, criando o retangulo dureo EJIH;

v. Continue o processo de constru¢ao de quadrados no sentido horario;

vi. Trace um arco de circunferéncia AF', com centro em E;
vii. Trace um arco de circunferéncia F'G, com centro em H.

viii.Trace um arco de circunferéncia G.J, com centro em 1.
ix. Continue o processo de construcao desses arcos.

Essa é uma boa aproximacao para a espiral aurea.
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Decagono regular
Problema: Construir um decagono regular a partir do raio da circunferéncia circunscrita a ele.

i. Construa um segmento AB com a medida igual ao raio dado;

ii. Divida AB por um ponto C que o divide na média extrema razdo, tal que AC > BC;

iii. Utilizando o compasso, trace uma circunferéncia de centro em A e raio AB;

iv. A partir do ponto B trace arcos de circunferéncia consecutivos com a abertura do compasso igual a AC' ;
v. Trace o decidgono regular a partir dos extremos dos arcos obtidos no passo iv..
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Razao Aurea na arte

Anunciacao, Leonardo da Vinci

Problema: Observar algumas apari¢oes da razao durea no quadra "A Anunciacao"

Para facilitar as constru¢oes nomeie os vértices do quadro ABCD comegando do canto esquerdo inferior e seguindo
no sentido anti-horario.

i. Divida o segmento AD na razio aurea com o ponto E de modo que AE > ED;
ii. Trace a reta r perpendicular a AD no ponto E;

iii. Construa um retangulo ADFG com AG = AE e G € AB;

iv. Construa um quadrado FGHI com H € GB ;

v. Escreva abaixo da figura o que essas construgoes te levaram a perceber na figura.

Figura 8: A Anunciac¢io, Leonardo da Vinci
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A Ultima Ceia, Salvador Dali
Problema: Observar algumas aparicoes da razio aurea no quadra "A Ultima Ceia"

i. Com uma régua meca as dimensoes do quadro e faca sua razao, verificando que esta se aproxima de phi;
ii. Construa uma espiral durea no sentido anti-horario;

iii. Construa uma espiral durea no sentido horério;

iv. Escreva abaixo da figura o que essas construgoes te levaram a perceber na figura.

Figura 9: A Ultima Ceia, Salvador Dali

xiv




Mond Crucifixion, Rafael Sanzio
Problema: Observar algumas aparigoes da razao durea no quadra "Mond Crucifixion"

1. Trace uma circunferéncia com um didmetro com extremos nos pontos vermelhos inseridos no quadro;
ii. Trace um decagono inscrito nessa circunferéncia com dois dos vértices nos pontos vermelhos;

iii. Construa um pentagrama, inscrito na circunferéncia, com um dos vértices no rosto de Cristo;

iv. Trace um triangulo dureo com um vértice no ponto sobre o rosto de Cristo e com um lado contendo
a base da cruz;

v. Escreva no verso da péagina o que essas construgoes te levaram a perceber na figura.

Figura 10: Mond Crussifixion, Rafael Sanzio
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Oficina III

ABORDAGEM HISTORICA

Leonardo Pisano, mais conhecido como Fibonacci, foi um matemaético italiano, que foi criado no norte
da Africa por causa de seu pai que era um funcionério de comércio e alfandega. Devido ao trabalho do
seu pai ele conheceu véarios paises e teve a oportunidade de conhecer como cada um deles trabalhava,
com matemadtica, assim ele teve contato com os algarismos indo-arabicos e fascinado com a facilidade
que esses numeros traziam as contas escreveu seu primeiro livro Liber abaci publicado em 1202. Dentre
as coisas trabalhadas nesse livro, em sua terceira se¢ao tem-se a sequéncia de Fibonacci, motivo pelo
qual ele é mais lembrado nos dias de hoje. Ela foi enunciada da seguinte maneira.

Um certo homem colocou um par de coelhos em um lugar cercado por paredes por todos os
lados. Quantos pares de coelhos podem ser obtidos a partir daquele par ao final de um ano

se assumirmos que todo més cada par gera um novo par que se torna fértil a partir do
segundo més?

gt

b W e e e i e =
e LT I O
it gl bt ot et | [

% o e it S % np =i
T armarimte) Lo o
E“:.uwrl-umﬁnlmuu— erprient
AL L et

[ S ;

e Lt i i

Figura 11: Fibonacci e uma pagina do Liber Abaci [§]
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O resultado desse problema ¢ a sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,...) na qual cada termo, a partir do terceiro é
obtido como a soma dos seus termos antecessores. Em linguagem matemaética atual temos

a; = 1
as = 1 (].)
Ap = Gp—1 + an-2, neNen>3

10 . . . . .
N® de casais D Casal demasiado jovem para se reproduzir.
1 = F = 1°n® de Fibonacci . )
[ Casal em condigdes de se reproduzir.
1 = F, = 2°n°deFibonacci
2 = F, = 3°n°de Fibonacci

3 F, = 4°n°de Fibonacci

5° n° de Fibonacci

A
|
b v
|

8 = F, = 6°n°deFibonacci

Figura 12: Procriagio dos coelhos [9]

A sequéncia de Fibonacci aparece um grande nimero de vezes na natureza, seja nas quantidades de
pétalas das mais diversas flores, na éptica dos raios de luz, arvore genealogica de um zangao,
distribuicdo das folhas em um caule e muitos outros. Além disso essa mesma sequéncia tem uma ligagao
direta com a razao aurea.

2 A 3 AN B AN B BNE B AN B NN
AN ) A\ N\ /A /R

Figura 13: Sequéncia de Fibonacci nas folhas de uma planta e nos ossos da mao
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Sequéncia de Fibonacci

Problema: Escreva os vinte primeiros termos da sequéncia de Fibonacci (a,,) e calcule as razoes de cada termo pelo

seu antecessor. De qual valor essas razoes vao se aproximando cada vez mais rapidamente? Verifique em qual casa

. . - ~ a20
surgird o erro de aproximagao na razao de —.

a9
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Simetria nos retangulos

Problema: Na composi¢ao de retangulos de Piet Mondrian na figura a seguir selecione os trés retangulos que te
remetem a uma maior harmonia e calcule as razoes entre suas dimensoes. De que valor essas razoes sao proximas?

Figura 14: Composicao de retangulos Piet Mondrian
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Espiral de Fibonacci
Problema: Construir uma aproximacao da espiral de Fibonacci a partir de retangulos dureos.

i. Construa um quadrado ABCD, com AB = lem;

ii. Construa o quadrado DCEF, com EF # AB;

iii. Construa o quadrado AFGH, com E ¢ FG;

iv. Construa o quadrado BHIJ, com G ¢ HI,

v. Continue o processo de construcao de quadrados no sentido anti-horario;

vi. Construa com compasso uma série de arcos que levam a aproximacgao da espiral que passa pelos
pontos A, C, F, H...;

Essa é uma boa aproximagao para a espiral de Fibonacci que por sua vez se aproxima bastante da espiral durea.
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Poténcias de

Problema: Escreva as poténcias de ® na forma ™ =a - ® + b com n € N*.O que pode-se dizer sobre a e b em
cada caso? Escreva uma forma geral para ®” na forma pedida.
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Razao Aurea e Fibonacci na natureza
Pétalas de fHlores

Problema: Nas flores a seguir conte a quantidade de pétalas de cada uma delas.

Figura 15: flores

Quantidade de pétalas Flores
1 Jarros
3 Lirios, iris e agucenas
5 Columbinas, raintinclos amarelos e esporas
8 Delfinios
13 Crisantemos e margaridas azuis
21 Asteraceas, margaridas inglesas, olhado preto e chicoria
34 Dalias e malmequeres
95 Margaridas africanas e malmequeres
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Espirais

Problema: Nas figuras a seguir conte a quantidade de espirais presentes em cada sentido

Figura 16: Girassol e pinha

xxiii




Referéncias Bibliograficas

[1] Livio, Mario, Razdo durea: a historia de fi, um nimero surpreendente, Record (2006).
[2] Queiroz, Rosania Maria, Razdo durea, (2007).
[3] http://convergencias.esart.ipch.pt/artigo.php?id=131 acessado 14/9/2015

[4] http://engenhariacivildauesc.blogspot.com.br/2010/11/vitruvio-e-seu-legado-para-aquitetura-
e.html acessado
16/9/2015

[5] http://www.entreculturas.com.br/2011/03/curso-de-fotografia-aula-4/ acessado 16/9/2015
[6] http://www.ciencia-cultura.com/astronomia/avan%C3%A7ado.html acessado 18/9/2015

[7] http://www.montfort.org.br/a-beleza-no-mundo-no-homem-e-em-deus-a-filosofia-da-arte-a-
sabedoria-de-deus-na-criacao-e-a-vida-espiritual-parte-7/ acessado
18/9/2015

[8] https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci acessado em 22/9/2015

[9] WILBERSTAEDT, GIORGIO AS FORMAS E OS NUMEROS DA NATUREZA Floriano6polis
(SC), 2004

XXiv



Apéndice
B

Avaliacao diagnoéstica




Avaliagao Diagnéstica
Nome: Turma:

1. Determine, com régua e compasso, o ponto médio do segmento de reta AB.

2. Construa, com régua e compasso, um angulo de medida 30 °.



3. Construa um angulo congruente ao angulo AOB, dado a seguir, com o vértice no ponto D.

Te

(=]
e

4. Considera o segmento de reta AB a seguir, de medida a.

A a B
I |

1+\/5)_

Construa um segmento de medida a(=5



Apéndice
u

Avaliacao final




Avaliacao final
Nome: Turma:

1. Determine, com régua e compasso, a mediatriz do segmento de reta AB.

2. Construa, com régua e compasso, um angulo de medida 45°.



3. Construa um angulo congruente ao angulo AOB, dado a seguir, com o vértice no ponto D.

Te

(=]
e

4. Divida, com régua e compasso, o segmento de reta AB a seguir, na média extrema razao.




5. Construa um pentagono regular.

6. Considere o triangulo isésceles ABC' a seguir com AB = AC e med(BAC) = 36,°. Determine
sin(18°) lembrando que esse triangulo é um triangulo dureo.

A
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e
™
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Pesquisa de opiniéo

Nome: Data:

1. Vocé ja conhecia a razéo aurea?

( )Sim ( ) Néo

2. Vocé ja havia feito construcfes que envolvessem a razao aurea?
( ) Sim ( ) Nao

3. Vocé julgou interessante trabalhar com a mateméatica em um
ambiente fora de sala de aula, com atividades praticas?
() Sim ( ) Nao

4. Vocé acredita que o projeto auxiliou na aprendizagem do
contetdo de matemética que foi ministrado em sala de aula?
() Auxiliou muito () Auxiliou pouco () Néo

auxiliou

5. Vocé se sentiu motivado para participar das atividades do projeto?

() Muito motivado () Pouco motivado ( ) Nao

6. O seu interesse em aprender a matéria aumentou pelo fato de

visualizar aplicacGes praticas da razao aurea?
() Aumentou muito () Aumentou pouco ( ) Naéo

aumentou

Qual dos conteudos vocé sentiu maior facilidade?

) Uso do compasso

) Seguir 0s passos descritos na construgao

7
(
() Construcbes béasicas
(
() Demonstrar que a construcéo funciona
(

) Analisar as obras de arte



Qual dos conteudos vocé sentiu maior dificuldade?

) Uso do compasso

8

(

() Construcdes béasicas

() Seguir os passos descritos na construcao

() Demonstrar que a construcéo funciona

() Analisar as obras de arte

9. Vocé pretende continuar utilizando seus conhecimentos sobre
razdo aurea?

( )Sim ( ) Néo
10. Vocé indicaria o projeto para outros colegas?

() Sim ( ) Nao

11. Dé uma nota de 0 a 10 para o projeto:
( )o0( )10 ( )20 ( )30 ( )40 ( )50
( )y6,0( )7,0 ( )8,0 ( )90 ( )10,0

12. O que o projeto representou para Vocé?
13. Espaco para sugestdes/ observacoes:

Obrigado pela sua participagao!
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