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RESUMO 

MODELO BIDIMENSIONAL CONTÍNUO-DESCONTÍNUO DE FALHA PARA 

MATERIAIS QUASI-FRÁGEIS EM MODO I E MODO MISTO 

Autor: José Fabiano Araújo Moreira 

Orientador: Francisco Evangelista Junior 

Programa de Pós-graduação em Estruturas e Construção Civil 

Brasília, Março de 2016 

Esta dissertação teve como objetivo formular e implementar um modelo de dano contínuo e 

um modelo de dano contínuo-descontínuo (com transição para fratura) para os modos I e 

misto (I+II) de abertura de trinca, por meio do Método dos Elementos Finitos Generalizados, 

capaz de predizer falhas em estruturas de materiais quasi-frágeis. Portanto, a mais 

importante contribuição desta pesquisa foi a criação de um modelo capaz de simular 

numericamente a resistência de membros estruturais sob falhas em modo misto de maneira 

eficiente e com objetividade de malha, baseado em uma lei de evolução de dano que utiliza 

apenas parâmetros físicos, que podem ser obtidos por meio de ensaios de resistência e 

fratura, sem a necessidade de calibração adicional do modelo. A validação do mesmo se deu 

por intermédio da comparação com resultados experimentais para vários tipos de ensaios e 

diferentes materiais e modos de falha. Os ensaios simulados com o modelo foram: flexão 

em três pontos em viga com entalhe central, flexão em quatro pontos em viga sem entalhe, 

estrutura com duplo entalhe e cisalhamento em quatro pontos em viga com entalhe central. 

Os resultados obtidos comprovaram a eficiência e acurácia do modelo na previsão do 

comportamento de ruptura de diferentes materiais cimentícios com e sem a incorporação de 

fibras, submetidos a falhas em modo I e em modo misto. Ademais, o modelo consegue 

fornecer resultados com uma precisão equivalente à de outros modelos encontrados na 

literatura, porém utilizando um número bem reduzido de elementos na malha. 

Palavras chave: Mecânica do Dano Contínuo, Modelo de Zona Coesiva, Materiais quasi-

frágeis, Propagação de trincas, MEFG.  
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ABSTRACT 

TWO-DIMENSIONAL MODEL CONTINUOUS-DISCONTINUOUS OF FAILURE 

FOR QUASI-BRITTLE MATERIALS FOR MODE I AND MIXED 

Author: José Fabiano Araújo Moreira 

Supervisor: Francisco Evangelista Junior  

Programa de Pós-graduação em Estruturas e Construção Civil  

Brasilia, March 2016 

 

This research aims to formulate and implement a continuous and continuous-discontinuous 

(with transition to fracture) damage model for the crack opening mode I and mixed (I + II) 

in the framework of the Generalized Finite Element Method, able to predict failures in quasi-

brittle materials. Therefore, the most important contribution of this research is the creation 

of a model capable of simulating numerically the resistance of structural members under 

mixed mode failures efficiently and with mesh objectivity. This model is based on a damage 

evolution law using only physical parameters, which can be obtained through fracture and 

resistance tests without the need of further calibration. Comparison with experimental 

results for various types of tests, materials and different failure modes were performed to 

assess the accuracy and efficiency. The tests simulated with the model were: three point 

bending in a single edge notch bean, four points bending unnotched, double-edge-notched 

specimen and single edge notched beam in anti-symmetric four-point-shear loading. The 

results obtained herein confirmed the efficiency and accuracy of the model in predicting 

rupture behavior of different cementitious materials, with or without the incorporation of 

fibers, subjected to mode I and mixed mode failure. Moreover, the model can provide results 

with equivalent accuracy to others in the literature using fewer elements in the mesh. 

Keywords: Continuum Damage Mechanic, Cohesive Zone Model, Quasi-brittle materials, 

Crack propagation, GFEM.  
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1 - INTRODUÇÃO 

Uma das maiores preocupações da engenharia têm sido entender e controlar o processo de 

ruptura ou falha em materiais e estruturas a fim de evitar eventos catastróficos. As mais 

modernas tecnologias da engenharia têm permitido a modelagem de falhas a fim de 

minimizar a ocorrência de catástrofes, bem como desenvolver novos materiais e elementos 

estruturais. Entender o comportamento dos materiais quasi-frágeis tem sido um desafio para 

a engenharia, uma vez que o mesmo apresenta um tipo de ruptura, na qual pequenas 

deformações plásticas ocorrem após o limite elástico e em última análise, eventualmente, 

levam a uma falha súbita (Shah et al., 1995). Um tipo de material quasi-frágil, para o qual o 

estudo dos mecanismos de falha é de importante relevância cientifica, é o concreto, uma vez 

que o mesmo é o material mais utilizado pela engenharia no mundo, sendo empregado em 

vários sistemas estruturais, tais como residências, prédios, instalações industriais, 

aeroportos, pontes e pavimentos. 

Nos materiais quasi-frágeis há uma zona de processo de dano/fratura, Fracture Process Zone 

(FPZ), à frente da macrotrinca. O tamanho dessa FPZ é grande em comparação com o 

tamanho da trinca e com o tamanho característico da estrutura. Observações realizadas 

indicam que a largura da FPZ varia, da ordem de centímetros a ordem de metros, dependendo 

de fatores como carregamento, propriedades de fratura, geometria e resistência. A maior 

parte dessa zona é caracterizada por um comportamento não-linear causado principalmente 

por deformações inelásticas. Materiais cimentícios com incorporação de fibras são um 

exemplo de material com uma grande zona de processo que apresenta uma distribuição 

considerável de microfissuras espalhados ao redor da ponta da trinca. Este Dano/FPZ 

presente em materiais quasi-frágeis é amplamente estudada na literatura pela Mecânica da 

Fratura e pela Mecânica do Contínuo. 

A Mecânica da Fratura lida com descontinuidades causadas pela formação e crescimento de 

uma macrotrinca. Uma idealização muito comum na Mecânica da Fratura são os Modelos 

de Zona Coesiva, Cohesive Zone Models (CZM), inicialmente introduzido por Barenblatt 

(1959) e Dugdale (1960), para abordar as singularidades de ponta de trinca. Nestes modelos, 

todas as não linearidades estão localizadas numa zona coesiva à frente da ponta da trinca que 

é associada com a FPZ. No CZM, ambas as zonas das microtrincas e macrotrincas são 
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idealizadas como uma linha (no caso de análises bidimensionais) ou superfície (no caso 

tridimensional) à frente da trinca livre de tensões. 

A Mecânica do Contínuo também tem sido usada para descrever o comportamento de 

dissipação de materiais induzido pela iniciação e desenvolvimento de microtrincas em torno 

de uma macrotrinca. Os modelos de fissuras distribuídas, Smeared Crack Model (SCM), e 

fissuras em banda, Crack Band Model (CBM), são exemplos de abordagens que utilizam 

curvas tensão-deformação de testes de fratura para modelar fissuras distribuídas em uma 

certa região localizada ou modelar fissuras em banda no material (Bazant e Oh, 1983). Outra 

abordagem baseada na Mecânica do Contínuo é a Mecânica do Dano Contínuo, Continuum 

Damage Mechanics (CDM), que considera estados variáveis relacionados com a direção do 

carregamento (por exemplo, 𝝈 e 𝜺) para descrever os processos irreversíveis tais como o 

estado de danificação, endurecimento e amolecimento (Lemaitre e Chaboche, 1990). O 

amolecimento é manifestado através da perda da resistência ou rigidez do material. A 

principal vantagem da CDM é que seus modelos são formulados para elementos contínuos 

e não é necessário a inserção de nenhum elemento especial a priori nem posteriormente. Em 

termos da implementação numérica, modelos de degradação do contínuo têm a vantagem de 

não requererem técnicas de discretização especiais a fim de traçar a propagação da trinca 

discreta. A representação contínua dessa trinca simplesmente segue a evolução do dano na 

região contínua. Além disso, esses modelos são adequados para carregamento multiaxiais 

comumente encontrados em problemas reais. 

A principal desvantagem dos modelos de dano é a não convergência dos resultados 

numéricos sobre refinamento de malha. Esta desvantagem é muitas vezes referenciada na 

literatura como não objetividade da resposta numérica (Bazant e Planas, 1998). Além disso, 

é reportada uma transferência de tensões não realísticas entre elementos completamente 

danificados devido à incapacidade do modelo de campo contínuo em representar a 

descontinuidade (Simoni et al., 2003). A primeira desvantagem citada pode ser superada 

através de uma técnica de regularização baseada em variáveis de dano não-locais (Cabot e 

Bazant, 1987; Bazant e Jirásek, 2002), campos de gradientes mais elevados (Peerlings et al. 

1996) ou normalização usando energia de fratura (Rots et al., 1985; Carpinteri et al., 1997). 

É importante salientar que as duas primeiras técnicas são custosas numericamente. A 

segunda desvantagem está relacionada com a limitação inerente e essencial da CDM em não 
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ser capaz de simular a zona livre de tração induzida por uma macrotrinca, como permitido 

pelos modelos da Mecânica da Fratura. 

Diante das considerações feitas, pode ser concluído que uma abordagem descontínua, através 

da mecânica da fratura, pode descrever melhor a propagação da trinca, porém não captura 

adequadamente os mecanismos que conduzem à coalescência da mesma nas fases iniciais. 

No entanto, uma abordagem contínua através da mecânica do dano, pode descrever com 

mais acurácia esses estágios iniciais. Isto naturalmente leva a uma ideia de uma descrição 

contínua-descontínua integrada de falha em que a degradação ocorra inicialmente na FPZ 

descrita pela CDM (regularizada) e, em seguida, se tenha o crescimento da descontinuidade, 

descrito pela Mecânica da Fratura, quando o estado de dano atinge um valor limite a ser 

relatado para a localização da trinca discreta (Peerling et al., 2001). Essa técnica faz uso das 

vantagens de métodos desenvolvidos recentemente para a propagação de trinca que utilizam 

o Método da Partição da Unidade, tais como o Método dos Elementos Finitos Generalizados 

e o Método dos Elementos Estendidos. Esses novos métodos numéricos têm mostrado bom 

potencial em superar as dificuldades da simulação de trincas. Nestes modelos a base de 

aproximação padrão do método dos elementos finitos pode ser enriquecida localmente com 

funções especiais que podem aproximar descontinuidades ou campos singulares. Portanto, 

eles tem a capacidade de simular arbitrariamente a propagação de trinca sem que a mesma 

ocorra em regiões pré-definidas ou ao longo das fronteiras dos elementos (Belytschko e 

Black, 1999; Duarte et al., 2001; Mariani e Perego, 2003; Kim e Duarte, 2015). 

1.1 - OBJETIVOS 

1.1.1 - Objetivo geral  

A presente pesquisa tem como objetivo geral formular e implementar um modelo de dano 

contínuo e um modelo de dano contínuo-descontínuo (com transição para fratura) para os 

modos I e misto (I+II) de abertura de trincas, utilizando o Método dos Elementos Finitos 

Generalizados, para a predição de falhas em estruturas quasi-frágeis. A principal 

contribuição da dissertação é o desenvolvimento de um modelo capaz de simular a 

resistência de membros estruturais sob falhas em modo misto de maneira eficiente e com 

objetividade de malha. Os modelos são baseados em uma lei de evolução de dano com 

parâmetros físicos obtidos em ensaios de resistência e fratura sem a necessidade de 

calibração adicional dos parâmetros do modelo. 
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1.1.2 - Objetivos específicos 

Os objetivos específicos são: 

 Apresentar uma estratégia contínua aliada ao Método dos Elementos Finitos 

Generalizados, denominada de estratégia contínua-descontínua, que visa a 

propagação da trinca independentemente da malha de elementos finitos; 

 Verificar a capacidade do modelo em reproduzir o comportamento e a capacidade 

(carga máxima) estrutural dos ensaios simulados numericamente; 

 Validar a lei bilinear coesiva obtida em modo I de fratura e sua aplicação para o 

modelo de dano contínuo tanto em modo I como em modo misto de falha; 

 Validar os modelos através da comparação com resultados experimentais retirados 

de trabalhos respeitados na literatura; 

 Verificar a eficiência da regularização da energia de fratura proposta para superar o 

problema da não objetividade da malha de elementos finitos; 

 Analisar a influência que alguns parâmetros de fratura utilizados no modelo têm na 

resposta estrutural predita pela simulação numérica; 

 Verificar a capacidade da estratégia utilizada para a resolução e convergência do 

sistema de equações; 

 Comparar os resultados numéricos obtidos com outros resultados numéricos da 

literatura a fim de verificar a eficiência do modelo com relação ao número de 

elementos utilizado nas malhas; e 

 Comparar, para o caso de modo I, os resultados obtidos para as deformações 

equivalentes utilizadas no cálculo da variável de controle de dano. 

1.2 - ORGANIZAÇÃO 

Esta dissertação está dividida em seis capítulos. O capitulo 2 apresenta uma revisão 

bibliográfica da Mecânica do Dano Contínuo, Mecânica da Fratura e do Método dos 
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Elementos Finitos Generalizados. O capitulo 3 traz a formulação e implementação do 

modelo de dano contínuo e continuo-descontínuo. O capítulo 4 apresenta os resultados para 

os ensaios em modo I de fratura. O capítulo 5 mostra os resultados para os ensaios em modo 

misto (I+II). Por fim o capítulo 6 traz as principais considerações e sugestões para trabalhos 

futuros.  
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2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Este capítulo descreve inicialmente a modelagem contínua de falha baseada na Mecânica do 

Dano Contínuo. Alguns conceitos básicos da teoria, bem como uma revisão dos modelos de 

dano aplicados na predição de falhas em materiais quasi-frágeis são apresentados, por fim, 

são descritas algumas questões sobre a modelagem computacional usando a Mecânica do 

Dano Contínuo e as abordagens existentes para superá-las. Em seguida, assim como é feito 

para a modelagem contínua de falha, descreve-se a modelagem descontínua de falha baseada 

na Mecânica da Fratura Linear Elástica. A última seção traz uma formulação simplificada 

do Método dos Elementos Finitos Generalizados utilizado para descrever o caminho da 

trinca nas simulações numéricas realizadas nesta pesquisa. 

2.1 - MODELAGEM CONTÍNUA DE FALHA 

A modelagem contínua de falha faz uso da Mecânica do Contínuo para descrever a perda de 

rigidez ou qualquer outro fenômeno dissipativo nos materiais, tais como microtrincamento 

ou deformações plásticas. Portanto, o microtrincamento do material é representado como 

uma região contínua que tem uma redução de sua capacidade de suporte de carga. Esta 

abordagem é nomeada Mecânica do Dano Contínuo, Continuum Damage Mechanics 

(CDM), e é descrita a seguir.  

2.1.1 - Conceitos da Mecânica do Dano Contínuo 

A teoria do dano, originalmente proposta por Kachanov (1958), caracteriza o 

microtrincamento como um processo que precede a falha macroscópica do material. Mais 

tarde Lemaitre e Chaboche (1990) formalizaram a teoria da mecânica do dano com 

princípios termodinâmicos. A ideia geral é que, a partir do histórico de restrições e distorções 

sobre um determinado volume de uma estrutura, leis de evolução pudessem caracterizar o 

dano de forma progressiva, isto é, partindo de microtrincamentos até o desenvolvimento e 

surgimento de uma macrotinca. A seguir se introduz brevemente os principais conceitos da 

mecânica do dano isotrópico (variável escalar) utilizados neste trabalho. 

Para representar o dano no material, considere o corpo sólido danificado mostrado na Figura 

2.1(a). Um elemento de volume representativo (EVR), que represente a heterogeneidade 

presente no sólido é selecionado conforme mostra a figura. Seja 𝛿𝑆 a área total de uma dada 
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superfície dentro do EVR com normal 𝒏 e um dado vetor de referência 𝒗. Dentro de 𝛿𝑆, a 

parcela da área 𝛿𝑆𝐷 corresponde aos vazios e/ou descontinuidades geométricas, ver Figura 

2.1(a). O dano local 𝐷 do EVR na direção 𝒏 é dado por: 

    𝐷 =
𝛿𝑆𝐷
𝛿𝑆

 (2.1) 

A variável 𝐷 é igual a 0 para um material intacto ou sem a presença de dano, 1 para um 

material totalmente danificado e entre 0 < 𝐷 < 1 para qualquer outro estado de dano 

intermediário. 

 

(a) EVR 

 

(b) dano escalar (isotrópico) 

Figura 2.1 – Elemento de um sólido danificado (adaptada de Lemaitre e Desmorat, 2004): 

(a) elemento de volume representativo (EVR) de uma superfície do corpo; (b) operador de 

dano escalar (estado isotrópico). 

A hipótese de isotropia assume que o dano cria microtrincas distribuídas uniformemente em 

todas as direções. Neste caso, o valor da variável 𝐷 não depende da direção 𝒏. Portanto, o 

escalar 𝐷 caracteriza plenamente o estado do dano no sólido. Além disso, 𝐷 é um operador 

transformando a atual área 𝛿𝑆 em uma área equivalente menor e contínua 𝛿𝑆̃ = 𝛿𝑆 − 𝛿𝑆𝐷, 

como mostrado na Figura 2.1(b), assim: 

D 

EVR. 
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    𝛿𝑆̃ = (1 − 𝐷)𝛿𝑆 (2.2) 

Na mecânica do dano, o conceito de tensão efetiva 𝜎′ foi introduzido por Rabotnov (1969) 

e é definido como: 

    𝝈′ =
𝝈

(1 − 𝐷)
 (2.3) 

Em que 𝝈 é o tensor de tensões para o material não danificado e 𝝈′ é o tensor para o material 

danificado. Rabonov (1969) assumiu que qualquer comportamento de um material 

danificado é descrito pelo comportamento do material intacto, no qual a tensão do material 

não danificado é substituída pela tensão efetiva. 

Estendendo a discussão acima para o comportamento elástico de um material danificado, 

onde a variável escalar caracterizada pelo dano escalar isotrópico 𝐷 resulta numa mudança 

(perda) no tensor de rigidez elástica, tem-se: 

    𝝈′ = 𝑪𝟎𝜺 (2.4) 

Assim: 

    𝝈 = (1 − 𝐷)𝑪𝟎𝜺 (2.5) 

em que 𝜺 é o tensor de deformações, e 𝑪𝟎 é o tensor elástico de quarta ordem. Equivalência 

de deformação entre o estado danificado e não danificado é assumida para a equação 

anterior. Outras derivações assumindo a equivalência de tensões ou energia podem ser 

encontradas em (Lemaitre e Chaboche, 1990; Lemaitre, 1992; Proença, 2008). 

A variável de dano 𝐷 pode seguir uma lei de evolução baseada num critério de deformação 

(Mazars, 1984; Vree et al., 1995), energia, ou tensão. O modelo escalar proposto por Mazars 

(1984) descreve a fratura do concreto em modo I ou Modo Misto (Modo I e II) usando um 

critério de tensão ou deformação para a lei de evolução do dano. Maiores detalhes são 

descritos mais adiante no Capítulo 3 
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2.1.2 - Modelos de dano para materiais quasi-frágeis 

A literatura contém uma grande variedade de modelos baseados na CDM, desde modelos 

mais simples que usam apenas uma variável escalar de dano, até modelos mais sofisticados 

que usam um tensor de dano de segunda e quarta ordem, (Simo e Ju, 1987; Krajcinovic, 

1989; Lemaitre, 1992; Oliver, 1995) têm sido usados. Ortiz (1985), por exemplo, usou um 

tensor de conformidade completo de quarta ordem que é equivalente a 21 variáveis escalares 

de dano. Este tipo de tensor juntamente com um tensor de deformação plástica (equivalente 

a 6 variáveis escalares de dano) tiveram como objetivo descrever o comportamento de 

amolecimento de materiais quasi-frágeis como o concreto. Embora estes modelos mais 

complexos consigam reproduzir melhor o comportamento de amolecimento de materiais 

quasi-frágeis, eles requerem um grande número de variáveis, sendo que muitas das quais 

não possuem significado físico ou requerem testes complicados, com carregamentos 

multiaxiais, para serem obtidas. Alguns modelos contínuos de dano também foram 

desenvolvidos para materiais dependentes de taxas. Os estudos de Schapery et al. (1975a,b,c; 

1981; 1999) descrevem leis de evolução de dano para materiais viscoelásticos. 

Recentemente, Chehab et al. (2003) e Kim e Chehab (2004) desenvolveram um modelo de 

dano viscoelastoplástico para materiais de concreto asfáltico. O concreto também tem sido 

modelado com modelos de dano plástico, os trabalhos de Willam et al. (1987), Pamin e de 

Borst (1999), Comi e Perego (2001) Benvenuti et al., (2002) e Comi et al. (2007) são citados 

como exemplos. 

Mazars desenvolveu um conjunto de modelos (1984, 1986, 1990) que usa apenas uma 

variável escalar de dano para descrever o processo de danificação do concreto submetido a 

tensão e/ou compressão. O modelo consegue descrever a evolução do comportamento do 

dano sob condições de carregamento específicos, tais como carregamento 

proporcionalmente crescente. Uma vez que esse tipo de carregamento é o mais comumente 

adotado para a maioria das estruturas, esse tipo de modelo tem sido usado em muitos 

problemas bidimensionais da engenharia. (Mazars, 1984; Bazant et al., 1984; Perego, 1989; 

Mazars et al., 1990; La Borderie et al., 1991; Alvares, 1993; Simone et al., 2002; Barros et 

al., 2002; Choinska, 2006; Proença e Torres, 2008). Recentemente, Proença e Torres (2008) 

usaram o modelo de Mazars em análises não lineares juntamente com o Método dos 

Elementos Finitos Generalizados (MEFG) em problemas 3D. 
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Uma das grandes vantagens é que o modelo de Mazars usa um pequeno número de variáveis, 

todas com significado físico e determinadas a partir de ensaios simples (tensão e compressão 

uniaxial). Também há o fato de que suas suposições são baseadas em comportamentos do 

concreto bem conhecidos na literatura e que podem ser consideradas para o estado triaxial 

de tensões em estruturas de concreto. O dano é modelado através de microtrincas distribuídas 

uniformemente representando a falha do concreto quando submetido ao Modo I ou Modo 

Misto (I+II). 

2.1.3 - Questões de modelagem computacional usando CDM 

Uma característica comum dos modelos CDM é a não convergência com grande refinamento 

de malha. A resposta é dependente da malha utilizada e o resultado global diverge com um 

maior refinamento da malha levando a respostas mais rígidas. Essa característica é reportada 

na literatura como “não-objetividade” do modelo (Crisfield, 1984; Belytschko e Bazant, 

1986; Perego, 1989; Oliver, 1989; Álvares, 1993, Bazant e Planas, 1998). A razão para a 

perda de objetividade é o fato de que a zona de localização (ou banda de localização) evolui 

continuamente em forma de arco para uma largura nula que é a condição de uma evolução 

discreta de fratura. Conforme a malha é refinada, a zona de dissipação do dano tende a ser 

mais estreita e se localizar em apenas alguns elementos, redistribuindo as tensões ao redor, 

enquanto os elementos vizinhos são descarregados. A energia total dissipada, portanto, 

decresce para malhas finas e converge para zero conforme o tamanho do elemento diminui. 

A Figura 2.2 mostra um exemplo de não-objetividade da curva força-deslocamento para uma 

barra carregada axialmente baseado nos estudos de Driemeier et al. (2005). 

Um grupo de alternativas para evitar o problema acima citado é o uso de técnicas de 

regularização baseada em variáveis de dano não-locais (Pijaudier-Cabot e Bazant, 1987; 

Bazant e Jirásek, 2002), campos de gradientes mais elevados (Peerlings et al. 1996) ou 

normalização feita especificando uma dissipação da energia por unidade de comprimento na 

zona de dano (Rots et al., 1985; Carpinteri et al., 1997). Assim, a dissipação da energia é 

forçada a ser independente da malha usada. Essas alternativas previnem uma localização da 

dissipação da energia em regiões localizadas (em um elemento ou apenas em alguns deles). 
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Figura 2.2 – Curva força-deslocamento em uma barra carregada axialmente para três 

tamanhos de malha (adaptada de Driemeier et al., 2005). 

2.1.4 - Abordagens atuais para o crescimento do dano na CDM 

Um forma de resolver o problema da não-objetividade da CDM relativa à dependência da 

dissipação de energia sobre o refinamento da malha utilizada é o Modelo de Trinca em 

Banda, Crack Band Model (CBM). O CBM foi desenvolvido inicialmente por Bazant et al. 

(1976) e aperfeiçoado por Bazant e Cedolin (1979, 1983) e Bazant e Oh (1983). De acordo 

com o modelo, a relação tensão-deformação (𝜎 − 𝜀) para a curva de amolecimento está 

associada com uma região de largura finita chamada de banda (𝑤𝑏𝑎𝑛𝑑𝑎) que se assume ser 

uma propriedade do material. Assim, uma função da deformação de fratura pode ser 

relacionada com uma função do deslocamento de abertura de trinca (Bazant e Oh 1983). 

Uma vez que o processo de dissipação é associado com uma largura finita do material, o 

problema da localização espúria do processo de amolecimento não fica condicionado a uma 

região estreita do modelo estrutural. Outra vantagem é que a curva (𝜎 − 𝜀) no CBM pode 

ser equiparada com a curva (𝜎 − 𝑤). Esta é a razão pela qual resultados computacionais 

usando CBM e CZM são numericamente equivalentes (Elices e Planas, 1989, Leibengood 

et al., 1986). 

Oliver (1989) encontrou resultados similares, porém mais genéricos e podendo ser aplicados 

em qualquer representação contínua de problemas de localização, como propagação de 

trinca. A energia dissipada dentro de uma banda contornada por duas linhas singulares 

paralelas entre si e com deslocamentos contínuos, porém com gradiente de deslocamento 

descontínuo, foi analisada. Uma expressão para o comprimento característico (𝑙𝑐) foi 
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definida como a razão entre a energia dissipada por unidade de superfície de área (energia 

de fratura, 𝐺𝐹) e a energia por unidade de volume (energia específica, Φ𝐹): 

    Φ𝐹 =
𝐺𝐹
𝑙𝑐

 
(2.6) 

A Equação (2.6) relaciona as duas energias mostrando que a normalização de 𝐺𝐹 através do 

comprimento característico 𝑙𝑐 é igual à energia específica considerada na evolução do dano 

evoluindo dentro do volume. Com isso, Oliver (1989) mostrou que, através do uso de 𝑙𝑐 para 

atribuir a quantidade de energia em cada ponto da trinca, objetividade, convergência e 

insensibilidade à malha podem ser alcançadas. O comprimento característico definido por 

Oliver (1989) é a largura de banda de trinca (𝑙𝑐 = 𝑤𝑏𝑎𝑛𝑑𝑎) proposta por Bazant e Oh (1983). 

Bazant e Pijaudier-Cabot (1989) identificaram esse comprimento como sendo uma 

propriedade fundamental de materiais quasi-frágeis e propuseram um método de teste para 

quantificá-lo através da comparação das duas energia presentes na Equação (2.6). Bazant e 

Pijaudier-Cabot (1989) também apresentam uma estimativa para o valor de 𝑙𝑐 baseado em 

resultados experimentais através da Equação (2.7): 

    𝑙𝑐 ≈ 3𝑑𝑎 
(2.7) 

em que 𝑑𝑎 é o tamanho máximo do agregado no material. Este valor foi consistente com 

resultados anteriores no qual 𝑙𝑐 foi novamente calculado em análises de elementos finitos 

empregando o CBM e testes de fratura de amostras de várias geometrias, tamanhos, 

diferentes misturas (Bazant e Oh, 1983; Bazant e Pijaudier-Cabot, 1989; Bazant e Planas, 

1998). 

É importante notar que a largura de banda (𝑤𝑏𝑎𝑛𝑑𝑎), ou comprimento característico (𝑙𝑐), é 

diferente do comprimento da zona de processo não-linear (𝑙) proposta por Irwin (1958) e 

também chamada de comprimento característico por Hilleborg et al. (1976) dado pela 

Equação (2.8). 

    𝑙 =
𝐸𝐺𝐹
𝑓𝑡

 
(2.8) 

com 𝐸 sendo o módulo de elasticidade e 𝑓𝑡 a resistência à tração do material. 



13 

 

2.2 - MODELAGEM DESCONTÍNUA DE FALHA 

A modelagem descontínua de falhas faz uso da mecânica da fratura para modelar e prever a 

propagação de trincas em materiais. A mecânica da fratura emprega conceitos baseados em 

tensões (ou energia) para modelar a falha mecânica de corpos a partir de fissuras discretas 

já presentes no corpo em consideração. 

2.2.1 - Conceitos básicos da Mecânica da Fratura 

Usando a Teoria da Elasticidade para estudar a concentração de tensões em um painel linear 

elástico semi-infinito com uma abertura elíptica em 1913, Inglis iniciou as abordagens 

baseadas em tensões da teoria da Mecânica da Fratura Linear Elástica, Linear Elastic 

Fracture Mechanics (LEFM). Alguns anos mais tarde, em 1920, Griffith abordou problemas 

similares mostrando que o campo de tensões cresce de forma inversamente proporcional à 

uma distância (𝑟𝑐𝑡) da ponta da trinca (𝜎 = 1/𝑟𝑐𝑡). Foi então estabelecido o conceito de 

Fator de Intensidade de Tensão (𝐾) que é um fator escalar, função da geometria e do 

carregamento do problema que indica a magnitude do campo de tensões na ponta da trinca. 

Por causa das singularidades do campo de tensões na ponta da trinca e complexidade 

matemática, Griffith propôs uma abordagem baseada em energia para a LEFM. Em seguida, 

Irwin (1975) expressou a energia necessária para abrir uma trinca de área unitária, 

chamando-a de Energy Release Rate ou taxa de liberação de energia (𝐺). A teoria é válida 

para materiais elástico lineares que apresentam qualquer um dos modos de abertura de trinca 

indicados na Figura 2.3 a seguir: 

 

  

(a)  (b)  (c)  

Figura 2.3 – Modos de fratura: (a) Modo I: tração pura; (b) Modo II: cisalhamento; (c) 

Modo III: torção, rasgamento. 
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2.2.2 - Modelos de fratura para materiais quasi-frágeis 

Na abordagem descontínua, a trinca é modelada explicitamente como uma fissura discreta 

no material. A Figura 2.4 mostra um ensaio de tensão compacta em um material quasi-frágil 

de cimento compósito, Engineered Cementitious Composite (ECC). A Figura 2.4(a) mostra 

uma imagem aproximada da FPZ circuncidando a macrotrinca no instante em que a carga 

atinge 80% do seu valor máximo. A Figura 2.4(b) mostra o resultado final do ensaio, após a 

ruptura ser verificada. A zona difusa de microtrincas em torno da macrotrinca existe durante 

a propagação da trinca e depois da falha do material. Os primeiros modelos computacionais 

a usar a LEFM assumiram uma FPZ que era pequena quando comparada com o tamanho da 

trinca. 

  

(a) (b) 

Figura 2.4 – Imagem do ensaio de tensão compacta no material quasi-frágil ECC em modo 

I: (a) imagem aproximada do entalhe no memento em que a carga atinge 80% da carga 

máxima; (b) ensaio após a ruptura (adaptada de Kabele e Horii, 1997). 

Os primeiros trabalhos usaram as quantidades críticas da LEFM tais como o fator de 

intensidade de tensão crítico (𝐾𝑐) e/ou a taxa de dissipação de energia crítica (𝐺𝑐) para definir 

a direção e a magnitude de propagação da trinca (Ngo e Schordelis, 1967; Ingraffea, 1977; 

Blaauwendraad e Grootenboer, 1981, Wawrzynek e Ingraffea, 1991; Reich et al., 1994; 

Bittencourti et al., 1996). A principal limitação da LEFM para o caso de materiais quasi-

frágeis é que a mesma não pode ser aplicada para a zona não elástica que existe em torno da 

ponta da trinca. Uma alternativa para modelar materiais com uma zona de processo de fratura 

não lineares ou plásticas tem sido a Mecânica da Fratura Não-Linear Elástica ou a Mecânica 

da Fratura Elasto-Plástica. Combinações de critérios tais como Integral 𝐽 (Hutchinson, 1968; 

Rice e Rosegren, 1968) e Deslocamento de Abertura de Boca de Trinca, Crack Tip Opening 

Displacement – CTOD, (Wells, 1963) também têm sido usados. 
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Atualmente, a modelagem de propagação de trincas discretas é realizada principalmente com 

o Modelo de Zona Coesiva. Esse modelo foi introduzido por Barenblatt (1959) e Dugdale 

(1960) a fim de tratar as singularidades de tensões existentes na ponta da trinca. Nessa 

idealização, todas as não linearidades ocorrem em uma zona coesiva localizada na frente da 

ponta de trinca, o modelo está associado com a zona de processo físico de fratura em 

materiais quasi-frágeis. O modelo de zona coesiva tem sido utilizado em programas de 

elementos finitos através de elementos especiais, chamados de elementos de interface, que 

têm seu comportamento condicionado a uma lei coesiva de falha (𝜎 − 𝑤) para materiais com 

amolecimento coesivo definida através do comportamento do material. A Figura 2.5 

descreve como o processo de falha é descrito através de uma lei de amolecimento segundo 

o modelo de zona coesiva. 

 

Figura 2.5 – Idealização do Modelo de Zona Coesiva com a respectiva lei constitutiva de 

amolecimento (𝜎 − 𝑤) de acordo com Hillerborg et al. (1976). 

Esta idealização do processo de fratura tem sido implementada de duas maneiras: modelos 

intrínsecos e modelos extrínsecos. O modelo intrínseco tem uma rigidez inicial definida na 

lei (𝜎 − 𝑤) que vai até o instante em que a resistência à tração (𝑓𝑡) do material é atingida, 

quando então a resposta de amolecimento do material é ativada (Figura 2.6a). No modelo 

intrínseco o elemento de interface precisa ser inserido inicialmente no modelo (Needleman, 

1987; Tvergaard e Hutchinson, 1992). Já o modelo extrínseco elimina a necessidade da 

rigidez inicial na lei (𝜎 − 𝑤), e os elementos de interface, juntamente com a lei de 
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amolecimento (Figura 2.6b), são inseridos uma vez que o material atinge a resistência 

mecânica à tração do material (Camacho e Ortiz, 1996; Ortiz e Pandolfi, 1999). 

Hillerborg et al. (1976) aplicaram o conceito do modelo de zona coesiva em conjunto com 

o método dos elementos finitos para investigar o comportamento de fraturas no concreto, 

esse procedimento ficou conhecido como Modelo de fissura fictícia de Hillerborg. Desde 

então, essa metodologia tem sido amplamente utilizada para a simulação de fissuras no 

concreto (Peterson, 1981; Ingraffea e Saouma, 1985; Cervenka e Saouma, 1985; Carpinteri 

e Valente, 1989; Larrson e Runesson, 1985; Bittencourt et al., 1992; Xu e Needleman, 1994; 

Bazant e Planas, 1998; Hanson e Ingraffea, 2002). No campo da modelagem 3D, modelos 

tridimensionais de fratura em concreto usando o modelo de zona coesiva foram 

implementados por Bittencourti (1993), Gaedicke e Roesler (2010), Evangelista Jr. et al. 

(2013) e Kim e Duarte (2015). 

  

  

Figura 2.6 – Curvas de amolecimento; (a) intrínseco e (b) extrínseco (Roesler et al., 

2007a; Park et al., 2009). 

Recentemente, Roesler et al. (2007a) e Park et al. (2009) propuseram um modelo de zona 

coesiva com uma curva de amolecimento bilinear para materiais quasi-frágeis, essa lei é 

dependente da energia de fratura inicial (𝐺𝑓), energia de fratura total (𝐺𝐹) e da resistência à 

tração (𝑓𝑡). A principal vantagem deste modelo é que toda a curva de amolecimento é 

definida fisicamente por propriedades determinadas a partir de amostras (ensaios 

experimentais) de fratura e nenhum ajuste de curva é necessário para determinar a curva de 

resposta das amostras. Esses modelos têm sido usados com sucesso na predição de fraturas 

em materiais como o concreto submetidos a diferentes condições de contorno (Ioannides et 

(a) (b) 
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al. 2006; Roesler et al., 2007b, Evangelista Jr. e Roesler, 2009; Gaedicke e Roesler (2010); 

Gaedicke et al., 2012; Evangelista Jr. et al., 2013). 

2.2.3 - Limitações da modelagem descontínua de materiais 

A principal característica do modelo de zona coesiva descrito na seção anterior é que ele 

simula a trinca como uma descontinuidade entre elementos. Portanto, a trinca é simulada 

através do uso de elementos de interface inseridos entre os elementos finitos convencionais. 

Esta abordagem permite modelar trincas explicitas e evita a transferência de tensões espúrias 

entre as faces da trinca. Uma desvantagem é que o elemento de interface deve ser inserido 

ao longo da superfície da trinca para ambos os modelos intrínseco e extrínseco, conforme 

descrito pela Figura 2.7. Além do mais, é necessário um refinamento significativo da malha 

nas regiões críticas (zonas de concentração de tensão) a fim de conseguir a convergência do 

modelo em acordo com o experimental. 

 

 

Figura 2.7 – Elemento de interface na montagem do caminho da trinca (adaptada de 

Ansys, 2009). 

No modelo de zona coesiva intrínseco, os elementos de interface têm que ser inseridos 

inicialmente, o que significa que o caminho da trinca tem que ser conhecido antecipadamente 

e os elementos dever ser orientados na direção da trinca. Já o modelo de zona coesiva 

extrínseco não apresenta essas questões, uma vez que o elemento de interface é inserido 

somente quando algum critério é satisfeito, isto é, quando o nível de tensão no elementos 

atinge a resistência à coesão. No entanto, modelos extrínsecos requerem uma estrutura de 

dados topológica especial para lidar com a modificação na topologia da malha causada pela 

inserção de novos elementos (Zhang et al., 2007). Portanto, o modelo extrínseco aumenta 

consideravelmente o custo computacional da análise. 
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2.2.4 - Abordagens atuais para a idealização do crescimento da trinca 

Uma forma alternativa de modelagem de descontinuidade é feita através da incorporação 

direta da trinca na malha de elementos finitos através do uso de funções especiais 

incorporadas diretamente na formulação de elementos finitos (Belytschko et al., 1988; 

Dvorkin et al., 1990). Atualmente, esta técnica e modelos são chamados de método de 

descontinuidade embutida, Embedded Discontinuities Methods (EDM). Esses modelos 

incorporam uma descontinuidade na aproximação do campo de deslocamento através de uma 

combinação da função Heaviside com as funções de forma padrão dos elementos finitos 

convencionais, permitindo a propagação da trinca dentro dos elementos (Dvorkin, 1990; 

Simo et al., 1993; Oliver, 1995; de Borst, 2004). Esta nova abordagem representa um 

significativo avanço para a simulação do crescimento de trincas, uma vez que elementos de 

interface ou remalhamento não são necessários. 

Uma técnica para incorporar descontinuidades não uniformes em elementos finitos sólidos 

padrão foi proposta por Manzoli e Shing (2006), mais tarde, Manzoli et al. (2013) 

apresentaram um esquema de rastreamento local-global para o caminho da trinca em sólidos 

tridimensionais e, mais recentemente, Manzoli et al. (2016) propuseram uma nova técnica 

para modelagem de trincas em materiais quasi-frágeis baseada no uso de elementos sólidos 

de interface, denominada de técnica de fragmentação de malha, que consiste na introdução 

de um conjunto de elementos de mais baixa ordem, chamado de high aspect ratio ou elevada 

relação de aspecto, entre os elementos regulares da malha para preencher as lacunas muito 

finas deixadas pelo procedimento de fragmentação da malha. 

Os trabalhos de Rots e Blaauwendraad (1989), Wells et al., (2002), Simone et al., (2003), 

de Bost et al., (2004) e Tejchman e Bobinski (2013) combinaram com sucesso abordagens 

contínua-descontínua para modelar dano e propagação de trinca em domínios 

bidimensionais para o concreto. Estes trabalhos fazem uso das vantagens de Métodos de 

Partição da Unidade, tais como o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) e o 

Método dos Elementos Finitos Estendidos, Extended Finite Element Methods (XFEM). 

Estes métodos têm se mostrado promissores em superar dificuldades em simulações de 

descontinuidades (Belytschko e Black, 1999; Duarte et al., 2000; Duarte et al., 2001; 

Mariani e Perego, 2003), inclusive quando usados em conjunto com modelos coesivos (Kim 
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e Duarte, 2015). Na próxima seção se apresenta de forma simplificada a formulação do 

MEFG baseada no modelo proposto por Wells e Sluys (2001) e Simone (2007). 

2.3 - MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS 

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é um método numérico usado para 

modelar descontinuidades dentro de uma malha de elementos finitos padrão. Este método 

surgiu a partir dos trabalhos de Babuška et al. (1994), Duarte e Oden (1995), Melenk e 

Babuška (1996), Duarte e Oden (1996), Babuška e Melenk (1997) e Oden et al. (1998). O 

mesmo se baseia no princípio da partição da unidade e consiste, basicamente, no 

enriquecimento das funções de forma tradicionais dos elementos finitos com outras funções 

ditas especiais que representam o comportamento local da solução. Esse enriquecimento 

gera graus de liberdade extras nos nós do domínio sujeitos ao enriquecimento. 

2.3.1 - Cinemática do salto de deslocamento 

Para incorporar uma descontinuidade num campo de deslocamento é necessário inicialmente 

caracterizar as propriedades cinéticas de um sólido cortado por uma descontinuidade. Para 

tal, considere o corpo 𝑉 com contorno 𝑆 e cortado por uma descontinuidade 𝑆𝑑 que divide o 

corpo em dois domínios, 𝑉+ e 𝑉− (𝑉 = 𝑉+ + 𝑉−), mostrado na Figura 2.8. O campo de 

deslocamento 𝒖 pode ser decomposto em duas partes: uma parte contínua e uma parte 

descontínua, conforme mostrado na Equação (2.9) a seguir: 

    𝒖(𝑥, 𝑡) = û(𝑥, 𝑡) +ℋ𝑺𝑑
⟦𝒖(𝑥, 𝑡)⟧ (2.9) 

em que û e ⟦𝒖⟧ são funções continuas no domínio 𝑉 e ℋ𝛤𝑑  é a função Heaviside centrada 

na descontinuidade 𝑆𝑑 (ℋ𝐒𝑑 = 1 se 𝑥 ∈ 𝑉+, ℋ𝑆𝑑 = 0 se 𝑥 ∈ 𝑉−). A descontinuidade é 

introduzido pela função Heaviside na superfície descontínua 𝑆𝑑 e o valor do salto de 

deslocamento é dado por ⟦𝒖⟧. 
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Figura 2.8 – Corpo 𝑉 cortado pela descontinuidade 𝑆𝑑 (Simone, 2007). 

O campo de deformação pode ser obtido a partir do gradiente do campo de deslocamento 𝒖, 

conforme descrito na Equação (2.10) abaixo: 

    𝛆 =  𝛁𝒔û +ℋ𝐒𝒅
(𝛁𝒔⟦𝐮⟧) + (𝛁ℋ𝐒𝒅⨂⟦𝐮⟧)

𝒔
 

    𝛆 =  𝛁𝒔û +ℋ𝐒𝒅
(𝛁𝒔⟦𝐮⟧)⏟            

𝐥𝐢𝐦𝐢𝐭𝐚𝐝𝐨

+ 𝛅𝐒𝒅(⟦𝐮⟧⨂𝐧𝒅)
𝒔

⏟        
𝐧ã𝐨−𝐥𝐢𝐦𝐢𝐭𝐚𝐝𝐨

 

(2.10a,b) 

em que 𝛿𝑺𝑑  é a distribuição delta de Dirac centralizada na descontinuidade, 𝑛𝑑 é o vetor 

normal unitário da descontinuidade (apontando para 𝑉+) e o operador ⨂ é o produto de 

Kronecker. Todas as deformações são consideradas infinitesimais, portanto, a simbologia 

(. )𝑠 indica que somente a parte simétrica dos tensores está sendo considerada. 

2.3.2 - A partição da unidade e os elementos finitos 

Um conjunto de funções de interpolação 𝜑𝑖(𝑥), cada qual pertencente a um nó, definidas ao 

longo de um domínio 𝑉 (𝑥 ∈ 𝑉) formam uma partição da unidade se: 

    ∑𝜑𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

= 1 (2.11) 

em que 𝑛 é o número de pontos nodais. Duarte e Oden (1996) mostraram que um campo 

qualquer pode ser interpolado em termos de valores nodais discretos usando a partição da 

unidade na forma descrita pela Equação (2.12) a seguir: 
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    𝑢(𝑥) =∑𝜑𝑖
𝑘(𝑥)

𝑛

𝑖=1

(𝑎𝑖 +∑𝑏𝑖𝑗𝛾𝑗(𝑥)

𝑚

𝑗=1

) (2.12) 

onde 𝜑𝑖
𝑘 são funções de partição da unidade de ordem k (se a função de partição da unidade 

for polinomial, k indica a ordem do polinômio), 𝑎𝑖 são os graus de liberdade padrão do nó, 

𝑏𝑖𝑗 são os graus de liberdade adicionados e 𝛾𝑗 é a base adicional de 𝑚 termos. Para se evitar 

a dependência linear, a ordem de qualquer termo da base adicional deve ser maior que k. 

Considerando uma aproximação no âmbito do Método dos Elementos Finitos (MEF), as 

funções de forma do elemento finito convencional podem ser consideradas como funções de 

partição da unidade, uma vez que: 

    ∑𝑁𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

= 1 (2.13) 

onde 𝑁𝑖 são as funções de forma. Com isso se pode perceber que a interpolação usada no 

elemento finito convencional, trata-se na verdade de um caso particular da Equação (2.12), 

pois substituindo 𝜑𝑖 pelas funções de forma e considerando que a base adicional 𝛾𝑗 é vazia, 

a Equação (2.12) transforma-se na aproximação mostrada na Equação (2.14). 

    𝑢(𝑥) =∑𝑁𝑖
𝑘(𝑥)

𝑛

𝑖=1

𝑎𝑖 (2.14) 

portanto, nada impede que a interpolação do campo de deslocamento seja feita usando os 

termos da base adicional em conjunto com os termos da base convencional (funções de 

forma). Em notação de elementos finitos, a aproximação do campo de deslocamento, usando 

a propriedade da partição da unidade, passa a ser descrita como: 

    𝒖(𝑥) = 𝑵(𝒙)𝒂⏟  
𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑝𝑜𝑙𝑎çã𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙

+𝑵(𝑥)(𝑵𝜸(𝑥)𝒃)⏟          
𝑒𝑛𝑟𝑖𝑞𝑢𝑒𝑐𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

 
(2.15) 

em que 𝑵 é a matriz que contém as funções de forma (polinomiais) de ordem k, 𝒂 é o vetor 

com os graus de liberdade regulares, 𝑵𝛾 é a matriz com os termos da base adicional e 𝒃 é o 

vetor que contém os graus de liberdade adicionais, cuja quantidade por nó é igual ao número 
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de termos na base adicional multiplicado pela dimensão espacial. O campo de deformação 

em termos dos deslocamentos nodais pode ser descrito na Equação (2.16) a seguir: 

    𝜺 =  𝛻𝑠𝒖 = 𝑩𝒂 + 𝑩𝛾𝒃 (2.16) 

em que 𝑩 = 𝑳𝑵, 𝑩𝛾 = 𝑳(𝑵𝑵𝛾) e 𝑳 é a matriz que contém os operadores diferenciais. 

2.3.3 - Funções de enriquecimento 

A escolha das funções de enriquecimento do MEFG levam em conta o tipo de análise e 

problema de valor de contorno que será considerado. A Figura 2.9 mostra exemplos de 

funções de enriquecimento tais como (a) contínuas e (b) descontínuas. Para o caso de 

descontinuidade, as funções de enriquecimento podem ser encontradas a partir da cinemática 

do salto de deslocamento comparando as Equações (2.9) e (2.15). A matriz 𝑵 multiplicada 

pelos graus de liberdade regulares 𝒂 da Equação (2.15) representam a parte contínua da 

Equação (2.9) e, da mesma forma, o produto 𝑵𝑵𝛾 juntamente com os graus de liberdade 

adicionais 𝒃 representam a parte descontínua. Assim o termo ⟦𝒖⟧ pode ser interpolado pelas 

mesmas funções de forma 𝑵 do elemento finito padrão e a matriz da base adicional 𝑵𝛾 

assume a forma da função Heaviside. Com isso, o campo de deslocamento para um elemento 

com graus de liberdade extras pode ser interpolado pela Equação (2.17) a seguir: 

    𝒖(𝑥, 𝑡) = 𝑵(𝑥)𝒂 +ℋ𝑺𝑑𝑵(𝑥)𝒃 (2.17) 

e o salto de deslocamento na descontinuidade 𝑆𝑑 é dado por: 

    ⟦𝒖⟧ = 𝑵𝒃|𝑺𝑑 (2.18) 
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(a) Funções contínuas (b) Funções descontínuas 

Figura 2.9 – Funções de forma do MEFG (adaptada de Pereira et al., 2008). 

2.3.4 - Discretização das equações de equilíbrio 

As equações de equilíbrio para um corpo 𝑉 (Figura 2.8) cortado por uma descontinuidade 

𝑆𝑑, desconsiderando as forças de corpo, podem ser resumidas nas Equações (2.19a-c) a 

seguir: 

    𝛻𝝈 = 0 𝑒𝑚 𝑉 

(2.19a-c) 
    𝝈𝒏 = 𝒕̅ 𝑒𝑚 𝑆𝑡 

    𝝈𝒏𝑑 = 𝒕 𝑒𝑚 𝑆𝑑 

em que 𝝈 é o tensor das tensões de Cauchy, 𝒏 é o vetor unitário normal a superfície do corpo 

𝑉, 𝒕̅ é o vetor de forças aplicadas e 𝒕 é o vetor de forças agindo na descontinuidade. As 

condições de contorno essenciais são dadas por: 

    𝒖 = 𝒖̅ 𝑒𝑚 𝑆𝑢 (2.20) 

em que 𝒖̅ são os deslocamentos prescritos. 

De posse das equações de equilíbrio e condições de contorno, pode-se então aplicar a 

formulação variacional para encontrar as equações de equilíbrio discretizadas, maiores 

detalhes da formulação podem ser encontradas em Wells e Sluys (2001). 

Funções de 

forma do MEF 

Funções de 

enriquecimento 

Funções de 

forma do MEFG 
V+ V- 
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Para as relações constitutivas, as tensões para o domínio contínuo são expressas em termos 

dos deslocamentos nodais como mostrado na Equação (2.21) abaixo: 

    𝝈 = 𝑪𝜺 = 𝑪(𝑩𝒂 +𝓗𝑩𝒃) (2.21) 

em que 𝑪 é a relação entre as tensões e as deformações. De forma análoga, as tensões na 

descontinuidade são expressa em termos dos deslocamentos nodais adicionais, conforme 

Equação (2.22) a seguir: 

    𝒕 = 𝑻⟦𝒖⟧ = 𝑻𝑵𝒃 (2.22) 

em que 𝑻 é a relação entre as tensões e os deslocamentos na descontinuidade. Por exemplo, 

em modelos de zona coesiva, a relação 𝑻⟦𝒖⟧ é descrita por um modelo constitutivo expresso 

em uma curva de tensão-abertura de trinca (Traction-displacement) que permite a simulação 

da zona de processo aplicando tensões normal ao plano de abertura dependentes do valor de 

abertura da trinca. No modelo proposto nesta dissertação, esta relação é considerada nula, o 

que permitiria a descontinuidade ao elemento finito sem a necessidade de uma relação 

constitutiva que relacione tensões e abertura de fissura. Neste caso a zona de processo é 

modelada pela evolução da não linearidade devido a danificação do material pelo modelo de 

dano contínuo, de modo que, quando este atinge um valor critico (𝐷𝑐𝑟), a descontinuidade é 

inserida no elemento por meio das funções de enriquecimento pertinentes. 

O sistema de equações discretizado obtido é dado por: 

    [
𝑲𝒂𝒂 𝑲𝒂𝒃
𝑲𝒃𝒂 𝑲𝒃𝒃

] [
𝜹𝒂
𝜹𝒃
] = [

𝒇𝒆𝒙𝒕,𝒂
0
] − [

𝒇𝒊𝒏𝒕,𝒂
𝒇𝒊𝒏𝒕,𝒃

] (2.23) 

em que: 
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    𝑲𝒂𝒂 = ∫𝑩
𝑻𝑪𝒆𝑩𝑑𝑉

𝑽

 

(2.24a-f) 

    𝑲𝒂𝒃 = ∫ 𝑩𝑻𝑪𝒆𝑩𝑑𝑉
𝑽+

 

    𝑲𝒃𝒂 = 𝑲𝒂𝒃
𝑻 = ∫ 𝑩𝑻𝑪𝒆𝑩𝑑𝑉

𝑽+
 

    𝑲𝒃𝒃 = ∫ 𝑩𝑻𝑪𝒆𝑩𝑑𝑉
𝑽+

+∫ 𝑵𝑻𝑻𝑵𝑑𝑆
𝑺𝒅

 

    𝒇𝒊𝒏𝒕,𝒂 = ∫𝑩
𝑻𝝈𝑑𝑉

𝑽

 𝑒  𝒇𝒆𝒙𝒕,𝒂 = ∫ 𝑵𝑻𝒕̅𝑑𝑆
𝑺𝒕

 

    𝒇𝒊𝒏𝒕,𝒃 = ∫ 𝑩𝑻𝝈𝑑𝑉
𝑽+

+∫ 𝑵𝑻𝒕𝑑𝑆
𝑺𝒅

 

e 𝜹𝒂 e 𝜹𝒃 são, respectivamente, os graus de liberdade regulares e adicionais da formulação 

do MEFG. Maiores detalhes podem ser encontrados em Wells e Sluys (2001) e Simone 

(2007). 
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3 - FORMULAÇÃO E IMPLEMENTAÇÃO DO MODELO 

Este capítulo apresenta a formulação e a implementação do modelo de dano contínuo 

juntamente com a estratégia contínua-descontinua usando o MEFG descrito na seção 2.3 

para a simulação do crescimento arbitrário de trincas 2D em materiais quasi-frágeis. A seguir 

são descritas as hipóteses básicas, restrições e limitações do modelo. Posteriormente, 

apresenta-se a lei de evolução do dano e, finalmente, propõe-se ensaios experimentais para 

identificar as propriedades do material a serem utilizadas. Finalmente, a estratégia não-linear 

utilizada para a solução do sistema de equações é descrita. 

3.1 - FORMULAÇÃO DO MODELO DE DANO PROPOSTO 

O modelo de dano proposto é aplicado aos materiais quasi-frágeis sob condições de 

carregamento que resultam nos modos I ou misto (I+II) de propagação de trinca. 

As hipóteses fundamentais que definem a capacidade e as limitações do modelo são as 

seguintes: 

 O material em processo evolutivo de dano é considerado um meio elástico e não são 

consideradas deformações plásticas nem deformações inelásticas. 

 O dano no material é causado por extensões (deformações positivas 𝜀𝑖 > 0) ao longo 

das direções principais de tensão, o que significa que rupturas locais começam e se 

desenvolvem em modo I ou modo misto. 

 O dano é representado por uma variável escalar 𝐷(0 ≤ 𝐷 ≤ 1). Devido à natureza 

escalar de D, uma condição de dano isotrópico é assumido para o material. 

Para formular um modelo de dano termodinamicamente compatível, necessita-se que uma 

variável de controle de dano, uma superfície para a iniciação de dano e uma lei de evolução 

do dano sejam descritos (Lemaitre e Chaboche, 1990). 

3.1.1 - Variável de controle do dano 

O dano é controlado por uma variável de estado que está relacionada com o tensor de 

deformações por meio de uma deformação equivalente (𝜀𝑒𝑞), conforme proposto 
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originalmente por Mazars (1984). Essa deformação equivalente permite traduzir um estado 

triaxial de tensão-deformação em uma quantidade escalar. Diferentes pesos podem ser dados 

às componentes do tensor de deformação na definição de 𝜀𝑒𝑞.  

Para os casos onde há uma predominância de deformações hidrostáticas e as deformações 

locais cisalhantes são desprezíveis, a deformação equivalente apresentada por Mazars 

(1984), aqui denominada 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴, é sugerida pela literatura como uma medida simples e 

eficiente (Mazars, 1984; Mazars e Pijaudier-Cabot, 1989; Schlangen, 1993; Geers, 1997; 

Simone, 2003; Proença e Torres, 2008; Hofstetter e Meschke, 2011). 

    𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 = √∑(⟨𝜀𝑖⟩+)

2
3

𝑖=1

 (3.1) 

com ⟨𝜀𝑖⟩+ = (𝜀𝑖 + |𝜀𝑖|)/2 e 𝜀𝑖 a deformação principal na direção 𝑖, note que apenas as 

deformações principais positivas são consideradas. É importante observar que 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 não 

consegue capturar efeitos deformacionais causados por tensões/deformações cisalhantes. 

Desta maneira, esta medida de deformação equivalente só foi considerada no modelo 

proposto desta dissertação para análises onde tensões de tração são predominantes, ou em 

modo I de fratura onde apenas as tensões perpendiculares ao plano da fissura são relevantes.  

Em situações que os esforços cisalhantes não são desprezíveis na definição do estado 

deformacional, a deformação equivalente de von Mises modificado ( 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀) se apresenta 

como uma boa alternativa para a variável de controle de dano (de Vree et al., 1995; Geers, 

1997; Simone, 2003; Jirásek e Grassl, 2008; e  Hofstetter e Meschke, 2011). Esta deformação 

é dada na Equação (3.2): 

    𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 =

𝑘 − 1

2𝑘(1 − 2𝜐)
𝐼𝜀1 +

1

2𝑘
√
(𝑘 − 1)2

(1 − 2𝜐)2
𝐼𝜀1
2 +

6𝑘

(1 + 𝜐)2
𝐽𝜀2 (3.2) 

em que 𝐼𝜀1 é o primeiro invariante do tensor de deformações (traço do tensor de 

deformações): 

    𝐼𝜀1 = 𝑡𝑟(𝜺)  (3.3) 
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e 𝐽𝜀2 é o segundo invariante do tensor de deformações: 

    𝐽𝜀2 = 𝑡𝑟(𝜺 ∙ 𝜺) −
1

3
𝑡𝑟2(𝜺) (3.4) 

em que 𝜺 é o tensor de deformações; 𝑘 é a razão entre as resistências a compressão e a tração, 

e 𝜐 é o coeficiente de Poisson. Esta definição é chamada de “von Mises modificado” porque 

sua formulação considera a influência do primeiro invariante, uma vez que a formulação 

padrão de von Mises se baseia somente no segundo invariante do tensor desviador. 

Devido ao fato que  𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 leva em conta tanto o primeiro invariante, associado com os 

componentes hidrostáticos, como o segundo invariante, associado com os componentes 

desviadores, esta deformação equivalente é capaz de acoplar deformações cisalhantes para 

a lei de evolução do processo de danificação. Assim,  𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 foi considerada no modelo 

proposto desta dissertação para análises tanto em modo I, como também para o modo misto 

(I+II), quando todas as componentes são consideradas e o cisalhamento é relevante. 

3.1.2 - Critério de início do dano 

O critério para início e evolução do dano está diretamente relacionado com a deformação 

equivalente que traduz o estado local de extensão do material. O início do dano ocorre 

quando a deformação equivalente atinge um valor inicial de deformação crítica (𝜀𝑑0) 

correspondente à tensão máxima de um corpo de prova em tração uniaxial, conforme 

mostrado na Figura 3.1. No entanto, uma vez que é difícil executar ensaios uniaxiais de 

resistência à tração, 𝜀𝑑0 pode ser definida como a deformação elástica correspondente à 

resistência à tração (𝑓𝑡) encontrada através do ensaio de compressão diametral. 

 

Figura 3.1 – Definição de 𝜀𝑑0 pelo ensaio de tração. 

𝜎1 𝜎1 

𝜎2 

𝜎2 

𝜎1 

𝜎1 

𝜀𝑑0 𝜀1 

𝑓𝑡 

𝜎1 

𝜀0 



29 

 

Em uma forma geral, o critério de dano pode ser dado pela Equação (3.5): 

𝑓(𝜀𝑒𝑞) = 𝜀𝑒𝑞 − 𝜀𝑑0 ≤ 0 (3.5) 

3.1.3 - Lei de evolução do dano 

A lei de evolução da variável escalar 𝐷, que atende aos princípios da termodinâmica dos 

processos irreversíveis (Lemaitre 1985) é representada pela Equação (3.6): 

    𝐷̇ = {
𝐹(𝜀𝑒𝑞) 𝑠𝑒 𝑓(𝜀𝑒𝑞) = 0 𝑜𝑢 𝑓̇(𝜀𝑒𝑞) > 0                            

0          𝑠𝑒 𝑓(𝜀𝑒𝑞) = 0  𝑒   𝑓̇(𝜀𝑒𝑞) < 0 𝑜𝑢 𝑓(𝜀𝑒𝑞) < 0
 (3.6) 

em que 𝐹(𝜀𝑒𝑞) é uma função contínua e positiva de 𝜀𝑒𝑞 que descreve a evolução do dano. 

Esta função deve respeitar o comportamento experimental do material, ou seja, ela deve 

permitir a reprodução das curvas experimentais obtidas de ensaios uni, bi e/ou triaxiais. 

Considerando um carregamento monotônico crescente até uma deformação equivalente 

máxima (𝜀𝑒𝑞
𝑚𝑎𝑥), o valor explicito de 𝐷 pode ser obtido através da Equação (3.7). 

    𝐷(𝜀𝑒𝑞) = ∫ 𝐹(𝜀𝑒𝑞)𝑑𝜀𝑒𝑞

𝜀𝑒𝑞
𝑚𝑎𝑥

0

 
(3.7) 

A Equação (3.7) pode ser reescrita na forma das Equações (3.8a) e (3.8b) a seguir: 

    𝐷(𝜀𝑒𝑞) = 𝐷0(𝜀𝑒𝑞) + 𝐷1(𝜀𝑒𝑞) + ⋯+ 𝐷𝑖(𝜀𝑒𝑞) + ⋯+𝐷𝑛(𝜀𝑒𝑞) 

    𝐷𝑖(𝜀𝑒𝑞) = ∫ 𝐹𝑖(𝜀𝑒𝑞)𝑑𝜀𝑒𝑞
𝜀𝑒𝑞𝑖+1
𝜀𝑒𝑞𝑖

 para 𝜀𝑒𝑞𝑖 ≤ 𝜀𝑒𝑞 ≤ 𝜀𝑒𝑞𝑖+1 
(3.8a,b) 

em que 𝜀𝑒𝑞𝑖+1=1 = 𝜀𝑒𝑞𝑓 para 𝐷𝑛. Esta equação permite que cada função 𝐷𝑖(𝜀𝑒𝑞) possa 

descrever um fenômeno diferente dentro do processo de amolecimento. Cada função é 

contínua dentro dos respectivos limites da integração, ou seja, 𝐹𝑖(𝜀𝑒𝑞) é contínuo no 

intervalo 𝜀𝑒𝑞𝑖 ≤ 𝜀𝑒𝑞 ≤ 𝜀𝑒𝑞𝑖+1. 

Associando a Equação (3.8) com a equação constitutiva da Equação (3.6) pode ser obtida a 

energia específica (Φ𝐹) durante o processo de danificação. Desta forma, o modelo proposto 

nesta dissertação estabelece que Φ𝐹 pode ser relacionada com a energia de fratura 𝐺𝐹 por 
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meio da Equação (2.6). Seguindo essa equivalência, a relação (𝜎 − 𝜀) para a curva de 

amolecimento para o modelo de dano contínuo proposto é agora relacionada com uma região 

de largura finita, isto é, com um comprimento característico 𝑙𝑐. Consequentemente, a 

variável de dano escalar da Equação (3.8) para o material em tração é formulada baseada 

numa lei de fratura coesiva em modo I, ou seja, 𝐷(𝜎 − 𝑤) = 𝐷(𝜎 − 𝜀𝑒𝑞) com 𝑤 = 𝜀𝑒𝑞𝑙𝑐. 

3.1.4 - Lei de evolução do dano para modo I 

Uma lei de dano para a região de amolecimento (softening) em tração pura pode ser descrita 

através de uma curva bilinear de amolecimento para materiais quasi-frágeis cimentícios 

convencionais aqui denominados como PCC (Roesler et al., 2007a); ou por uma curva 

trilinear de amolecimento para materiais cimentícios reforçados com fibras, aqui 

denominados por FRC (Park et al., 2008). A zona de processo de fratura é descrita por uma 

relação tensão-deslocamento de amolecimento (𝜎 − 𝑤), conforme mostra a Figura 3.2a. 

Microtrincas crescem e coalescem numa macrotrinca localizada após a resistência a tração 

(𝑓𝑡) do concreto ser atingida, com o ligamento do agregado resistindo à abertura adicional 

da trinca. A energia de fratura inicial (𝐺𝑓) define a primeira inclinação descendente do 

modelo bilinear de amolecimento, e, juntamente com (𝑓𝑡), a carga máxima da estrutura. Esta 

característica do modelo bilinear de amolecimento permite que o efeito de escala em 

estruturas quasi-frágeis seja capturado (Planas e Elices, 1992; Bazant, 2002; Elices et al., 

2002). Conforme o carregamento continua, a energia é dissipada através da degradação do 

ligamento entre os agregados e a pasta de cimento. Finalmente, a liberação gradual de 

energia leva à separação completa da superfície da trinca, quando a energia de fratura total 

(𝐺𝐹) do material é totalmente dissipada. 

Para materiais reforçado com fibra, uma energia de fratura adicional é dissipada devido ao 

mecanismo de deslocamento e arranque das fibras quando grandes deslocamentos de 

abertura de trinca ocorrem (Bazant e Planas, 1998; Bazant, 2002; Mindess et al., 2003; 

Evangelista Jr. et al., 2009; Evangelista Jr. et al., 2013). Quando o deslocamento de abertura 

da trinca atinge uma certa magnitude (𝑤𝑓), surge então uma superfície livre de forças que 

corresponde a uma macrotrinca. Portanto, a adição de fibras aumenta a energia de fratura 

total segundo o tamanho representado pela área mais escura da Figura 3.2(a) (𝐺𝐹𝑅𝐶 ≫ 𝐺𝐹).  
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(a) Relação constitutiva entre força-deslocamento. Entre parentêsis a equivalencia 

em deformação equivalente (𝜀𝑒𝑞) para um comprimento equivalente 𝑙𝑐  

  

(a) modelo de dano 

Figura 3.2 – (a) Comportamento de amolecimento para o material PCC e o FRC descrito 

por experimentos de fratura em modo I, e (b) modelo de dano correspondente (adaptada 

de Evangelista Jr. et al., 2013). 

A energia de fratura total dissipada durante o crescimento da trinca para o PCC e o FRAP é 

definida como a área abaixo da curva (𝜎 − 𝑤), Equações (3.9a) e (3.9b), respectivamente. 

zona de processo de dano/fratura não linear 

zona de ligamento 

do agregado 
zona de ligamento da fibra 

(descolagem da fibra) 

zona livre de forças 

energia de  fratura inicial: 𝐺𝑓 

energia de fratura total para PCC: 𝐺𝐹 

energia de fratura total para FRC: 𝐺𝐹𝑅𝐶 + + 

+ 

𝑓
𝑡
 

𝑤1(𝑙𝑐𝜀1) 𝑤2(𝑙𝑐𝜀2) 𝑤𝑓(𝑙𝑐𝜀𝑓) 𝑤(𝑙𝑐𝜀𝑒𝑞) 

(𝑤𝑘1, 𝛹1𝑓𝑡) 

(𝑤𝑘2, 𝛹2𝑓𝑡)) 

(1-D)E 

dano máximo 

(𝐷 = 1) 

𝑓
𝑡
 

𝜀𝑑0 

comportamento 

elástico  
(𝐷 = 0) 

Dissipação de 

energia  
até 𝐷(𝜀𝑒𝑞) 

evolução do dano (0 < 𝐷 < 1) 

𝜀𝑒𝑞 𝜀𝑓 𝜀 

E 

𝜎 

𝜎 



32 

 

    𝐺𝐹 = ∫ 𝜎(𝑤)𝑑𝑤
𝑤2

0

 

    𝐺𝐹𝑅𝐶 = ∫ 𝜎(𝑤)𝑑𝑤
𝑤𝑓

0

 

(3.9a,b) 

em que 𝑤2 e 𝑤𝑓 são as aberturas de trincas que resultam numa região livre de forças para o 

PCC e o FRC, respectivamente. 

Baseado na descrição anterior, a lei de dano para o amolecimento para materiais sem fibra e 

reforçados com fibras é formulada por meio das equações bilinear e trilinear, 

respectivamente, mostradas nas Equações (3.10a) e (3.10b). 

    𝐷𝑃𝐶𝐶 =

{
 
 

 
 1 −

𝜀𝑑0
𝜀𝑒𝑞

[
𝜀1 − 𝜀𝑒𝑞

𝜀1 − 𝜀𝑑0
]     𝑠𝑒 𝜀𝑑0 ≤ 𝜀𝑒𝑞 ≤ 𝜀𝑘1

1 −
Ψ1𝜀𝑑0
𝜀𝑒𝑞

[
𝜀2 − 𝜀𝑒𝑞

𝜀2 − 𝜀𝑘1
] 𝑠𝑒 𝜀𝑘1 < 𝜀𝑒𝑞 ≤ 𝜀2  

1                                    𝑠𝑒 𝜀𝑒𝑞 > 𝜀2              

 

    𝐷𝐹𝑅𝐶 =

{
 
 
 

 
 
 1 −

𝜀𝑑0
𝜀𝑒𝑞

[
𝜀1 − 𝜀𝑒𝑞

𝜀1 − 𝜀𝑑0
]     𝑠𝑒 𝜀𝑑0 ≤ 𝜀𝑒𝑞 ≤ 𝜀𝑘1

1 −
Ψ1𝜀𝑑0
𝜀𝑒𝑞

[
𝜀2 − 𝜀𝑒𝑞

𝜀2 − 𝜀𝑘1
] 𝑠𝑒 𝜀𝑘1 < 𝜀𝑒𝑞 ≤ 𝜀𝑘2

1 −
Ψ2𝜀𝑑0
𝜀𝑒𝑞

[
𝜀𝑓 − 𝜀𝑒𝑞

𝜀𝑓 − 𝜀𝑘2
] 𝑠𝑒 𝜀𝑘2 < 𝜀𝑒𝑞 ≤ 𝜀𝑓  

1                                    𝑠𝑒 𝜀𝑒𝑞 > 𝜀𝑓              

 

(3.10a,b) 

Os parâmetros de geometria (𝜀1,  𝜀2,  𝜀𝑘1, 𝜀𝑘2,  Ψ1 𝑒 Ψ2) que definem a lei de dano são 

baseados em propriedades do material advindas de ensaios de fratura e resistência medidas 

em laboratório, esses parâmetros são (𝐺𝑓 ,  𝐺𝐹 , 𝐺𝐹𝑅𝐶 , 𝐶𝑇𝑂𝐷𝑐 𝑒 𝑓𝑡) conforme definidos em 

Roesler et al. (2007a,b) e Evangelista Jr. et al. (2013). 

A energia de fratura inicial (𝐺𝑓) define a interseção do eixo horizontal (𝑤1 = 𝜀1𝑙𝑐) da 

inclinação inicial da curva de amolecimento, portanto: 

    𝜀1 =
𝑤1
𝑙𝑐
=
2𝐺𝑓

𝑓𝑡𝑙𝑐
 

(3.11) 
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A determinação do primeiro ponto de mudança de direção da curva de amolecimento, kink 

point ( Ψ1), é feita de acordo com Park et al. (2009) que postulou que a largura de abertura 

da trinca (𝑤𝑘1 = 𝜀𝑘1𝑙𝑐) é dada em função do deslocamento crítico de abertura de ponta de 

trinca, Crack Tip Opening Displacement critical (𝐶𝑇𝑂𝐷𝐶): 

    𝜀𝑘1 =
𝑤𝑘1
𝑙𝑐
=
𝐶𝑇𝑂𝐷𝐶
𝑙𝑐

 
(3.12) 

que resulta na determinação de  Ψ1: 

      Ψ1 = 1 −
𝐶𝑇𝑂𝐷𝐶𝑓𝑡
2𝑙𝑐𝐺𝑓

 
(3.13) 

Para os casos onde não se conheça o 𝐶𝑇𝑂𝐷𝐶, autores como Wittman et al. (1988) sugerem 

um valor fixo de  Ψ1 = 0,25, enquanto que Bazant (2002) aponta que o kink point esteja no 

intervalo de  Ψ1 = 0,15 a  Ψ1 = 0,33. 

Finalmente, a deformação final (𝜀2 = 𝑤2𝑙𝑐) para PCC é calculada pela Equação (3.14): 

    𝜀2 =
𝑤2
𝑙𝑐
=

2

 Ψ1𝑓𝑡𝑙𝑐
[𝐺𝐹 − (1 −  Ψ1)𝐺𝑓] 

(3.14) 

que é obtida igualando a energia de fratura total (𝐺𝐹) com a área sob a curva do modelo de 

amolecimento para o caso da lei bilinear (Hilleborg, 1985), conforme Roesler et al. (2007a). 

Uma vantagem do modelo trilinear para os materiais reforçados com fibra é que vários dos 

seus parâmetros são os mesmos do modelo bilinear até o primeiro kink point (𝑤𝑘1). Os 

demais parâmetros do modelo trilinear são baseados na energia de fratura total (𝐺𝐹𝑅𝐶) e 𝑤𝑓 =

𝜀𝑓𝑙𝑐 (aqui assumido como sendo de 25% a 50% do comprimento (𝑙𝑏) da fibra). Desta forma, 

as coordenadas do segundo kink point (𝑤𝑘2 = 𝜀𝑘2𝑙𝑐) podem então ser obtido conforme a 

Equação (3.15): 

    𝜀𝑘2 = 𝜀2 −
 Ψ2
 Ψ1

(𝜀2 − 𝜀𝑘1) (3.15) 

e a Equação (3.16): 
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    Ψ2 =
2(𝐺𝐹𝑅𝐶 − 𝐺𝐹)

𝑓𝑡𝑙𝑐(𝜀𝑓 − 𝜀2)
 (3.16) 

3.1.5 - Regularização da lei de dano pela energia de fratura para a malha de elementos 

finitos 

É importante notar a equivalência assumida para a dissipação da energia de fratura ao longo 

de um comprimento característico (𝑙𝑐). Entretanto, em um contexto de análise em elementos 

finitos, a malha pode apresentar elementos menores ou maiores do que o comprimento 

característico. Portanto o procedimento de regularização deve ser estabelecido a fim de 

adaptar a energia de fratura do comprimento característico para o tamanho dos elementos da 

malha. Isto pode ser feito considerando que o comprimento característico do material (𝑙𝑐) é 

igual ao tamanho típico do elemento da malha de elementos finitos (ℎ𝑒), conforme a Equação 

(3.17): 

    𝑙𝑐 = ℎ𝑒 (3.17) 

com ℎ𝑒 definido pela Equação (3.18) a seguir: 

    ℎ𝑒 = {

𝐿𝑒    𝑠𝑒 1𝐷

√𝐴𝑒
2

𝑠𝑒 2𝐷

√𝑉𝑒
3

𝑠𝑒 3𝐷

 (3.18) 

em que 𝐿𝑒, √𝐴𝑒
2

 e √𝑉𝑒
3

 são, respectivamente, o comprimento, a área e o volume do elemento 

finito. 

3.1.6 - Identificação das propriedades de dano através de ensaios de laboratório 

As curvas bilinear e trilinear estão diretamente associadas com a resistência à tração e as 

propriedades de fratura, conforme mostra a Tabela 3.1. Todos os parâmetros físicos podem 

ser obtidos a partir de ensaios experimentais em materiais quasi-frágeis sem a necessidade 

de ajuste de curva da lei de dano para corresponder com a resposta das amostras. 

Os parâmetros de fratura para o modo I são determinados usando a norma RILEM e o modelo 

de dois parâmetros de fratura, Two Parameter Fracture Model (TPFM), segundo Jenq e 

Shah (1985) para uma viga com um único entalhe, Single Edge Notched Beam [SEN(B)], 

também denominado ensaio de Flexão em Três Pontos, Three Point Bending (TPB), 
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ilustrada na Figura 3.3a. o TPFM idealiza o comportamento de fratura não-linear do material 

usando os conceitos da LEFM com um comprimento efetivo de trinca elástica (𝑎𝑐). A carga  

𝑃 e o 𝐶𝑀𝑂𝐷 são registrados através do ciclo de carregamento e descarregamento seguido 

por um ciclo final que vai até a falha do corpo de prova. A Figura 3.3b mostra a curva 𝑃 −

𝐶𝑀𝑂𝐷 para uma viga em TPB e o ciclo inicial de carregamento e descarregamento. O 𝐾𝐼𝐶 

e o 𝐶𝑇𝑂𝐷𝐶 são determinados através do comprimento efetivo de trinca elástica (𝑎𝑐) em 𝑃𝑚𝑎𝑥. 

Tabela 3.1 – Ensaios de laboratório para a identificação dos parâmetros do material. 

Propriedade Tipo de ensaio Norma recomendada 

Elástico 

E Compressão uniaxial ASTM C496-94 

Inicialização do dano 

𝑓𝑡 Compressão diametral ASTM C496-96 

Fratura em modo I 

𝐾𝐼𝐶  

Ensaio de fratura SEN RILEM ou ASTM D7313-06 
𝐶𝑇𝑂𝐷𝐶  

𝐺𝑃𝐶𝐶  

𝐺𝐹𝑅𝐶  

 

 
 

(a) SEN(B) (b) Curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 

Figura 3.3 – (a) Configuração do ensaio SEM(B) e (b) carregamento e descarregamento 

conforme TPFM (Evangelista Jr. et al., 2013). 

Uma vez que 𝐾𝐼𝐶 é determinado, 𝐺𝑓 é calculada pela Equação (3.19). 

    𝐺𝑓 =
𝐾𝐼𝐶
2

𝐸̅
 (3.19) 
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em que 𝐸̅ = 𝐸 para o estado plano de tensão; 𝐸̅ = 𝐸/(1/𝜐2) para o estado plano de 

deformação; 𝐸 é o módulo de elasticidade e 𝜐 o coeficiente de Poisson. 

Finalmente, a energia de fratura total (𝐺𝐹 𝑜𝑢 𝐺𝐹𝑅𝐶) pode ser calculada baseado em um 

método proposto por Hillerborg (1985), que a definiu como a razão entre o trabalho total e 

a área de fratura (𝐴𝛤) do espécime/estrutura, conforme mostra a Equação (3.20). 

    𝐺𝐹/𝐹𝑅𝐶 =
∫ 𝑃(𝛿)𝑑𝛿
𝛿𝑓

𝐴𝛤
 (3.20) 

3.2 - ESTRATÉGIA NÃO-LINEAR PARA SOLUÇÃO DO SISTEMA DE 

EQUAÇÕES 

A formulação em elementos finitos para o modelo de dano apresentada na seção 3.1 é 

simples, uma vez que a variável de dano é escalar e elasticidade linear é assumida. A matriz 

de rigidez genérica 𝑲 para um elemento não danificado no espaço discretizado é definida 

como: 

    𝑲 = ∫𝑩𝑇𝑪𝑩𝑑V
𝑽

 (3.21) 

em que 𝑩 é a matriz que relaciona as deformações com os deslocamentos e 𝑪 é a matriz 

constitutiva. 

Usando a equação constitutiva linear elástica e representando a evolução do dano: 

    𝝈 = 𝑪𝜺 = (1 − 𝐷)𝑪𝟎𝜺 (3.22) 

em que 𝑪𝟎 e 𝑪 são os tensores constitutivos para o material não danificado e danificado, 

respectivamente. Substituindo a relação implícita entre 𝑪𝟎 e 𝑪 da Equação (3.22) na Equação 

(3.21) para definir uma matriz de rigidez dependente do estado de dano, obtém-se a Equação 

(3.23). 

    𝑲(𝐷) = ∫𝑩𝑇𝑪𝟎(1 − 𝐷)𝑩𝑑𝑉
𝐕

 (3.23) 

Expandindo a expressão na Equação (3.23) tem-se: 
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    𝑲(𝐷) = ∫𝑩𝑇𝑪𝟎𝑩𝑑V
𝐕

−∫𝑩𝑇𝐷𝑪𝟎𝑩𝑑𝑉
𝐕

= 𝑲𝟎 − Δ𝑲(𝐷) (3.24) 

com 

    𝑲𝟎 = ∫𝑩
𝑇𝑪𝟎𝑩𝑑𝑉

𝐕

 (3.25) 

e 

    Δ𝑲 = ∫𝑩𝑇𝐷𝑪𝟎𝑩𝑑𝑉
𝐕

 (3.26) 

A forma final das matrizes 𝑲𝟎 e Δ𝑲 são aplicadas as submatrizes 𝑲𝒂𝒂, 𝑲𝒂𝒃, 𝑲𝒃𝒂 e 

𝑲𝒂𝒂definidas na Equações (2.24a-d), respectivamente, da formulação em MEFG. 

Representando o histórico de carregamento para o sistema global de equações resultante da 

contribuição de todos os elementos para um dado passo (𝑗), e assumindo que a solução do 

passo (𝑗 − 1) anterior é conhecida, então: 

    𝑲(𝐷𝑗)𝑼𝑗 = 𝑭𝑗 (3.27) 

em que 𝑼 e 𝑭 são os vetores com os deslocamentos e forças externas globais, 

respectivamente. Note que o sistema de equações representado pela Equação (3.27) é não-

linear, uma vez que a determinação da matriz de rigidez danificada no passo 𝑗 depende dos 

deslocamentos no mesmo passo, pois 𝜀𝑒𝑞
𝑗
(𝐷𝑗 ← 𝜀𝑒𝑞

𝑗
← 𝑢𝑗). Com isso, um algoritmo 

iterativo deve ser usado para resolver o sistema de equações. Esse algoritmo pode ser feito 

a partir de duas estratégias diferentes: uma dita direta, ou Secante, e outra tangente, baseada 

no Método de Newton-Raphson. A seguir é descrita a estratégia adotada nesta dissertação: 

o Método Secante. 

O Método Secante procura a solução (𝑼) correspondente a um certo nível de força (𝑭) 

através de correções sucessivas de uma estimativa inicial para a matriz de rigidez 𝑲(𝐷). 

Portanto, o vetor com os deslocamentos (𝑼) é previsto para cada iteração. Para a 

convergência da solução numa iteração 𝑗 − 1, a matriz de rigidez é atualizada com base no 

valor dos deslocamentos da iteração convergida 𝑗 − 1, e então, novos deslocamentos são 
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calculados para uma nova iteração 𝑗. Assim, o equilíbrio da equação descrita pelo sistema 

não-linear da Equação (3.27) pode ser representado pela Equação (3.29): 

    𝑲(𝐷𝑗−1)𝑼𝑗 = 𝑭𝑗 (3.28) 

em que 𝑭𝑗 é o nível de força aplicada no início do processo iterativo. Um resíduo 𝑹𝑗−1 é 

gerado toda vez que 𝑲 é atualizada devido à defasagem que a rigidez apresenta em relação 

aos deslocamentos: 

    𝑹 = 𝑲(𝐷𝑗−1)𝑼𝑗 − 𝑭𝑗 ≠ 0 (3.29) 

É esperado que este resíduo diminua em cada iteração mostrando a convergência entre os 

deslocamentos para duas iterações consecutivas (𝑗 − 1 e 𝑗). O processo de iteração pode ser 

parado quanto certa tolerância (𝑇𝑂𝐿) em relação à medida, ou norma, adotada do resíduo for 

verificada. Neste caso, se estabeleceu que o controle sobre a convergência entre iterações 

consecutivas seja feito através de uma medida dos deslocamentos relativos, definido pela 

Equação (3.30): 

    ‖𝑹‖ = √
∑ (𝑈𝒊

𝒋
− 𝑈𝒊

𝒋−𝟏
)𝟐𝑵

𝑖=1

∑ (𝑈𝒊
𝒋
)𝟐𝑵

𝑖=1

≤ 𝑇𝑂𝐿 (3.30) 

em que 𝑁 é o número de componentes do vetor resíduo. 

A Figura 3.4 mostra um processo iterativo do Método Secante à procura de uma solução 

convergente. 

 

Figura 3.4 – Esquema iterativo para o Método Secante (adaptada de Proença, 2008). 
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3.3 -  DETALHES DA IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 

A implementação do MEFG apresenta especificidades em alguns pontos da implementação 

de elementos finitos convencional. As principais diferenças e as metodologias utilizadas na 

implementação são descritas a seguir. 

Processo de enriquecimento dos nós 

No MEFG podemos identificar três tipos de elementos com relação ao enriquecimento de 

seus nós. Há os elementos que não apresentam enriquecimento em nenhum nó e que são 

tratados na formulação padrão de elementos finitos, há os elementos por onde a 

descontinuidade passa e que apresentam enriquecimento em todos os nós e tem ainda os 

chamados elementos de transição (blending elements), que são elementos que apresentam 

enriquecimento apenas nos nós que também pertencem aos elementos por onde passa a 

descontinuidade. 

No processo de propagação, quando um elemento da malha de elementos finitos é cortado 

por uma trinca, os nós desse elemento são enriquecidos. No entanto, como existe a condição 

de que o salto de deslocamento na ponta da trinca seja zero, os nós pertencentes ao elemento 

localizado a frente dessa ponta não são enriquecidos, mesmo que estes nós pertençam a 

outros elementos que estejam atravessados pela descontinuidade. Note na Figura 3.5 que à 

medida que a propagação ocorre novos nós são enriquecidos, porém o elemento que está à 

frente da ponta da trinca nunca tem seus nós enriquecidos. Essa estratégia foi adotada com 

sucesso em Wells e Sluys (2001). 

 

Figura 3.5 – Propagação da trinca e processo de enriquecimento dos nós. 

Critério de propagação e direção da trinca 

O critério de propagação é baseado no valor do dano nos pontos de integração, também 

conhecidos como pontos de Gauss do elemento que se encontra a frente da ponta da trinca, 

Nós regulares 

Nós enriquecidos 

Trinca 
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de modo que, ao final de um incremento de deslocamento, uma descontinuidade é inserida 

quando o valor do dano no ponto de Gauss for maior que 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡. A descontinuidade é 

introduzida como uma linha reta dentro do elemento, isto é, o vetor normal 𝑛𝑑 é constante 

ao longo de todo o elemento, o que faz com que a precisão do caminho da trinca seja maior 

quando se usa uma densidade maior de elementos na região onde possivelmente haverá a 

passagem de uma trinca. Além disso, ao final de um incremento convergido é possível que 

a descontinuidade se propague por mais de um elemento. 

A direção de propagação da trinca (𝒓𝑺𝒅) é calculada através da Equação (3.31) a seguir: 

    𝒓𝑺𝒅 =∑𝐷𝑖𝑤𝑖
𝒓𝒊
‖𝒓𝒊‖

𝑖𝜖𝑆

 (3.31) 

em que 𝑆 é o conjunto de pontos de integração 𝑖 localizados dentro da área em forma de 𝑉 

limitada pelo semicírculo da Figura 3.6 e pertencentes aos elementos, cuja face contenha a 

ponta da trinca ou compartilham ao menos uma conectividade com o elemento tocado pela 

ponta da trinca, 𝐷𝑖 é o valor do dano no ponto de integração 𝑖, 𝑟𝑖 é o vetor na direção do 

ponto de integração 𝑖 e 𝑤𝑖 é um peso associado ao ponto de integração 𝑖 e calculado usando 

a função Gaussiana da Equação (3.32) a seguir: 

    𝑤𝑖 =
1

(2π)3 2⁄ 𝑙3
exp(−

‖𝒓𝒊‖
2

2𝑙2
) (3.32) 

em que l determina quão rapidamente a função peso diminui longe da ponta da 

descontinuidade e tem valor igual a três vezes o tamanho típico do elemento finito. 

  

Figura 3.6 – Determinação da direção de propagação da trinca (adaptada de Simone, 2003). 

 

Ponta da trinca 
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Integração numérica 

Conforme pode ser observado no sistema de equações discretizado, a integração de alguns 

termos da matriz de rigidez e do vetor de forças ocorre apenas sobre uma parte do domínio 

do elemento. É necessário então um esquema especial de integração para garantir que as 

funções de forma permaneçam linearmente independente. 

Nos trabalhos de Moës et al. (1999) e Wells e Sluys (2001) propõe-se que os elementos que 

são atravessados pela descontinuidade tenham seus domínios 𝑉+ e 𝑉− divididos em 

subdomínios triangulares, como pode ser visualizado na Figura 3.7(a). Em cada subdomínio 

é aplicado a quadratura de Gauss com três pontos de integração devido ao elemento utilizado 

possuir uma aproximação quadrática e sobre a descontinuidade para o cálculo de tensões 

coesivas é aplicado dois pontos de integração. No entanto, como o elemento finito utilizado 

nas análises desta pesquisa é o elemento triangular linear, apenas um ponto de Gauss é 

suficiente para realizar a integração numérica, como pode ser visualizado na Figura 3.7(b), 

e, como não se utiliza nenhuma lei coesiva no MEFG implementado, os dois pontos de 

integração localizados sobre a descontinuidade não são necessários, uma vez que a segunda 

integral da Equação (2.24d) não é considerada. Nos elementos que não são cortados pela 

descontinuidade se usa a quadratura de Gauss padrão.  

  

Figura 3.7 – Esquema de integração de um elemento atravessado por uma descontinuidade: 

(a) Wells e Sluys (2001) e (b) adotado nesta pesquisa. As cruzes indicam pontos de 

integração no meio contínuo e as cruzes com círculo indicam os pontos de integração para 

as tensões na descontinuidade. 

  

Descontinuidade 

(a) (b) 
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4 - SIMULAÇÕES NUMÉRICAS EM MODO I 

Com o objetivo de validar o modelo proposto para o modo I de abertura de trinca, este 

capítulo dedica-se à estimativa numérica e respectiva comparação com resultados 

experimental de dois tipos de ensaios: ensaio de flexão em três pontos em vigas com um 

entalhe central e ensaio de flexão em quatro pontos em vigas sem entalhe. 

4.1 - VIGA COM ENTALHE: FLEXÃO EM TRÊS PONTOS, THREE POINT 

BENDING (TPB) 

Os resultados experimentais e numéricos utilizados na validação com as simulações 

numéricas para materiais cimentícios convencionais foram extraídos dos trabalhos de 

Roesler et al. (2007a) e Gaedicke e Roesler (2010), respectivamente. Para a validação do 

modelo trilinear em materiais cimentícios reciclados e com adição de fibras os resultados 

experimentais e numéricos foram extraídos de Evangelista Jr. et al. (2013). Ambos os 

trabalhos citados anteriormente possuem resultados experimentais de ensaios de flexão em 

três pontos em vigas, assim como resultados numéricos e parâmetros de entrada necessários 

para alimentar as leis de dano propostas neste trabalho. 

4.1.1 - Validação com resultados experimentais de Roesler et al. (2007a) para 

materiais cimentícios convencionais 

Roesler et al. (2007a) realizaram ensaios de flexão em três pontos para três tamanhos 

diferentes de vigas em pequena escala, com o objetivo de determinar parâmetros de fratura 

e interpretar o efeito de escala no concreto. A Figura 4.1 mostra a geometria do ensaio 

realizado e seus valores são dados na Tabela 4.1. 

 

Figura 4.1 – Geometria e condições de contorno do ensaio de flexão em três pontos. 

𝑃 

𝑆 

𝐿 

𝐻 

𝑎0 
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Tabela 4.1 – Dimensões do ensaio de flexão em três pontos. 

Nome 
Altura (H) 

(mm) 

Vão (S) 

(mm) 

Comp. (L) 

(mm) 

Entalhe (𝐚𝟎) 

(mm) 

Espessura (B) 

(mm) 

TPB - 63 63 250 350 21 80 

TPB - 150 150 600 700 50 80 

TPB - 250 250 1000 1100 83 80 

 

Gaedicke e Roesler (2010) realizaram simulações numéricas 2D através da incorporação de 

elementos coesivos no software Abaqus® para as mesmas vigas, similarmente ao que foi 

feito nos trabalhos de Roesler et al. (2007a) e Park et al. (2009). Seu objetivo era estudar o 

efeito de algumas leis coesivas (Exponencial, linear e bilinear) e algumas propriedades da 

lei bilinear na curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷. Os resultados numéricos de Gaedicke e Roesler (2010) são 

comparados com as curvas obtidas através do modelo de dano proposto. 

Os parâmetros de fratura para o concreto utilizado por Gaedicke e Roesler (2010) e que 

foram adotados nas simulações numéricas desta pesquisa são dados na Tabela 4.2. Os 

parâmetros relativos ao material como módulo de elasticidade, coeficiente de Poisson e 

resistência à compressão são 𝐸 = 32 𝐺𝑃𝑎, 𝜐 = 0,20 e  𝑓𝑐 = 58,3 𝑀𝑃𝑎, respectivamente. As 

simulação são feitas considerando o estado plano de tensões e o controle do ensaio é 

realizado por meio de incrementos de deslocamentos no ponto de aplicação da força (𝑃), 

conforme o ensaio experimental. 

Tabela 4.2 – Parâmetros de fratura para a lei bilinear, Gaedicke e Roesler (2010). 

Nome 𝑓𝑡 (MPa) 𝐺𝑓 (N/m) 𝐺𝐹(N/m) Ψ1 

TPB 63 4.15 56.6 119 0.25 

TPB 150 4.15 56.6 164 0.25 

TPB 250 4.15 56.6 167 0.25 
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Malha de elementos finitos 

Os três tamanhos de vigas em TPB foram consideradas nas análises numéricas para 

validação da capacidade dos modelos propostos (modelo contínuo e contínuo-descontínuo) 

em predizer o efeito de escala da resistência das vigas. As malhas de elementos finitos 

utilizadas para as simulações das vigas TPB 63, 150 e 250 são mostradas na Figura 4.2. A 

largura do entalhe adotado foi de um milímetro para a viga TPB 63 e dois milímetros para 

as vigas TPB 150 e TPB 250. 

 
(a) 

 

 
(b) 

 

 
(c) 

 

Figura 4.2 – Malhas de elementos finitos utilizadas para as vigas TPB de alturas (a) 63 

mm; (b) 150 mm e (c) 250 mm. Desenhos fora de escala. 

A Tabela 4.3 compara o número de elementos das malhas das vigas de Gaedicke e Roesler 

(2010) com o número de elementos das malhas da Figura 4.2. 
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Tabela 4.3 – Comparação do número de elementos das malhas de Gaedicke e Roesler 

(2010) com o número de elementos das malhas utilizadas. 

Nome Gaedicke e Roesler (2010) Malha utilizada 

TPB 63 2355 519 

TPB 150 6285 581 

TPB 250 10366 481 

 

Resultados das curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 

A Figura 4.3 apresenta os resultados experimentais e numéricos e as respectivas 

comparações das curvas relativas à força aplicada em função do deslocamento de abertura 

de boca de trinca, Crack Mouth Opening Displacement (CMOD). A figura mostra a 

comparação, para os três tamanhos de viga, entre os resultados experimentais da curva 𝑃 −

𝐶𝑀𝑂𝐷 completa; o resultado numérico encontrado em Gaedicke e Roesler (2010) e os 

resultados numéricos obtidos com a lei bilinear de dano proposta para ambos os modelos: 

contínuo e contínuo-descontínuo. Para ambos os modelos foram consideradas deformações 

equivalentes de von Mises (𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀) e Mazars (𝜀𝑒𝑞

𝑀𝐴). 

Os resultados mostram que todos os modelos foram capazes de estimar com muito boa 

precisão (erro relativo máximo de 5%), a carga máxima (𝑃𝑚𝑎𝑥) resistida pelas vigas em 

todos os tamanhos considerados. Comparando as curvas obtidas com 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 e 𝜀𝑒𝑞

𝑀𝐴 para o caso 

contínuo, percebe-se que 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 apresenta um 𝑃𝑚𝑎𝑥 ligeiramente maior que 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀. Para o caso 

contínuo-descontínuo, o dano crítico adotado para que a trinca se propagasse foi de 0,999. 

Com essa condição a propagação só ocorre após 𝑃𝑚𝑎𝑥, não havendo, portanto, diferença 

entre as estimativas observadas para ambos os casos. 
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𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 

(a) 

  
𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 

(b) 

  
𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 

(c) 

 

Figura 4.3 – Comparação das curvas 𝑃-CMOD experimentais e das simulações de 

Gaedicke e Roesler (2010) com os resultados numéricos obtidos para a viga TPB de alturas 

(a) 63 mm; (b) 150 mm e (c) 250 mm. 

Analisando a região descendente de amolecimento (softening), observa-se que a lei bilinear 

utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀  apresenta valores ligeiramente superiores em comparação quando se adota 

𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. É importante notar que, apesar da 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 ser definida para casos de modo misto, ela foi 
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capaz de estimar bem os modelos em modo I. Na verdade, as estimativas com 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 são tão 

boas quantos as estimativas com 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 que é especificamente idealizada para dano em modo 

I de falha. 

Uma diminuição da capacidade de carga em amolecimento da viga é observada quando 

adotado o modelo contínuo-descontínuo. Isto ocorre por conta da propagação da trinca na 

malha de elementos finitos, uma vez que além de haver a penalização das propriedade 

mecânicas do material devido ao modelo de dano, o elemento tem deslocamentos 

descontínuos diretamente devido a presença da trinca pelo modelo de elementos finitos 

generalizados. 

Resultados dos valores 𝑃𝑚𝑎𝑥 

Os valores de 𝑃𝑚𝑎𝑥 encontrados nas simulações numéricas realizadas, assim como das curvas 

experimentais e do resultado numérico de Gaedicke e Roesler (2010) são encontrados na 

Tabela 4.4 para os três tamanhos de viga. Como observado anteriormente, ambas as 

deformações equivalentes adotadas no modelo contínuo foram capazes de estimar com muito 

boa acurácia os valores experimentais. É importante notar que o modelo proposto nesta 

dissertação conseguiu praticamente a mesma acurácia que o modelo descontínuo, usando 

zona coesiva em elementos de interface de Gaedicke e Roesler (2010), mas com um número 

bem reduzido de elementos, como indicado na Tabela 4.3. Os valores da Tabela 4.4 também 

mostram a capacidade de ambos os modelos contínuo e contínuo-descontínuo em predizer o 

efeito de escala (size effect) em estruturas de materiais quasi-frágeis, como o concreto, 

utilizando propriedades de ensaios de pequena escala realizados comumente em laboratório. 

Tabela 4.4 – Carga Máxima, 𝑃𝑚𝑎𝑥 (𝑘𝑁), encontrada nas simulações numéricas e nos 

resultados experimentais para as vigas TPB. 

Nome  Experimental Gaedicke e Roesler (2010) 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 

TPB 63 2,26 2,23 2,38 2,21 

TPB 150 
4,10 

4,13 4,34 4,14 
4,16 

TPB 250 

6,30 

5,83 6,25 6,05 6,87 

6,92 
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Verificação da objetividade da malha de elementos finitos e passos de carga/deslocamento 

Para verificar a objetividade e a convergência entre malhas regulares e irregulares de 

elementos finitos na curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷, foram feitas simulações utilizando uma malha 

irregular e três malhas regulares com diferentes discretizações na região da zona central 

(zona de fratura) da viga TPB 150, utilizando o modelo contínuo com a 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀. A Figura 4.4 

mostra a discretização das malhas regulares juntamente com o dano observado ao final da 

simulação numérica. Note que, como esperado, malhas mais refinadas tendem a localizar 

mais o dano na zona de processo. Isto pode ser visto pelos elementos mais danificados (cor 

vermelha) mostrados na Figura 4.4 

 

   

269 elementos 581 elementos 917 elementos 

Figura 4.4 – Malha de elementos finitos regular com diferentes refinamentos e o dano ao 

final da simulação para a viga TPB 150. 

As curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 das simulações numéricas e o resultado experimental são mostrados 

na Figura 4.5. Conforme se observa, as malhas de 581 e 917 elementos apresentam melhores 

resultados do que a malha de 269 elementos. Claro que isto é esperado devido a melhor 

aproximação dos campos de tensão e deformação proporcionada em malhas mais refinadas. 

Entretanto, os resultados mostram que o modelo de dano contínuo com a regularização 

adotada que estabelece a dissipação da energia de fratura proporcional ao tamanho 

característico do elemento finito produz objetividade de malha, isto é enfatizado pela 

convergência de ambos 𝑃𝑚𝑎𝑥 e a curva de amolecimento (região de softening) entre as 

malhas de 581 e 917 elementos. Com a regularização proposta para o modelo de dano 
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contínuo, notamos que, mesmo os resultados de malhas muito grosseiras (269 elementos) 

são razoavelmente similares aos resultados de maior acurácia proporcionados pelo 

refinamento da malha para ambos 𝑃𝑚𝑎𝑥 e a curva de amolecimento. 

  

Figura 4.5 – Curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 para simulações com diferentes malhas (ℎ𝑒 é o tamanho 

típico do elemento na seção central da viga) para a viga TPB 150. 

A seguir são comparados os resultados das simulações utilizando a malha regular de 917 

elementos com uma malha irregular de 1325 elementos, (Figura 4.6). A Figura 4.6 mostra a 

discretização e o dano observado ao final da simulação numérica. Conforme se observa, a 

distribuição de dano para malhas regulares e irregulares é semelhante, comprovando a 

objetividade de malha. 

 

  

917 elementos 1325 elemenos 

Figura 4.6 – Malha de elementos finitos regular (917 elementos) e irregular (1325 

elementos) e o dano ao final da simulação para a viga TPB 150. 
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A Figura 4.7 compara as curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 das simulações utilizando a malhas regular e 

irregular e o resultado numérico encontrado em Park et al. (2008). Observe que não há 

diferenças significativas entre as curvas referentes às malhas regular e irregular. 

 

Figura 4.7 – Curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 para simulações com malha regular (917 elementos) e 

malha irregular (1325 elementos) para a viga TPB 150. 

A Figura 4.8 mostra as curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 para simulações feitas utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 com 

63, 125, 250 e 500 passos de deslocamentos e malha de 581 elementos para viga de TPB 

150. Os resultados obtidos mostram que a quantidade de passos utilizados não altera 

significativamente o comportamento global da curva. As diferenças só são percebidas 

quando se analisa a curva em um determinado ponto, por exemplo, na região de 𝑃𝑚𝑎𝑥 , onde 

a definição exata desta força varia para os diferentes passos de deslocamento. 

 
Figura 4.8 – Efeito da malha de elementos finitos na curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 para a viga TPB 

150. 
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Análise da distribuição de tensão e dano 

Um passo importante que vai além da simples comparação das curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 é a análise 

do estado de tensão e a distribuição do dano ao longo da linha de fratura. Este estudo permite 

verificar se as tensões ultrapassam o valor da resistência à tração do material e visualizar 

como se processa a zona de fratura ao longo da curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 em uma determinada 

seção. 

As análises realizadas a seguir são relativas à viga TPB 150 simulada com as deformações 

equivalentes 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 e 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 para o modelo contínuo e contínuo-descontínuo, sendo os resultados 

apresentados separadamente em função da deformação equivalente utilizada. 

As análises são realizadas através da plotagem das tensões principais e dos danos nos pontos 

de Gauss dos elementos localizados na seção central da viga, compreendida entre a ponta do 

entalhe e o ponto de aplicação da carga. Os pontos de interesse escolhidos em função de 

𝑃𝑚𝑎𝑥  nas simulações são localizados em A (75% de 𝑃𝑚𝑎𝑥 na zona ascendente), B (100% de 

𝑃𝑚𝑎𝑥), C (Início da propagação da trinca na zona descendente), D (50% de 𝑃𝑚𝑎𝑥 na zona 

descendente) e E (25% de 𝑃𝑚𝑎𝑥 na zona descendente). 

A Figura 4.9 mostra a localização dos pontos de interesse na curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 para as 

simulações contínua e contínua-descontínua utilizando a 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. Até o ponto C não se observa 

diferença entre as curvas plotadas, pois não houve propagação da trinca. Do ponto C em 

diante a trinca começa a propagar causando a queda mais rápida da força residual para o caso 

contínuo-descontínuo. Devido a essa diferença entre as curvas os pontos D e E são 

renomeados como D1 e E1 para a curva do modelo contínuo e D2 e E2 para a curva do 

modelo contínuo-descontínuo. 
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Figura 4.9 – Curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 com pontos de interesse para a viga TBP 150 utilizando 

𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. 

A Figura 4.10 mostra o estado de tensão nos pontos de interesse para o modelo contínuo 

 (Figura 4.10a) e modelo contínuo-descontínuo (Figura 4.10b) com 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. Os valores 

positivos e negativos das tensões no eixo 𝑥 representam, respectivamente, tensões de tração 

e compressão enquanto que o eixo 𝑦 representa a posição dessas tensões começando da ponta 

do entalhe (50 mm) até o topo da viga (150 mm). Conforme o esperado o gráfico mostra que 

as tensões nos pontos de Gauss em todos os elementos apresentam valores menores ou que 

ficam em torno da resistência à tração do material (𝑓𝑡 = 4,15 𝑀𝑃𝑎). 

 
(a) 

Figura 4.10 – Distribuição de tensão no ligamento da viga TPB 150, utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴, para 

os pontos (a) A, B, C, D1 e E1; e (b) A, B, C, D2 e E2. 
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(b) 

Figura 4.10 - Continuação 

 

A zona de processo de fratura/dano pode ter seu valor estimado plotando a distribuição de 

dano em função da profundidade do ligamento localizado na linha de fratura, como mostra 

a Figura 4.11. Nessa figura se observa que na zona ascendente (0,75𝑃𝑚𝑎𝑥) existe dano 

próximo ao entalhe que alcança uma altura de 11 𝑚𝑚 medidos a partir de sua ponta. A zona 

de processo de fratura atinge seu valor máximo em 𝑃𝑚𝑎𝑥 com um tamanho de 32 𝑚𝑚, em 

seguida diminui para 27 𝑚𝑚 no momento que a trinca começa a propagar e depois diminui 

para 16 𝑚𝑚 e 10 𝑚𝑚, respectivamente, em (0,50𝑃𝑚𝑎𝑥) e (0,25𝑃𝑚𝑎𝑥) na zona descendente 

para o caso contínuo, ver Figura 4.11(a). Para o caso contínuo-descontínuo os valores da 

zona de processo de fratura/dano são similares aos do caso contínuo (Figura 4.11b). 
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(a) 

 
(b) 

Figura 4.11 – Distribuição de dano no ligamento da viga TPB 150, utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴, para os 

pontos (a) A, B, C, D1 e E1; e (b) A, B, C, D2 e E2. 
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A Figura 4.12 mostra a evolução do dano na malha de elementos finitos para o modelo 

contínuo. Percebe-se que os elementos com maior valor de dano são aqueles localizados na 

zona central da viga e que os demais elementos praticamente não danificam. Essa 

característica está relacionada com a 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 que leva em conta apenas as deformações 

principais de tração, que serão maiores justamente nessa região. 

 

     

A B C D1 E1 

Figura 4.12 – Evolução de dano na malha de elementos finitos da viga TPB 150 usando 

𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. 

O caminho que a trinca percorre na simulação contínua-descontínua é mostrado na Figura 

4.13 para os instantes C, D2, E2 e ao final da simulação. 

    

 

C D2 E2 Final Aproximado 

Figura 4.13 – Propagação da trinca na viga TPB 150 utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. 

Os pontos de interesse da curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 usando a 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 nas simulações contínua e 

contínua-descontínua são mostrados na Figura 4.14. Como as curvas deste caso são similares 

às do caso anterior, a nomeação dos pontos segue o mesmo esquema utilizado para aquele 

caso. 
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Figura 4.14 – Curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 com pontos de interesse para a viga TPB 150 usando 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀. 

O estado de tensão nos pontos de interesse é mostrado na Figura 4.15. Neste caso, algumas 

diferenças são notadas em relação ao que foi observado na Figura 4.10 analisada 

anteriormente. Para as curvas relativas aos pontos A, B, C e D2, as tensões nos pontos de 

Gauss em todos os elementos não chegam a atingir a resistência à tração do material (𝑓𝑡 =

4,15 𝑀𝑃𝑎), chegando a atingir cerca de 0,76𝑓𝑡. No entanto, quando a viga apresenta pouca 

carga residual, as tensões nos elementos chegam até o valor de 𝑓𝑡 (curvas D1 e E2). A curva 

E1 apresentou tensão máxima igual a 1,27𝑓𝑡. 

 

(a) 

Figura 4.15 – Distribuição de tensão no ligamento da viga TPB 150, utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀, para 

os pontos (a) A, B, C, D1 e E1; e (b) A, B, C, D2 e E2. 
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(b) 

Figura 4.15 - Continuação 

O valor estimado para a zona de processo de fratura/dano assim como a distribuição de dano 

em função da profundidade do ligamento pode ser visto na Figura 4.16. Para o caso contínuo, 

na zona ascendente (0,75𝑃𝑚𝑎𝑥), o dano próximo ao entalhe alcança uma altura de 21 𝑚𝑚. 

Assim como no caso de 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴, o tamanho máximo também ocorre em 𝑃𝑚𝑎𝑥 sendo seu valor 

igual a 45 𝑚𝑚, e diminui para 33 𝑚𝑚 no momento que a trinca começa a propagar e depois 

para 19 𝑚𝑚 e 8 𝑚𝑚, respectivamente, em (0,50𝑃𝑚𝑎𝑥) e (0,25𝑃𝑚𝑎𝑥) na zona descendente 

do caso contínuo. 

Conforme pode se notar, a zona de processo de fratura utilizando a 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀.é maior do que em 

𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. Outra diferença é a distribuição do dano na malha de elementos finitos, que para a 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 

(Figura 4.17) atinge uma quantidade maior de elementos, apresentando característica mais 

espalhada. Como o cálculo da 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 é feito utilizando o tensor de deformações e este leva em 

conta a tensão de cisalhamento, o critério de deformações é atingido em elementos que não 

seriam atingidos pela 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴. Essa diferença explica o fato de em alguns pontos de interesse os 

elementos não estarem atingindo o valor de 𝑓𝑡. 
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(a) 

 
(b) 

Figura 4.16 – Distribuição de dano no ligamento da viga TPB 150, utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀, para os 

pontos (a) A, B, C, D1 e E1; e (b) A, B, C, D2 e E2. 

A Figura 4.17 mostra a evolução do dano na malha de elementos finitos para o modelo 

contínuo com 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀. 
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A B C D1 E1 

Figura 4.17 – Distribuição de dano no ligamento da viga TPB 150 usando 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀. 

A propagação da trinca na simulação contínua-descontínua para os pontos C, D2, E2 e Final 

é mostrada na Figura 4.18. 

    

 

C D2 E2 Final Aproximado 

Figura 4.18 – Propagação da trinca na viga TPB 150 utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀. 

Estudo de convergência para o modelo não-linear 

A Figura 4.19(a) mostra o número de iterações necessárias para a convergência em cada 

passo de deslocamento da simulação contínua com 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 e a Figura 4.19(b) a quantidade total 

de iterações na simulação. De acordo com o gráfico, o número de iterações necessárias cresce 

conforme a força se aproxima do 𝑃𝑚𝑎𝑥 (ponto B), e atinge um número máximo de 10 

iterações no intervalo entre o pontos B e C. Em seguida a quantidade de iterações necessárias 

para convergir diminui, e fica constante entre os pontos D1 e E1. 
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(a) (b) 

Figura 4.19 – (a) Número de iterações por passo de deslocamento para o caso contínuo e 

(b) número de iterações acumulada. 

Para o caso contínuo-descontínuo utilizando 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀, se observa uma grande variação da 

quantidade de iterações necessárias para a convergência nos passos localizados próximos ao 

ponto D2, e também imediatamente posteriores a ele, conforme pose ser observado na Figura 

4.20(a). Isto ocorre devido à presença da descontinuidade, que gera nós adicionais pelo 

MEFG. O sistema linear também fica mais instável devido a presença da descontinuidade 

em vários elementos, no entanto, a quantidade total de iterações, Figura 4.20(b), foi 

praticamente a mesma que o caso anterior. 

Os gráficos mostram que, apesar de exigir um razoável número de iterações, principalmente 

na propagação inicial do dano, ou da trinca, a estratégia secante se mostrou bastante eficiente 

para estes problemas de não linearidade do material devido a mudança da matriz de rigidez 

com o acumulo de dano. 

  
(a) (b) 

Figura 4.20 – (a) Número de iterações por passo de deslocamento para o caso contínuo-

descontínuo e (b) número de iterações acumulada. 
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Efeito do kink point na curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 

O efeito de diferentes valores para o kink point, da malha de elementos finitos e da 

quantidade de passos utilizada para se determinar a curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 é analisado a seguir. 

As curvas pertencem às simulações numéricas com o modelo contínuo para a viga TPB 150. 

A Figura 4.21 mostra curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 experimentais e curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 numéricas 

utilizando kink points (Ψ1) de 0,25 e 0,35 para ambas as deformações. Os resultados 

mostram que o valor do kink point não afeta o valor de 𝑃𝑚𝑎𝑥 das curvas e que valores mais 

altos causam um aumento da carga resistida pela viga na região imediatamente após o 𝑃𝑚𝑎𝑥 

da curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 4.21 – Efeito do kink point na curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 para as deformações equivalentes 

de (a) Mazars (𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴) e (b) von Mises (𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀). 
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4.1.1 - Validação com resultados experimentais de Evangelista Jr. et al. (2013) para 

materiais cimentícios reciclados e com adição de fibra. 

Com o objetivo de validar o modelo trilinear de dano para estruturas feitas com concreto 

incorporado com fibra e o modelo bilinear de dano para o concreto feito com outros 

materiais, são comparados a seguir os resultados obtidos com os resultados encontrados em 

Evangelista Jr. et al. (2013), onde o autor apresenta curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 experimentais e 

numéricas para o ensaio de flexão em três pontos em vigas feitas com materiais não 

convencionais. 

Dois tipos de materiais foram considerados nas análises: Concreto contendo agregados 

reciclados de outros concretos, Recycled Concrete Aggregate (RCA), e RCA com adição de 

fibras, RCA with Fibers Reinforced (RCAFRC). As simulações foram realizadas com o 

modelo contínuo com as deformações equivalente de Mazars e (𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴).e von Mises (𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀). 

A geometria, malha de elementos finitos utilizada e o controle do ensaio são os mesmos do 

caso TPB 150, a malha contém 581 elementos e pode ser vista na Figura 4.2(b) na seção 

anterior. Os parâmetros de fratura são dados na Tabela 4.5 e os parâmetros relativos ao 

material: módulo de elasticidade e coeficiente de Poisson são 𝐸 = 28 𝐺𝑃𝑎 e 𝜐 = 0,19, 

respectivamente. A razão entre as resistências à compressão e à tração considerada foi 𝑘 =

10 e o valor do kink point (Ψ1) foi calculado em função do CTODc mostrado na Tabela 4.5. 

Tabela 4.5 – Parâmetros de fratura para as leis bilinear e trilinear encontrados em 

Evangelista Jr. et al. (2013). 

Material 
𝐺𝑓  

(N/m) 

𝑓𝑡  

(MPa) 

𝐺𝐹 𝑜𝑢 𝐺𝐹𝑅𝐶  

(N/m) 

𝐶𝑇𝑂𝐷𝑐 

 (𝑚𝑚) 

𝑙𝑏  

(𝑚𝑚) 

RCA 32 3.70 78 0.014 - 

RCAFRC 36 4.22 2172 0.016 40 

 

Os resultados obtidos para a mistura RCA com a lei bilinear de dano com ambos 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 e 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 

podem ser vistos na Figura 4.22, que também mostra as curvas experimental e numérica de 

Evangelista Jr. et al. (2013). 
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Figura 4.22 – Comparação das curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 experimental e de Evangelista Jr. et al. 

(2013) com os resultados numéricos obtidos para a viga RCA. 

Os resultados para a mistura RCAFRC utilizando 25% e 50% do comprimento (𝑙𝑏) da fibra 

são mostrados na Figura 4.23 juntamente com as curvas experimentais e numéricas de 

Evangelista Jr. et al. (2013). 

 

(a) 

Figura 4.23 – Comparação das curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 experimentais e de Evangelista Jr. et 

al (2013) com os resultados numéricos obtidos para a viga RCAFRC para deformação 

equivalente de (a) von Mises (𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀) e (b) Mazars (𝜀𝑒𝑞

𝑀𝐴). 
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(b) 

Figura 4.23 - Continuação 

Os resultados mostram que o modelo é capaz de representar diferentes 𝑃𝑚𝑎𝑥 e o 

comportamento de amolecimento para várias misturas de concreto. Por exemplo, o 𝑃𝑚𝑎𝑥 

observado para a mistura RCA é menor que o 𝑃𝑚𝑎𝑥 observado para a viga TPB 150 feita 

com concreto convencional, isto se deve principalmente à menor resistência a tração para a 

mistura RCA. No caso RCAFRC o 𝑃𝑚𝑎𝑥 não é muito influenciado pela adição da fibra, 

porém a região de amolecimento (softening) é muito afetada. De acordo com os resultados 

experimentais, ocorre um patamar residual de carga em torno de 15% do valor de 𝑃𝑚𝑎𝑥, 

sendo o modelo capaz de prever esse comportamento. Os resultados numéricos indicam que 

o valor de 𝑤𝑓 = 0,50𝑙𝑏 consegue representar melhor o amolecimento da curva 𝑃 − 𝐶𝑀𝑂𝐷 

em comparação com o valor de 𝑤𝑓 = 0,25𝑙𝑏. Observa-se que a curva trilinear mostrou 

resultados com bastante acurácia para ambas as deformações equivalentes. Os valores de 

𝑃𝑚𝑎𝑥 encontrados nas simulações podem ser vistos na Tabela 4.6 a seguir. 

Tabela 4.6 – 𝑃𝑚𝑎𝑥 encontrado nas simulações numéricas e nos resultados experimentais de 

Evangelista Jr. et al. (2013). 
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4.2 - VIGA SEM ENTALHE: FLEXÃO EM QUATRO PONTOS, FOUR POINT 

BENDING (FPB) 

Brand et al. (2013) realizaram ensaios experimentais de flexão em quatro pontos em vigas 

de concreto sem entalhe utilizando dois tipos de agregados: virgem (VCA – Virgin Concrete 

Aggregate) e reciclado derivado do asfalto (FRAP – Fractionated Reclaimed Asphalt 

Pavement) com o objetivo de avaliar a resistência à flexão ou módulo de ruptura, Modulus 

of Rupture (MOR). A Tabela 4.8 mostra os valores de 𝑃𝑚𝑎𝑥 observados pelos autores para 

os ensaios FPB, assim como o módulo de ruptura calculados através da Equação (4.33).  

    𝑀𝑂𝑅 =
𝑃𝐿

𝐵𝐻2
 (4.33) 

em que 𝑃, 𝐿, 𝐵 e 𝐻 são os dados geométricos do ensaio FPB indicados na Figura 4.24 a 

seguir. 

 

Figura 4.24 – Modelo do ensaio FPB para o cálculo do MOR. 

Para validar a capacidade do modelo proposto em prever o comportamento estrutural 

utilizando parâmetros de material e de fratura obtidos através de outros ensaios 

experimentais, foram realizadas simulações numéricas das vigas de Brand et al. (2013) 

utilizando parâmetros retirados dos ensaios de compressão uniaxial, compressão diametral e 

Disk Shaped Compact Tension (DCT), todos realizados por Brand et al. (2013). Os valores 

dos parâmetros são mostrados na Tabela 4.7, o coeficiente de Poisson adotado para ambos 

os materiais foi 𝜐 = 0,20. 
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Tabela 4.7 – Parâmetros de material e de fratura utilizados nas simulações numéricas FPB. 

Nome 𝐸(𝐺𝑃𝑎) 𝐺𝑓 (N/m) 𝑓𝑡 (MPa) 𝐺𝐹(N/m) Ψ1 

VCA 38,620 32,0 4.41 112 0.25 

FRAP 28,965 30.2 3.17 116 0.25 

 

A análise numérica é realizada usando o modelo contínuo e contínuo-descontínuo com as 

deformações equivalentes de Mazars (𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴) e von Mises (𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀). A Figura 4.25 mostra a 

geometria, condições de contorno e a malha de elementos finitos utilizada. A espessura da 

viga adotada foi 𝐵 = 152,4 𝑚𝑚. O estado plano de tensão foi considerado nas análises. A 

força (𝑃) é aplicada por meio de deslocamento imposto nos nós indicados pelas setas na 

Figura 4.25. O valor de 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡 adotado foi 0,999. 

 

Figura 4.25 – Geometria, condições de contorno e malha de elementos finitos contendo 

780 elementos utilizada nas simulações numéricas do ensaio FPB. 

Os resultados obtidos para as curvas P-Deflexão para ambos os materiais são mostrados na 

Figura 4.26. Conforme se observa, em ambos os casos a carga máxima (𝑃𝑚𝑎𝑥) numérica está 

próximo dos valores experimentais corrigidos. Após 𝑃𝑚𝑎𝑥 ser atingido ocorre uma queda 

brusca no valor da forca 𝑃 para cerca de metade de (𝑃𝑚𝑎𝑥), em seguida a diminuição da 

força 𝑃 se torna mais suave fazendo a curva ter um comportamento similar a um 

comportamento bilinear. Este fato ocorre porque a região localizada entre os dois pontos de 

aplicação de carga está sob flexão pura e se comporta quasi que como num ensaio de tração 

uniaxial.  
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Figura 4.26 – Resultados obtidos para as curvas P –Deflexão (a) VCA e (b) FRAP. 

Na Figura 4.27 se compara o valor de (𝑃𝑚𝑎𝑥) dos resultados numéricos com os resultados 

experimentais corrigidos, mostrando que o modelo é capaz de prever com boa aproximação 

a carga máxima resistida pela viga, apresentando um erro relativo máximo de 7%. 

 

Figura 4.27 – Comparação dos valores de 𝑃𝑚𝑎𝑥  experimentais corrigidos com os resultados 

numéricos para os materiais VCA e FRAP. 

Os valores de (𝑃𝑚𝑎𝑥) que estão sendo usados na comparação com os resultados numéricos 

não são os valores observados experimentalmente, mas o resultado de uma correção, feita 

em função do MOR, que se faz necessária, pois a geometria das vigas dos ensaios 

experimentais apresentam valores ligeiramente diferentes entre si e diferente dos valores 

utilizados nas vigas das análises numéricas (Tabela 4.8). A correção consiste basicamente 

em calcular o MOR para as vigas experimentais através da Equação (4.33) e, em seguida, 

calcular a força (𝑃𝑚𝑎𝑥) necessária para se ter o mesmo valor de MOR utilizando a geometria 

da viga ensaiada numericamente. 
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Tabela 4.8 – Correção dos valores 𝑃𝑚𝑎𝑥 através do MOR. 

Tipo de  

ensaio 

𝑃𝑚𝑎𝑥 Observado 

(𝑘𝑁) 

Geometria 

𝐵𝑥𝐻 (𝑚𝑚) 

MOR  

(𝑀𝑃𝑎) 

𝑃𝑚𝑎𝑥 Corrigido* 

(𝑘𝑁) 

VCA 

Experimental 46,515 158,75𝑥155,70 5,535 42,850 

Experimental 44,171 157,23𝑥155,70 5,309 41,102 

𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 40,174 152,40𝑥152,40 5,189 40,174 

𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 40,032 152,40𝑥152,40 5,171 40,032 

  FRAP   

Experimental 31,516 155,70𝑥155,70 3,813 29,520 

Experimental 34,776 155,70𝑥155,70 4,212 32,607 

𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 30,700 152,40𝑥152,40 3,965 30,700 

𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 28,803 152,40𝑥152,40 3,720 28,803 

* Corrigido para a viga de 152,40𝑥152,40 (𝐵𝑥𝐻) 

4.2.1 - Análise da evolução e distribuição de dano 

A análise realizada a seguir é referente às simulações numéricas utilizando o modelo 

contínuo de dano com ambas as deformações equivalente (𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 e 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀) para o material VCA. 

A Figura 4.28 mostra os pontos de interesse na curva 𝑃-Deflexão onde serão analisadas as 

distribuições de dano. O ponto A está localizado em (𝑃𝑚𝑎𝑥), enquanto que o ponto B está 

localizado a cerca de (0,5𝑃𝑚𝑎𝑥) na zona descendente da curva. 
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Figura 4.28 – Curva 𝑃 – Deflexão e pontos de interesse para o concreto VCA. 

A distribuição do dano nos pontos de interesse é mostrada na Figura 4.29. No ponto A 

percebe-se que toda a parte inferior da malha de elementos finitos apresenta dano, no centro 

porém, os valores são maiores porque propositadamente se reduziu a resistência à tração do 

elemento central para 0,95𝑓𝑡, isto é necessário para garantir que a evolução do dano ocorra 

na cessão central da viga, do contrário a evolução se daria partindo próximo da linha de 

aplicação de carga, como fica mais evidente para o caso de 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀. Do ponto A para o ponto B 

se nota um grande avanço na evolução do dano, o qual é responsável pela queda brusca 

observada na curva 𝑃-Deflexão. Por fim ao final da simulação praticamente toda a seção 

central da viga apresenta dano caracterizando a falha do material. 
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𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 

   

 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀  

Figura 4.29 – Distribuição de dano nos pontos de interesse A e B e ao final da simulação. 

Uma análise comparativa entre o dano gerado por 𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴 e 𝜀𝑒𝑞

𝑉𝑀 indica que para o primeiro caso 

a evolução é mais dependente da malha de elementos finitos. Isto influencia diretamente na 

propagação da trinca conforme se observa na Figura 4.30, onde o caminho da trinca é mais 

consistente com o experimental para 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀. 

  

Figura 4.30 – Propagação da trinca utilizando (a) 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 e (b) 𝜀𝑒𝑞

𝑀𝐴.  
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5 - SIMULAÇÕES NUMÉRICAS EM MODO MISTO: MODO I + II 

A validação do modelo proposto para o caso de abertura de trinca em modo misto é feita 

através da simulação numérica de dois tipos de ensaios. O primeiro é conhecido como 

Double Edge Notched (DEN) e foi realizado por Nooru-Mohamed (1992), o segundo é 

chamado de Four Point Shear (FPS), ou Cisalhamento em Quatro Pontos, sendo realizado 

por Schlangen (1993). No primeiro ensaio o objetivo é, entre outros, analisar a influência da 

malha de elementos finitos na resposta estrutural da peça; no segundo avalia-se, entre outros 

aspectos, a capacidade do modelo em prever a ocorrência de fissuras com trajetória curva. 

5.1 - ESTRUTURA COM DUPLO ENTALHE: DOUBLE EDGE NOTCH (DEN) 

Nooru-Mohamed (1992) realizou diversos ensaios experimentais em peças quadradas de 

concreto com dois entalhes, onde se variava o tamanho do modelo ensaiado e as condições 

de deslocamento e força aplicada, esses ensaios são chamados na literatura como Double 

Edge Notched (DEN). A Figura 5.1 mostra a geometria e as condições de contorno para um 

dos tipos de ensaios realizados, no qual o carregamento é aplicado na peça através de 

deslocamentos impostos nas direções horizontal (𝛿𝑛) e vertical (𝛿𝑠) , respectivamente, nas 

faces esquerda e acima do entalhe e na face superior. O deslocamento imposto é aplicado a 

uma taxa de 𝛿𝑛/𝛿𝑠 = 1. Este ensaio resulta na ocorrência de fissuras que começam nas 

pontas dos entalhes e seguem em direção ao interior do corpo sem se tocarem. 

 

Figura 5.1 – Geometria e condições de contorno do ensaio DEN (espessura = 50 𝑚𝑚). 
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A análise numérica é realizada considerando-se o estado plano de tensões usando o modelo 

contínuo com a deformação equivalente de von Mises (𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀). As propriedades do material e 

os parâmetros de fratura utilizados nas simulações foram: módulo de elasticidade 𝐸 =

30 𝐺𝑃𝑎, coeficiente de Poisson 𝜐 = 0,20, resistência a tração 𝑓𝑡 = 3,3 𝑀𝑃𝑎, energia de 

fratura inicial 𝐺𝑓 = 40 𝑁/𝑚, energia de fratura total 𝐺𝐹 = 100 𝑁/𝑚 e kink point Ψ1 =

0,25. 

Para avaliar a convergência e objetividade da malha e do comprimento característico de seus 

elementos, as simulações são feitas com duas malhas estruturadas contendo 566 e 1008 

elementos, sendo o comprimento característico de seus elementos respectivamente iguais a 

8  e 6 𝑚𝑚. As malhas podem ser vistas na Figura 5.2. 

  

(a) Malha A (b) Malha B 

Figura 5.2 – Malhas de elementos finitos utilizadas no ensaio DEN com (a) 566 elementos 

e (b) 1008 elementos. 

A Figura 5.3 mostra os resultados encontrados para a força 𝑃𝑛 em função do deslocamento 

de abertura de ponta de trinca, Crack Tip Opening Displacement (CTOD), para o entalhe 

localizado na face esquerda do DEN, esse deslocamento foi escolhido para permitir a 

comparação das curvas, pois o deslocamento da curva experimental foi medido próximo à 

ponta dos entalhes. Conforme pode ser observado, os resultados numéricos conseguem 

reproduzir com boa aproximação os resultados experimentais, apresentando um erro relativo 

máximo de 6,5%. Com relação à influência da malha, o gráfico mostra que a malha menos 

refinada resultou num 𝑃𝑚𝑎𝑥 ligeiramente maior que a malha mais refinada. 
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Figura 5.3 – Resultados do ensaio DEN, curva 𝑃𝑛 − 𝐶𝑇𝑂𝐷. 

As cargas máximas encontradas são mostradas na Tabela 5.1 a seguir. 

Tabela 5.1 – 𝑃𝑚𝑎𝑥 das curvas 𝑃𝑛 − 𝐶𝑇𝑂𝐷 da Figura 5.3 (valores em 𝑘𝑁). 

Experimental Malha A Malha B 

19,5 

17,1 
19,7 18,8 

 

Em Nooru-Mohamed (1992) também são encontrados resultados para a força horizontal (𝑃𝑠) 

em função do deslocamento horizontal imposto (𝛿𝑠), as curvas estão plotadas no gráfico da 

Figura 5.4. Os resultados mostram que o modelo é capaz de representar o aumento contínuo 

observado no ensaio experimental da força horizontal (𝑃𝑠) a medida que o deslocamento 

horizontal (𝛿𝑠) é aplicado. 

 

Figura 5.4 – Resultados do ensaio de modo misto, curva 𝑃𝑠 − 𝛿𝑠. 
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A distribuição do dano ao final da simulação é mostrada na Figura 5.5. A figura demonstra 

que a simulação foi realizada corretamente e os elementos que apresentam dano estão 

localizados na região onde as trincas ocorrem no ensaio experimental, conforme mostra a 

Figura 5.6. 

 

  

Malha A Malha B 

Figura 5.5 – Distribuição final de dano 

Na Figura 5.6 se compara o mapa de fissuras do ensaio experimental com o caminho do dano 

das malhas de elementos finitos simuladas. 

   

(a) (b) (c) 

Figura 5.6 – (a) Mapa de fissuras experimental (adaptada de Nooru-Mohamed, 1992); 

sobreposição das fissuras do experimental sobre o caminho do dano para (b) Malha A e (c) 

Malha B. 
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Na Figura 5.7 é mostrada a deformada das malhas simuladas. 

  

Malha A Malha B 

Figura 5.7 – Deformada das malhas de elementos finitos. 

5.2 - VIGA COM ENTALHE: CISALHAMENTO EM QUATRO PONTOS, FOUR 

POINT SHEAR (FPS) 

O ensaio experimental de cisalhamento em quatro pontos ou do inglês Four Point Shear 

(FPS) em vigas de concreto com apenas um entalhe, foi um dos tipos de ensaios realizados 

por Schlangen (1993) para analisar os mecanismos que se desenvolvem no processo de 

fissuração do concreto. A Figura 5.8 mostra a geometria e as condições de contorno do 

ensaio. As condições de contorno mostradas na Figura 5.8 resultam numa trinca com 

trajetória curva que começa na parte superior direita do entalhe e propaga até a parte inferior 

direita da placa de carga. As condições de contorno de deslocamento são constituídas por 

uma restrição vertical e horizontal localizada na parte inferior direita da viga e por uma 

restrição vertical na parte inferior central. As placas de carga têm largura de 20 𝑚𝑚 e centro 

localizado a 20 𝑚𝑚 da seção central da viga (placas centrais) e a 20 𝑚𝑚 das bordas para as 

demais placas. 
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Figura 5.8 – Geometria e condições de contorno do ensaio de cisalhamento em quatro 

pontos (espessura = 100 𝑚𝑚, todas as dimensões em 𝑚𝑚). 

Simone et al. (2003) realizaram simulações numéricas com a viga FPS usando modelos de 

dano contínuo e contínuo-descontínuo para malhas com diferentes comprimentos 

característicos de elementos. A Figura 5.9 mostra a região central de uma das malhas (7308 

elementos) usadas nas simulações e os resultados encontrados pelo autor podem ser vistos 

no gráfico da Figura 5.11. 

 
Figura 5.9 – Discretização da viga com 7308 elementos e ℎ𝑒 = 1 𝑚𝑚 de Simone et al.  

(2003). 

Usando os modelos contínuo e contínuo-descontínuo com deformação equivalente de von 

Mises (𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀), a viga FPS é analisada no estado plano de tensão. As simulações são realizadas 

com uma malha não estruturada de 761 elementos (Figura 5.10), cuja região central possui 

elementos com tamanho típico ℎ𝑒 = 3,5 𝑚𝑚. 
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Figura 5.10 – Discretização da viga com 761 elementos e ℎ𝑒 = 3,3 𝑚𝑚. 

As propriedades do material e os parâmetros de fratura utilizados na análise da viga FPS 

foram: módulo de elasticidade 𝐸 = 35000 𝑀𝑃𝑎, coeficiente de Poisson 𝜐 = 0,20, 

resistência a tração 𝑓𝑡 = 3,0 𝑀𝑃𝑎, energia de fratura inicial 𝐺𝑓 = 34 𝑁/𝑚, energia de 

fratura total 𝐺𝐹 = 100 𝑁/𝑚 e kink point Ψ1 = 0,25. Os parâmetros de material foram 

retirados de Schlangen (1993) e os parâmetros de fratura encontrados em Wells e Sluys 

(2001). O ensaio numérico é realizado através do controle de deslocamento vertical do nó 

destacado localizado na parte superior da barra rígida (Figura 5.10). A barra rígida e as placas 

de carga têm propriedade de material do aço. A posição do nó onde o deslocamento foi 

aplicado é calculado de modo que a força resultando transferida às placas de carga superiores 

tenham valores conforme indicados na Figura 5.8. Assim como feito em Simone et al. 

(2003), o valor crítico considerado para o início e propagação da trinca foi 𝐷𝑐𝑟𝑖𝑡 = 0,99.  

Os valores de 𝑃𝑚𝑎𝑥 do ensaio experimental, de Simone et al. (2003) e das simulações 

numéricas realizadas são mostrados na Tabela 5.2. Conforme se observa, os valores de 𝑃𝑚𝑎𝑥  

numéricos são próximos dos valores observados experimentalmente, apresentando um erro 

relativo máximo de 7,8%. 

Tabela 5.2 – 𝑃𝑚𝑎𝑥 das curvas 𝑃 − 𝐶𝑀𝑆𝐷 da Figura 5.11 (valores em 𝑘𝑁). 

Experimental Simone et al. (2003) Contínuo Contínuo-Descontínuo 

41,2 

36,4 
38,2 40,7 41,8 

 

Na Figura 5.11 os resultados encontrados para a força (𝑃) em função do deslocamento 

deslizante de boca de trinca, Crack Mouth Sliding Displacement – CMSD (ver Figura 5.14), 

obtidas com os modelos contínuo e contínuo-descontínuo são comparados com os resultados 
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experimentais de Schlangen (1993) e numéricos de Simone et al. (2003). Assim como foi 

observado para o caso de flexão em três pontos visto na seção 4.1, a resposta global do 

modelo contínuo-descontínuo é mais frágil do que a resposto do modelo contínuo. Os 

resultados mostram que o modelo não necessita de malhas com elementos muito pequenos 

para apresentar resultados satisfatórios, pois, mesmo tendo cerca de 10 vezes menos 

elementos e comprimento característico de elemento 3,3 vezes maior que a malha utilizada 

por Simone et al. (2003), consegue-se representar com boa aproximação os resultados 

obtidos para o caso contínuo. 

 
Figura 5.11 – Comparação das curvas Força-CMSD obtidas com os resultados 

experimentais de Schlangen (1993) e numéricos de Simone et al. (2003). 

Na Figura 5.12 é comparada a evolução do dano ao final da simulação para o modelo 

contínuo e o modelo contínuo-descontínuo. Pequenas diferenças podem ser notadas na 

região superior da viga, onde o caminho do dano tende a ser mais curvo para o caso contínuo. 

Essa característica curva que a simulação deve apresentar poderia ser melhor obtida com 

uma malha mais refinada na região de interesse. 
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Figura 5.12 – Distribuição final de dano para o modelo (a) contínuo e (b) contínuo-

descontínuo. 

Conforme se observa na Figura 5.13, a propagação da trinca do ensaio numérico segue uma 

trajetória curva em muito boa concordância com o mapa de propagação das trincas das vigas 

ensaiadas por Schlangen (1993). A trinca começa da coordenada (222,5; 19,0) e vai até a 

coordenada (257; 85,5), com a origem do sistema de coordenadas localizado no canto 

inferior esquerdo da viga. 

  

 

Figura 5.13 – Propagação da trinca: (a) experimental (adaptada de Schlangen, 1993); (b) 

simulação e (c) sobreposição da simulação sobre experimental. 
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 A Figura 5.14 a seguir mostra a malha de elementos finitos deformada. 

 
Figura 5.14 – Malha de elementos finitos deformada. 
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6 - CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

6.1 - CONCLUSÕES 

Esta dissertação formulou e implementou um modelo de dano contínuo e um modelo 

contínuo-descontínuo (transição para fratura) para os modos I e misto (I+II) de abertura de 

trinca para a predição de falhas em estruturas de materiais quasi-frágeis. Os modelos foram 

validados através da comparação com resultados experimentais para vários tipos de ensaios 

e diferentes materiais e modos de falha: flexão em três pontos com entalhe central (TPB), 

flexão em quatro pontos sem entalhe (FPB), duplo entalhe (DEN) e cisalhamento em quatro 

pontos (FPS) para o modo misto. Os resultados obtidos comprovam a eficiência e acurácia 

do modelo em prever o comportamento de ruptura submetidas a falhas em modo I e modo 

misto em diferente materiais cimentícios com e sem a incorporação de fibras. 

Os resultados obtidos para as simulações com diferentes malhas de elementos finitos 

mostraram que a regularização proposta, que estabelece a dissipação da energia de fratura 

proporcional ao tamanho típico do elemento, consegue produzir objetividade na malha de 

elementos finitos. Uma vantagem do modelo proposto é que o mesmo consegue obter 

praticamente a mesma acurácia de resultados que outros modelos encontrados na literatura 

mesmo com um número bem reduzido de elementos na malha. Além dessa vantagem, o 

modelo também é capaz de simular o efeito de escala (size effect) em estruturas de materiais 

quasi-frágeis utilizando apenas propriedades de ensaios de pequena escala comumente 

realizados em laboratório, sem necessidade de nenhuma calibração de propriedades dos 

materiais e/ou de simulações computacionais. Para isso, uma lei de amolecimento bilinear 

para materiais cimenticios tradicionais e uma lei de amolecimento trilinear para materiais 

com fibras, ambas definidas somente por parâmetros de resistência e fratura, são adaptadas 

como lei de evolução de dano. 

Em todas as simulações numéricas realizadas, o modelo de dano proposto foi capaz de 

reproduzir/estimar, com muito boa precisão, a carga máxima (𝑃𝑚𝑎𝑥), bem como o efeito de 

escala da resistência nominal, e também o comportamento de amolecimento (softening) 

observada nos ensaios experimentais. Para os ensaios simulados em modo I utilizando o 

modelo contínuo, as simulações com a deformação equivalente de Mazars (𝜀𝑒𝑞
𝑀𝐴), que leva 

em conta somente deformação de tração, resultaram num 𝑃𝑚𝑎𝑥 ligeiramente maior que com 
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a deformação equivalente de von Mises (𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀), que leva em conta deformações de 

cisalhamento. Na região descendente de amolecimento, a 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 resulta em valores 

ligeiramente superiores. As predições em modo I de 𝑃𝑚𝑎𝑥 e do comportamento de 

amolecimento usando a 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 são similares as predições com a 𝜀𝑒𝑞

𝑀𝐴, que é idealizada 

especificamente para este modo de falha. Isto mostra que uma deformação equivalente de 

von Mises (𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀) pode ser universalmente usada para problemas em modo I puro e modo 

misto (I+II) conjuntamente com a lei bilinear e/ou trilinear advinda da mecânica da fratura. 

Especialmente nas simulações em modo misto, a 𝜀𝑒𝑞
𝑉𝑀 se mostrou bastante eficiente na 

previsão da distribuição do dano nas regiões equivalentes à localização das trincas nos 

ensaios experimentais. 

O modelo e estratégia contínua-descontínua com o emprego do GFEM também demostrou 

eficiência e acurácia tanto na estimativa da carga máxima (𝑃𝑚𝑎𝑥), bem como do efeito de 

escala da resistência, e também o caminho da trinca, com a propagação independente da 

malha de elementos finitos para ambos os casos em modo I e modo misto. Esta estratégia 

também confirmou a observação da literatura em que a previsão do comportamento de 

amolecimento (softening) predito por estes modelos, apesar de razoavelmente comparada 

com os experimentos, resulta em uma diminuição da capacidade de carga na região de 

amolecimento pela presença da descontinuidade nos elementos finitos.  

Os resultados das simulações com a lei trilinear aplicada em materiais incorporados com 

fibras mostram que o modelo é capaz de simular com acurácia tanto a carga máxima quanto 

a força residual para grandes deformações observado experimentalmente durante o 

amolecimento. Isto sugere que o modelo pode ser aplicado para materiais que apresentam 

um comportamento de ruptura dúctil, onde também se observa a ocorrência de tal patamar 

de força residual para grandes deformações. 

A estratégia secante utilizada para a resolução do sistema não-linear de equações, apesar de 

exigir um razoável número de iterações, principalmente na propagação inicial do dano ou 

trinca, mostrou-se bastante confiável do ponto de vista que a convergência sempre foi 

alcançada mesmo em pontos críticos do caminho de equilíbrio.  

6.2 - SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

Como recomendações para trabalhos futuros propõe-se: 
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 Expandir o modelo proposto para analises tridimensionais; 

 Usar funções de enriquecimento polinomiais e estudar os efeitos na predição do dano 

com malhas grosseiras; 

 Implementar a possibilidade de multi-trincamentos, onde a propagação de múltiplas 

trincas simultâneas e suas consequentes coalescência possam ser modeladas; 

 Implementar modelos multi-física que permitam a modelagem de fenômenos como 

faturamento hidráulico; e 

 Implementar a propagação da fissura considerando os enriquecimentos de ponta de 

trinca. 
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