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RESUMO

INTEGRACAO ANALITICA DAS MATRIZES DE INFLUENCIA DA
FORMULACAO ELASTICA ANISOTROPICA PLANA DO METODO
DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Autor: Viviane Cristina Rodrigues Feitoza
Orientador: Eder de Lima Albuquerque
Programa de Pés-graduacao em Integridade de Materiais da Engenharia

Brasilia, Novembro de 2015

Este trabalho apresenta uma descricao da integracao analitica das matrizes de in-
fluéncia H e G da formulagao do método dos elementos de contorno aplicado a elasti-
cidade plana anisotrépica. A geometria do elemento de contorno é considerada retilinea,
deslocamentos e forcas de superficie sao consideradas constantes ao longo de cada ele-
mento de contorno (elementos de contorno constantes). A solu¢ao fundamental usada é
analitica, escrita em variaveis complexas. Em se tratando de material anisotrépico, as
constantes de materiais variam com a rotacao do sistema de referéncia. Para permitir
que a integracao analitica fosse possivel sem ter que se calcular as variaveis do mate-
rial para cada elemento, foi feita uma transformacao de varidveis reais para variaveis
complexas. O jacobiano utilizado nesta transformacao é constante ao longo de cada
elemento. Os resultados da integracao analitica e numérica sao apresentados e discuti-
dos. Também foi apresentada a analise de um problema critico no qual foi comparado a
convergencia das formulagoes de elementos de constantes e a de elementos quadraticos.
Os resultados mostraram que a integracao analitica das matrizes de influéncia apre-
senta uma série de vantagens sob a integracao numérica. A principal dela é que no caso
da integracao analitica, problemas de quase-singularidades fortes e hiper nao precisam

ter tratamento especial.

Palavras Chaves : Materiais Compositos, Método dos Elementos de Contorno, Inte-

gracao Analitica.
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ABSTRACT

ANALYTICAL INTEGRATION OF INFLUENCE MATRICES OF ANI-
SOTROPIC PLANE ELASTICITY BOUNDARY ELEMENT METHOD

Author: Viviane Cristina Rodrigues Feitoza
Supervisor: Eder de Lima Albuquerque
Programa de Pés-graduacao em Integridade de Materiais da Engenharia

Brasilia, 2015 November

Abstract:

This master thesis presents a description of the analytical integration of influence ma-
trices H and G of the boundary element method applied to anisotropic plane elasticity.
The geometry of the boundary element is considered rectilinear, displacements and
tractions are considered constant along each boundary element (constant boundary
elements). The fundamental solution used is analytical, written in complex variables.
In the case of anisotropic material, the material constants vary with the rotation of
the reference system. To allow the analytical integration without having to calculate
the variables of the material for each element, a transformation of variables from real
to complex space was performed. The Jacobian used in this transformation is cons-
tant throughout each element. The results of analytical and numerical integration are
presented and discussed. The analysis of a critical problem was presented in order
to compared the convergence of quadratic and constant elements. The analytical re-
sults showed that the analytical integration influence matrices presents a number of
advantages if compared to numerical integration. For example, in the case of analy-
tical integration, problems of strong quasi-singularity and hyper quasi-singularity do

not need special treatment.

Key Words: Composite Materials, Boundary Element Method, Analytical Integration.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideragoes preliminares

Os materiais de engenharia convencionais tém sido classificados em trés grandes
grupos: materiais metélicos, ceramicos e poliméricos. Os materiais compositos sao uma
espécie de combinacao entre dois ou mais materiais dessas categorias. Em se tratando
de compdsitos estruturais, o conceito ¢ um pouco mais especifico e diz que é um material
que consiste de duas ou mais fases em escala macroscépia, cujo desempenho mecanico e
propriedades sao projetados para serem superiores aqueles dos materiais constituintes
quando analisados de maneira isolada. Uma dessas fases, normalmente descontinua,
mais rigida e mais resistente é chamada de reforco, a outra fase menos resistente e
continua é chamada de matriz. As propriedades de um material composito dependem
das propriedades dos materiais constituintes, da geometria e da maneira como as fases
estao distribuidas. Um dos parametros mais importantes é a fragao volumétrica do
reforco. O fato das propriedades serem diretamente influenciadas pela disposicao do
reforgo possibilita ao engenheiro determinar uma orientacao que seja mais favoravel
a determinada aplicagdo, desenvolvendo assim um componente otimizado [I8]. Os
materiais compositos possuem vantagens exclusivas em relacao aos materiais convenci-
onais, tais como alta resisténcia, alta rigidez, longa vida em fadiga, baixa densidade e
adaptabilidade a funcao requerida da estrutura. O fundamento para esse desempenho
estrutural superior estd na alta resisténcia especifica (resisténcia por densidade) e na
alta rigidez especifica (médulo de elasticidade por densidade) e nas caracteristicas ani-
sotropicas e heterogéneas do material. Estas caracteristicas tornam a modelagem do
comportamento mecanico do material compésito muito mais trabalhosa porém possi-
bilitam um ajuste na manufatura dotando-o de propriedades adequadas para atender
a um requisito especifico de projeto [31]. E importante para o dimensionamento de
um componente que se tenha conhecimento de suas propriedades e de sua anisotro-
pia. Materiais anisotropicos sao materiais que apresentam propriedades mecanicas que
variam com a direcao. Este comportamento ocorre principalmente em materiais que
possuem fibras continuas nao entrelacadas e com uma orientagao predominante imersa
numa matriz de modo a melhorar sua eficiéncia estrutural. O uso intensivo de estru-
turas de material compdsito em projetos de engenharia tem requerido procedimentos

de calculo precisos e confidveis para o tratamento de problemas estruturais em mate-



rial anisotrépico. Como a anisotropia aumenta o nimero de constantes elasticas do
material, a ser determinada experimentalmente, a andlise de estruturas em laminados
compositos torna-se mais dificil que a analise de materiais isotrépicos, como os metais
por exemplo. Particularmente, na formulacao de elementos de contorno, um grande
nimero de varidveis implica em uma grande dificuldade na determinagao das solugoes
fundamentais. Contudo, nos ultimos anos, importantes avancos nas técnicas de elemen-
tos de contorno aplicados a materiais anisotrépicos foram publicados. Por exemplo,
problemas de elasticidade plana foram analisados por [45] 146, 19} [3] [5, 6, 4], problemas
de elasticidade fora do plano por [60], problemas tri-dimensionais por [24], 25], e placas
de Kirechoff por [§], placas de Reissner por [43] 42] e cascas por [44].

1.2 Aplicagcao dos materiais compdsitos

Atualmente as aplicagoes dos materiais compdsitos estao relacionadas a muitas con-
quistas nas areas da aerondutica, aeroespacial, petroquimica, naval, bioengenharia,
automobilistica, construcao civil, artigos esportivos, dentre outros. Na indtstria auto-
mobilistica, por exemplo, um amortecedor fabricado de compdsito de fibra de vidro e
resina epéxi possui 20% do peso de seu original fabricado em aco. A Fig. [1.1] mostra

um automével de competicao onde os compdsitos sao usados em larga escala.

Figura 1.1: Automével de competicao: exemplo de aplicacao de materiais compoésitos

na industria automobilistica

Pesquisas por materiais de alta resisténcia, alta rigidez e baixo peso levaram a aplicacoes

de materiais compdsitos em avioes, sendo fabricadas pegas em compdésitos para algumas



partes do aviao como partes da fuselagem, portas de trem de aterrisagem, portas
internas, etc. O desafio atual é usar compositos nas maiores estruturas do aviao como
asas e fuselagem. Nos avioes, o composito é formado pela jungao de carbono epdxi,
uma matriz de resina e fibra de vidro. O resultado dessa combinacao é semelhante a
um material plastico. A Fig[l.2] mostra o EMBRAER EMB-314 SUPER TUCANO,

um aviao militar onde os compésitos sao usados em varios de seus componentes.

Figura 1.2: Embraer EMB-314 Super Tucano

Na aeronautica sao usados compositos de alto desempenho, nao sendo utilizados com-

binagoes de materiais mais baratos e simples como, por exemplo, vidro e poliéster.

Devido a sua grande importancia, os materiais compdsitos tem sido objeto de muitos

estudos, com vérios livros publicados sobre o assunto [I], 21], 22].



1.3 Importancia de materiais compdésitos em Projeto

Dentre os materiais usados em engenharia, os compositos apresentam a maior
relacao de rigidez por densidade, também chamada rigidez especifica. Devido a imensa
variedade de combinagoes e arranjos de fibras, os engenheiros tém a sua disposicao
materiais para um grande numero de projetos que exijam caracteristicas muito es-
pecificas, seja ela rigidez, resisténcia mecanica, densidade, amortecimento, condutivi-
dade térmica, elétrica ou qualquer outra propriedade do material. Com o aumento do
nimero de projetos com materiais compositos, surgiu a necessidade de calcular tensoes
e deformagoes em estruturas de materiais anisotrépicos. Esta tarefa é mais complicada
que nos materiais isotrépicos tradicionais (metdlicos), pois a anisotropia aumenta o
nimero de variaveis do problema. No modelo anisotrépico se estabelece que nao ha
simetria no material e que existem diferengas em suas propriedades elasticas em dife-
rentes direcoes. Em geral, as propriedades mecanicas nao sao simétricas em relagao a
qualquer plano ou eixo. O material anisotrépico resiste de maneira diferente as cargas
aplicadas em diferentes direcoes, por isso a importancia de observar a tensao e a de-
formacao. Como regra geral, deve-se alinhar as fibras na diregao em que as tensoes sao

maiores, pois as fibras resistem mais que as matrizes.

Em materiais isotropicos temos somente duas constantes elasticas que sao o modulo
de elasticidade E e o coeficiente de Poisson v. Ja em materiais compdsitos laminados
sao quatro constantes elasticas por lamina: moddulo de elasticidade na direcao das
fibras F;, médulo de elasticidade na direcao perpendicular as fibras Fs, coeficiente de
Poisson v, médulo de cisalhamento G15. Além disso, deve-se informar o angulo de cada
lamina. Dessa forma, temos 5 varidaveis por lamina nos materiais compdsitos enquanto
que no material isotrépico temos apenas 2 variaveis. Para pesquisas dessa natureza, os
métodos numeéricos sao largamente utilizados. Entre eles esta o Método dos Elementos
de Contorno (MEC) que é bastante utilizado por possuir, entre outras caracteristicas,
alta taxa de convergéncia em problemas com altos gradientes [2], como é o caso de

pegas com concentradores de tensao (furos ou entalhes) e trincas.

A existéncia de uma solugao fundamental é necessaria para se fazer a transformacao
da equacao diferencial que governa o problema para uma equacao integral de contorno.
Essa transformacao é feita utilizando a solugao fundamental do problema com o Te-
orema Gauss-Green. A formulacao do MEC é obtida a partir da discretizacao da
equagao integral que governa o problema proposto. Quando essa discretizacao é re-

alizada, um conjunto de equagoes algébricas é obtido e, quando solucionamos essas
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equacoes, estaremos encontrando as incégnitas de contorno.

No presente trabalho problemas de elasticidade plana anisotrépicos serao resolvi-
dos usando o método dos elementos de contorno. Deslocamentos e forcas de superficie
serao considerados constantes ao longo de cada elemento. A geometria do elemento
sera retilinea. A contribuigao deste trabalho para o desenvolvimento do MEC seréd no
calculo dos elementos das matrizes de influéncia H e G' que serao calculadas de maneira
analitica, evitando-se assim qualquer integracao numérica. A proposta é original pois,
conforme pesquisa bibliografica realizada, nao foi encontrado nenhum trabalho na lite-
ratura que fizesse a integracao analitica das matrizes de influéncia para a formulacao
de elasticidade plana anisotropica. As solugoes conhecidas como analiticas sao ideais
para solucionar um problema de engenharia. Para conseguirmos uma solucao analitica,
é necessario a existéncia de métodos matematicos capazes de resolver de maneira exata
equagoes algébricas, diferenciais e integrais. O MEC é um método computacional inte-
gral que consiste em obter as equagoes integrais apenas com informagoes do contorno
do problema. Ele diminui em uma ordem, a dimensao do problema proposto. Logo,
existe uma diminuicao na quantidade de dados de entrada, no tempo de processamento
e no armazenamento das informacgoes processadas, propiciando uma menor quantidade
de operagoes aritméticas [2]. As integrais do MEC sao tradicionalmente calculadas de
forma numérica. O calculo analitico destas integrais deve ser usado sempre que possivel
pois tem custo computacional menor que as integrais numéricas, sao mais precisas e
nao precisam de tratamentos especiais para os casos de integrais com singularidades

fracas e fortes nem de quase-singularidades.

1.4 Revisao Bibliografica

As solugoes analiticas para problemas anisotropicos restringem-se a um pequeno
nimero de problemas de dominio simples. Com a evolucao dos computadores, os
métodos numéricos passaram a ser utilizados para uma faixa bem maior de problemas.
Dentre os métodos numéricos que mais se destacaram no tratamento de problemas
estruturais esta o MEC que é um método computacional integral que consiste em obter
as equagoes integrais apenas com informacgoes do contorno de um problema. Embora
a ideia de reducao da dimensao do problema pelo uso de uma formulacao integral
de contorno seja conhecida desde o final do século XIX, o MEC, na forma como é
apresentado hoje, s6 se desenvolveu quase 80 anos depois, quando [38] apresentou a

formulacao das equacgoes integrais singulares, com as variaveis fisicas acopladas umas

5



as outras na formulacao direta do método.

A partir disso, o MEC se desenvolveu de forma bastante rapida, sendo atualmente
um método bem estabelecido, com vasta bibliografia publicada [12], 20, 23], 57, 0]. As
primeiras aplicacoes do MEC em anélise de placas anisotrépicas comecaram a surgir
na década de 80. [58] e [59] apresentaram a solugdo fundamental anisotrépica para
a aplicagdo do método indireto dos elementos de contorno. A mesma solucao funda-
mental foi usada por [41] e [36] na andlise de placas anisotrépicas pelo método direto
dos elementos de contorno e pelo método de simulagao de carga, respectivamente.
Na mesma linha dos trabalhos anteriores, [7] apresentaram uma andlise de flexao em
compositos laminados. A primeira aplicagao do método dos elementos de contorno de
reciprocidade dual (DRM) para o tratamento de problemas dinamicos em materiais
anisotrépicos foi proposta por [40],[33] para problemas estacionérios tridimensionais e

por [3] para problemas transientes bidimensionais.

Avancos na utilizacao do MEC para a andlise de tensao em sélidos elasticos ani-
sotropicos tem sido significativamente menos difundido que para sélidos isotrépicos.
Assim como no caso bidimensional, a principal razao para isto, é a complexidade ma-
tematica da solugao fundamental. Usando a fun¢do de Green obtida por [27], [50]
foram os primeiros a introduzir um esquema numérico do MEC para elasticidade ani-
sotrépica tridimensional. A solugao fundamental proposta por [27] é, no entanto, nao
explicita; expressa como uma integral de contorno em torno de um circulo unitario em
um plano inclinado no ponto campo. Na abordagem do MEC apresentado em [56], a
solucao fundamental e suas derivadas para um dado material anisotrépico sao obtidas
por interpolacao cibica de valores pré-calculados que foram armazenados em grandes
bases de dados, ja que a avaliagao numérica direta dessa integral tem custo computaci-
onal alto. Este esquema também ¢é exigente computacionalmente em outros aspectos,
e o controle da sua precisao para materiais altamente anisotropicos tem sido objeto de

questionamento [40] e [39].

Nas tdltimas décadas, tem havido varias investigagoes que tratam da avaliacao das
solugbes propostas por [27], e suas derivadas. O foco principal tem sido em reduzir essas
solugoes para equagoes mais simples e explicita, o tanto quanto possivel. Isto incluem os
trabalhos de [47, 1], 50, B0, 54] e [52, 53]. Estudos para desenvolver esquemas mais efi-
cientes computacionalmente para sua avaliacao numérica utilizando anélise alternativa
também foram realizadas no contexto do desenvolvimento do MEC desde o pioneiro
trabalho de [56]. Exemplos incluem os trabalhos de [16],[39], [32],[51], [35],[55], [48],[15] e



[43], [42], [44];uma avaliacdo dos trabalhos anteriores desta lista é dada por [48] e [42].
E importante observar aqui que [50] deduziram uma forma totalmente algébrica da
solugao fundamental para os deslocamentos em um solido anisotrépico em termos de
auto-valores de Stroh. [52, 53] ainda mostraram como as derivadas das solugoes fun-
damentais podem ser obtidas; as expressoes explicitas completas para suas derivadas
foram, no entanto, apresentadas apenas em [42]. Estas solugoes exatas e totalmente
explicitas permitiram a sua implementagao relativamente simples em codigos de MEC.
Isto tem sido demonstrado por [49] para o caso especial de isotropia transversal por

[48] e [43), [42]; e [14] para casos de anisotropia mais geral.

Nao obstante a precisao numérica e a eficiencia que foi conseguida, usando as
solugdes exatas, de forma fechada de [50] e [53], estas solugoes possuem formas algébricas
tediosas e sua implementagao é uma tarefa dificil. Reconhecendo o carater periédico
dos termos dos angulos esféricos destas solugoes exatas quando expressas no sistema
de coordenadas esféricas, [44] propos um esquema numérico alternativo para calcular
as solugoes fundamentais anisotropicas 3D representando-as primeiro como uma série
de Fourier. Suas derivadas podem ser obtidas por diferenciacao direta da série de
Fourier. A formulacao resultante é significativamente mais concisa e mais simples em
comparacao com as derivadas em forma fechada apresentada nos estudos anteriores.
Além disso os coeficientes de Fourier sao determinados apenas uma vez para um dado
sistema de materiais, independentemente do ntimero total de pontos campos no modelo
numérico do problema fisico. Também é demonstrado que o tempo de processamento
para obter valores muito preciso das solucoes fundamentais e suas derivadas é apenas
uma fracao do que quando se utilizam os esquemas anteriormente propostos. Isto é
particularmente importante quando se tem um grande nimero de pontos de campo

como é tipicamente o caso de problemas praticos de engenharia.

Ao contréario da formulacao anisotrépica tridimensional, onde nao existe solucao
fundamental analitica, a formulagao de elasticidade plana (bi-dimensional) possui solugao
fundamental analitica escrita em variaveis complexas. Esta solucao fundamental foi
proposta originalmente por [I7] baseado no trabalho de [26]. A existéncia de uma
solucao fundamental analitica diminui drasticamente o custo computacional. A ma-
neira habitual de se montar as matrizes de influéencia H e G do MEC ¢ integrar a
solucao fundamental ao longo do elemento. As integrais do MEC podem ser feitas
analiticamente (exata), numericamente (aproximada) ou semi-analiticamente (aproxi-
mada ou combinacao de analitica e numérico). [I0] foram os primeiros a dar a solugao

analitica para os termos da matriz G para elementos constantes na equacao de La-



place bidimensional. [I3] também apresentou a solugao para os termos da matriz G
com base no elemento retilineo continuo. [37] desenvolveu as expressoes analiticas para
integracoes de um elemento continuo retilineo com base nas equacoes bidimensionais
de Navier para problemas de elasticidade. Ao calcular os termos para as matrizes de
influéncia H e G para as integracoes de contorno com pontos fontes dos elementos, ha

duas integrais no contorno a serem resolvidas para cada tipo de elemento.



2 Comportamento Elastico da Lamina de Compdsito

2.1 Introdugao

Neste capitulo é apresentado o conceito de uma lamina ortotrépica e sua relacao tensao
e deformagao juntamente com as componentes da matriz de rigidez. Apenas laminas
carregadas sob tra¢ao/compressao ao longo de suas bordas sao consideradas. A relagao
constitutiva para uma lamina ortotropica é calculada em um sistema de referéncia coin-
cidente com a direcao das fibras. Também sao deduzidas as relacoes constitutivas para
a lamina com um sistema de referéncia qualquer. Estas relagoes constitutivas sao esten-
didas para um laminado simétrico com multiplas laminas. Por 1ltimo, é apresentado o
comportamento elastico do laminado no plano, as relagoes de deformagao-deslocamento

de elasticidade plana e a relagao forca-deformagao.

2.2 Relagao constitutiva para uma lamina

Uma lamina, na qual as fibras estao imersas numa matriz e alinhadas unidirecional-

mente (Figura [2.1]), é ortotrdpica e sua relagao tensao deformagao é dada por

011 Qll Q12 0 €11
022 = Q12 Q22 0 €22 ) (2-1)
012 0 0 2Qes €12

onde );; sao as componentes da matriz de rigidez.

Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem

ser escritas como

Q1 = E1/(1 — v1ov), Q2 = Ey/(1 — v19141),
Qe = G12, Q16 = Q26 = 0, (2.2)



matriz

fibra

Figura 2.1: Lamina ortotrépica.

Sendo a lamina ortotrépica, esta fica completamente caracterizada com quatro constan-
tes elasticas: os moédulos de elasticidade longitudinais F, e Fy nas diregoes paralelas as
fibras e perpendiculares as fibras, respectivamente, o médulo de elasticidade transversal
(GG12 e a razao de Poisson 1rq5. A quinta constante eldastica, 157, pode ser determinada

pela relacao constitutiva, devido a simetria da matriz Q,

V21E1 = V12E2. (23)

Muitas vezes os eixos principais da lamina (z;25) nao sdo coincidentes com os eixos
do laminado (Z172). Quando isto ocorre, a relacdo constitutiva para cada lamina
individual dever ser transformada para o eixo de referéncia do laminado (Figura
para entao se determinar a relacao constitutiva. Para que esta transformacao seja
feita, basta que os tensores de tensao e deformagao sejam multiplicados pela matriz de

transformacao, ou seja:

, 3\ )

011 011
! —

099 =T 022 ) (2'4)
!

012 ) 012 )
, 3\

€11 €1
/ —

E99 =T €99 s (25)
/

€19 €12
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onde agj e egj sao tensores de tensao e deformacao, respectivamente, escritos no sistema
de referéncia do laminado, 0;; e €;; 0s mesmos tensores escritos no sistema de referéncia

da lamina e T a matriz de transformagao dada por:

m? n? 2mn

T = n? m? —2mn |, (2.6)
—mn mn m?—n?

sendo

m = cosb, (2.7)

n = senf. (2.8)

Convém observar que a matriz inversa T~ pode ser obtida pela substituicao do angulo
positivo 6, conforme Figura[2.2] pelo angulo negativo —f. A equagao constitutiva pode

ser escrita da forma:

o' €
oby ¢ =T'Q(TY( &)y ¢, (2.9)
o9 €19

onde (Tﬁl)’ representa a matriz transposta da matriz inversa de T e

m? n? —2mn

T '=T(-0)=| n2 m? 2mn |, (2.10)

mn —mn m?—n?

Multiplicando-se as matrizes da equagao (2.9), tem-se

! / / / /

011 11 12 16 €1
/ — / / / /

o)) = 12 @9 2 €99 ) (2.11)
! / / / /

012 16 @ Qge €12

onde
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o= m*Qu +n'Qay + 2m*n2Q1s + 4m*n?Qes,
@Ry = n'Qu +m'Qa +2m°n* Q1 + 4m°n*Qss,
Q= m’n*Qu +m*n’*Qxn + (m* 4+ n') Q12 — 4m*n*Qes,
6 = m’nQu —mn’Qa —mn (m* —n?) Qiz — 2mn (m* — n*) Qg
Q% = m’nQi —mn’Qan +mn (m* — n®) Qua + 2mn (m* — n*) Qg
Qb = m*n’Qu —m’n’Qa — 2m*n*Qyy + (m -n ) Qs6-
(2.12)

)

s

Figura 2.2: Sistemas de coordenadas da lamina (z25) e do laminado (717s).

A matriz () é completamente preenchida, sendo que das seis constantes elasticas que
governam o comportamento da lamina, duas, QQ}4 € (5, s@o combinagoes lineares das
outras quatro. No sistema de coordenadas transformado, a lamina é dita geralmente
ortotrépica, e a matriz )’ é parecida com a matriz ) dos materiais totalmente ani-
sotropicos (@ # 0, Qb # 0). Quando se tem Q15 = Qa6 = 0 diz-se que o material é

especialmente ortotropico.

2.2.1 Comportamento Elastico de Laminados Multidirecionais carregados

no plano

E evidente que o comportamento geral de um laminado multidirecional é funcao das

propriedades e da sequéncia de empilhamento das camadas individuais. Assim a co-

12



nhecida Teoria classica de Laminacao preve o comportamento do laminado dentro das

suposicoes e restricoes:

1. Cada lamina é quasi-homogénea e ortotrépica;

2. O laminado ¢ fino com dimensoes laterais bem maiores que sua espessura e é

carregado apenas no seu plano, ou seja, o laminado e as laminas estao em estado

plano de tensoes;

3. Todos os deslocamentos sao pequenos quando comparados com a espessura do

laminado;

4. As relacoes deformacao-deslocamento e tensao-deformacao sao lineares;

Para pequenos deslocamentos, as relacoes classicas de deformacao-deslocamento da

elasticidade plana produzem:

B ou

Ex = %7

B ov

f‘:y = a—y,
ou Ov

(2.13)

Considere uma camada individual £ no laminado multidirecional cujo plano médio esta

a uma distancia z; do plano de referéncia do laminado, de acordo com a Figura [2.3|

As relacoes tensao deformagao para esta camada em relacao aos eixos do material sao:

o1 Qu Qiz 0 €11
o3 ¢ = | Q2 Qa2 O €92
012 0 0 2Qss €12

e apos a transformacao para o sistema de coordenadas do laminado,

/ / !/

/ /
011 11 12 13 €11
! — / / / /
099 = 5 (o 23 €99
/ / / / /
P 3 @3 33 €12

k
13

(2.14)

(2.15)



Figura 2.3: Camada k no laminado multidirecional

Da Equacao é visto que, apesar das deformacoes serem constantes através da
espessura, a tensao nao é. Devido a variacao da matriz Q" de camada para camada, as
tensoes também variam de forma descontinua. Porém em muitas aplicacoes o gradiente
de tensoes entre as camadas é desconsiderado. As tensoes médias em cada lamina sao

determinadas utilizando as deformacoes no plano de referéncia €° de cada lamina.

Dessa forma, procura-se relacionar as forcas a deformacao do laminado. As tensoes
atuando na camada k dadas pela Equagcao (2.15) podem ser substituidas pela resultante

das forcas como mostrado na Figura [2.4], como:

Z
N
~ N
TN
P N ™~
e ey Tl N .
e ~ STl -
P T
T N 11/2
> >
,// - ‘\\ P //\ \J\ t/ 2
- ~ - 7
~ S \\\\\ ,/’//// ,// ? A y
X \\ >\\ . /’/ s
/< - - ~ ,)/\
N =N s ~
&~ ~ Ng S A
N I e N
X ~. y

Figura 2.4: Elemento de uma tnica lamina contendo forcas
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t/2
NE :/ oy, dz, (2.16)

—t/2
t/2

N§2 = / U;2kdza
—t/2
t/2

NfQ = / 0'/12de,
—t/2

No caso de um laminado de varias camadas, a forca total e obtida pelo somatorio dos
efeitos de todas as camadas. Assim, para um laminado como o da Figura de n

laminas, a forga resultante é obtida como:

Niy noo o1
NQQ = Z/ 0'52 dZ, (217)
Nig k=Lt 012

, |2

n-1

=1 4T\1 Z3 Z,

Z, |z, h/2

Figura 2.5: Laminado multidirecional com a notacao das coordenadas para as laminas
individuais [18]
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Substituindo a Equagao (2.15) na Equacao (2.17)), obtém-se:

! ! !
Nu n 11 12 13 €11 2k
— A ! A
Ny = E : 5 Ry @ €22 / dz (2.18)
k=1 / / / Fk—1
Nia 51 @5 Q5 €12

Na expressao (2.18]) a matriz de rigidez e as deformagoes podem ser colocadas fora da
operacao de integracao pois nao sao funcao de z. Desta forma, a Equagao (2.18]) pode

ser escrita como:

na qual

k=1

Assim a relacao forga-deformacao fica:

Niy A A A 5/11
Ny = Ay Agg Agg 5/22 (2-21)
Nia Asp Asy Asg 5,12
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3 Meétodo dos Elementos de Contorno Para Elasticidade

Anisotrépica

3.1 Introdugao

Neste capitulo é desenvolvida a formulacao dos elementos de contorno para o tra-
tamento de problemas de elasticidade plana em materiais anisotrépicos. A equacao
integral é obtida através do método dos residuos ponderados, da aplicagao do Teorema
de Gauss-Green e do uso das solugoes fundamentais (fungoes de Green) como fungao
peso na formulacao dos residuos ponderados. Por ltimo, é apresentada a formulacao
dos elementos de contorno discretizada. O contorno é dividido em segmentos retilineos
e deslocamentos e forcas de superficie sao consideradas constantes ao longo de cada

elemento (formulacao de elementos de contorno constantes).

3.2 Elasticidade Anisotropica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um dominio €2, o equilibrio de forgas

pode ser expresso por:

Nij,j + bz == 0, (31)

O vetor de forcas de superficie t; em um ponto no contorno I' de um dominio €2 é

expresso na forma:

ti = Nijnj, (32)

onde n; é o vetor normal do contorno I' no ponto.
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3.3 Formulagao Integral

Assumindo-se uma fungao vetorial continua uj, que representa o deslocamento de um

estado elasto-estatico definido sobre um dominio 2, como sendo uma func¢ao peso resi-

dual da Equagao de equilibrio (3.1]), tem-se:

Q Q

Pela regra de derivacao do produto de duas fungoes, tem-se:

(Nijui) ke = Nijau; + Nijug . (3.4)

Pode-se escrever uj; como a soma de um tensor simétrico e um anti-simétrico, para

pequenas deformacoes, da forma:

[ ] 1 [ ] [ 1 [ ] [ [ ] [
U ;= 5(%] +us;) + 5(%] —us,) = &5 + Wi, (3.5)

sendo que €}; e wy; representam os tensores deformacdo (simétrico) e rotacao (anti-

simétrico), respectivamente, do estado eldstico ” @ ”.

Substituindo (3.5)) em (3.4]) tem-se:

(Niju7) ; = Nijjui + Nigeg; + Nijw; (3.6)

15
sendo V;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico
é nulo. Desta forma, a Equacao (3.6 torna-se:

i/ 1]
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Substituindo a Equagao (3.7) na Equagao (3.3)) tem-se:

Q Q Q

Pelo teorema de Green tem-se:

Q r r

onde

Substituindo (3.9)) em (3.8]), tem-se
/Nijsgde:/tiu;df%—/biu;dﬁ. (3.11)
Q r Q

Se partirmos da Equagao (3.1]) como sendo a correspondente ao estado u? e a fungao de

interpolagao da Equacao (3.3) como sendo u;, obtém-se, de forma andloga a anterior:

Q T Q

Pelo teorema reciproco, dois estados de um mesmo material podem ser relacionados

por Nfe;; = Nyes;. Desta forma, igualando-se as Equagoes (3.12) e (3.11)), tem-se:

r Q r Q

A Equagao integral (3.13) relaciona dois estados quaisquer de tensoes. Para que se
possa tratar problemas de elasticidade em meio continuo, serd adotado que um destes

estados ¢é conhecido, e o outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno,
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o estado conhecido é o chamado estado fundamental que corresponde a resposta de
um corpo infinito a uma carga concentrada unitaria em um ponto x’. A representagao
matematica de uma carga concentrada unitaria é dada pelo delta de Dirac que é definido

COo1mo

I(x-x’) = 00 se X=X,
I(x-x’) =0 se X # 1/, (3.14)
[ 6(x=x")d2 = 1.

A razao da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a funcao delta de Dirac
reduz o numero de integrais de dominio. Pela propriedade seletivo da funcao delta de

Dirac, tem-se:

/Q FR5(x -x7)dQ = F(x) (3.15)

para um dado ponto x’ € Q.

7

Considerando o estado ” @” como sendo o estado fundamental de um problema estatico

livre de forgas de corpo (b = 0), a Equacao (3.13)) pode ser escrita como:

r Q T Q

onde U;, e Ty, representam respectivamente deslocamentos e forcas de superficie na
direcao k, num ponto x, devido a uma forca concentrada unitaria aplicada de forma
estdtica num ponto x’ numa direcao i. Por serem solugoes do estado fundamental,
Ui e Ty, sao chamadas solugoes fundamentais de deslocamentos e forgas de superficie,

respectivamente.

Devido a propriedade (3.15), a Equagao (3.16]) pode ser escrita como:

r r Q
Considerando que as forcas de corpo b; sao nulas, pode-se escrever:
r r
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3.4 Solugoes Fundamentais Anisotrépicas

Para se obter as solugoes fundamentais estaticas para problemas bidimensionais em
materiais anisotropicos, o dominio {2 serda mapeado num plano complexo, usando a

seguinte mudanca de variavel:
z xh +
z T+ x
g — 1 17T H1T2 7 (3.20)
29 T1 + W22

onde p; sao raizes complexas da Equacao caracteristica:

A11U4 — 2A13U3 —+ (21412 -+ A33>’U,2 — A23U -+ AQQ =0 (321)

x) e xl, sdo as coordenadas do ponto fonte (ponto de aplicacdo da carga concentrada
unitaria) e r; e x9 sdo as coordenadas do ponto campo (ponto de obtengao da resposta

devido a aplicacao da carga unitéria).

As solucoes fundamentais para deslocamentos sao dadas por:
Uji(Z/, Z) == 2Re[qﬂKj1 111(21 — Zi) + QiQKjQ 111(252 - Zé)] (322)

Por sua vez, as solugoes fundamentais para forgas de superficie sao dadas por:

1
—Z,)gu(,uml —ng)Kj1 + )gig(,ugnl —n9)Kja|, (3.23)

(22 — 2
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onde

| M M2
[95:] = [ o ] (3.24)

e ny sao as componentes do vetor normal externo.

As constantes K;; sao obtidas resolvendo-se o sistema linear complexo dado por [17]:

1 —1 1 —1 Kj 5J2/(27TZ)
—T) —T K. —8.:1/(2mi
p1 fl/l fho fbg a 1/ (2mi) | (3.25)
G —qu1 G2 —qi2 Kjo 0
21 —q21 Q22 —(oo Ko 0

que é suficiente se para encontrar as constantes complexas K;,. No caso de materiais
isotrépicos, a equacao caracteristica se torna biquadrada com duas raizes iguais
a 1 e duas iguais a —i. Estes valores tornam o sistema de equagoes singular. Por
causa disso, nao ¢ possivel o uso de materiais isotropicos para comparar esta formulacao
com a formulacao isotrépica que utiliza a solugao fundamental de Kelvin, de acordo

com [20] e [34]. Para fazer esta comparagdo pode-se usar materiais quase-isotrépicos,

ou seja:
Ey=FE +e=E, (3.26)
sendo que:
e <107%E, (3.27)
e
Ey
Gio = 3.28
12 2(1 + V12) ( )

Note que tanto a solugao fundamental de deslocamentos quanto a de forcas de su-

perficie sao singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solucao
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fundamental de deslocamentos a singularidade é fraca (Inr). J& no caso da solugao fun-

damental de forgas de superficie tem-se uma singularidade forte (1/r).

3.5 Equacgoes Integrais Singulares

A Equacao integral foi escrita para um ponto fonte no interior do dominio.
Uma vez que o ponto fonte é interno, a equacao contém apenas integrandos regulares.
Considere agora o limite da transicao quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta
operacao pode ser implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o
dominio do problema por uma regiao semi-circular, com contorno I'? e raio €, centrado
no ponto fonte, conforme mostrado na Figura [3.I} Com esta configuragao, o contorno

completo é dividido em duas partes, na forma:

Figura 3.1: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao semi-

circular.

I=lim(C — T +T7%), (3.29)
e—0

onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I'
(Figura|3.1). A Equacao (3.18)) é, entao, reescrita como:

w +lim [ Tyudl =lim | Ugt;dl. (3.30)

e—0 | I e—0 |
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A integral do lado direito da Equacao (3.30)) contém um integrando de singularidade
fraca da ordem In(1/r) e é integravel como uma integral imprépria. A integral do lado
esquerdo tem uma singularidade forte, de ordem 1/7, que pode ser regularizada com o

primeiro termo da expansao de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja:

lim [ Ty ui(z) dU = lim | Ty [us(z) — wi(2)] dT +

e—0 [—Tc+D* e—0 r*

e—0 I
lim [ Tju;(z) dl. (3.31)
e—0 T,

Assumindo que os deslocamentos sao continuos no ponto fonte, o primeiro termo do lado
direito da Equacao (3.31)) é integravel e desaparece no processo de limite. O segundo
termo da equagao representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z")u;(z’), no
qual A;;(z’) é uma constante que depende da geometria local e das constantes elasticas.
Finalmente, o terceiro termo do lado direito da equacgao resulta numa integral impropria
que é calculada no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando ¢ — 0, o

ponto fonte tende ao contorno e, no limite, a Equacao (3.30]) pode ser escrita na forma:

r r

onde f representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(z’)

¢ dado por d;; + A;;(2z'), no qual J;; representa o delta de Kronecker.

3.6 Formulacao dos Elementos de Contorno Discretizada

Para se obter a solucao do problema elasto-estatico, o contorno ¢ dividido em elementos
de contorno. Nesta etapa do trabalho, serao utilizados apenas elementos constantes (1

noé por elemento).

Nesta formulacao serd mais conveniente trabalhar com vetores que usar notacao inicial.

Desta forma, tem-se:
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=t (3.33)

sendo que as varidveis em negrito representam vetores de dimensoes 2N, onde N é o
nimero de nés, u® e t@ representam os valores nodais dos deslocamentos e forcas de
superficies, respectivamente, u e t representam os deslocamentos e tensoes ao longo
do elemento, respectivamente. Neste trabalho, u e t serao considerados constantes ao

longo do elemento.

Considere que o contorno tenha sido dividido em N E elementos de contorno. Substi-

tuindo as Equagoes (3.33]) na Equagao (3.32), tem-se

NE NE
clul—i—Z{][T dI‘} w :Z{/ Udﬂ}tj. (3.34)
j=1 (/T j=1 (7T
Chamando
/ Uudr=aG (3.35)
Ly
e
][T dI' = H, (3.36)
Ly
tem-se

N N
> HYW =G, (3.37)
i=1 j=1

ou, na forma matricial

Hu = Gt. (3.38)
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4 Integracao analitica com elementos constantes

4.1 Introducao

Este capitulo descreve como os termos das matrizes de influéncia H e G sao calculados
analiticamente. A integragao analitica de formulagoes isotrépicas sao bem conhecidas
na literatura, estando disponivel inclusive em livros ([28]). Na grande maioria das in-
tegracoes analiticas em formulagoes anisotropicas, opta-se por uma transformacao de
coordenadas em que um sistema de coordenadas local é criado. Este sistema de coor-
denadas possuem eixos paralelos e perpendiculares ao elemento. Entretanto, nas for-
mulacoes anisotropicas, uma vez que as propriedades do material dependem da direcao,
este tipo de abordagem resulta em um custo computacional alto, pois as propriedades
do material precisam ser recalculadas para cada elemento. Neste trabalho se optou
por se fazer uma transformacao de coordenadas de varidveis reais para variaveis com-
plexas, o que nao demandou que as propriedades do material fosse recalculada para
cada elemento. Esta proposta é original, nao sendo encontrada abordagem similar na

literatura.

4.2 Cdalculo analitico da matriz G

Conforme mostrado no capitulo anterior, a matriz de influéncia G é dada pela equagao

(3.35)), onde U ¢é a matriz que contém as solugoes fundamentais de deslocamentos dados

pela equagao ([3.22)).

Sem perder a generalidade, serd detalhada a integracao analitica do termo G, e, em

seguida, expandida para os demais termos da matriz G.

O termo G1; é dado por:

GH:/ UHdF (41)
r;
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A solucao fundamental U;; pode ser reescrita como:

U11 = 2RG[Q11K11 lOg(Zl — Zi) -+ Q12K12 log(22 — Z;)]

ou
U1 = 2Re[q11 K11 log(z1 — 21)] + 2Re[q12 K12 log(z2 — 25)]
ou ainda
U11 = 2Re[a1 10g(21 - Zi)] + QRQ[OéQ 10g(22 — Z;)]
onde

ap = quin

ay = qakia

Desta forma, a equagao (4.1 pode ser reescrita como:

G — / Uyl = /
T r

2Refas log(z1 — 2)Jdr + | 2Relaslog(zz — )T

r;

K3

ou

G = 2Re[041/ log(z1 — 21)dI] + 2Re[a2/ log(2; — 2)dl]

T r;
ou ainda

G11 = 2Re[aq 1] + 2Re[an 5]
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onde
I = / log(z; — 21)dl’ (4.10)
T

I = / log(z — 2,)dT (4.11)
T

Para que se calcule as integrais dadas pelas equagoes (4.10) e (4.11) analiticamente
sem a necessidade de recalcular as propriedades do material, a seguinte transformacao
de coordenadas é usada (vide figura [4.1]).

= [
r

Da figura [4.1] tem-se que:

22k
In(z — 2,)dT" = / (2 — ), (4.12)

i ?1k

dz

dl’ = \/dx? + dy?.

Y A Im[z] &
(72,92)

AN SNV
gy A

O

dx

(z1,1) z1

\

sy

Relz]

Figura 4.1: Transformacao de coordenadas.

Para o célculo do jacobiano %, o comprimento L; do elemento ¢ serd calculado no

sistema de referéncia real (z,y) e no sistema de referéncia complexo (Re|[z],Im][z]).
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Considerando que o elemento é retilineo, tem-se:

[ 0= L= V= G (113)

onde L; é o comprimento do elemento i.

Se o calculo deste comprimento for feito no espago complexo, tem-se:

2k dI
I'= — 4.14
/ I / dede ( )

21k

Considerando que %kdzk ¢é constante ao longo do elemento retilineo 7, tem-se:

2k dr dar dr
dl' = —d d - 4.15
Jor= [ = [ = ) (4.15)

Igualando-se - tem-se:

d  L;  Li(zr — 21)

= = 4.16
dzg (sz — 21k) (|Z2k - 21k|)2 ( )
Desta forma, a integral (4.12)) é dada por:
/ !/ / / dF

I = —{[In(z2r — 2;) — 1] (zax — 21,) — [In(z1x — 21,) — 1] (218 — 23,) T (4.17)

Os demais termos da matriz G elementar sao dados por:
G12 = 2Re[a3]1] + 2Re[a4]2] (418)
G21 = 2Re[a511] + 2Re[a612] (419)
G22 = 2Re[047[1] -+ QRG[Oégfg] (420)

onde:

29



as = qukun (
ar = ki (
as = quia (4.23
as = Q2K (
ar = qukn (
(

ag = (oalp

4.3 Calculo analitico da matriz H

A matriz de influéncia H é dada pela equagao (3.36)), onde T é a matriz que contém

as solugoes fundamentais de forgas de superficie dados pela equagao (3.23]).

Sem perder a generalidade, serda detalhada a integracao analitica do termo Hp; e, em

seguida, expandida para os demais termos da matriz H.

O termo Hi; é dado por:

Hyy = / Ty dl (4.27)
F.

k3

A solucao fundamental 77; pode ser reescrita como:

1 1
T, = 2Re mgll(#lnl —ny) Koy + mgzg(mm —ny) Ko |, (4.28)

ou

Tll = 2Re mgn(ulnl — TLQ)K11:| + 2Re |: glg(,ugnl — ng)Klg s (429)
17~

1
(22 — 25)
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ou ainda

1
T, = 2Re ——(1ny — n2)| + 2Re —(omy — 1 4.30
11 51 (21 — Zi) (,ul 1 2)] [52 (22 — zé) (M2 1 2) ( )
onde
b = gukn (4.31)
P2 = graKiz (4.32)

Desta forma, a equacao (4.27) pode ser reescrita como:

Hy = /r Thdl' = /r 2Re [51(21_;’2,)(,“1”1 - nz)} dr—i_/r- 2Re {@FIZ/)(MM - m)] dl’

1 i 2

(4.33)
ou
1 1
Hi; = 2Re {,81/ p dF} + 2Re [52/ ————~(pan1 — ng)dl’
r, (21— 21)(pang — nog) r, (22 — 23)
(4.34)
ou ainda
Hll = 2Re [ﬁljl] + 2Re [52J2] (435)
onde
J —/ U (ny — ng)dr (4.36)
1= . (21 _ Zi) H1T — N2 .
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1
JQ = / —(ugnl — TLQ)dF
r, (

(29 — 25)

K3

(4.37)

Da mesma forma que para as integrais Iy, é feita a transformacao dada pela figura [4.1]

Desta forma, a integral J, é escrita como:

ar

22k 1
J. = — — —d
k /Zlk (Zk — Z}Q;) (,Ukn1 nz)de Zk

Que, integrada analiticamente, é igual a:

ar
i = (log 2 = 24) — log(z1i — 4) -

Os demais termos da matriz H elementar sao dados por:

H12 = QRG[ﬁgjl] + 2R/e|:/64<]2:|
H21 = 2Re[ﬁ5=]1] + 2Re[ﬁgJ2]
ng = 2Re[67J1] + QRG[B&]Q]

onde:

B3 = gakn
Bi = ga2Ki2
Bs = gukn
Be = GraKan
fr = gakan
Bs = g2k
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Desta forma, todos os termos das matrizes de influéncia G e H foram calculados
analiticamente sem que fosse necessaria reescrever as constantes de materiais K;;, ¢;;
e g;; para cada elemento. Como sera mostrado no capitulo , uma das vantagens de se
usar integracao analitica é que problemas de singularidades nao precisam ser tratados.
A integracao analitica das matrizes de influéencia G e H desenvolvida no capitulo
é possivel uma vez que o elemento seja retilineo. A extensao desta formulacao para
elementos lineares é direta e nao deve apresentar dificuldades. Entretanto, caso o
elemento seja de alta ordem (elemento quadrédtico ou ordem superior), como existe
a possibilidade do elemento apresentar geometria curva, a extensao desta formulagao
deve ser melhor investigada pois a integral pode nao apresentar solugao analitica.
Neste caso, embora a convergéncia da formulacao seja mais rapida devido a ordem
maior do elemento, o custo computacional pode ser maior, mesmo que o tamanho
do problema (nimero de nés) seja menor. No capitulo [5| também serd investigada a

convergencia da formulacao de elementos constantes e de elementos quadraticos.
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5 Resultados Numéricos

5.1 Introdugao

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com a formulagao desenvolvida ao longo
deste trabalho. O primeiro exemplo numérico tem como objetivo comparar a integracao
analitica com a integracao numérica. Os demais exemplos tem como objetivo comparar
as solugoes do método dos elementos de contorno para problemas de elasticidade plana

anisotrépica usando elementos quadraticos e elementos constantes.

5.2 Comparacao da integragao analitica com a integragcao numeérica

Para testar a integracao analitica desenvolvida neste trabalho, considere um elemento

com as seguintes coordenadas (Figura [5.1):

Inicio do elemento:

(21, 51) = (13;10,5) (5.1)

Fim do elemento:
(x27y2) - (1472a979) (52)

Considere que a constante de material u = -0.1623 + 0.8860:. As integrais I; e I foram
calculadas analiticamente e numericamente usando diferentes niimeros de pontos de
integracao, variando de 2 a 18 pontos. Estas integrais foram calculadas para diferentes
posicoes de pontos fontes, conforme mostrado na Figura[5.1], todos eles muito préximos
ao elemento. A razao entre a distancia d do ponto fonte ao elemento e o comprimento
do elemento L variou de 0,01 a 0,15. As Figuras e mostram os valores obtidos
para as partes real e imaginaria da integral I;. Conforme pode ser notado em ambas
Figuras, a solucao numérica tende a se aproximar da solucao analitica conforme o

numero de pontos de integracao aumenta.
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10.6} —B— Elemento i
O No fisico
10. x  Pontos fontes

10.4}
10.3}

> 10.2
10.1}
10

9.9

9.8

13 13.2 13.4 13.6 13.8 14 14.2
X

Figura 5.1: Pontos Fontes

As Figuras e mostram os valores obtidos para as partes real e imaginéria da
integral I,. Da mesma forma que para a integral I; , a solucao numérica também
tende a se aproximar da solucao analitica conforme o niimero de pontos de integracao
aumenta. Convém notar que no caso da integral I, a solugdo numérica se mantém

distante da solucao analitica mesmo com um nimero elevado de pontos de integragao.

Este exemplo mostra que a integral analitica resolve com sucesso o problema da quase-
singularidade que é quando um ponto fonte se encontra muito perto do elemento que
estd sendo integrado. Embora existam técnicas numéricas para o tratamento de inte-
grais quase-singulares, estas técnicas sempre terao um custo elevado quando comparado

com a solucao analitica.

O cddigo usado para gerar as Figuras desta segao encontram-se no Apéndice [A]
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Figura 5.3: Parte imaginaria da integral I;.
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5.3 Comparagao entre elementos quadraticos e elementos constantes

Com o intuito de comparar a velocidade de convergencia dos resultados da formulagao
de elementos constantes com elementos de maior ordem, no caso elementos quadraticos,
considere uma viga cantilever conforme mostrado na figura [5.60 O material é um
laminado de 4 camadas com sequéncia de empilhamento [15°, —25°, —25° 15°]. Todas
as camadas tem a mesma espessura. As propriedades de cada lamina do laminado
sao E; = 220 GPa Ey; = 440 GPa, G152 = 76,92 GPa e v;5 = 0.4286. A viga esta
submetida a uma carga vertical na aresta vertical esquerda. Esta carga é uniformemente

distribuida ¢ = 1 MPa. As dimensoes da viga sdao: comprimento L = 4 m e largura

Figura 5.6: Viga cantilever.

Este problema é bem conhecido da literatura por ser de dificil convergéncia com ele-
mentos constantes, conforme mostrado no trabalho de [29] para materiais isotrépicos.
O problema foi analisado usando uma formulacao de elementos quadraticos e também
a de elementos constantes desenvolvida neste trabalho. Foi analisado o deslocamento
maximo na dire¢do y e uma convergéncia de 3 algarismos. A formulagao quadratica
convergiu com uma malha de 210 elementos (420 nés) de igual tamanho, sendo 21
elementos nas arestas verticais e 84 elementos nas arestas horizontais. O valor da con-
vergeéncia € uy = 0,588 mm. A tabela mostra os resultados obtidos com elementos
constantes usando diferentes malhas juntamente com a diferenga percentual D entre
os resultados obtidos com elementos constantes us e o valor convergido obtido com

elementos quadraticos sy, ou seja:

p=B=u) 0y (5.3)

U
A figura .8 mostra a variacao da diferenca percentual D com o nimero de nés.
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Figura 5.7: Modelo geométrico, malha (210 elementos) e condig¢oes de contorno usado

na analise da viga cantilever.
E possivel notar claramente uma convergéncia da formulagao com elementos quadraticos

e contantes. Porém, a formulacao de elementos constantes a convergéncia se dé de ma-

neira mais lenta.

A figura [5.9 mostra a viga deformada.
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Tabela 5.1: Resultados obtidos usando as formulacoes de elementos constantes, onde
N = ntimero de nés = numero de elementos, D = Diferenca em relacao ao valor

convergido usando elementos quadraticos (ug = 0,588 mm).

N | uy x 107! (mm) | D (%)
210 2,00 15,0
630 5.42 7.82
1260 5,61 4,59
2520 5,74 2,38
5040 5.82 1,02
2':' T T T T T
18 .
16 F .
14 .
121 .
& 10t .
-
B - -
E - -
4L ]
2 - -
|:| 1 | 1 | |
| 1000 2000 3000 4000 S000 kOO0

Mimero de nds

Figura 5.8: Variacao da diferenga percentual D com o niimero de nés.
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Tatal displacement

Figura 5.9: Deslocamentos totais na viga cantilever.
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6 Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Conclusoes

Este capitulo apresentou uma formulacao numérica do método dos elementos de con-
torno direto aplicada a elasticidade plana de materiais anisotropicos. Deslocamentos
e forcas de superficie foram consideradas constantes ao longo de cada elemento de
contorno (elementos de contorno constantes). A partir da equagao de equilibrio e da
relacao constitutiva do material, foi usado o método dos residuos ponderados para
transformar as equacoes diferenciais em equacoes integrais. HEstas equacgoes integrais
foram transformadas em equagoes integrais de contorno através do teorema de Gauss-
Green e usando as solugoes fundamentais como fungoes peso no método dos residuos
ponderados. A solugoes fundamentais foram obtidas usando variaveis complexas e pos-
sui uma equacao analitica. A contribuigao do trabalho para o estado da arte do método
dos elementos de contorno foi que, ao invés de integrar numericamente as integrais das
matrizes de influéncia H e G conforme é usualmente feito no método dos elementos de
contorno, integrou-se analiticamente. Com isso, problemas de singularidades fortes e
fracas, bem como quase-singularidades, problemas comum no método dos elementos de
contorno, nao precisam ser tratados. Para fazer esta integracao analitica, foi proposta
uma forma original na qual se fez uma transformacao de coordenadas do sistema de
referéncia global (z,y) para um sistema de referéncia complexo (Re[z],Im[z]). A prin-
cipal vantagem desta transformacao é que, em se tratando de material anisotrépico,

nao é necessario recalcular as constantes de materiais que variam com a direcao.

Os resultados da integracao analitica foram comparados com a integracao numérica
fazendo o ponto fonte tender ao elemento (forgando uma quase-singularidade). Pode-
se notar que, para pontos fontes muito préximo ao contorno é necessario um nimero
muito alto de pontos de integracao para se obter uma concordancia com os resultados da
integracao analitica. Também foi analisada a convergéncia da formulagao de elementos
constantes comparada com a convergéncia de elementos quadraticos em um problema
critico. Pode-se notar que a convergencia de elementos constantes é mais lenta que a dos
elementos quadraticos. Porém, uma vez que nao hé integragao numérica na formulagao

de elementos de contorno constantes, o custo computacional pode ser menor para uma
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mesma precisao.

6.2 Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros relacionados a este trabalho, sugere-se os seguintes temas:

1. Estender a formulacao de integracao analitica das matrizes de influéncia para
elementos de contorno lineares. Uma vez que os elementos sao retilineos, esta

etapa nao ird apresentar maiores dificuldades.

2. Estudar a possibilidade de extensao das integrais analiticas para elementos qua-
dréticos considerando que os mesmos podem ser curvos. Uma alternativa é ex-
pandir o jacobino em séries de Taylor, que traz uma boa precisao para elementos
até uma certa curvatura. Ao mesmo tempo, a curvatura pode variar se mais

termos da série de Taylor forem usados.

3. Usar a formulacao desenvolvida nas formulagoes rapidas do MEC tais como ex-

pansao em multipdlos rapidos e aproximacao cruzada adaptativa.
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A C(Cdbdigo usado para gerar as figuras

clear

close all

clc

xcl=14.2000;
ycl=9.9000;

xc2=13;

yc2=10.5000;

mi= -0.1623 + 0.88601;
d_x = xc2-xcl;

d.y = yc2-ycl;

x_med = (xcl+xc2)/2;

(ycl+yc2)/2;

y-med

L = sqgrt((d-x) "2+ (d.y) "2);

nx=d_y/L;
ny=-d_x/L;
Jac = L/2;

zl=(xcl+mix*ycl) ;
z2=(xc2+mixyc2) ;
dSdz=L*conj(z2-z1) /abs (z2-z1) "2;
dzdgsi=(z2-z1)/2;

step=4;

%% Integracao

for ind=1:20

t=ind*.01;
x_f (ind) = x_med+nx=*t;
y_-f (ind) = y_med+ny=*t;

zo=x_f (ind) +mi*y_f (ind) ;

dist=sqgrt ((x_-f (ind) -x_med) "2+ (y_-f (ind) -y_-med) "2);
alfa=dist/L;

I_num(ind+1,1)=alfa;

20



indcoluna=1;
for n_gauss=2:step:20
indcoluna=indcoluna+l;
if (ind==1)
I_num(l, indcoluna)=n_gauss;
end
I_el=0;
J_el=0;
[gauss_points,gauss_.weights]=Gauss_Legendre (-1,1,n_gauss);
for pg = 1 : n_gauss
x_field = x_med + gauss_points (pg)*d_x/2;
y_field = y_.med + gauss_points (pg)+d_y/2;
z=x_field+mixy_field;
dz = —(x_-field - x_f(ind))-mix(y_-field - y_f(ind));
I el = I el + log(dz)+*gauss_.weights (pg)*Jac;
Jel = J.el + (-1/(dz))+gauss_weights (pg) +xJac;
end;
I_num (ind+1, indcoluna)=I_el;
J_num (ind+1, indcoluna)=J_el;
end
dzl=(zo-zl);
dz2=(zo0-22);
I=-((log(dz2)-1)*dz2-(log(dzl)— 1)xdzl)xdSdz;
J=(log(dz2)-log(dzl)) ~dSdz;
I_num (ind+1, indcoluna+1)=I;
J_num (ind+1, indcoluna+1l)=J;
end
figure
plot ([xcl xc2], [ycl yc2], 'rs-',xmed,y-med, 'bo',x_f,y_f, "kx")
legend ('Elemento', 'N6 fisico', 'Pontos fontes')

axis equal

[nlinhas,ncolunas]=size (I_num);

vetx=real (I_num(2:end, 1)) ;

step2=1;

indlinha=0;

for k=2:step2:ncolunas
indlinha=indlinha+1;
leg(indlinha,1l)=I_num(l,k);
vety (indlinha,l:nlinhas-1)=real (I_.num(2:end, k));

end

figure

plot (vetx,vety(l,:), 'ro',vetx,vety(2,:), 'bd'",
vetx,vety (3,:),'gs',vetx,vety(4,:),"cx"', ...

vetx,vety(5,:), 'm+',vetx,vety(6,:), 'k=-")

o1



legend ([ 'NPG = ',num2str(leg(l))],
['NPG = ',num2str(leg(2))1],
['NPG = '",num2str(leg(3))1],
['NPG = ',num2str(leg(4))],
['NPG = ',num2str(leg(5))],

'Integracdo analitica');
xlabel (' {\it d/L}")
ylabel ('Re[I_1]")

indlinha=0;

for k=2:step2:ncolunas
indlinha=indlinha+1;
vety (indlinha,l:nlinhas-1)=imag(I_num(2:end, k));

end

figure

plot (vetx,vety(l,:), 'ro',vetx,vety(2,:), "'bd"',
vetx,vety (3,:),'gs',vetx,vety(4,:),"'cx", ...
vetx,vety (5,:), 'mt+',vetx,vety(6,:), 'k-")

legend ([ 'NPG = ',num2str(leg(l))1],
['"NPG = ', num2str(leg(2))1],
['"NPG = ', num2str(leg(3))],
['NPG = ',num2str(leg(4))1],
['NPG = ',num2str(leg(5))],

'Integracdo analitica');
xlabel ("{\it d/L}")
ylabel ("Im[I_1]")

step2=1;

indlinha=0;

for k=2:step2:ncolunas
indlinha=indlinha+1;
leg(indlinha, 1l)=J_.num(1l,k);
vety (indlinha,l:nlinhas-1)=real (J_.num(2:end, k));

end

figure

plot (vetx,vety(l,:), 'ro',vetx,vety(2,:), "bd',
vetx,vety(3,:), 'gs',vetx,vety(4,:),"'cx', ...
vetx,vety (5,:), 'm+',vetx,vety(6,:), 'k-")

legend (['NPG = ', num2str(leg(l))1],
['NPG = ',num2str(leg(2))],
['NPG = ',num2str(leg(3))],
['"NPG = ',num2str(leg(4))],
['NPG = '",num2str(leg(5))1],

'Integracdo analitica');
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xlabel ("{\it d/L}")
ylabel ('"Re[J_1]1")

indlinha=0;
for k=2:step2:ncolunas
indlinha=indlinha+1;
vety (indlinha,l:nlinhas-1)=imag(J_-num(2:end, k));
end
figure
plot (vetx,vety(l,:), 'ro',vetx,vety(2,:), 'bd",
vetx,vety(3,:), 'gs',vetx,vety(4,:), " 'cx', ...

vetx,vety(5,:), 'm+',vetx,vety(6,:), 'k=-")

legend (['NPG = ', num2str(leg(l))],
['NPG = '",num2str(leg(2))1],
['NPG = ',num2str(leg(3))],
['NPG = ',num2str(leg(4))],
['NPG = ', num2str(leg(5))],

'Integracdo analitica');
xlabel ('{\it d/L}")
ylabel ('Im[J_1]")
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