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Formalização da Automação da Terminação Através de Grafos
com Matrizes de Medida

RESUMO

Uma nova estrutura baseada em digrafos e denominada Grafos com Matrizes de Medida
(MWGs) é apresentada. Esta estrutura se baseia na estrutura conhecida como Grafos de
Contextos de Chamado (CCGs) e é aplicada na verificação de terminação de programas
funcionais de primeira-ordem especificados no estilo da linguagem de especificação do as-
sistente de prova PVS. Similarmente a CCGs, os vértices em um MWG correspondem aos
chamados recursivos da função modelada. Caminhos em um MWG, assim como em um
CCG, representam o fluxo de execução dos chamados recursivos do programa em questão.
De acordo com o prinćıpio de mudança de tamanho, MWGs são aplicados na verificação
de terminação através da especificação de critérios para garantir que todos os circuitos
no MWG, que corresponderiam a posśıveis execuções infinitas de chamados recursivos,
não podem ser repetidos infinitamente. Em CCGs, isto é realizado através da construção
de combinação de medidas, sobre o domı́nio de uma relação bem-fundada, definidas nos
parâmetros da função recursiva que está sendo modelada. Assim, a fim de verificar ter-
minação da função, deve-se verificar que a combinação de medidas decresce estritamente
em todos os posśıveis circuitos. Ao invés de procurar uma combinação de medidas para
cada circuito, em MWGs as arestas são rotuladas com matrizes quadradas cujas entradas
expressam relações entre diferentes medidas aplicadas aos parâmetros formais e atuais.
Desta forma, o comportamento das medidas após executar uma sequência de chamados
recursivos associada a um caminho no MWG é expresso através da multiplicação especiali-
zada das matrizes que rotulam as arestas do caminho. O critério de terminação em MWG
corresponde a uma simples noção de positividade da matrix associada a um determinado
circuito. As matrizes de medida modelam o resultado das combinações de medidas da
tecnologia CCG de uma forma muito elegante possibilitando a formulação de critérios
simples de terminação em MWGs. Tais critérios baseiam-se na positividade dos ciclos
(circuitos simples) do MWG, levando a positividade de qualquer circuito. Dois critérios
de terminação para MWGs são formalizados. A correspondência entre terminação em
CCGs e MWGs é formalizada. A especificação de uma simples linguagem funcional de
primeira-ordem com sua respectiva semântica para terminação é apresentada, e são discu-
tidos os elementos necessários para a formalização da correspondência entre a semântica
de terminação para esta linguagem e terminação em MWGs.

Palavras-chave: Terminação; Digrafos com Peso; Linguagem Funcional de Primeira-
Ordem; Grafos de Contextos de Chamado; Grafos com Matrizes de Medida.
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Formalization of Automation of Termination Through Matrix-
Weigthed Graphs

ABSTRACT

A new digraph structure called Matrix-Weigthed Graphs (MWGs) is presented. This
structure is based on Calling Context Graphs (CCGs) and is applied to verify termina-
tion of first-order functional programs written in the style of the specification language
of the PVS proof assistant restricted to its first-order fragment. Similarly to CCGs, a
MWG has nodes that correspond to the recursive calls of the modeled program. Paths
in a MWG, as well as in a GCC, model the execution flow of recursive calls in the as-
sociated program. According to the size-change termination principle, MWGs are used
to verify termination of the specification through criteria that guarantee that all circuits
in the MWG, would correspond to possible infinite executions of recursive calls, can not
be repeated infinitely. In CCG, this is done by building well-founded measures for the
parameters of the recursive functions that should be proved to strictly decreasing in all
possible circuits. Instead searching a combination of measures for any circuit that gua-
rantees the impossibility of infinite recursive calls as done in CCGs, MWGs edges are
labelled with square matrices whose components express relations between different mea-
sures applied to the formal and actuals parameters. In this way, the behavior of measures
after executing the recursive calls associated to a path in the MWG is expressed by an
specialized multiplication of the matrices labeling the edges in the path. The termination
criterion in the MWG corresponds to a simple notion of positivity of the matrix associated
to a given circuit. The measure matrices model the results of combination of measures of
the CCG’s technology in a very elegant manner making possible the formulation of sim-
ple termination criteria in MWGs. Such criteria is based on the positivity of the cycles
(simple circuits) of the MWG, leading to positivity of any circuit. Two termination crite-
ria for MWG are formalized.The correspondence between the termination in CCGs and
MWGs is formalized. The specification of a simple first-order language with its semantics
for termination is presented and the necessary elements to formalize the correspondence
between the semantics of termination of this language and termination in MWGs.

Keywords: Termination; Weighted-digraphs; First-Order Functional Language; Calling
Context Graphs; Matrix-Weigthed Graphs.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho, é abordado o problema de terminação para programas funcionais de

primeira-ordem. Análise de terminação é um tópico fundamental em ciência da com-

putação, uma vez que correção total de um algoritmo depende de terminação. Mas o

problema de terminação é indecid́ıvel e portanto a análise de terminação não pode funci-

onar corretamente em todos os casos.

O objetivo durante uma análise de terminação desenvolvida por um algoritmo (ou uma

pessoa) consiste em verificar se a avaliação de um dado programa termina definitivamente,

sempre que for posśıvel. Desta forma, se o sucesso não é alcançado durante a análise,

a resposta pode ser “talvez” ou “não sei” ou continua-se trabalhando infinitamente sem

nunca dar uma resposta. Devido à importância do problema, novas técnicas para verificar

terminação têm surgido. Essas técnicas têm se tornado muito úteis na prática, pois

respondem “talvez” ou “não sei” em uma quantidade cada vez menor de casos, e são

aplicadas na verificação de terminação (ou de não terminação) de problemas complexos,

por exemplo na indústria em drivers para sistemas operacionais, em sistemas de reescrita

de termos de primeira ordem e de ordem superior, em programas imperativos, etc. Novas

técnicas para verificação automática de terminação têm sido disseminadas anualmente na

Competição Anual de Terminação1.

Um método simples, que tem sido aplicado por muito tempo para construir provas de

terminação, envolve associar uma medida a cada passo de um algoritmo. Esta medida é

também conhecida na literatura como ranking function e é definida sobre o domı́nio de

uma relação bem fundada. Se a medida decresce de acordo com uma relação bem fundada

ao longo de cada posśıvel passo do algoritmo, então o algoritmo deve terminar, pois não

podem existir sequências infinitas decrescentes com respeito a uma relação bem fundada.

1http://termination-portal.org/wiki/Termination Competition
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Estão presentes na literatura sobre terminação vários surveys discutindo técnicas para

verificação de terminação. Por exemplo, em [DSD94] os autores abordam e comparam

algumas técnicas para análise de terminação de programas lógicos; em [Der85] e [Der87],

métodos para verificar terminação de sistemas de reescrita de termos são descritos; em

[CPR11] o autor faz um apanhado dos avanços recentes em verificação de terminação.

Por ser um dos problemas mais antigos em ciência da computação, a análise de ter-

minação tem recebido muita atenção da comunidade cient́ıfica. Assim, muito trabalho no

sentido de obter técnicas para verificação de terminação de programas tem sido desenvol-

vido, em especial para sistemas de reescrita de termos e programas lógicos. Por exemplo

em [AG00] a abordagem desenvolvida para verificação de terminação é similar a que será

descrita neste trabalho. Os autores apresentam um técnica para verificação de terminação

de sistemas de reescrita de termos (TRS) baseada em digrafos com uma quase-ordem bem

fundada. É definida a noção de dependency-pairs, que são pares de termos conectados por

uma regra de redução do TRS. Em seguida é definida uma R-chain, que são sequências

de dependency-pairs conectados, via regra de redução para uma dada substituição. Desta

forma um resultado onde diz que “Um TRS é terminante se, e somente se, não existem

R-chains infinitas” é estabelecido. Então os autores automatizam a técnica e desenvol-

vem um refinamento através de dependency graphs, que são digrafos cujos vértices são

dependency-pairs e as arestas são R-chains. E assim, terminação através de dependency

graphs é estabelecida da seguinte maneira: “Um TRS é terminante se, e somente se,

existe uma quase-ordem > bem fundada e fechada para substituições tal que: i) l > r para

toda regra l→ r do TRS; ii) s > t para todo dependency-pair 〈s, t〉 em um ciclo do depen-

dency graph; e iii) s > t para ao menos um dependency-pair em cada ciclo do dependency

graph”. Em [GTSKF06], a técnica descrita em [AG00] é implementada, gerando um am-

biente automatizado para verificação de terminação de programas, denominado AProVE,

que inicialmente era aplicado para verificação automática de terminação e provas de com-

plexidade de sistemas de reescrita de termos, porém atualmente este sistemas suporta

outros formalismos, como por exemplo programas imperativos, programas funcionais e

programas lógicos.

A ferramenta acima mencionada, AProVE, dentre outras, por exemplo KITTeL [FKS11,

KSZM09] TTT2, ambas para sistemas de reescrita de termos, têm se destacado e fre-

quentemente estão presentes na competição de terminação, trazendo inovações e aper-

feiçoamentos das técnicas implementadas que promovem maior poder de verificação para

as ferramentas propostas, e onde novas ferramentas para verificação automática de ter-

minação são apresentadas. A competição anual de terminação engloba três categorias
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principais: i) Terminação de sistemas de reescrita de termos incluindo sistemas de rees-

crita de primeira ordem e de ordem superior; ii) Análise de complexidade de sistemas de

reescrita; iii) Terminação de linguagens de programação.

A abordagem deste trabalho é baseada em uma técnica para verificação de terminação

de programas funcionais denominada o prinćıpio de mudança de tamanho (SCP), intro-

duzida em [LJBA01]. Neste prinćıpio é desenvolvida uma análise sobre grafos de mudança

de tamanho, que representam as sequências de passos da execução de um programa. Uma

estrutura de dados desenvolvida para implementar o SCP são grafos de mudança de ta-

manho (CCG), introduzida em [MV06], e aplicada para incorporar o SCP ao assistente

de prova ACL2. Um CCG associado a uma função recursiva é um digrafo, onde cada

vértice representa um chamado recursivo na definição da função, denominado contexto

de chamado, e cada aresta é uma sequência bem formada de dois chamados. A noção de

sequência de chamados bem formada é equivalente à possibilidade de que esta sequência

ocorra durante uma computação da função recursiva, ou seja, existe uma designação de

valores para os parâmetros formais da função, a partir da qual cada passo de computação

corresponde a um elemento da sequência de chamados. Então uma famı́lia de medidas, de-

finidas no conjunto de parâmetros formais sobre o domı́nio de uma relação bem fundada,

é associada ao CCG. Terminação da função é condicionada à existência de uma com-

binação de medidas para cada circuito no digrafo, que leve a uma sequência decrescente

relativamente à relação bem fundada.

Parte do desenvolvimento deste trabalho consistiu em especificar e formalizar no as-

sistente de prova PVS [ORS92] as contribuições que serão descritas. Isto implica no

desenvolvimento de bibliotecas em PVS. Assim, ao longo do texto sempre que se mencio-

nar uma biblioteca em PVS será usada a palavra enfatizada “teoria” ou “sub-teoria”. E

o nome de uma teoria será escrito em destaque, como na expressão nome-da-teoria.

As principais contribuições desta tese são descritas a seguir, e também ilustradas na

Figura 1.1, onde uma das propostas de trabalhos futuros também é destacada.

1. Desenvolvimento de uma nova estrutura de dados baseada em digrafos com pesos,

denominada Grafos com Matrizes de Medida (MWG), para análise de terminação

baseada no SCP.

MWG’s são digrafos com pesos que abstraem o comportamento de funções recursi-

vas, e onde:

• Os vértices representam chamados recursivos na definição da função e carre-

gam informações sobre este chamado, como os parâmetros formais da função,
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mwg

digraphs

ccg pvs0

Especificação e formalização de
definições e resultados sobre
digrafos e digrafos com pesos

Especificação e formalização de
propriedades da nova estrutura:

Grafos com Matrizes de Medida (MWG)

Especificação e formalização de
critérios de terminação em MWG

Especificação da noção
de terminação para MWG's

Especificação da estrutura:
Calling Context Graphs (CCG)

Especificação da noção
de terminação para CCG's

Construção de um MWG
a partir de um CCG

Prova de equivalência
entre a noção de

terminação para MWG's e
de terminação para CCG's

Especificação da sintaxe de uma
linguagem funcional de primeira

ordem denominada PVS0

Construção de um CCG
para um termo de PVS0

Trabalho futuro: Formalizar que
terminação em CCG's implica

em terminação para PVS0

Especificação da semântica
operacional da terminação

para PVS0

Figura 1.1: Teorias envolvidas na formalização descrita neste trabalho.

as condições (que são expressões booleanas que dependem dos parâmetros for-

mais) necessárias para que o chamado ocorra, e os parâmetros atuais do cha-

mado (que também são expressões que dependem dos parâmetros formais).

• As arestas representam a possibilidade de executar um chamado após o outro,

dado que as condições de chamado são satisfeitas pelos seus parâmetros formais

e que os parâmetros atuais deste chamado satisfazem as condições do chamado

subsequente.

• Os rótulos das arestas são matrizes quadradas. Tais matrizes organizam os

resultados de comparações de medidas, sobre o domı́nio de uma relação bem

fundada, aplicadas aos parâmetros em cada chamado recursivo.

2. Especificação de CCG’s com sua definição de terminação e formalização da equi-

valência entre terminação em CCG’s e terminação em MWG’s. Com este objetivo,

especificou-se e formalizou-se definições e propriedades sobre digrafos e digrafos com

pesos.

A noção de terminação para MWG’s equivale à noção de positividade das matrizes

rotulando os vértices do digrafo. Além disso, neste trabalho é desenvolvida uma

especificação de CCG’s como digrafos com uma famı́lia de medidas associada, onde

os vértices são contextos de chamados e as arestas uma sequência bem formada de

dois contextos. A definição de terminação para CCG’s é especificada e corresponde

à existência de uma combinação de medidas, para cada circuito do CCG, que leve a

uma sequência decrescente no domı́nio da relação bem fundada sobre o qual as me-

didas estão definidas. A equivalência entre a definição de terminação para MWG’s
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e terminação para CCG’s é formalizada. Para se ter a base necessária ao desen-

volvimento de MWG’s e CCG’s foram realizadas contribuições para a teoria sobre

digrafos, existente em PVS.

3. Formalização de dois critérios de terminação para MWG’s.

Os critérios consistem em verificar que sob certas condições (baseadas na positivi-

dade das matrizes rotulando os ciclos do MWG) todos os circuitos do MWG tem

uma matriz de medida positiva. As condições propostas são definidas sobre os ciclos

e arestas do digrafo.

Assim, este trabalho está organizado da seguinte maneira: no Caṕıtulo 2 o problema

de terminação é abordado e apresenta-se uma prova da indecidibilidade do problema; no

Caṕıtulo 3, na Seção 3.1 é estabelecida a notação necessária ao restante do trabalho, as-

sim como definições acerca de digrafos e digrafos com peso, na Seção 3.2 é apresentada a

tecnologia CCG e, na Seção 3.3 é apresentado o assistente de prova PVS utilizado na for-

malização destacando alguns pontos de sua linguagem de especificação e poder dedutivo;

nos caṕıtulos 4 e 5, as contribuições deste trabalho são apresentadas; no Caṕıtulo 4 a es-

pecificação da nova estrutura proposta, MWG’s, é apresentada assim como a formalização

dos critérios de terminação para MWG’s; no Caṕıtulo 5 é apresentada a especificação de

CCG’s e de terminação para CCG’s, para então, ao final do caṕıtulo, ser apresentada

a formalização de equivalência entre terminação para CCG’s e MWG’s; no Caṕıtulo 6,

é apresentada a semântica de terminação para uma linguagem de primeira ordem, cuja

sintaxe é brevemente apresentada na Seção 5.1, do caṕıtulo anterior, e também são apre-

sentadas a especificação de funções aplicadas para construir um CCG para termos desta

linguagem e uma posśıvel formalização de que terminação em CCG implica em semântica

da terminação para esta linguagem é proposta.
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Caṕıtulo 2

O Problema de Terminação

Neste caṕıtulo o problema de terminação é abordado. Uma prova de indecidiblidade do

mesmo é apresentada na Seção 2.1 e uma breve exposição sobre a importância do problema

é descrita na Seção 2.2.

2.1 Indecidibilidade do Problema de Terminação

O Problema de Terminação para programas, também conhecido como Problema da Pa-

rada, é um problema de decisão que pode ser definido da seguinte maneira:

Usando uma quantidade finita de tempo, decidir se um dado programa

termina uma execução sobre uma entrada finita ou nunca termina.

A importância do Problema da Parada vem do fato de que este foi um dos primei-

ros problemas a ser provado indecid́ıvel. Em 1936, Alonzo Church apresenta uma prova

[Chu36] de que não existe uma função computável que, dadas duas expressões em cálculo

λ, decide se tais expressões são equivalentes ou não. No mesmo ano e de maneira indepen-

dente, Alan Turing apresenta um trabalho [Tur36] onde ele define Máquinas de Turing,

formula o Problema da Parada e mostra que este não tem solução.

Nesta seção apresenta-se uma prova da indecidibilidade do Problema da Parada ba-

seada em máquinas de registro que também pode ser vista em [EFT94]. Assim como

Turing em seu trabalho, primeiramente introduz-se o conceito de procedimento. Para

tanto, começa-se com uma definição formal de programa.

No que segue o alfabeto A = {a0, . . . , ar} é fixado. O conjunto de todas as palavras

sobre A é denotado por A∗ e � representa a palavra vazia. Programas são executados por

computadores com um número arbitrário de unidades de memória, denominadas registros.
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As unidades de memória são denotadas por R0, . . . , Rm e contêm uma palavra de A∗. Tais

computadores são conhecidos como máquinas de registros.

Um programa sobre A consiste de instruções rotuladas por um número natural n que

é único para cada instrução e serve como uma referência para que o programa possa

executar uma determinada instrução a qualquer momento da execução em que o rótulo

seja chamado. Tais instruções podem ser como segue:

(1) Instrução de adição.

Para n, i, j ∈ N com j 6 r: n LET Ri = Ri + aj

Significado: “adicionar a letra aj ao final da palavra no registro Ri”.

(2) Instrução de subtração.

Para n, i, j ∈ N com j 6 r: n LET Ri = Ri − aj
Significado: “Se a palavra no registro Ri termina com a letra aj, apague aj. Caso

contrário não faça nada”.

(3) Instrução de salto.

Para n, i, n′, n0, . . . , nr ∈ N: n IF Ri = � THEN n′ ELSE n0 OR . . . OR nr

Significado: “Se o registro Ri contém a palavra vazia vá para a instrução n′; caso

contrário, se a palavra no registroRi termina com a letra a0 (respectivamente a1, . . . , ar)

vá para a instrução n0 (respectivamente n1, . . . , nr)”.

(4) Instrução de impressão.

Para n ∈ N: n IMPRIMA

Significado: “Imprima como resposta a palavra armazenada no registro R0”.

(5) Instrução de parada.

Para n ∈ N: n PARA

Significado: “Pare de executar”.

Definição 2.1.1 (Programa de Registro): Um programa de registro (ou programa) é

uma sequência finita α0 . . . αk de instruções da forma (1) a (5) tais que:

i) αi tem rótulo i ∈ {0, . . . , k}.

ii) Cada instrução de salto refere-se a rótulos menores ou iguais a k.

iii) Somente a última linha αk é uma instrução de parada.
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Tendo em mente que um procedimento deve ser de tal forma que seja posśıvel escrevê-

lo em uma linguagem que possa ser lida por um computador, tem-se que um programa

dá origem a um procedimento.

Diz-se que um programa P começa uma computação com uma palavra ζ ∈ A∗, se no

ińıcio do procedimento a palavra gravada no registro R0 é ζ e nos outros registros tem-se

a palavra vazia �. Se P começa com ζ e eventualmente atinge a instrução de parada,

escreve-se P : ζ → PARA, caso contrário escreve-se P : ζ →∞. Para ζ, η ∈ A∗, P : ζ → η

significa que P começa com ζ e eventualmente para dando uma resposta, denominada η

no registro R0.

No que segue apresenta-se um significado formal para a expressão “um subconjunto

W de palavras de A∗ é decid́ıvel via programas de registro”.

Definição 2.1.2: Seja W ⊂ A∗.

a) Diz-se que um programa P decide W , se ∀ζ ∈ A∗

P : ζ → �, se ζ ∈ W ;

P : ζ → η com η 6= �, se ζ /∈ W .

b) Diz-se que W é registro-decid́ıvel (ou R-decid́ıvel) se existe um programa que decide W.

No que segue, o objetivo é apresentar um subconjunto de A∗ que não seja R-decid́ıvel.

Este conjunto será formado por programas sobre A. Inicialmente estende-se o alfabeto A
da seguinte forma:

B := A ∪ {A,B, . . . , X, Y, Z} ∪ {0, 1, . . . , 9} ∪ {=,+,−,�, §} (2.1)

Assim, um programa P é uma palavra sobre B. A cada programa P associa-se uma

palavra ξP ∈ A∗ da seguinte forma: considere a ordem lexicográfica das palavras de B∗

induzida pela ordem das letras apresentada em 2.1; se a palavra de B∗ que representa

um programa P é a n-ésima palavra na ordem lexicográfica de B∗, então defina a palavra

ξP := a0 . . . a0︸ ︷︷ ︸
n−vezes

. Agora, defina o conjunto Π := {ξP | P é um programa sobre A}.

Lema 2.1.3: O conjunto Π é R-decid́ıvel.

Prova: Deve-se verificar que existe um programa P que decide Π. Mas ao invés de

escrever explicitamente o programa, apresenta-se uma descrição intuitiva. Claramente,

se ζ ∈ A∗, é posśıvel decidir se ζ ∈ {a}∗ ou não, no caso positivo se o comprimento de

ζ é igual a n, então é posśıvel determinar a palavra sobre B na n-ésima posição segundo

a ordem lexicográfica determinada por 2.1. Denote tal palavra por P e verifique se P é
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um programa sobre A segundo a definição 2.1.1. Portanto, tem-se um procedimento para

verificar que: se ζ ∈ Π, então é posśıvel determinar o programa P com ξP = ζ. Este

procedimento pode ser programado em uma máquina de registro. Logo Π é R-decid́ıvel.

.

No próximo teorema apresentam-se exemplos de conjuntos que não são R-decid́ıveis,

caracterizando assim a indecidibilidade do Problema da Parada.

Teorema 2.1.4 (Indecidibilidade do Problema da Parada): nova linha

a) O conjunto: Π′PARA = {ξP | P é um programa sobre A e P : ξP → PARA} não é R-

decid́ıvel.

b) O conjunto ΠPARA = {ξP | P é um programa sobre A e P : � → PARA} não é R-

decid́ıvel.

Prova:

a) Por contradição, suponha que existe um programa P0 tal que P0 decide Π′PARA. Assim,

para todo P tem-se que:

P0 : ξP → �, se P : ξP → PARA,

P0 : ξP → η para algum η 6= �, se P : ξP →∞.

A partir de P0, obtem-se um novo programa P1 da seguinte forma: altere P0 de tal

forma que se P0 imprime a palavra vazia e para, o novo programa P1 não alcança a

instrução de parada. Isto é obtido substituindo-se a linha k PARA em P0 pelas seguintes

instruções:

k IF R0 = � THEN k ELSE k + 1 OR . . . OR k + 1

k + 1 PARA

E todas as instruções da forma n IMPRIMA em P0 por instruções da forma

n IF R0 = � THEN k ELSE k OR . . . OR k, que é simplesmente substituir a instrução

n por uma instrução de salto que manda para a instrução k. Desta forma P1 é tal que

para todo P :

P1 : ξP →∞, se P : ξP → PARA,

P1 : ξP → PARA, se P : ξP →∞.

Assim, o seguinte vale para todos os programas P :

P1 : ξP →∞ se e somente se P : ξP → PARA.



Seção 2.1 - Indecidibilidade do Problema de Terminação 25

Em particular, tem-se que:

P1 : ξP1 →∞ se e somente se P1 : ξP1 → PARA,

o que é uma contradição.

b) A fim de verificar que ΠPARA não é R-decid́ıvel, a cada programa P designa-se um

programa P+ da seguinte maneira: Se ξP = a0 . . . a0︸ ︷︷ ︸
n−vezes

, defina P+ como sendo o programa

que começa com as instruções

0 LET R0 = R0 + a0

...

n− 1 LET R0 = R0 + a0

seguidas pelas linhas de P com todos os rótulos acrescidos de n. Quando P+ é iniciado

com � como entrada, ele primeiro constrói a palavra ξP em R0 e então procede da

mesma maneira que P aplicado a ξP . Desta forma, P+ é tal que:

P : ξP → PARA se e somente se P+ : �→ PARA, isto é

ξP ∈ Π′PARA se e somente se ξP+ ∈ ΠPARA

(?)

Assim, suponha que ΠPARA é R-decid́ıvel, por exemplo por um programa P0. Então,

obtem-se o seguinte procedimento de decisão para Π′PARA em contradição a (a): para um

dado ζ ∈ A∗ arbitrário, primeiro verifique se ζ ∈ Π, conforme o Lema 2.1.3; se ζ /∈ Π

então ζ /∈ Π′PARA; se ζ ∈ Π, então tome o programa P tal que ξP = ζ e construa P+, em

seguida, usando P0, decida se ξP+ ∈ ΠPARA. Portanto, considerando (?), o resultado é

um procedimento de decisão para responder se ξP ∈ Π′PARA, ou seja, se ζ ∈ Π′PARA.

O que conclui a prova. .

O item (b) do teorema diz que não existe um programa de registro que possa decidir

o conjunto ΠPARA e pode ser reformulado da seguinte maneira:

Não existe um procedimento de decisão que, para um

dado programa P arbitrário, decide se P : �→ PARA.

Em suma, o Teorema 2.1.4 diz que não existe um procedimento que responda de

maneira uniforme se P : � → PARA para um P arbitrário, embora talvez para um P

particular esta verificação seja fácil.
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2.2 Automação da Verificação da Terminação

O fato de o problema de terminação ser indecid́ıvel significa que: não existe um proce-

dimento geral que, dado um programa arbitrário finito, responde “sim” no caso em que

o programa termina e “não” caso contrário. Contudo, terminação é fundamental tanto

em matemática quanto em ciência da computação, pois quando se tem uma prova de

terminação de um programa ou definição recursiva, isto significa que sempre um resul-

tado é obtido dada qualquer entrada. Além disso, provas de terminação são aplicadas na

prática na verificação de correção de drivers de sistemas em geral. Mas como não existe

um procedimento para verificação de terminação e, sendo esta propriedade tão impor-

tante, é necessário verificar terminação em casos particulares, uma vez que a correção de

um algoritmo depende de terminação, e se faz necessário o desenvolvimento de métodos

para verificação de terminação. Isto vem acontecendo desde a década de oitenta, veja por

exemplo os famosos surveys de Dershowitz [Der85, Der87].

Além disso, muita pesquisa tem sido realizada visando desenvolver métodos para veri-

ficação de terminação, no sentido de obter provas de terminação de maneira automática e

certificada, isto envolve formalização (em algum assistente de provas) de critérios conhe-

cidos para verificação de terminação e desenvolvimento de ferramentas que sejam capazes

de certificar provas de terminacação. Devido à complexidade de tais provas de terminação,

vários projetos envolvendo o desenvolvimento de certificadores para tais provas, que apli-

cam bibliotecas desenvolvidas em alguma provador automático tem surgido e estado pre-

sentes, mostrando a sua eficiência, na Competição Anual de Terminação1. Por exemplo:

em [CPR06b] e [CSZ13] são apresentados métodos e são brevemente descritas ferramen-

tas (a saber o TERMINATOR e T2) que automatizam tais métodos para verificação de

terminação, e que têm sido largamente aplicados em sistemas reativos [CPR06a, CPR07],

como por exemplo sistemas operacionais, servidores de internet, servidores de e-mail, etc.,

para verificar que drivers de dispositivos sempre retornam ao sistema operacional quando

chamados; em [FKS11, FKS12] é apresentada a ferramenta KITTeL que é aplicada para

verificação de terminação de programas em linguagem C, contudo esta ferramenta é ba-

seada em obter um sitema de reescrita de termos a partir do código C e aplicar técnicas

de sistemas de reescrita para verificação de terminação; em [GSKT06] é apresentada a

ferramenta AProVE, que fornece um sistema para certificação de provas automatizadas de

terminação para sistemas de reescrita de termos através da técnica de pares dependentes;

em [CGBA+11] é apresentado o Size-change/MCNP, que é uma implementação de provas

1http://termination-portal.org/wiki/Termination Competition
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de terminação via monotonicity constraints (uma generalização do prinćıpio de mudança

de tamanho); em [KSZM09] é apresentada a ferramenta TTT2, que é um analizador au-

tomático de terminação para sistemas de reescrita de termos de primeira ordem e que

também é baseada na estratégia de pares dependentes, etc.

Técnicas para verificação de terminação também têm sido implementadas com sucesso

em provadores de teorema, com o objetivo de automatizar cada vez mais as provas, dando

origem a bibliotecas completas, no sentido de que compilam diversas técnicas para veri-

ficação de terminação, principalmente sobre sistemas de reescrita de termos, e que tem

sido largamente utilizadas por alguns dos certificadores já mencionados. Por exemplo:

• em Coq, a biblioteca CoLoR [BK11], é uma coleção de definições matemáticas e

teoremas sobre terminação de sistemas de reescrita de termos e que compreende a

formalização de várias técnicas para verificação de terminação, junto com funções

booleanas para verificação das condições que os parâmetros das definições devem sa-

tisfazer, e que são provadas corretas. Esta biblioteca é usada pelo Rainbow [BL12],

que por sua vez é uma ferramenta que transforma provas de terminação em um for-

mato espećıfico em uma prova em Coq certificando a terminação através do emprego

de resultados da biblioteca CoLoR. Neste sentido, Rainbow é um certificador para

provas de terminação que aplica CoLoR. Além disso existem outras ferramentas que

utilizam CoLoR, como os já mencionados AProVE e TTT2, dentre outros, como por

exemplo MatchBox [Wal04].

• em Isabelle/HOL, existe a biblioteca IsaFoR [TS] que compreende a formalização

de várias técnicas para verificação de terminação em reescrita de termos, que em

conjunto com o certificador CeTA [TS09, STWZ12], gerado a partir da formalização

IsaFoR, da origem a ferramenta IsaFoR/CeTA para certificar provas de terminação

de sistemas de reescrita de termos. IsaFoR/CeTA tem se destacado a cada ano

na competição anual de terminação e atualmente, o certificador CeTA é capaz de

certificar grande parte das técnicas aplicadas em ferramentas como AProVE, TTT2,

MatchBox, detre outras.

• ainda em Isabelle/HOL, o prinćıpio de mudança de tamanho foi formalizado [Kra07,

Kra09], porém não há uma implementação do mesmo neste provador.

• em ACL2, o prinćıpio de mudança de tamanho, mencionado na introdução, foi

implementado com sucesso em ACL2 [MV06, Vro07], através da estrutura de da-

dos Grafos de Contextos de Chamado (CCG), porém sem uma formalização desta
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técnica.

• em PVS, o prinćıpio de mudança de tamanho, também tem sido implementado

por Ayala-Rincón e Muñoz, e aplicado com sucesso na verificação automática de

terminação de definições recursivas na linguagem de especificação do PVS. E este

trabalho apresenta uma formalização em PVS deste prinćıpio através da nova estru-

tura Grafos com Matrizes de Medida (MWG), que organiza as medidas aplicadas

em CCG em uma matriz quadrada, falicitando a combinação entre essas medidas

em circuitos de tamanho arbitrário do digrafo, e cuja noção de terminação é provada

ser equivalente à noção de terminação em CCG’s, o que torna este trabalho seme-

lhante á implementação em ACL2, com o diferencial de trazer a verificação formal do

método. Neste sentido este trabalho é semelhante à formalização desenvolvida em

Isabelle/HOL por Krauss. Contudo a formalização de Isabelle/HOL é desenvolvida

com base também em digrafos, mas tendo em mente que grafos formam um outra

estrutura denominada álgebra de Kleene, que é uma estrutura mais complicada de

lidar no sentido de dificultar as provas, do que a nossa estrura MWG. Além disso,

verifica-se, como será apresentado no Caṕıtulo 6, não através de uma prova formal,

mas de uma prova anaĺıtica, que a noção de terminação em MWG’s captura a noção

de terminação do PVS, o que leva a conclusão de que a técnica implementada pode

ser aplicada corretamente para verificação de terminação em PVS.

Devido à indecidiblidade do problema, nenhuma das ferramentas mencionadas pode

funcionar em todos os casos. Porém avanços no sentido de obter ferramentas cada vez

mais poderosas têm sido alcançados. Os resultados de pesquisas sobre terminação são

largamente disceminados através da competicação anual de teminação, onde grupos de

pesquisadores têm a oportunidade de demonstrar a capacidade de suas ferramentas para

análise de terminação completamente automatizada, dentre estas as já mencionadas neste

caṕıtulo.

Este trabalho apresenta contribuições neste sentido, através da especificação da es-

trutura MWG para análise de terminação de linguagens funcionais de primeira ordem,

e formalização de propriedades indicando que esta estrutura é adequada para análise de

terminação. Veja Figura 1.1, onde mostra-se a conexão entre as teorias envolvidas e

principalmente, a equivalência entre a noção de terminação para MWG’s e a noção de

terminação para CCG’s. Esta equivalência é conclusiva neste trabalho, uma vez que a

proposta inicial era desenvolver uma verificação formal da técnica implementada através

da estrutura CCG’s, e tal verificação é desenvolvida através de MWG’s, uma vez que
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MWG’s se mostra uma estrutura elegante onde suas propriedades são mais simples de es-

pecifcar e formalizar. Além disso, partindo do prinćıpio de que CCG’s são uma estrutura

adequada para análise de terminação, esta equivalência entre as duas estruturas confere

uma certificação para a estrutura MWG.
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Caṕıtulo 3

Preliminares

Neste caṕıtulo serão estabelecidos os conceitos e resultados que formam a base para o

desenvolvimento deste trabalho. Esta base é composta de propriedades sobre digrafos

e digrafos com peso, sobre a tecnologia Calling Context Graphs, além de conhecimentos

sobre a linguagem de especificação e poder dedutivo oferecido pelo assistente de prova

PVS. Desta forma este caṕıtulo é organizado em três seções: na Seção 3.1 os principais

resultados sobre digrafos e digrafos com peso são apresentados; na Seção 3.2 a tecnologia

Calling Context Graphs é descrita; e na Seção 3.3 alguns aspectos acerca da sintaxe e

semântica do PVS serão abordados.

3.1 Digrafos

Digrafos com peso formam a base para as definições apresentadas neste trabalho acerca

de Grafos com Matrizes de Medida. Esta estrutura de dados é aplicada na representação

de posśıveis fluxos de chamado durante a execução de uma definição recursiva. Assim, em

um digrafo relativo a um programa, cada vértice é relacionado a um chamado recursivo,

e cada aresta significa que sob certas condições é posśıvel realizar um chamado recursivo

após o outro. Neste caṕıtulo, pesos sobre arestas em um digrafo com peso serão tratados

de maneira geral. A noção de peso em Grafos com Matrizes de Medida é mais espećıfica,

pois neste caso matrizes de medida constrúıdas a partir de combinações de funções de

medida serão usadas. Porém todos estes conceitos acerca de Grafos com Matrizes de

Medida serão apresentados no Caṕıtulo 4. Por enquanto apenas uma apresentação formal

de digrafos e digrafos com peso será tratada.

A teoria apresentada a seguir sobre digrafos está especificada e formalizada em PVS e

dispońıvel nas bibliotecas da NASA LaRC para o PVS, sob o nome de digraphs [BRSA13].
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Foram realizadas contribuições nesta teoria, principalmente na especificação de definições

e formalização de propriedades acerca de circuitos e ciclos de um digrafo e digrafos com

peso. Assim, muitos dos resultados apresentados nesta seção foram incorporados à teoria

digraphs, para fornecer suporte ao desenvolvimento da formalização posterior, e que será

descrita nos caṕıtulos subsequentes.

Vértices em um digrafo são elementos de um determinado tipo. É importante notar

que em um digrafo pares ordenados são relevantes, uma vez que uma aresta é um par de

vértices, e a ordem deste par determina em que direção esta aresta deve ser percorrida,

ou seja, de que vértice sair e para qual ir. Assim, define-se um digrafo como segue:

Definição 3.1.1 (Digrafos): Um digrafo é um par G = 〈VG, EG〉, onde VG é um conjunto

finito e EG é uma relação binária sobre VG. Isto é, se (u, v) ∈ EG então u ∈ VG e v ∈ VG.

Notação: O conjunto VG é o conjunto de vértices de G e seus elementos são os vértices

de G. O conjunto EG é o conjunto de arestas de G e seus elementos são as arestas de G.

Vétices serão representados por u, v, u1, v1, etc. E arestas por e = (u, v), etc.

Notação: Neste trabalho, para uma sequência qualquer seq de elementos de um deter-

minado tipo, o seu comprimento será um número denotado por `(seq) e corresponde a

quantidade de elementos que compõe a sequência. Assim, para seq = (a0, a1, . . . , an),

`(seq) = n− 1.

Definição 3.1.2 (Pré-caminhos): Um pré-caminho w = (v0, . . . , vn−1) é uma sequência

de vértices cujo comprimento `(w) é maior que 0. Um conjunto de pré-caminhos será

denotado por Pw.

Notação: Os elementos da sequência w ∈ Pw de comprimento `(w) = n, também serão

denotados por w[i], para 0 6 i 6 n− 1.

Definição 3.1.3 (Sub-caminhos): Seja w = (v0, . . . , vn−1) ∈ Pw, com `(w) = n. Para

quaisquer i, j ∈ N, com 0 6 i 6 j 6 n− 1, w(i,j) = (vi, . . . , vj) é um sub-caminho de w.

No que segue será estabelecida uma relação de equivalência sobre um conjunto de

pré-caminhos. Tal relação é importante na definição de uma relação de equivalência para

circuitos. O que por sua vez, é importante na estrutura de um esquema de indução em

circuitos, e também na verificação de propriedades (que sendo satisfeitas por um circuito o

serão por todos os outros na mesma classe de equivalência), relevantes para terminalidade

de uma definição recursiva.
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Considere o seguinte predicado
w∼: Pw × Pw → {true, false}, definido por:

w1
w∼ w2 := w1 = w2 ∨ ∃ i ∈ N, 0 6 i 6 `(w1)− 1 : w2 = w

(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 (3.1)

onde w1, w2 ∈ Pw e ◦ denota a composição usual de sequências. Além disso, observe que

w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 ∈ Pw.

Definição 3.1.4 (Pré-caminhos equivalentes): Dado um conjunto de pré-caminhos Pw e

dois pré-caminhos w1, w2 ∈ Pw, diz-se que w1 e w2 são equivalentes se w1
w∼ w2 é válido.

Lema 3.1.5 (Relação de equivalência sobre pré-caminhos): Seja um conjunto de pré-

caminhos Pw. O predicado
w∼: Pw × Pw → {true, false}, definido na Equação 3.1,

estabelece uma relação de equivalência sobre Pw.

Prova: Deve-se verificar que a relação estabelecida pelo predicado
w∼ é:

i) Reflexiva: ∀ w ∈ Pw : w
w∼ w. Segue direto da definição de

w∼, pois w = w.

ii) Simétrica: ∀ w1, w2 ∈ Pw : w1
w∼ w2 ⇒ w2

w∼ w1. Neste caso, deve-se verificar que

w1 = w2 ∨ ∃ i ∈ N, 0 6 i 6 `(w1)− 1 : w2 = w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1

⇓

w2 = w1 ∨ ∃ j ∈ N, 0 6 j 6 `(w2)− 1 : w1 = w
(j,`(w2)−1)
2 ◦ w(0,j−1)

2

Se w1 = w2, então segue o resultado. Assim, suponha que w1 6= w2 e que

w2 = w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 (3.2)

para algum i ∈ N, 0 6 i 6 `(w1)− 1. Observe que

`(w2) = `(w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 ) = (`(w1)− 1− i+ 1) + (i− 1 + 1) = `(w1)

Tome j = `(w1)− i. Deve-se verificar que

w1 = w
(`(w1)−i,`(w2)−1)
2 ◦ w(0,`(w1)−i−1)

2 (3.3)

De fato, observe que `(w
(`(w1)−i,`(w2)−1)
2 ◦ w(0,`(w1)−i−1)

2 ) = `(w2), que por hipótese é

igual a `(w1). Além disso, para todo k ∈ N, 0 6 k 6 `(w1) − 1, decompondo a

Equação (3.3), deve-se verificar que

w1[k] = (w
(`(w1)−i,`(w2)−1)
2 ◦ w(0,`(w1)−i−1)

2 )[k] =

 w2[`(w1)− i+ k], se k < i

w2[k − i], se k > i
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No caso em que k < i, observe que `(w1)− i+ k > `(w1)− i. Portanto de (3.2) segue

que

w2[`(w1)− i+ k] = w1[`(w1)− i+ k − (`(w1)− i)] = w1[k]

No caso em que k > i, observe que k − i 6 `(w1) − i − 1 < `(w1) − i. Portanto de

(3.2) segue que

w2[k − i] = w1[k − i+ i] = w1[k]

O que conclui a verificação da simetria de
w∼.

iii) Transitiva: ∀ w1, w2, w3 ∈ Pw : w1
w∼ w2 ∧ w2

w∼ w3 ⇒ w1
w∼ w3. Neste caso, deve-se

verificar que

w1 = w2 ∨ ∃ i ∈ N, 0 6 i 6 `(w1)− 1 : w2 = w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 ∧

w2 = w3 ∨ ∃ j ∈ N, 0 6 j 6 `(w2)− 1 : w3 = w
(j,`(w2)−1)
2 ◦ w(0,j−1)

2

⇓

w1 = w3 ∨ ∃ k ∈ N, 0 6 k 6 `(w1)− 1 : w3 = w
(k,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,k−1)

1

Caso, w1 = w2, basta tomar k = j. Caso, w2 = w3, basta tomar k = i. Assim, resta

considerar o caso em que w1 6= w2 e w2 6= w3. Sejam i, j ∈ N, 0 6 i 6 `(w1) − 1 e

0 6 j 6 `(w2) − 1, tais que w2 = w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 e w3 = w
(j,`(w2)−1)
2 ◦ w(0,j−1)

2 .

Observe que:

• Se j < `(w1)− i, então

(w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 )(j,`(w2)−1) = w
(j+i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1

(w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 )(0,j−1) = w
(i,j+i−1)
1

⇓ Tome k = j + i

w3 = w
(j+i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,j+i−1)

1

• Se j > `(w1)− i, então

(w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 )(j,`(w2)−1) = w
(j+i−`(w1),i−1)
1

(w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,i−1)

1 )(0,j−1) = w
(i,`(w1)−1)
1 ◦ w(0,j+i−`(w1)−1)

1

⇓ Tome k = j + i− `(w1)

w3 = w
(j+i−`(w1),`(w1)−1)
1 ◦ w(0,j+i−`(w1)−1)

1
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Portanto, de (i), (ii), e (iii) segue que
w∼ é uma relação de equivalência. .

Definição 3.1.6 (Caminhos): Dado um digrafo G e um pré-caminho w = (v0, . . . , vn−1),

diz-se que w é um caminho de G se:

∀ i, 0 6 i 6 n− 1 : vi ∈ VG ∧ ∀ i, 0 6 i 6 n− 2 : (vi, vi+1) ∈ EG,

onde os pares (vi, vi+1), para todo i, 0 6 i 6 n− 2, são ditas as arestas de w. O conjunto

de caminhos de um digrafo G será denotado por WG.

Observe que, dado um digrafo G, para o comprimento de um caminho w ∈ WG vale

que `(w) > 1. As definições estabelecidas para pré-caminhos são naturalmente estendidas

para caminhos, uma vez que caminhos são também pré-caminhos. Contudo
w∼ não é uma

relação de equivalência emWG, pois nem sempre é verdade que w
(i,`(w1)−1)
1 ◦w(0,i−1)

1 ∈ WG,

para 0 6 i 6 `(w1)−1, a menos que exista uma aresta conectando os vértices w1[`(w1)−1]

e w1[0].

Definição 3.1.7 (Arestas e vértices de um caminho): Seja um digrafo G e w ∈ WG. O

conjunto de vértices de w será denotado por VG(w); e o conjunto de arestas de w será

denotado por EG(w).

Definição 3.1.8 (Composição de caminhos): Dados um digrafo G e dois caminhos

w1 ∈ WG e w2 ∈ WG, define-se a composição de w1 com w2, para o caso em que

w1[`(w1)− 1] = w2[0], pela aplicação:

◦w : {(w1, w2) | w1, w2 ∈ WG ∧ w1[`(w1)− 1] = w2[0]} → WG

definida por

◦w(w1, w2) := w1 ◦ w(1,`(w2)−1)
2

Lema 3.1.9 (Arestas da composição de caminhos): Dados um digrafo G e w1, w2 ∈ WG,

se w1[`(w1)− 1] = w2[0] então EG(◦w(w1, w2)) = EG(w1) ∪ EG(w2).

Prova: Se `(w2) = 1, então ◦w(w1, w2) = w1 e EG(w2) é um conjunto vazio. Logo,

EG(◦w(w1, w2)) = EG(w1) = EG(w1)∪EG(w2). Analogamente, no caso em que `(w1) = 1

e `(w2) > 1, tem-se que ◦w(w1, w2) = w2 e EG(w1) é um conjunto vazio. E portanto,

EG(◦w(w1, w2)) = EG(w2) = EG(w1)∪EG(w2). Resta considerar o caso em que `(w1) > 1

e `(w2) > 1. Sejam, w1 = (u0, u1, . . . , un−1) e w2 = (v0, v1, . . . , vm−1), onde un−1 = v0 = ū.
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Assim, ◦w(w1, w2) = (u0, u1, . . . , un−2, ū, v1, . . . , vm−1). E portanto,

EG(◦w(w1, w2)) = {(u0, u1), (u1, u2), . . . , (un−2, ū), (ū, v1), . . . , (vm−2, vm−1)}

= {(u0, u1), (u1, u2), . . . , (un−2, un−1), (v0, v1), . . . , (vm−2, vm−1)}

= {(u0, u1), (u1, u2), . . . , (un−2, un−1)} ∪ {(v0, v1), . . . , (vm−2, vm−1)}

= EG(w1) ∪ EG(w2)

O que conclui a prova. .

3.1.1 Circuitos e Ciclos

Nesta seção são apresentados definições e resultados sobre ciclos e circuitos, que são os

elementos do digrafo mais diretamente relacionados com a terminação ou não de uma

definição recursiva, uma vez que circuitos representam posśıveis sequências de chamados

recursivos, como mencionado no ińıcio desta seção.

Definição 3.1.10 (Circuitos): Dado um digrafo G, um circuito c = (v0, . . . , vn−1) é um

caminho de G tal que v0 = vn−1 e `(c) > 1.

Notação: Cir(G) denota o conjunto de circuitos do digrafo G.

Definição 3.1.11 (Ciclos): Dado um digrafo G, um ciclo c = (v0, . . . , vn−1) é um circuito

tal que ∀ i, j < `(c)− 1 : i 6= j ⇒ c[i] 6= c[j].

Notação: Cyc(G) denota o conjunto de ciclos do digrafo G.

Da definição anterior note que, em um ciclo, todos os elementos são distintos exceto

pelo primeiro e último vértices.

Como sugerido nas definições anteriores, circuitos e ciclos serão preferencialmente re-

presentados pela letra c.

Definição 3.1.12 (Circuitos equivalentes): Dados um digrafo G e c1, c2 ∈ Pw, considere

o seguinte predicado ∼: Pw × Pw → {true, false} definido por:

c1 ∼ c2 := c1 ∈ Cir(G) ∧ c2 ∈ Cir(G) ∧ c
(1,`(c1)−1)
1

w∼ c
(1,`(c2)−1)
2

Se c1 ∼ c2, diz-se que c1 e c2 são circuitos equivalentes.

Observe que ∼ é uma relação de equivalência sobre Cir(G). Este fato segue direta-

mente do fato, verificado no Lema 3.1.5, de que
w∼ é uma relação de equivalência sobre

Pw.

As definições e resultados para pré-caminhos e caminhos estendem-se naturalmente

para ciclos e circuitos, uma vez que ciclos e circuitos são também pré-caminhos.
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Lema 3.1.13 (Posição em circuitos equivalentes): Dados um digrafo G e c1, c2 ∈ Pw. Se

c1 ∼ c2, então existe j < `(c1) tal que c2 = c
(j,`(c1)−2)
1 ◦ c(0,j)

1 .

Prova: De fato, como c
(1,`(c1)−1)
1

w∼ c
(1,`(c2)−1)
2 , segue da Equação 3.1 que

c
(1,`(c1)−1)
1 = c

(1,`(c2)−1)
2 , (a)

ou

∃ i ∈ N, 0 6 i 6 `(c1)− 2 : c
(1,`(c2)−1)
2 = (c

(1,`(c1)−1)
1 )(i,`(c1)−2) ◦ (c

(1,`(c1)−1)
1 )(0,i−1). (b)

No caso em que (a), tem-se que c1 = c2 e basta tomar j = 0. No caso em que (b) vale,

note que (c
(1,`(c1)−1)
1 )(i,`(c1)−2) ◦ (c

(1,`(c1)−1)
1 )(0,i−1) = c

(i+1,`(c1)−1)
1 ◦ c(1,i)

1 = c
(i+1,`(c1)−2)
1 ◦ c(0,i)

1 ,

para algum i ∈ N, 0 6 i 6 `(c1)− 2. Assim, basta tomar j = i. .

Lema 3.1.14 (Arestas de circuitos equivalentes): Sejam um digrafo G e c1, c2 ∈ Pw. Se

c1 ∼ c2, então EG(c1) = EG(c2).

Prova: De fato, pelo Lema 3.1.13, existe j < `(c1) tal que c2 = c
(j,`(c1)−2)
1 ◦ c(0,j)

1 . Assim,

EG(c2) = EG(c
(j,`(c1)−2)
1 ◦c(0,j)

1 ). Denotando c1 = (u0, u1, . . . , uj, . . . , un−1), onde `(c1) = n,

tem-se que c
(j,`(c1)−2)
1 ◦ c(0,j)

1 = (uj, . . . , un−2, u0, u1, . . . , uj). Logo, observando que u0 =

un−1, pois c1 é um circuito, tem-se que

EG(c
(j,`(c1)−2)
1 ◦ c(0,j)

1 ) = {(uj, uj+1), . . . , (un−2, u0), (u0, u1), . . . , (uj−1, uj)}

= {(uj, uj+1), . . . , (un−2, un−1), (u0, u1), . . . , (uj−1, uj)}

= {(u0, u1), . . . , (uj−1, uj), (uj, uj+1), . . . , (un−2, un−1)}

= EG(c1)

O que conclui a prova do lema. .

Os lemas seguintes estabelecem um esquema de indução em circuitos baseado em sua

estrutura. Este esquema de indução está ilustrado na Figura 3.1. Basicamente verifica-se

que em um circuito c qualquer sempre é posśıvel destacar um ciclo (Lema 3.1.15) e, desta

forma, obter um circuito equivalente a c onde o sub-caminho inicial é um ciclo, obviamente

o sub-caminho restante será um circuito (Lema 3.1.16).

Lema 3.1.15 (Sub-caminho ciclo): Sejam um digrafo G e um pré-caminho c. Assim,

c ∈ Cir(G)⇒ ∃ i, j ∈ N, 0 6 i 6 j 6 `(c)− 1 : c(i,j) ∈ Cyc(G)

Isto é, c possui um sub-caminho que é um ciclo.

Prova: A prova se dá por indução na estrutura de c. Considere dois casos:
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Figura 3.1: Esquema de indução aplicado na estrutura de um circuito, onde formalizou-se

que em todo circuito é posśıvel destacar um ciclo.

B.I. c ∈ Cyc(G): Neste caso, basta tomar i = 0 e j = `(c) − 1, ou seja, c é o próprio

sub-caminho.

P.I. c /∈ Cyc(G): Neste caso, da Definição 3.1.11, tem-se que

∃ i′, j′ < `(c)− 1 : i′ 6= j′ ⇒ c[i′] = c[j′]

Sem perda de generalidade, suponha i′ < j′. Assim, considere o subcaminho c(i′,j′)

e observe que c(i′,j′) é um circuito e que `(c(i′,j′)) < `(c). Logo, por hipótese de

indução,

∃ i′′, j′′ ∈ N, 0 6 i′′ 6 j′′ 6 `(c(i′,j′))− 1 : (c(i′,j′))(i′′,j′′) ∈ Cyc(G)

Mas note que (c(i′,j′))(i′′,j′′) = c(i′+i′′,j′+j′′) é um sub-caminho de c que é um ciclo.

Assim, basta tomar i = i′ + i′′ e j = j′ + j′′.

De (i) e (ii) segue a prova do lema. .

Lema 3.1.16 (Esquema de indução na estrutura de um circuito): Seja um digrafo G e

um pré-caminho c. Assim,

c ∈ Cir(G)⇒

 c ∈ Cyc(G) ∨
∃ c1, c2 ∈ Pw : c ∼ ◦w(c1, c2) ∧ c1 ∈ Cyc(G) ∧ c2 ∈ Cir(G)

Prova: Como c ∈ Cir(G), pelo Lema 3.1.15, segue que existem i, j ∈ N, com

0 6 i 6 j 6 `(c)− 1 tais que c(i,j) ∈ Cyc(G). Assim, considere os casos:

i) i = 0 ∧ j = `(c)− 1: Neste caso, c(i,j) = c ∈ Cyc(G).

ii) i 6= 0 ∨ j 6= `(c)−1: Neste caso, c(i,j) ∈ Cyc(G) e de fato i < j, pois `(c(i,j)) > 1. Além

disso, observe que c[i] = c[j]. Assim, denotando c = (v0, . . . , vn−1), onde `(c) = n,
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tem-se que:

c = (v0, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn−1)

∼ (vi, . . . , vj, . . . , vn−1, v1, . . . , vi)

= ◦w((vi, . . . , vj), (vj, . . . , vn−1, v1, . . . , vi))

Assim, c1 = (vi, . . . , vj) ∈ Cyc(G), c2 = (vj, . . . , vn−1, v1, . . . , vi) ∈ Cir(G) e

c ∼ ◦w(c1, c2).

De (i) e (ii) segue a prova do lema. .

3.1.2 Digrafos com Peso

Nesta seção a definição de digrafos com peso é introduzida. Um digrafo com peso G é um

digrafo com uma função de medidas associada. Esta função designa um rótulo para cada

aresta de G, que é chamado o peso da aresta.

Observação 3.1.1: A função de medida associada a um digrafo G será representada por

µ, e a imagem de µ é uma estrutura algébrica, representada por W , com uma operação

binária + satisfazendo o seguinte:

• Associatividade: ∀ a, b, c ∈ W : (a+ b) + c = a+ (b+ c);

• Identidade: ∃ id ∈ W, ∀ a ∈ W : id+ a = a+ id = a.

Definição 3.1.17 (ω-digrafos): Um digrafo G com peso (ou ω-digrafo), é uma tripla

〈VG, EG,µ : EG → W 〉, onde 〈VG, EG〉 é um digrafo e µ : EG → W é a função de medida

do conjunto de arestas EG para W . As imagens de µ são os pesos do digrafo.

As seguintes definições estendem a função µ para caminhos no digrafo.

Definição 3.1.18: Dados um ω-digrafo G = 〈VG, EG,µ : EG → W 〉, um caminho

w ∈ WG, e dois naturais i, j < `(w), define-se a aplicação

µaux :WG × {0, . . . , `(w)− 1} × {0, . . . , `(w)− 1} → W

por:

µaux(w, i, j) :=

 id, se j 6 i

µaux(w, i, j − 1) + µ(w[j − 1], w[j]), se j > i
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Definição 3.1.19 (Peso sobre caminhos): Dados um ω-digrafo G = 〈VG, EG,µ : EG → W 〉
e um caminho w ∈ WG, atribui-se um peso w através da aplicação µ̂ :WG → W definida

por:

µ̂(w) := µaux(w, 0, `(w)− 1)

Observe que o resultado de µ̂(w) é a “soma” (ordenada, pois não se tem que + é

comutativa) de µ(w[j − 1], w[j]), para 0 < j < `(w). Ou seja, é a “soma” dos pesos de

cada aresta de w.

O seguinte lema estabelece que o peso de um caminho w segundo a aplicação µ̂ pode

ser decomposto.

Lema 3.1.20 (Decomposição do peso de um caminho): Sejam um ω-digrafo G, um ca-

minho w ∈ WG e j < `(w). Então, µ̂(w) = µ̂(w(0,j)) + µ̂(w(j,`(w)−1)).

Prova: De fato, observe que, se j = 0, então segue da Definição 3.1.19 que

µ̂(w(0,j)) = id e além disso w(j,`(w)−1) = w. Assim, suponha que 0 < j < `(w) e con-

sidere w = (v0, v1, . . . , vj, . . . , vn−1), onde n = `(w). Logo,

µ̂(w) = µ(v0, v1) + . . .+ µ(vj−1, vj) + µ(vj, vj+1) + . . .+ µ(vn−2, vn−1)

= µ̂(v0, v1, . . . , vj−1, vj) + µ̂(vj, vj+1, . . . , vn−2, vn−1)

= µ̂(w(0,j)) + µ̂(w(j,`(w)−1))

O que conclui a prova. .

3.2 A Tecnologia Calling Context Graphs (CCG)

A tecnologia Calling Context Graphs (CCG) foi introduzida em 2006 por Manolios e Vroon

em [MV06] e se trata de uma estrutura de dados aplicada para análise de terminação

de funções recursivas. A tecnologia CCG implementa a análise desenvolvida através do

prinćıpio de mudança de tamanho [LJBA01], introduzido em 2001 por Lee, Jones e Ben-

Amram. Por sua vez, o prinćıpio de mudança de tamanho estabelece que um programa

termina para qualquer entrada se toda sequência infinita de chamados recursivos levar

a uma sequência infinita decrescente em algum conjunto de valores. Basicamente um

CCG é um digrafo com uma famı́lia de medidas, que abstrai o comportamento de uma

definição recursiva da seguinte forma: cada elemento do conjunto de vértices, denominados

contextos de chamado, está relacionado a um chamado recursivo na definição da função,

e carrega informações sobre o respectivo chamado, como parâmetros formais e atuais,

além de condições para que o chamado ocorra; cada aresta do CCG representa uma
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posśıvel sequência de dois chamados recursivos; assim, os ciclos e circuitos de um CCG

aproximam posśıveis sequências infinitas de chamados recursivos. Desta forma, a análise

de terminação através de CCG’s é desenvolvida da seguinte maneira: dada uma famı́lia

de medidas sobre o domı́nio de uma relação bem fundada, deve-se mostrar que, para

qualquer posśıvel sequência infinita (de vértices), existe uma sequência correspondente de

medidas infinitamente decrescente.

A tecnologia CCG foi implementada no assistente de prova ACL2, por Chamarthi et

al, dando origem ao ACL2 Sedan [CDMV11]. Esta tecnologia também foi implementada

em PVS por Muñoz e Ayala-Rincón.

Uma apresentação mais formal de CCG’s exigiria começar por introduzir a sintaxe

de uma linguagem funcional de primeira ordem. Contudo esta sintaxe será abordada

apenas na Seção 5.1 para em seguida apresentar-se a formalização em PVS de CCG’s.

Aqui apenas uma apresentação minimal será desenvolvida. Em seguida algumas definições

formais acerca de CCG’s.

Notação: Nas definições a seguir será considerada uma função recursiva f , de aridade

n. Os parâmetros formais de f serão denotados por (x1, . . . , xn) os parâmetros atuais

em um dado chamado recursivo por (e1, . . . , en); e f(e1, . . . , en) representará um chamado

recursivo de f em sua definição. É importante notar que os parâmetros atuais são funções

dos parâmetros formais.

Definição 3.2.1 (Contexto de Chamado): Seja f uma função recursiva de aridade n,

e f(e1, . . . , en) um chamado recursivo na definição de f que ocorre sob determinadas

condições cnd. Um contexto de chamado é uma tripla 〈(x1, . . . , xn), cnd, (e1, . . . , en)〉.

Notação: Contextos de chamado serão denotados por cc, cc1, etc.

Em um contexto de chamado cc = 〈(x1, . . . , xn), cnd, (e1, . . . , en)〉, a condição cnd é

uma função dos parâmetros formais.

Exemplo 3.2.1 (Máximo divisor comum): Considere a função mdc : N×N→ N definida

abaixo:

mdc(m,n) = IF m = 0 ∨ n = 0 THEN m+ n

ELSIF m > n THEN mdc(m− n, n) ELSE mdc(n,m)

Observe que a função mdc tem dois chamados recursivos em sua definição: mdc(m−n, n)

e mdc(n,m). A condição para que o primeiro ocorra é ¬(m = 0 ∨ n = 0) ∧ (m > n);

e a condição para que o segundo ocorra é ¬(m = 0 ∨ n = 0) ∧ ¬(m > n). Assim, os

contextos de chamado relacionados aos chamados recursivos que ocorrem na definição de
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mdc são dois, a saber:

cc1 = 〈 (m,n), (¬(m = 0 ∨ n = 0) ∧ (m > n)), (m− n, n) 〉

cc2 = 〈 (m,n), (¬(m = 0 ∨ n = 0) ∧ ¬(m > n)), (n,m) 〉

Na seguinte definição uma designação de valores para os parâmetros formais de uma

definição recursiva será considerada. Assim, Var é um conjunto de variáveis que contém

os parâmetros formais da função, e Val um conjunto de valores onde as variáveis são

mapeadas, e a aplicação β : Var → Val representa uma designação de valores para as

variáveis.

Definição 3.2.2 (Sequência de contextos bem formada): Dada uma definição de função

recursiva f , de aridade n com parâmetros formais x = (x1, . . . , xn), e uma sequência

scc = (cci1 , cci2 , cci3 , . . .) de contextos de chamado de f , onde ccik = 〈x, cndik , eik〉, com

eik = (eik1 , e
ik
2 , . . . , e

ik
n ) e cndik representando os parâmetros atuais e as condições do cha-

mado ccik , respectivamente, para k > 1. Diz-se que scc é uma sequência bem formada se

∃ βi1 : Var → Val : cndi1(βi1(x)) ∧ ∀ k > 1 : cndik+1
(eik(βik(x))),

onde βik(x) = eik−1
(βik−1

(x)).

Exemplo 3.2.2 (Máximo divisor comum): Voltando ao exemplo da função mdc, consi-

dere a seguinte sequência de contextos scc = (cc1, cc1, cc2, cc1, cc1). Esta sequência é bem

formada pois β1 : Var → Val definida por β1(m,n) = (5, 2) é uma designação inicial que

a torna posśıvel. De fato, a partir de (5, 2) gera-se a seguinte sequência de valores:

(5, 2)
chamado a cc1 // (3, 2)

chamado a cc1 // (1, 2)
chamado a cc2

||
(2, 1)

chamado a cc1 // (1, 1)
chamado a cc1 // (0, 1) // 1

Note que terminação de uma definição recursiva pode ser expressa em termos de

sequências bem formadas de contextos de chamado da seguinte forma:

Teorema 3.2.3 (Teorema 1 de [MV06]): Uma função recursiva f termina em todas as

entradas se, e somente se, toda sequência bem formada de contextos de f é finita.

A prova do teorema anterior segue das definições de contexto de chamado e de sequência

de contextos bem formada.

Em seguida a definição de Calling Context Graphs.
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Definição 3.2.4: Um CCG é um digrafo G = 〈VG, EG〉, onde VG é um conjunto de

contextos de chamado, e para qualquer par de contextos cc1, cc2 ∈ VG, se a sequência

(cc1, cc2) é bem formada, então (cc1, cc2) ∈ EG.

Exemplo 3.2.3 (Máximo divisor comum): Para a função mdc que, como visto no Exem-

plo 3.2.1, tem dois contextos de chamado cc1 e cc2, gera-se o seguinte CCG:

cc1
&&

66 cc2ff

Observe que a sequência (cc2, cc2) não está presente no CCG, pois não é bem formada,

uma vez que:

∀ β : Var → Val : cnd2(β(m,n))⇒ ¬cnd2(e2(β(m,n)))

Note que, dada uma definição de uma função recursiva f e o seu respectivo CCG

G = 〈VG, EG〉 toda sequência bem formada de contextos de chamado de VG é um caminho

em G, mas nem todo caminho de G é uma sequência bem formada de contextos, isto

porque em um CCG somente se verifica boa formação local, enquanto dizer que uma

sequência é bem formada significa boa formação em cada aresta da sequência.

Neste ponto, são adicionadas medidas ao CCG. Medidas são aplicações que mapeiam

o conjunto de parâmetros formais de uma função em um conjunto com uma ordem bem

fundada. O conjunto de medidas será representado por F . A seguinte definição estabalece

um mecanismo para comparar medidas de F aplicadas a dois vértices adjacentes do CCG.

Definição 3.2.5: Seja G um CCG com uma aresta e = (cc1, cc2), onde cci = 〈x, cndi, ei〉.
Seja ainda (S,�) uma estrutura bem fundada e considere um conjunto de medidas F .

Dadas duas medidas µ1, µ2 ∈ F para cc1 e cc2 respectivamente, uma função de medida

para a aresta e, cujo papel é comparar as medidas µ1 e µ2, é dada pela seguinte aplicação

φ : F × F → {>,=,×} definida por:

φ(µ1, µ2) :=


>, se ∀ β : Var → Val : µ1(β(x)) � µ2(e1(β(x)))

=, se ∀ β : Var → Val : µ1(β(x)) < µ2(e1(β(x)))

×, caso contrário

Assim, a partir da definição anterior define-se um CCG bem fundado como segue:

Definição 3.2.6: Seja G = 〈VG, EG〉 um CCG. Diz-se que G é bem fundado se existe uma

estrutura bem fundada (S,�) e um conjunto de medidas F sobre S tal que o seguinte vale:

para todo caminho infinito scc = (cci1 , cci2 , cci3 , . . .) de contextos de G existe k′ > 1 e uma
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sequência de medidas (µik′ , µik′+1
, . . .) tal que para todo k > k′, φ(µik , µik+1) ∈ {>,=}, e

para infinitos k > k′, φ(µik , µik+1) ∈ {>}.

E assim o seguinte resultado é estabelecido:

Teorema 3.2.7 (Teorema 2 de [MV06]): Seja G um CCG relacionado a uma função

recursiva f . Se toda componente fortemente conexa maximal de G é bem fundada, então

f termina em todas as entradas.

Este teorema é provado, verificando-se que, se toda componente fortemente conexa

maximal de G é bem fundada, então toda sequência bem formada de contextos de G é

finita. Dáı, segue do Teorema 3.2.3 que a função f é terminante.

3.3 PVS: Sintaxe e Semântica

O PVS1 (Prototype Verification System) é um sistema de especificação e verificação que

provê um ambiente integrado para desenvolvimento e análise de especificações formais, e

suporta uma ampla gama de atividades envolvendo criação, análise, modificação, geren-

ciamento e documentação de teorias e provas. O PVS tem sido aplicado com sucesso em

formalização de unificação de primeira ordem [AdMGA10, AGdMAR12, AGdMAR14],

formalização de propriedades elaboradas em teoria de reescrita [GAR10, GAR09], certi-

ficação de protocolos criptográficos [ARR13], correção de sistemas de gerenciamento de

tráfico áereo [NM12, NMHZH13], verificação de algoritmos e hardware [ORR+96, NM14,

Cyr94, GS97], formalizações de teorias matemáticas [DLMn09], extração de código for-

mal [LMG09], dentre outras. O PVS é basicamente composto por uma Linguagem de

Especificação fortemente integrada com um poderoso Assistente de Prova Interativo, um

Typechecker, além de outras ferramentas como bibliotecas de especificação. Neste caṕıtulo

é apresentada uma visão geral sobre a semântica do PVS e as principais ferramentas

utilizadas na especificação/formalização apresentada nos Caṕıtulos 4, 5 e 6. Para mais

detalhes sobre a semântica do PVS consultar [OS97], o qual é a base das seções 3.3.3 e

3.3.4. Também é posśıvel encontrar, na página do sistema, manuais e documentos que

descrevem em detalhes a linguagem de especificação do PVS, o provador e o sistema.

1Dispońıvel em http://pvs.csl.sri.com
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3.3.1 A Linguagem de Especificação do PVS

A linguagem de especificação do PVS é baseada em lógica de ordem superior simples-

mente tipada, e é desenvolvida para permitir especificações suscintas e leǵıveis, além de

construções efetivas de prova. Dentro de uma teoria os tipos podem ser definidos a partir

de tipos mais básicos, como booleanos, números naturais, etc.

Exemplo 3.3.1: Por exemplo, observe o seguinte trecho de código pvs extráıdo da teoria

measures a ser apresentada no Caṕıtulo 4, onde alguns tipos são definidos:

measures : TYPE = Sign3

measure_matrix : TYPE = [below(N) -> [below(N) -> measures]]

Para definir o tipo measures, que são números tomados no conjunto {−1, 0, 1}, ou o tipo

measure matrix, que são matrizes quadradas cujas entradas são do tipo measures, foram

empregados os tipos: Sign3, que são inteiros no conjunto {−1, 0, 1}; e o tipo below(N),

que são números naturais menores que ou iguais a N − 1.

Uma especificação em PVS consiste de uma coleção de teorias. E cada teoria consiste

de um conjunto de śımbolos para os nomes dos tipos e constantes introduzidas na teoria,

além de axiomas, definições e teoremas associados.

3.3.2 O Assistente de Prova

O objetivo principal do assistente de prova do PVS é conferir suporte à construção de

provas leǵıveis, isto é, o processo de verificação busca ser próximo de uma prova em

papel e lápis. Logo, permite interação humana de forma que a prova pode ser facilmente

entendida e comunicada a outras pessoas. No sentido de possibilitar que as provas sejam

facilmente desenvolvidas, o assistente de prova do PVS provê uma coleção poderosa de

comandos de prova. Quando combinados corretamente, tais comandos desenvolvem uma

estratégia de prova onde se realiza racioćınios lógicos, proposicionais e aritméticos, com o

uso de definições e lemas.

O assistente de prova do PVS foi desenvolvido com base na semântica usual de Gent-

zen, da Teoria da Prova. Isto significa que os objetivos em PVS são apresentados na

forma de sequentes Σ ` Λ, onde Σ e Λ são sequências finitas de fórmulas.

O assistente de prova mantém uma árvore de prova durante a formalização de uma

propriedade especificada, onde cada nó é um objetivo de prova. A formalização em curso

é completa quando se obtém uma árvore de prova que seja completa, isto é, uma árvore
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em que todas as folhas são axiomas. Cada nó da árvore é um objetivo de prova, repre-

sentado por um sequente da forma Σ ` Λ, que consiste de uma sequência de fórmulas

Σ denominadas antecedentes e uma sequência de fórmulas Λ denominadas consequentes.

A interpretação de um sequente é que a conjunção dos antecedentes implica a disjunção

dos consequentes, isto é, para Σ = {A1, A2, A3, . . .} e Λ = {B1, B2, B3, . . .}, tem-se que

(A1 ∧ A2 ∧ A3 . . .) ⊃ (B1 ∨B2 ∨B3 . . .).

3.3.3 A Checagem de Tipos em PVS

Os tipos formam um mecanismo poderoso para detectar erros sintáticos e semânticos em

uma especificação. O PVS explora este mecanismo através de uma operação de checagem

de tipos, que é mantida pelo typechecker. A lógica expressiva do PVS proporciona uma

boa integração entre o typechecker e o assistente de prova. O typechecker explora o poder

dedutivo do assistente de prova para verificar automaticamente as condições de correção

de tipos, ou TCC’s (type correctness conditions), que são obrigações de prova geradas

pela operação de checagem de tipos. Estas obrigações de prova surgem, por exemplo,

quando realiza-se a checagem de tipos de um termo em confronto com um subtipo de um

predicado. Tais obrigações também aparecem como sub-objetivos de prova durante uma

formalização.

Em PVS os tipos básicos consistem de Booleanos, bool, e números reais, real. O PVS

é uma linguagem de especificação fortemente tipada, onde os tipos são constrúıdos a partir

dos tipos básicos, através de funções e produtos de tipos, e expressões são constrúıdas a

partir das constantes e variáveis por meio de aplicações, abstrações e sequências.

A operação de checagem de tipos é desenvolvida dentro de um contexto. Em PVS, um

contexto Γ é uma sequência de declarações, onde cada declaração é: ou uma declaração de

tipo s:TYPE; ou uma declaração de constante c:T, onde T é um tipo; ou uma declaração

de variável x:VAR T, onde T é um tipo. Esta operação pode ser vista como uma função

parcial que associa a cada śımbolo uma espécie que pode ser ou TYPE, ou CONSTANT, ou

VARIABLE e um tipo a cada śımbolo de constante e variável. De maneira mais formal,

define-se:

Definição 3.3.1: Seja Γ um contexto e s um śımbolo com declaração D e r um śımbolo

qualquer. Então,

1. (Γ, s : D)(s) = D

2. r 6= s⇒ (Γ, s : D)(r) = Γ(r)
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3. Se s não é declarado em Γ, então Γ(s) é indefinido.

4. Para qualquer śımbolo s, a espécie de s em Γ é dada por kind(Γ(s)).

5. Se kind(Γ(s)) é CONSTANT ou VARIABLE, então o tipo de Γ(s) é o tipo associado a s

em Γ.

As regras de tipos em uma teoria simplesmente tipada são dadas pela definição recur-

siva de uma função parcial τ que associa:

(i) a um termo a, bem tipado em relação a um contexto Γ, um tipo τ(Γ)(a).

(ii) a um tipo A, bem formado em relação a um contexto Γ, a palavra-chave TYPE como

resultado de τ(Γ)(A).

(iii) a um contexto ∆, bem formado em relação a um contexto Γ, a palavra-chave CONTEXT

como resultado de τ(Γ)(∆).

Normalmente, as regras de tipos são apresentadas como regras de inferência, mas

em PVS uma apresentação funcional é mais apropriada, pois desta forma obtem-se uma

argumentação de correção de provas mais natural e direta. Assim tem-se a seguinte

definição para as regras de tipo, que em PVS representam a operação de typechecking.

Definição 3.3.2: Regras de tipos

τ()({}) = CONTEXT

τ()(Γ, s : TYPE) = CONTEXT, se Γ(s) é indefinido e τ()(Γ) = CONTEXT

τ()(Γ, c : T ) = CONTEXT, se Γ(c) é indefinido, τ(Γ)(T ) = TYPE

e τ()(Γ) = CONTEXT

τ()(Γ, x : VAR T ) = CONTEXT, se Γ(x) é indefinido, τ(Γ)(T ) = TYPE

e τ()(Γ) = CONTEXT

τ(Γ)(s) = TYPE, se kind(Γ(s)) = TYPE

τ(Γ)([A→ B]) = TYPE, se τ(Γ)(A) = τ(Γ)(B) = TYPE

τ(Γ)([A1, A2]) = TYPE, se τ(Γ)(Ai) = TYPE para 1 ≤ i ≤ 2

τ(Γ)(s) = type(Γ(s)), se kind(Γ(s)) ∈ {CONSTANT, VARIABLE}

τ(Γ)(f a) = B, se τ(Γ)(f) = [A→ B] e τ(Γ)(a) = A

τ(Γ)(λ(x : T ) : a) = [T → τ(Γ, x : VAR T )(a)], se Γ(x) é indefinido

e τ(Γ)(T ) = TYPE

τ(Γ)((a1, a2)) = [τ(Γ)(a1), τ(Γ)(a2)]

τ(Γ)(pi a) = Ti, onde τ(Γ)(a) = [T1, T2]
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Exemplo 3.3.2: Seja Ω um contexto onde bool : TYPE, TRUE : bool e FALSE : bool.

Assim, neste contexto as regras de tipo são dadas por:

τ()({}) = TYPE

τ()(Ω) = TYPE

τ(Ω)([[bool, bool]→ bool]) = TYPE

τ(Ω)((TRUE, FALSE)) = [bool, bool]

τ(Ω)(p2(TRUE, FALSE)) = bool

τ(Ω)(λ(x : boll) : TRUE) = [bool→ bool]

Um termo bem tipado s com um tipo designado por τ dentro de um contexto Γ é dito

um termo de tipo τ(Γ)(s) no contexto Γ.

Note que nas regras de tipos a boa formação do contexto em questão não é explici-

tamente verificada, contudo tais regras preservam a boa formação do contexto em cada

chamado recursivo, então se o contexto inicial é bem formado, todos os contextos inter-

mediários o serão também.

O PVS ainda oferece o recurso de declarar tipos dependentes, isto é, alguns dos tipos

dos parâmetros de uma especificação podem ser dependentes de parâmetros anteriores.

3.3.4 As Regras de Prova do PVS

As regras de prova do PVS são apresentadas em termos de cálculo de sequentes. Como

mencionado na Seção 3.3.2, um sequente é da forma Σ `Γ Λ, onde Γ é o contexto, Σ

é o conjunto das fórmulas que compõem o antecedente e Λ representa o conjunto das

fórmulas que compõem o consequente. Sobre um sequente desta forma deve-se fazer a

seguinte leitura: a conjunção das fórmulas de Σ implica a disjunção das fórmulas de Λ.

Regras Estruturais

Com as regras estruturais pode-se rearranjar um sequente ou enfraquecê-lo, introduzindo

novas fórmulas na conclusão.

A regra (W ), apresentada em (3.4), representa uma poderosa regra de enfraqueci-

mento. Todas as regras estruturais podem ser expressas em termos desta. Esta regra

permite derivar um sequente mais fraco de um mais forte, por meio de introdução de

fórmulas no antecedente ou no consequente. Este fato é expresso pela condição que se

impõe de que Σ1 ⊆ Σ2 e Λ1 ⊆ Λ2.



Seção 3.3 - PVS: Sintaxe e Semântica 49

Σ1 `Γ Λ1

Σ2 `Γ Λ2
(W ), se Σ1 ⊆ Σ2 e Λ1 ⊆ Λ2 (3.4)

As regras de contração (C `) e (` C), apresentadas abaixo, permitem substituir

várias ocorrências de uma mesma fórmula no antecedente ou no consequente por uma

única ocorrência.

a, a,Σ `Γ Λ

a,Σ `Γ Λ
(C `)

Σ `Γ a, a,Λ

Σ `Γ a,Λ
(` C)

As regras de comutação (X `) e (` X), afirmam que a ordem das fórmulas tanto do

antecedente quanto do consequente é insignificante.

Σ1, b, a,Σ2 `Γ Λ

Σ1, a, b,Σ2 `Γ Λ
(X `)

Σ `Γ Λ1, b, a,Λ2

Σ `Γ Λ1, a, b,Λ2
(` X)

Regra de Corte

A regra de corte (Cut) pode ser usada para introduzir a análise de casos sobre uma fórmula

a, dentro de uma prova de um sequente da forma Σ `Γ Λ. Isto leva a dois sub-objetivos

da forma Σ, a `Γ Λ e Σ `Γ a,Λ, que podem ser vistos como assumindo a em um ramo da

prova e ¬a no outro ramo da prova.

(τ(Γ)(a) ∼ bool)Γ Σ, a `Γ Λ Σ `Γ a,Λ

Σ `Γ Λ
(Cut)

Regras para Axiomas Proposicionais

Na regra (Ax), simplesmente tem-se afirmação trivial de que a segue de a.

Σ, a `Γ a,Λ
(Ax)

As regras (FALSE `) e (` TRUE), afirmam que, se em um dado sequente existe uma

ocorrência de FALSE no antecedente ou uma ocorrência de TRUE no consequente, então

este sequente é um axioma.

Σ, FALSE `Γ Λ
(FALSE `)

Σ `Γ TRUE,Λ
(` TRUE)
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Regras de Contexto

Algumas fórmulas valem em um contexto simplesmente porque elas já fazem parte do

contexto, ou como uma fórmula mesmo ou como uma declaração de constante. Nisto

consiste a assertiva das regras (ContextFormula) e (ContextDefinition) abaixo.

`Γ a
(ContextFormula), se a é uma fórmula em Γ.

`Γ s = a
(ContextDefinition), se s : T = a é uma definição de constante em Γ

Um contexto Γ pode ser estendido, através das regras (Context `) e (` Context), por

fórmulas no antecedente ou negação de fórmulas no consequente.

Σ, a `Γ,a Λ

Σ, a `Γ Λ
(Context `)

Σ `Γ,¬a a,Λ

Σ `Γ a,Λ
(` Context)

A regra (ContextW ), é uma regra de enfraquecimento do contexto que é bastante útil,

pois mostra que uma derivação é monótona em relação a um contexto.

Σ `Γ Λ
Σ `Γ′ Λ

(ContextW ), se Γ é um prefixo de Γ′

Regras Condicionais

As regras (IF `) e (` IF ) têm o objetivo de eliminar as ocorrências de IF-THEN-ELSE

em uma prova. Contudo estas regras não são usuais pois elas aumentam o contexto.

Σ, a, b `Γ,a Λ Σ, c `Γ,¬a a,Λ

Σ, IF(a, b, c) `Γ Λ
(IF `)

Σ, a `Γ,a b,Λ Σ `Γ,¬a a, c,Λ

Σ `Γ IF(a, b, c),Λ
(` IF )

Regras de Igualdade

As regras de transitividade e simetria para a igualdade podem ser derivadas das regras

de igualdade (Refl) e (Repl) abaixo. Nestas regras a notação a[e] indica uma ou mais

ocorrências de e na fórmula a, tal que não existem ocorrências de variáveis livres em e.

Similarmente, a notação Λ[e] indica ocorrências de e em Λ.

Σ `Γ a = a,Λ
(Refl)

a = b,Σ[b] `Γ Λ[b]

a = b,Σ[a] `Γ Λ[a]
(Repl)
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Regras de Igualdade Booleana

Na regra (Repl TRUE) tem-se a asserção de que uma fórmula a no antecedente pode ser

tratada como uma fórmula de igualdade no antecedente da forma a = TRUE. Similarmente

a regra (Repl FALSE) estabelece que uma fórmula a no consequente pode ser vista como

uma igualdade da forma a = FALSE, no antecedente. Já a regra TRUE-FALSE, afirma que

as constantes booleanas TRUE e FALSE são distintas.

Σ[TRUE], a `Γ Λ[TRUE]

Σ[a], a `Γ Λ[a]
(Refl TRUE)

Σ[FALSE], a `Γ Λ[FALSE]

Σ[a] `Γ a,Λ[a]
(Repl FALSE)

Σ, TRUE = FALSE `Γ Λ
(TRUE− FALSE)

Regras de Redução

As regras de redução (β) e (π) são axiomas de igualdade que possibilitam realizar simpli-

ficações óbvias, para aplicações envolvendo lambda abstrações e projeção de produtos.

`Γ (λ(x : T ) : a)(b) = a[b/x]
(β) `Γ pi(a1, a2) = ai

(π), para i = 1, 2

Regras de Extensionalidade

As regras de extensionalidade (FunExt) e (TupExt), são regras que estabelecem igual-

dade para expressões funcionais e de produto, respectivamente. A regra de extensionali-

dade para funções introduz uma constante de Skolem s para estabelecer que duas funções

f e g são iguais quando os resultados das aplicações destas funções a um argumento qual-

quer de s são iguais. A regra de extensionalidade para produto diz que dois produtos são

iguais se as suas projeções correspondentes são iguais.

Σ `Γ,s:A (f s) =B[s/x] (g s),Λ

Σ `Γ f =[x:A→B] g,Λ
(FunExt), se Γ(s) é indefinido

Σ `Γ p1(a) =T1 p1(b),Λ Σ `Γ p2(a) =T2[(p1 a)/x] p2(b),Λ

Σ `Γ a =[x:T1T2] b,Λ
(TupExt)
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Regra de Restrição de Tipo

A regra de restrição de tipo (Typepred), é usada para suprir a necessidade de uma regra

que introduza a restrição de tipo sobre um termo como uma fórmula no antecedente de

um dado sequente.

τ(Γ)(a) = A π(A)(a),Σ `Γ Λ

Σ `Γ Λ
(Typepred)

Exemplos de formalização em PVS com aplicação das regras de prova serão apresen-

tadas na Seção 4.5.



Caṕıtulo 4

Grafos com Matrizes de Medida

Neste caṕıtulo apresenta-se uma aplicação interessante de ω-digrafos, utilizando esta es-

trutura de dados na análise de terminação de definições recursivas, assim como CCGs.

Grafos com Matrizes de Medida (ou Matrix Weighted Graphs - MWG) são ω-digrafos,

onde a função de medida sobre as arestas é escolhida de modo a modelar o comportamento

dos parâmetros da definição recursiva. Para uma dada função recursiva, os digrafos nas

definições de MWG e CCG são idênticos, contudo o espaço de medidas de um MWG é

o espaço de matrizes quadradas, onde cada matriz associada a uma dada aresta informa

todas as posśıveis comparações da famı́lia de medidas associada ao CCG.

As definições e demonstrações apresentadas neste caṕıtulo correspondem às definições

especificadas e às demonstrações formalizadas em PVS como parte da teoria mwg, cuja

hierarquia pode ser visualizada na Figura 4.1 e será apresentada na próxima seção.

Neste caṕıtulo apresenta-se na Seção 4.1 a estrutura hierárquica da especificação de

MWG bem como uma justificativa intuitiva para a abstração presente na especificação

e formalização da nova álgebra desenvolvida para tratar MWG que será apresentada

na Seção 4.2; na Seção 4.3 é apresentada a definição formal de MWG’s e a semântica

operacional da terminação para esta estrutura; na Seção 4.4 dois critérios de terminação

para MWG são descritos; finalmente na Seção 4.5 apresenta-se um pouco da formalização

em PVS dos critérios descritos na seção anterior.

4.1 Especificação de MWG

A especificação dessa nova estrutura denominada MWG foi desenvolvida para tratar de-

finições recursivas e principalmente formalizar critérios de terminação. Contudo em ne-

nhum momento na especificação da teoria em PVS serão encontrados termos como “pro-
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matrix wdg

((vv ��

cycles

��

weighted digraphs

vv

measures

circuits // walks

Figura 4.1: Hierarquia da sub-teoria matrix wdg

grama” ou “para”, da maneira como tais termos estão presentes no Caṕıtulo 2. Mas

todas estas ideias estão presentes na teoria de uma maneira abstrata, e o objetivo desta

seção é apresentar uma intuição da conexão entre o que se encontra na especificação e

na formalização e o objeto de estudo que é a formalização de critérios para verificação de

terminação de linguagens funcionais de primeira ordem.

Apresenta-se a estrutura hierárquica da especificação de MWG. A Figura 4.1 mos-

tra as teorias matrix wdg e measures em destaque a serem apresentadas neste caṕıtulo

e as sub-teorias (da teoria digraphs) sobre as quais a especificação e formalização de

matrix wdg está constrúıda. A descrição completa das teorias cycles, circuits, walks

e weighted digraphs é encontrada nas Seções 3.1 e 3.1.2.

Como pode ser observado na definição de ω-digrafos (Definição 3.1.17), a função peso

µ, definida no conjunto das arestas do ω-digrafo, toma valores em um conjunto (denotado

por W ) que possui a estrutura de um monoide, ou seja, é um conjunto com uma operação

binária associativa e um elemento neutro. A teoria measures consiste da especificação

de uma estrutura de monoide, que neste caso será um conjunto especial de matrizes-

quadradas N × N , denotado por MN×N , e da formalização de algumas propriedades

sobre tais matrizes incluindo a prova de que a operação binária definida é associativa e

a prova de existência do elemento neutro; a teoria measures é apresentada na Seção 4.2.

Tendo definido formalmente a estrutura de monoideMN×N é posśıvel aplicar a tecnologia

geral para tratar digrafos com peso, desenvolvida na teoria weighted digraphs, na for-

malização de critérios de terminação em MWG’s. Observe que tomar W , como definido

em weighted digraphs, igual a MN×N , como definido em measures, dá origem a nova

estrutura denominada MWG; a especificação/formalização dos critérios de terminação em

MWG’s é apresentada na Seção 4.4.

A fim de desenvolver um ambiente formal com ferramentas matemáticas onde a nova

estrutura de dados MWG pudesse ser caracterizada através da formalização de proprie-
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dades relevantes, como por exemplo critérios de terminação, uma nova (porém padrão)

álgebra de matrizes foi especificada/formalizada. As definições e formalizações desta

álgebra apresentam propriedades que abstraem o comportamento dos objetos que se de-

seja modelar, no caso funções recursivas de primeira-ordem, e uma conexão mais formal

entre o que se apresenta nesta álgebra e os objetos reais do estudo é assunto dos Caṕıtulos

5 e 6.

A álgebra apresentada neste caṕıtulo é constrúıda sobre o conjunto {−1, 0, 1}. Para

entender o que cada um desses números representa é necessário falar um pouco sobre o que

se deseja abstrair. Com este objetivo, destacam-se alguns pontos (que não estão presentes

concretamente na especificação/formalização da álgebra, mas sim abstratamente), através

de uma descrição dos elementos de um MWG, que são os mesmos elementos de um

ω-digrafo: vértices, arestas e uma função de medida sobre arestas.

vértices: Cada vértice v do MWG representa um chamado recursivo na definição da

função, da mesma forma que um contexto de chamado na Definição 3.2.1. As-

sim, cada vértice tem a informação impĺıcita de um estado na computação com

parâmetros formais, condições sobre os parâmetros e parâmetros atuais, que são

funções dos formais em novos parâmetros;

arestas: Da mesma forma que em um ω-digrafo, arestas são pares de vértices conectados.

Portanto, assim como apresentado na tecnologia CCG (Seção 3.2), a presença de

uma aresta e = (vi, vj) significa que é posśıvel realizar o chamado representado por

vj logo após o chamado representado por vi;

medida: Na tecnologia CCG a análise de terminação envolve medidas sobre um domı́nio

de uma relação bem fundada. Assim, considere uma famı́lia F = {µ0, . . . , µN−1}
de medidas. O peso de cada aresta e = (v1, v2) de um MWG será uma N × N -

matriz, onde N é a cardinalidade da famı́lia F . Desta forma, cada entrada mij,

i, j = 0, . . . N − 1, da matriz será um número em {−1, 0, 1} obtido da seguinte

maneira:

mij :=


1, se µi(v1) > µj(v1);

0, se µi(v1) > µj(v1);

−1, caso contrário.

(4.1)

Onde µk(v1), k = i, j, representa o resultado de aplicar a medida µk aos parâmetros

formais ou atuais do chamado representado pelo vértice v1.

Observe que a ideia intuitiva apresentada na Equação 4.1 é:
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• Se o resultado encontrado é igual a 1, então existe uma medida que decresce;

• Se o resultado encontrado é igual a 0, então existe uma medida menor ou igual mas

não é posśıvel responder se existe uma medida que decresce;

• Se o resultado encontrado é igual a −1, então não é posśıvel responder se existe uma

medida menor ou igual ou que decresce.

4.2 Uma Álgebra Para Matrizes de Medidas

Tendo em mente os aspectos que se deseja abstrair, apresentam-se as definições formais

relacionadas a esta nova álgebra de matrizes.

Definição 4.2.1 (Medidas): Uma medida é um número em {−1, 0, 1}.

Definição 4.2.2 (Adição e Máximo de Medidas): A adição de medidas é definida como

uma operação binária + : {−1, 0, 1} × {−1, 0, 1} → {−1, 0, 1} satisfazendo as seguintes

equações:

−1 + x := −1, x+ (−1) := −1, 0 + x := x, x+ 0 := x e 1 + 1 := 1

A relação de máximo sobre medidas é dada pela relação binária comutativa usual de

máximo sobre {−1, 0, 1}, de acordo com a ordem −1 < 0 < 1: Isto é,

max(x, 1) := 1, max(x,−1) := x e max(0, 0) := 0

Note que a adição e a relação de máximo são operadores binários associativos e comu-

tativos. Portanto, as estruturas dadas por ({−1, 0, 1},+, 0) e ({−1, 0, 1},max,−1) são

monoides comutativos.

A relação de máximo pode ser estendida a vetores de medidas da seguinte maneira:

Definição 4.2.3 (Máximo de um Vetor): Seja A = [a0 . . . aN−1] um vetor sobre {−1, 0, 1},
então o elemento máximo de A, denotado por max(A), é definido por:

max(A) := {a | ∀i < N, A(i) 6 a ∧ ∃j < N, A(j) = a}

Notação: A seguinte notação será adotada para o máximo de um vetor de medidas:

dado A = [a0 . . . aN−1] de comprimento N , o elemento máximo de A é denotado por

max(A) = max
06k<N

{ak}.
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Observação 4.2.1: Dadas duas medidas a e b, a seguinte situação será frequentemente

considerada: (i) a > 0∧b > 0∧(a = 1∨b = 1). Mas observe que isto pode ser reescrito de

maneira muito mais simples e elegante por: (ii) a+ b = 1. Portanto a expressão (ii) será

preferencialmente usada ao invés de (i). Assim como a+ b > 0, ao invés de a > 0∧ b > 0.

Lema 4.2.4: Para todo vetor de medidas A = [a0 . . . aN−1] e para toda medida b, vale a

seguinte igualdade:

max(A) + b = max
06k<N

{ak + b}

Prova: Com efeito, como max(A)+b = max
06k<N

{ak}+b, o seguinte fato deve ser verificado:

max
06k<N

{ak}+ b = max
06k<N

{ak + b}. Assim, considere os posśıveis casos para b:

b = −1: max
06k<N

{ak + b} = max
06k<N

{ak + (−1)} = max
06k<N

{−1} = −1 e

max
06k<N

{ak}+ b = max
06k<N

{ak}+ (−1) = −1

b = 0: max
06k<N

{ak + b} = max
06k<N

{ak + 0} = max
06k<N

{ak} e

max
06k<N

{ak}+ b = max
06k<N

{ak}+ 0 = max
06k<N

{ak}

b = 1: neste caso, suponha que max
06k<N

{ak + b} = max
06k<N

{ak + 1} = ak1 + 1 e

max
06k<N

{ak} + b = max
06k<N

{ak} + 1 = ak2 + 1. Além disso, vale que para

todo k, 0 6 k < N , ak + 1 6 ak1 + 1 e ak 6 ak2 . Em particular, tem-se que

ak2 + 1 6 ak1 + 1 e ak1 6 ak2 . Portanto, considerando as possibilidades para

ak1 e ak2 , conclúı-se que ak1 + 1 = ak2 + 1.

Logo, tem-se que max
06k<N

{ak + b} = max
06k<N

{ak}+ b em todos os casos. .

Definição 4.2.5 (Matrizes de medida): Uma matriz de medida é uma matriz quadrada

cujas entradas são medidas.

Notação: Matrizes de medida são representadas por letras maiúsculas M, A, B, etc.

Suas respectivas entradas são representadas pelas letras minúsculas correspondentes com

sub-́ındicesmij, aij, bij, etc; ou ainda por (M)ij, (A)ij, (B)ij, etc. Além disso, convenciona-

se que matrizes de medida são N × N -matrizes e o espaço de tais matrizes é denotado

por MN×N .

A fim de ter uma álgebra de matrizes que satisfaça as condições da Observação 3.1.1,

e que consequentemente forneça um espaço de matrizes de medida MN×N adequado à

caracterização de ω-digrafos, é necessário definir uma operação associativa sobre MN×N

e uma (matriz de medida) identidade em MN×N .

A operação ∗ : MN×N ×MN×N → MN×N é definida similarmente à multiplicação
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usual de matrizes, porém usando a operação + e a relação max sobre medidas, da seguinte

forma:

Definição 4.2.6 (Multiplicação de matrizes de medida): Sejam A,B ∈MN×N matrizes

de medida, a multiplicação A ∗B é definida por:

∀ i, j ∈ {0, . . . , N − 1}, (A ∗B)ij := max
06k<N

{aik + bkj}.

Definição 4.2.7 (Matriz de Medida Id): Defina a matriz de medida, denotada por Id,

cujas entradas sejam tais que:

idij =

 0, se i = j

−1, se i 6= j

para i e j variando em {0, . . . , N − 1}.

Lema 4.2.8 (Matriz identidade): A matriz Id definida acima é identidade à direita e à

esquerda em MN×N , isto é, se A ∈MN×N então Id ∗A = A ∗ Id = A.

Prova: De fato, pela Definição 4.2.6, tem-se que:

∀ i, j ∈ {0, . . . , N − 1}, (Id ∗A)ij = max
06k<N

{idik + akj} (?)

Isto significa que existe um k1 ∈ {0, . . . , N − 1} tal que (Id ∗ A)ij = idik1 + ak1j, para

cada i, j ∈ {0, . . . , N − 1}. Considere as seguintes possibilidades sobre k1:

k1 = i ⇒ idii = 0, Definição 4.2.7

⇒ idii + aij = aij, Definição 4.2.2

k1 6= i ⇒ idik1 = −1, Definição 4.2.7

⇒ idik1 + ak1j = −1, Definição 4.2.2

Além disso, note que aij > −1. Portanto, o valor de k para o qual a soma idik + akj é

máxima, é sempre igual a i para todos i, j ∈ {0, . . . , N − 1}. Assim, pela Equação (?)

∀ i, j ∈ {0, . . . , N − 1}, (Id ∗A)ij = idii + aij

= aij

= (A)ij

Portanto, Id ∗A = A. De maneira análoga, verifica-se que A ∗ Id = A. .

Lema 4.2.9 (Associatividade da multiplicação de matrizes de medida): A operação ∗ é

associativa, isto é, se A, B, C ∈MN×N , então (A ∗B) ∗C = A ∗ (B ∗C).
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Prova: De fato, para todos i, j ∈ {0, . . . , N − 1} vale que:

((A ∗B) ∗C)ij = max
06k<N

{(A ∗B)ik + ckj}, Definição 4.2.6

= max
06k<N

{max
06l<N

{ail + blk}+ ckj}, Definição 4.2.6

= max
06k<N

{max
06l<N

{ail + blk + ckj}}, Lema 4.2.4

e

(A ∗ (B ∗C))ij = max
06l<N

{ail + (B ∗C)lj}, Definição 4.2.6

= max
06l<N

{ail + max
06k<N

{blk + ckj}}, Definição 4.2.6

= max
06l<N

{ max
06k<N

{ail + blk + ckj}}, Lema 4.2.4

Assim, conclui-se que: ∀ i, j ∈ {0, . . . , N} : ((A ∗B) ∗C)ij = (A ∗ (B ∗C))ij .

Os Lemas 4.2.8 e 4.2.9 garantem que a álgebra dada por (MN×N , ∗, Id) é um monoide.

Note que, em uma definição recursiva, se existe uma medida definida sobre o domı́nio

de uma relação bem fundada que decresce nos parâmetros da definição, então é posśıvel

garantir terminação de tal definição recursiva. Tendo em mente que, de acordo com a

motivação apresentada na Equação 4.1, se a matriz de medida de uma caminho no digrafo

tem na posição (i, i), para 0 6 i < N , entrada igual a 1, então isto representa que a medida

µi da famı́lia de medidas F decresce. Assim, no que segue define-se o que vem a ser uma

matriz de medida positiva, o que mais tarde será crucial para a definição da semântica de

terminação para um grafo com matrizes de medida.

Definição 4.2.10 (Matriz de medida positiva): Seja M ∈MN×N uma matriz de medida.

Diz-se que M é positiva sempre que existir j, 0 6 j < N , tal que (M)jj = 1.

A seguinte definição introduz a nomenclatura utilizada para tratar posições

(i, j) ∈ {0, . . . , N − 1} × {0, . . . , N − 1} de matrizes cuja respectiva entrada em (i, j)

seja 0 ou 1.

Definição 4.2.11 (Matriz com posição definida ou positiva): Sejam M ∈ MN×N e

i, j ∈ {0, . . . , N − 1}. Assim, adota-se a seguinte notação para as situações descritas:

• se (M)ij > 0, então (i, j) é uma posição definida;

• se (M)ij = 1, então (i, j) é uma posição positiva.

Vários resultados envolvendo matrizes de medida positivas, onde basicamente são es-

tabelecidas relações entre as posições de matrizes resultantes da multiplicação de outras

matrizes satisfazendo certas propriedades, são formalizados na teoria measures em PVS.

Nesta apresentação, apenas os resultados mais relevantes e necessários à discussão que se

segue ao longo do trabalho são apresentados.
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O lema seguinte trata de posições positivas em uma multiplicação de matrizes de

medida.

Lema 4.2.12 (Multiplicação de matrizes com posição positiva): Sejam A,B ∈MN×N e

i, j ∈ {0, . . . , N − 1}. Assim,

(A ∗B)ij = 1 ⇐⇒ ∃ k ∈ {0, . . . , N − 1} : aik + bkj = 1

Prova: De fato, sejam i, j ∈ {0, . . . , N − 1}. Assim,

(A ∗B)ij = 1

⇐⇒ max
06k<N

{aik + bkj} = 1, Definição 4.2.6

⇐⇒ ∃ k ∈ {0, . . . , N − 1} : aik + bkj = 1, pela existência do máximo

O que conclui a prova. .

O lema seguinte é sobre posições definidas em uma multiplicação de matrizes de me-

dida.

Lema 4.2.13 (Multiplicação de matrizes com posição definida): Sejam A,B ∈MN×N e

i, j ∈ {0, . . . , N − 1}. Assim,

(A ∗B)ij > 0 ⇐⇒ ∃ k ∈ {0, . . . , N − 1} : aik + bkj > 0

Prova: De fato, sejam i, j ∈ {0, . . . , N − 1}. Assim,

(A ∗B)ij > 0

⇐⇒ max
06k<N

{aik + bkj} > 0, Definição 4.2.6

⇐⇒ ∃ k ∈ {0, . . . , N − 1} : aik + bkj > 0, pela existência do máximo

O que conclui a prova. .

O próximo lema é de extrema relevância na verificação de positividade de matrizes de

medida para circuitos equivalentes, pois leva a um resultado onde verifica-se que, se um

circuito tem matriz positiva, então todos os circuitos na mesma classe de equivalência do

anterior têm matrizes positivas.

Lema 4.2.14 (Multiplicação positiva comuta): Sejam A,B ∈ MN×N . A matriz A ∗B

é positiva se, e somente se, a matriz B ∗A é positiva.

Prova: De fato, A ∗B é positiva

⇐⇒ ∃ j, k ∈ {0, . . . , N − 1} : ajk + bkj = 1, Lema 4.2.12

⇐⇒ ∃ k, j ∈ {0, . . . , N − 1} : bkj + ajk = 1, + é comutativa

⇐⇒ B ∗A é positiva, Lema 4.2.12

O que conclui a prova. .
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4.3 Terminação Para Grafos com Matrizes de Me-

dida

Nesta breve seção apresenta-se a definição formal de grafos com matrizes de medida e a

semântica operacional da terminação para estas estruturas.

A partir da construção formal da álgebra (MN×N , ∗, Id), é posśıvel definir Grafos com

Matrizes de Medida (ou MWG’s), que são um tipo especial de ω-digrafos, onde a função

peso sobre arestas serão matrizes de MN×N .

Definição 4.3.1 (Grafos com Matrizes de Medida): Um MWG é um ω-digrafo dado por

G = 〈V,E,µ : E →MN×N〉.

Neste momento a construção da função µ não é apresentada, mas a motivação para

tal construção está presente na Equação 4.1. A definição formal de µ será apresentada

no Caṕıtulo 5.

Como mencionado anteriormente, a noção de matriz de medida positiva é de suma

importância para a definição de terminação para MWG’s, pois garante a existência de

uma sequência estritamente decrescente no domı́nio de uma relação bem fundada sobre o

qual as funções de medida da famı́lia F estão definidas. Assim, terminação para MWG’s

é definida como segue, onde µ̂ é definida em 3.1.19.

Definição 4.3.2 (Terminação em MWG): Dado um MWG G, a semântica de terminação

para G é expressa pela seguinte aplicação booleana Tmwg : MWG→ bool definida por:

Tmwg(G) := ∀ c ∈ Cir(G), ∃ j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c))jj = 1

Basicamente a definição anterior expressa que um MWG G é dito terminante se, para

todo circuito c de G, a matriz µ̂(c) é positiva. Observe que µ̂(c) denota a multiplicação

das matrizes (conforme Definição 4.2.6) rotulando cada aresta do circuito c.

4.4 Formalização de Critérios de Terminação para

MWG

Nesta seção, dois critérios para verificar terminação em MWGs são apresentados. Estes

critérios consistem de condições sobre os ciclos do MWG, que são os circuitos mais sim-

ples, conforme Definição 3.1.11, e portanto computáveis, uma vez que um digrafo finito

possui um número finito de ciclos. Assim, satisfeitas as condições propostas em cada
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critério, verifica-se que todo circuito do MWG possui uma matriz de medida positiva,

o que significa que para todo circuito existe uma sequência estritamente decrescente de

medidas, levando a concluir terminação da definição recursiva representada pelo MWG, já

que todas as sequências de chamados no fluxo do programa possivelmente infinitas estão

representadas por circuitos no MWG.

Umas das ideias iniciais na especificação destes critérios, era tem um critério onde

fosse posśıvel verificar a positividade de todo circuito de um MWG através da hipótese

de positividade de todo ciclo. Mas como apresentado no exemplo a seguir, positividade

de ciclos não é suficiente.

Exemplo 4.4.1: Dado um MWG G, suponha que o seguinte fosse verdade:

∀ c ∈ Cyc(G), ∃ j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c))jj = 1

⇓
∀ c ∈ Cir(G), ∃ j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c))jj = 1

(4.2)

Seja G o seguinte MWG:

c



a
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ff

Dados os ciclos c1 = (a, a) e c2 = (a, b, c, a), suponha que suas matrizes de medida

sejam dadas por:

µ̂(c1) =


1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 0 −1

 µ̂(c2) =


−1 −1 −1

−1 1 1

−1 −1 −1


Assim, a matriz de medida para o circuito c3 = (a, a, b, c, a) é:

µ̂(c3) = µ̂(c1) ∗ µ̂(c2) =


−1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 1 1


Desta forma, tem-se que as matrizes dos circuitos c1, c2 e c3 são positivas, mas a matriz

do circuito c4 = (a, a, a, b, c, a) não é positiva. De fato,

µ̂(c4) = µ̂(c1) ∗ µ̂(c3) =


1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 0 −1

 ∗

−1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 1 1

 =


−1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 −1 −1


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O que contradiz (4.2), uma vez que G é um MWG onde todos os ciclos tem matriz de

medida positiva, mas existe um circuito com matriz de medida não positiva.

Descartada a ideia de que positividade dos ciclos seria suficiente, cogitou-se a possi-

bilidade de que positividade de ciclos juntamente com compatibilidade entre ciclos com

vértices em comum fosse suficiente, onde compatibilidade de ciclos define-se como segue:

Definição 4.4.1 (Compatibilidade de ciclos): Dado um MWG G, quaisquer dois ciclos

c1 e c2 de G são ditos compat́ıveis se o seguinte é verdade:

c1[0] = c2[0] ⇒ ∃j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c1))jj + (µ̂(c2))jj = 1.

Mas como verifica-se no seguinte exemplo, positividade de ciclos juntamente com com-

patibilidade de ciclos também não era suficiente para verificar positividade de todo cir-

cuito.

Exemplo 4.4.2: Dado um MWG G, suponha que o seguinte fosse verdade:

∀c1, c2 ∈ Cyc(G) : (c1[0] = c2[0]⇒ ∃j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c1))jj + (µ̂(c2))jj = 1)

∧

∀ c ∈ Cyc(G), ∃ j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c))jj = 1

⇓

∀ c ∈ Cir(G), ∃ j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c))jj = 1

(4.3)

Seja G o sequinte MWG:

d
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Considere os caminhos c1 = (a, a), c2 = (a, b, c), c3 = (c, c) e c4 = (c, d, a). Suponha

que suas matrizes de medida sejam dadas por:

µ̂(c1) =


1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

 µ̂(c2) =


−1 1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 0

−1 −1 −1 −1


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µ̂(c3) =


−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 1

 µ̂(c4) =


−1 1 −1 −1

0 −1 −1 −1

−1 −1 −1 0

−1 −1 1 −1


Considere o ciclo c5 = (a, b, c, d, a) que tem a seguinte matriz de medida:

µ̂(c5) = µ̂(c2) ∗ µ̂(c4) =


1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 −1


Note que os ciclos c1 e c5 são compat́ıveis, uma vez que a ∈ EG(c1) ∩ EG(c5) e

(µ̂(c1))11 + (µ̂(c5))11 = 1.

Agora, considere o ciclo c6 = (c, d, a, b, c) que tem a seguinte matriz de medida:

µ̂(c6) = µ̂(c4) ∗ µ̂(c2) =


−1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 1


Note que os ciclos c3 e c6 são compat́ıveis, uma vez que c ∈ EG(c3) ∩ EG(c6) e

(µ̂(c3))44 + (µ̂(c6))44 = 1.

Então, cada dois ciclos do MWG que tenham o vértice inicial em comum são com-

pat́ıveis e portanto um circuito formado por esses dois ciclos tem matriz de medida positiva

como pode ser verificado abaixo.

• c7 = (a, b, c, c, d, a) - formado por c5 e c3, tem a seguinte matriz de medida positiva:

µ̂(c7) = (µ̂(c2) ∗ µ̂(c3)) ∗ µ̂(c4) =


−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 1

−1 −1 −1 −1

 ∗

−1 1 −1 −1

0 −1 −1 −1

−1 −1 −1 0

−1 −1 1 −1



=


−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 −1


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• c8 = (c, d, a, a, b, c) - formado por c6 e c1, tem a seguinte matriz de medida positiva:

µ̂(c8) = (µ̂(c4) ∗ µ̂(c1)) ∗ µ̂(c2) =


−1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

 ∗

−1 1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 0

−1 −1 −1 −1



=


−1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1


Contudo, o circuito c9 = (a, b, c, c, d, a, a) = c2 ◦w c3 ◦w c4 ◦w c1 não tem uma matriz

de medida positiva, como pode ser verificado a seguir:

µ̂(c8) = (µ̂(c2) ∗ µ̂(c3)) ∗ (µ̂(c4) ∗ µ̂(c1)) =
−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 1

−1 −1 −1 −1

 ∗

−1 −1 −1 −1

1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

 =


−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1


O que contradiz (4.3), uma vez que G é um MWG onde todos os ciclos tem matriz

de medida positiva, cada dois ciclos com vértice inicial em comum são compat́ıves, mas

existe um circuito com matriz de medida não positiva.

Assim, tendo descartado (4.2) e (4.3), formulou-se outros critérios suficientes para

verificação de positividade da matriz de medida de todo circuito em um MWG. Tais

critérios são apresentados nas subseções 4.4.1 e 4.4.2.

Notação: Deste ponto em diante, nesta seção a matriz de medida M de um caminho w

(resp. um circuito c, uma aresta e) no MWG G será denotada por M(w) (resp. M(c),

M(e))

4.4.1 Um Critério Baseado em Ordens Lexicográficas

Para um dado caminho w = (v0, . . . , vn−1) no MWG G, denote por ei = (vi, vi+1),

0 6 i < n − 1 as arestas de w. Assim, a entrada mij na sua matriz de medida M(w) é

obtida pela seguinte equação:

(M(w))ij = (M(e0))ik0 ∗ (M(e1))k0k1 ∗ . . . ∗ (M(ei−2))ki−2j,
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para alguns k0, k1, . . . , ki−2 entre 0 e N − 1. Note que, se apenas a matriz M(w) é conhe-

cida, então não é posśıvel, a partir da posição (i, j), determinar completamente todos os

kα, para 0 6 α 6 i− 2, envolvidos na equação acima. Esta situação leva a um alto grau

de liberdade, pois não necessariamente a sequência k0, k1, . . . , ki−2 é única, tornando im-

posśıvel verificar positividade de todo circuito do MWG apenas a partir de positividade de

todo ciclo. Algo mais era necessário, surge então a ideia de medida limitante com condição

de positividade sobre ciclos-duplos, definidos a seguir. A inspiração para estabelecer a

existência de uma medida limitante surge da definição de ordens lexicográficas (que pode

ser encontrada em [BN98]), onde existe uma ordem atuando como fator de controle, que

é exatamente a mesma ideia por trás da medida limitante aqui definida. Esta medida,

se existe, “controla” o MWG e, juntamente com a hipótese de positividade de todo ciclo,

resulta em que todo circuito tenha uma matriz de medida positiva.

Definição 4.4.2 (Ciclo duplo): Seja c um circuito no MWG G, diz-se que c é um ciclo

duplo se existem ciclos c1 e c2 tais que c ∼ ◦w(c1, c2).

Definição 4.4.3 (Medida limitante): Dado um MWG G, uma medida limitante para G

é um k, 0 6 k 6 N − 1, tal que:

1. Para toda aresta e ∈ EG: (M(e))kk > 0.

2. Para todo ciclo-duplo c, existe uma aresta e ∈ EG(c) tal que (M(e))kk = 1.

Assim, o primeiro critério é formulado da seguinte maneira:

Definição 4.4.4 (Critério I): Dado um MWG G define-se o operador CI em G por

CI(G) :=

 ∃ k ∈ {0, . . . N − 1} tal que k é medida limitante∧
∀ c ∈ Pw, se c é um ciclo, então M(c) é positiva

Lema 4.4.5 (Caminhos com matriz de medida definida): Sejam G um MWG e k uma

medida limitante. Para cada w ∈ WG, vale que (M(w))kk > 0.

Prova: Seja w ∈ WG. A prova segue por indução no comprimento do caminho w. É

sabido que `(w) > 0, pela Definição 3.1.6. Assim:

`(w) = 1. Neste caso, da Definição 3.1.19, tem-se que a matrix M(w) é a matrix identi-

dade Id. Portanto, (M(w))kk = (Id)kk = 0, pela Definição 4.2.7.

`(w) = 2. Neste caso, w = (v0, v1) é uma aresta de G. Portanto, segue da Definição 4.4.3

de medida limitante que (M(w))kk > 0.
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`(w) > 2. Suponha que `(w) = n e w = (v0, v1, . . . , vn−1). Segue do Lema 3.1.20 que

M(w) = M(w(0,1)) ∗ M(w(1,n)). Além disso, como `(w(0,1)) = 2, tem-se que

(M(w(0,1)))kk > 0; e por hipótese de indução, como `(w) = n < n− 1 = `(w(1,n−1)),

segue que (M(w(1,n−1)))kk > 0. Portanto, (M(w(0,1)))kk + (M(w(1,n−1)))kk > 0 e,

pelo Lema 4.2.13, conclui-se que (M(w(0,1)) ∗M(w(1,n−1)))kk > 0.

Logo, (M(w))kk > 0, para todo w ∈ WG. .

Lema 4.4.6 (Aresta com matriz de medida positiva): Seja G um MWG. Se existe k uma

medida limitante para G, então para todo circuito c de G, que não seja um ciclo, existe

uma aresta e ∈ EG(c) tal que (M(e))kk = 1.

Prova: A prova segue por indução na estrutura do circuito c. Como c não é um ciclo,

pelo Lema 3.1.16, existe um ciclo c1 e um circuito c2 tais que c ∼ ◦w(c1, c2). Então existem

duas possibilidade para c2:

a) c2 é um ciclo: Neste caso c é um ciclo duplo, pois é equivalente à composição de dois

ciclos. Assim, segue da Definição 4.4.3, que existe e ∈ EG(c) tal que (M(e))kk = 1.

b) c2 não é um ciclo: Neste caso, por hipótese de indução segue que existe e ∈ EG(c2)

tal que (M(e))kk = 1. Além disso, EG(c) = EG(◦w(c1, c2)), pelo Lema 3.1.14, e

EG(◦w(c1, c2)) = EG(c1)∪EG(c2), pelo Lema 3.1.9, ou seja, EG(c) = EG(c1)∪EG(c2).

Portanto, e ∈ EG(c).

Assim, de (a) e (b) segue a prova do lema. .

Teorema 4.4.7 (Circuitos com matriz positiva via medida limitante): Seja G um MWG.

Se CI(G) é verdadeiro, então para todo circuito c de G, a matriz M(c) é positiva.

Prova: Suponha que CI(G) é verdadeiro, ou seja, ∃ k ∈ {0, . . . N−1} tal que k é medida

limitante e ∀ c ∈ Pw, se c é um ciclo, então M(c) é positiva. Seja c um circuito de

comprimento m de G, existem duas possibilidades para c:

a) c é um ciclo: por hipótese, M(c) é positiva.

b) c não é um ciclo: suponha por contradição que M(c) não é positiva. Assim, para todo

l, 0 6 l 6 N − 1, (M(c))ll 6 0. Em particular, tomando l = k, (M(c))kk 6 0. Além

disso, pelo Lema 4.4.6, existe uma aresta e ∈ EG(c) tal que (M(e))kk = 1. Suponha

que e = (vi, vi+1), então a matriz de medida do circuito c na posição (k, k) é dada por:

(M(c))kk = ( M(c(0,i)) ∗M(c(i,i+1)) ∗M(c(i+1,m)) )kk (?)
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Como, c(0,i) e c(i+1,n) são caminhos de G, pelo Lema 4.4.5, (M(c(0,i)))kk > 0 e

(M(c(i+1,m)))kk > 0. Ou seja,

(M(c(0,i)))kk + (M(c(i,i+1)))kk + (M(c(i+1,m)))kk = 0 + 1 + 0 = 1 (??)

Portanto, como na multiplicação de matrizes de medida aplica-se maximização (De-

finição 4.2.6), de (?) e (??) conclui-se que (M(c))kk = 1. O que é uma contradição.

Logo, de (a) e (b), segue que M(c) é positiva e conclui-se a prova do teorema. .

Em seguida um exemplo de aplicação do critério CI.

Exemplo 4.4.3: Considere a função mdc, para calcular o máximo divisor comum entre

dois números, definida por:

mdc(m,n) = IF m = 0 ∨ n = 0 THEN m+ n

ELSIF m > n THEN 1 mdc(m− n, n) ELSE 2 mdc(n,m)

E tome como medidas sobre os parâmetros:

µ1(m,n) = m

µ2(m,n) = n

Observe que a função mdc tem dois chamados recursivos em sua definição. Portanto

o seu MWG possui dois vértices v1 e v2, representando os chamados numerados por

1 e 2 , respectivamente. Observe ainda que o segundo chamado recursivo não pode

ser executado novamente depois dele mesmo, uma vez que sua condição não pode ser

novamente satisfeita após este chamado ter sido executado. Isto permite excluir a aresta

(v2, v2) do MWG. Note ainda que: relativamente ao chamado 1 , tem-se que

µ1(m,n) = m > m− n = µ1(m− n, n)

µ1(m,n) = m > n = µ2(m− n, n)

µ2(m,n) = n ? m− n = µ1(m− n, n)

µ2(m,n) = n = n = µ2(m− n, n)

e relativamente ao chamado 2 , tem-se que

µ1(m,n) = m < n = µ1(n,m)

µ1(m,n) = m = m = µ2(n,m)

µ2(m,n) = n = n = µ1(n,m)

µ2(m,n) = n > m = µ2(n,m)
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Assim, tem-se o seguinte MWG para a função mdc:

v1

 1 0

−1 0


&&

 1 0

−1 0

 22
v2

−1 0

0 1



ff

Observe que a medida limitante (de acordo com a definição 4.4.3) no MWG acima é k = 2,

pois para toda aresta a respectiva matriz de medida tem entrada maior ou igual a zero

na posição (2, 2). Além disso, o ciclo duplo c = (v1, v1, v2, v1) do MWG tem a seguinte

matriz de medida:

M (c) =

 1 0

−1 0

 ∗
 1 0

−1 0

 ∗
−1 0

0 1

 =

1 1

0 1


que é positiva. E pelo Lema 4.2.14, ciclos equivalentes ao ciclo c também tem matriz

positiva. Note ainda que o ciclo (v1, v1) tem matriz positiva e, também o ciclo (v1, v2, v1)

tem matriz positiva. Portanto, segue do Teorema 4.4.7, que todo circuito do MWG acima

tem uma matriz de medida positiva.

4.4.2 Um Critério Baseado em uma Rotulagem Fixa

O segundo critério apresentado para verificar terminação é baseado em rotulagens dos

vértices, onde os rótulos atribúıdos representam medidas da famı́lia F . Então, positivi-

dade das matrizes de medida de todos os circuitos do MWG é verificada sob a condição de

existência de uma rotulagem que seja limitante, no sentido de que fornece uma sequência

de medidas estritamente decrescente para cada ciclo e decrescente (não estritamente) em

cada aresta.

Uma rotulagem fixa dos vértices (ou simplesmente rotulagem) é atribúıda segundo uma

função que mapeia o conjunto de vértices VG do MWG G no conjunto {0, . . . , N − 1},
denotada por: RG : VG → {0, . . . , N − 1}. Em seguida a definição formal de rotulagem

limitante é apresentada.

Definição 4.4.8 (Rotulagem limitante): Dado um MWG G e uma rotulagem RG, diz-se

que RG é uma rotulagem limitante se:

i) Para toda aresta e = (u, v) ∈ EG, seja p ∈ {0, . . . , N − 1} × {0, . . . , N − 1} dado por

(RG(u),RG(v)), então (M(e))p > 0.



70 Caṕıtulo 4 - Grafos com Matrizes de Medida

ii) Para todo ciclo c = (v0, . . . , vk, v0) em G, seja p ∈ {0, . . . , N − 1} × {0, . . . , N − 1}
dado por (RG(v0),RG(v0)), então (M(c))p = 1.

Assim, o segundo critério é formulado da seguinte maneira:

Definição 4.4.9 (Critério II): Dado um MWG G define-se o operador CII em G por

CII(G) := ∃ RG : VG → {0, . . . , N − 1} tal que RG é rotulagem limitante

Lema 4.4.10 (Caminhos com matriz de medida com posição definida via rotulagem

limitante): Sejam G um MWG e w = (v0, . . . , vn−1) ∈ WG. Se CII(G) é verdadeiro,

então (M(w))p > 0, onde p = (RG(v0),RG(vn−1)).

Prova: A prova é por indução no comprimento do caminho w. Como CII(G) é ver-

dadeiro, então existe uma rotulagem limitante RG : VG → {0, . . . , N − 1}. Além disso,

`(w) > 0 pela Definição 3.1.6. Assim, considere as seguintes possibilidades para `(w):

`(w) = 1. Assim, w = (v0) e denotando RG(v0) = k, tem-se p = (k, k). Pela Definição

3.1.19 a matrix M(w) é a matrix identidade Id. Portanto, (M(w))kk = (Id)kk = 0;

`(w) = 2. Neste caso, w = (v0, v1) é uma aresta de G. Portanto, segue da Definição 4.4.8

de rotulagem limitante que, tomando p = (RG(v0),RG(v1)), temos (M(w))p > 0;

`(w) > 2. Suponha que `(w) = n e w = (v0, v1, . . . , vn−1). Segue do Lema 3.1.20 que

M(w) = M(w(0,1)) ∗ M(w(1,n)). Assim, denote i = RG(v0), k = RG(v1) e

j = RG(vn−1). Além disso, como `(w(0,1)) = 2, tem-se que (M(w(0,1)))ik > 0;

e por hipótese de indução, como `(w) = n < n − 1 = `(w(1,n−1)), segue que

(M(w(1,n−1)))kj > 0. Portanto, (M(w(0,1)))ik + (M(w(1,n−1)))kj > 0 e, pelo Lema

4.2.13, conclui-se que (M(w(0,1)) ∗M(w(1,n−1)))ij > 0.

Logo, conclui-se que, para todo caminho w = (v0, . . . , vn−1) de G, a matriz M(w) é tal

que, tomando p = (RG(v0),RG(vn−1)), temos (M(w))p > 0. .

O seguinte teorema é o resultado principal sobre o critério CII, pois estabelece que,

se existe uma rotulagem limitante para um dado MWG G, então todo circuito de G tem

uma matriz de medida positiva, o que, como discutido anteriormente, leva a concluir

terminação da definição recursiva representada por G.

Teorema 4.4.11 (Circuitos com matriz positiva via rotulagem limitante): Dado um

MWG G, se CII(G) é verdadeiro, então para todo circuito c de G, a matriz M(c) é

positiva.
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Prova: Da hipótese de que o critério CII(G) é verdadeiro, tem-se que existe uma ro-

tulagem RG : VG → {0, . . . , N − 1} limitante. Assim, por indução na estrutura do

circuito c = (v0, v1, . . . , vn−1 = v0), verifica-se que a matriz M(c) é positiva na posição

p = (RG(v0),RG(v0)). Assim, observando que `(c) = n, considere as seguintes possibili-

dades:

a) c é um ciclo: por hipótese, (M(c))p = 1.

b) c não é um ciclo: pelo Lema 3.1.16, existem c1 e c2 tais que

c ∼ ◦w(c1, c2), (A)

onde c1 é um ciclo e c2 um circuito. Observe que, denotando c1 = (u0, u1, . . . , um1−1)

e c2 = (u′0, u
′
1, . . . , u

′
m2−1), tem-se que `(c1) = m1 e `(c2) = m2. Além disso, como c1 é

um ciclo e c2 um circuito,

u0 = um1−1 e u′0 = u′m2−1. (B)

E do fato de ◦w(c1, c2) = c1 ◦ c(1,m2−1)
2 = (u0, u1, . . . , um1−1, u

′
1, . . . , u

′
m2−1) ser um

circuito, tem-se

u0 = u′m2−1. (C)

Assim, denotando u0 = u, segue de (B) e (C) que c1 = (u, u1, . . . , um1−2, u) e

c2 = (u, u′1, . . . , u
′
m2−2, u); e da hipótese de que RG é uma rotulagem limitante e apli-

cando hipótese de indução a c2, denotanto q = (RG(u),RG(u)), tem-se que as matrizes

de c1 e c2 são positivas na posição q, isto é,

(M(c1))q = 1 e (M(c2))q = 1. (D)

Assim, voltando à equação (A) e observando que `(◦w(c1, c2)) = m1 + m2 − 1, pelo

Lema 3.1.13, existe um natural i < `(◦w(c1, c2)) tal que

c = (◦w(c1, c2))(i,`(◦w(c1,c2))−2) ◦ (◦w(c1, c2))(0,i)

= (c1 ◦ c(1,m2−1)
2 )(i,m1+m2−3) ◦ (c1 ◦ c(1,m2−1)

2 )(0,i)
(E)

Considerando as possibilidades para i, tem-se que:

i) i = 0

Neste caso, de (E) tem-se que c = c1 ◦ c(1,m2−1)
2 e portanto p = q. Além disso,

pelo Lema 3.1.20 e de (B) e (C) segue que M(c) = M(c1) ∗M(c2). Assim, por

maximização na operação ∗ e de (D), tem-se (M(c))p = (M(c1))p + (M(c2))p = 1;
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ii) 0 < i < m1 − 1

Neste caso, de (E) tem-se que c = c
(i,m1−2)
1 ◦ c2 ◦ c(1,i)

1 . Pelo Lema 3.1.20 e das

Equações (B) e (C) segue que M(c) = M(c
(i,m1−1)
1 ) ∗M(c2) ∗M(c

(0,i)
1 ). Pelo

Lema 4.4.10, como RG é rotulagem limitante, denotando (RG(ui),RG(u)) por q1

e (RG(u),RG(ui)) por q2 segue que (M(c
(i,m1−1)
1 ))q1 > 0 e (M(c

(0,i)
1 ))q2 > 0. Além

disso, note que neste caso v0 = ui. Portanto, por maximização na operação ∗ e de

(D), tem-se (M(c))p = (M(c
(i,m1−1)
1 ))q1 + (M(c2))q + (M(c

(0,i)
1 ))q2 = 1;

iii) i = m1 − 1

Neste caso, de (E) tem-se que c = c2 ◦ c(1,m1−1)
1 e, como v0 = u, conclui-se p = q.

Logo, pelo Lema 3.1.20 e de (B) e (C) segue que M(c) = M(c1) ∗M(c2). Por

maximização na operação ∗ e de (D), tem-se (M(c))p = (M(c2))p + (M(c1))p = 1;

iv) m1 − 1 < i < m1 +m2 − 2

Neste caso, de (E) tem-se que c = c
(i−m1+1,m2−2)
2 ◦ c1 ◦ c(1,i−m1+1)

2 . Portanto, pelo

Lema 3.1.20 e pelas Equações (B) e (C) segue que a matriz de c é dada por

M(c) = M(c
(i−m1+1,m2−1)
2 ) ∗ M(c1) ∗ M(c

(0,i−m1+1)
2 ). Pelo Lema 4.4.10, como

RG é rotulagem limitante, denotando por q′1 a posição (RG(u′i−m1+1),RG(u)) e

por q′2 a posição (RG(u),RG(u′i−m1+1)), segue que (M(c
(i−m1+1,m2−1)
2 ))q′1 > 0 e

(M(c
(0,i−m1+1)
2 ))q′2 > 0. Além disso, note que neste caso, v0 = u′i−m1+1.

Portanto, por maximização na operação ∗ e de (D), conclui-se que

(M(c))p = (M(c
(i−m1+1,m2−1)
2 ))q′1 + (M(c1))q + (M(c

(0,i−m1+1)
2 ))q′2 = 1;

v) i = m1 +m2 − 2

Neste caso, de (E) tem-se que c = c1 ◦ c(1,m2−1)
2 e, portanto, a prova deste item

segue idêntica ao item (i).

Portanto, de (a) e (b) segue que (M(c))p = 1. Ou seja, temos que a matriz M(c) é

positiva. .

Exemplo 4.4.4: Considere a função p : N3 → N, com dois chamados recursivos, definida

como segue:

p(m,n, r) = IF r > 0 THEN 1 p(m, r − 1, n)

ELSIF n > 0 THEN 2 p(r, n− 1,m)

ELSE m
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Aplicando as seguintes medidas sobre os parâmetros:

µ1(m,n, r) = m+ n+ r

µ2(m,n, r) = m+ r

µ3(m,n, r) = m+ n

Tem-se o seguinte MWG:

v1 : 1


1 1 1

−1 −1 1

−1 0 −1


''


1 1 1

−1 −1 1

−1 0 −1

 **

v2 : 1


1 1 1

−1 0 −1

−1 −1 −1



gg


1 1 1

−1 0 −1

−1 −1 −1


jj

Observe que, atribuindo o rótulo 1 a cada vértice do MWG acima, tem-se que a matriz de

cada aresta na posição (1, 1) possui entrada maior ou igual a zero, e cada ciclo tem matriz

positiva na posição (1, 1), o que caracteriza uma rotulagem limitante, satisfazendo assim

o critério CII. Assim, aplicando o Teorema 4.4.11, segue que todo circuito do MWG de

p tem uma matriz de medida positiva.

4.5 A Prova Formal em PVS dos Critérios

Nesta seção apresenta-se a prova formalizada em PVS dos Teoremas 4.4.7 e 4.4.11, assim

como a especificação em PVS dos respectivos critérios de terminação apresentados nas

Definições 4.4.4 e 4.4.9.

A especificação em PVS de terminação para MWG’s, que corresponde à Definição

4.3.2, é apresentada como segue:

mwg_termination?(G): bool =

FORALL (c | circuit?(dg(G), c)): positive?(wgt_walk(G, c))

4.5.1 Formalização em PVS da Prova do Teorema 4.4.7

Nesta subseção apresenta-se a formalização do Teorema lm pstv cycles pstv circuits,

cuja especificação está presente na teoria matrix wdg da Figura 4.1. Este teorema corres-

ponde ao Teorema 4.4.7, onde se verifica que, se o critério CI é verdadeiro, então todos os
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double_cycle?(G)(c): bool =

circuit?(dg(G), c) AND

EXISTS(c1, c2: {w: prewalk | cycle?(dg(G), w)}):

eq_circuit?(dg(G), c, c1 o rest(c2))

positive_double_cycle?(G,k)(c: (double_cycle?(G))): bool =

EXISTS(e: (edges_of(c))): wgt(G)(e)(k)(k) = 1

limiting_measure?(G)(k): bool =

(FORALL(e: edge(dg(G))): wgt(G)(e)(k)(k) >= 0) AND

(FORALL(c: (double_cycle?(G))): positive_double_cycle?(G,k)(c))

criterion_one?(G): bool =

(EXISTS k: limiting_measure?(G)(k)) AND

(FORALL cy: cycle?(dg(G),cy) IMPLIES positive?(wgt_walk(G, cy)))

Figura 4.2: Definição na linguagem de especificação do PVS do critério CI. As definições
nesta figura correspondem às definições 4.4.2, 4.4.3 e 4.4.4.

circuitos de um MWG são tais que sua matriz de medida é positiva, a saber, na posição

definida pela medida limitante determinada pelo critério CI. A Figura 4.2 apresenta a

parte da especificação onde o critério CI é definido. Quatro funções são apresentadas

nesta figura e descritas a seguir:

double cycle?: Booleano que determina condições para que um pré-caminho c de um

MWG G seja classificado como um ciclo-duplo. Tais condições consistem em verificar

se c é um circuito de G e se é equivalente à composição de dois ciclos.

positive double cycle?: Booleano para determinar se um ciclo duplo de um MWG G

possui um aresta e cuja matriz é positiva em uma dada posição k menor que N.

limiting measure?: Booleano para determinar se um dado k menor que N é uma medida

limitante para o MWG G, o que significa dizer que toda aresta e de G é tal que a

matriz de e é positiva na posição k e todo ciclo duplo é positivo relativamente à

definição anterior. Esta função corresponde à Definição 4.4.3.

criterion one?: booleano que representa o critério CI. Se verdadeiro para um dado

MWG G, significa que existe uma medida limitante para G e que todos os ciclos de

G tem matriz de medida positiva, o que é suficiente para verificar que todo circuito

de G possui matriz de medida positiva, em particular, na posição k. Tal verificação

é apresentada no Teorema lm pstv cycles pstv circuits.
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lm_defined_walks: LEMMA

limiting_measure?(G)(k) AND walk?(dg(G), w)

IMPLIES wgt_walk(G, w)(k)(k) >= 0

lm_positive_edge: LEMMA

limiting_measure?(G)(k) AND NOT cycle?(dg(G),c) AND circuit?(dg(G), c)

IMPLIES EXISTS(e: (edges_of(c))): wgt(G)(e)(k)(k) = 1

lm_pstv_cycles_pstv_circuits: THEOREM

criterion_one?(G) IMPLIES mwg_termination?(G)

Figura 4.3: Definição na linguagem de especificação do PVS dos lemas auxiliares
lm defined walks, que corresponde ao Lema 4.4.5, e lm positive edge, que corresponde ao
Lema 4.4.6. Apresenta-se também a especificação do teorema principal, com relação ao Critério
1, o Teorema lm pstv cycles pstv circuits. Este teorema corresponde ao Teorema 4.4.7.

Na Figura 4.3 é apresentado o Teorema lm pstv cycles pstv circuits na linguagem

de especificação do PVS. Em seguida apresenta-se a formalização do teorema, onde alguns

sequentes de prova são descritos. Na Figura 4.4 a árvore de prova pode ser visualizada. No

que segue a formalização do teorema é apresentada com apenas alguns sequentes descritos.

A correspondência entre os sequentes de prova e os nós da árvore é descrita ao longo da

formalização e destacada na árvore através dos rótulos entre colchetes.

Formalização do teorema lm pstv cycles pstv circuits:

O primeiro objetivo de prova na formalização deste teorema é correspondente ao nó [raiz]

na Figura 4.4. Este sequente é apresentado por:

• Sequente [raiz], Figura 4.4

|-------

{1} FORALL (G: wdg): criterion_one?(G) IMPLIES

(FORALL (c: prewalk | circuit?(dg(G), c)): positive?(wgt_walk(G, c)))

Após skolemização a fim de dar nomes às variáveis ligadas G e c, assim como apre-

sentado na prova do Teorema 4.4.7, é considerado o caso em que c é um ciclo de G. Isto

é executado através do comando de prova (case "cycle?(dg(G),c)") visualizado na

árvore de prova da Figura 4.4. Após este comando, dois ramos são gerados:

• Na sub-árvore a esquerda com três nós (rotulada por A1), é considerado o caso em

que c é um ciclo. Neste caso é facilmente verificado que a matriz de c é positiva. Isto

segue pela definição do Critério 1 (verdadeiro por hipótese), que pode ser visualizada

na Figura 4.2. Este ramo corresponde ao item (a) na prova do Teorema 4.4.7.
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(case "cycle?(dg(G!1),c!1)")

[raiz]

5 nós

[A]

(lemma "lm_defined_walks")

[B]

A1

Sub-árvore
com 3 nós

2 nós

[C]

A3

Sub-árvore
com 3 nós

A4

Sub-árvore
com 3 nós

A2

Sub-árvore
com 69 nós

(lemma "lm_positive_edge")

(lemma "lm_defined_walks")

Figura 4.4: Árvore de prova do Lema lm pstv cycles pstv circuits cuja especificação pode ser
visualizada na Figura 4.3. Esta árvore possui um total de 116 nós, que são os sequentes na formalização,
onde foram empregados 116 comandos de prova.

• Na sub-árvore à direita, o caso em que c não é um ciclo, mas um circuito qualquer

de G é considerado. Este ramo corresponde ao item (b) na prova do Teorema 4.4.7.

Esta parte da prova é descrita a seguir com destaque para alguns sequentes e lemas

aplicados.

Assim, na sub-árvore à direita o sequente [A] em destaque é apresentado abaixo. Note

que, neste sequente, no consequente [1] aparece a fórmula que caracteriza o caso em que

c não é um ciclo. Note que as hipóteses presentes são: o comprimento de c é maior que

zero - antecedente {-1}; o precaminho c é um circuito de G - antecedente {-2}; e k é uma

medida limitante - antecedente {-3}.
• Sequente [A], Figura 4.4

{-1} length(c) > 0

{-2} circuit?(dg(G), c)

[-3] limiting_measure?(G)(k)

|-------

[1] cycle?(dg(G), c)

[2] positive?(wgt_walk(G, c))

Assim como apresentado na prova do Teorema 4.4.7, neste ponto da prova é aplicado

o Lema lm positive edge, que corresponde ao Lema 4.4.6. Este passo da formalização

é efetuado através do comando (lema "lm positive edge"). Após este passo da prova,

uma sub-árvore (rotulada por A2) com sessenta e nove nós é gerada. É nesta sub-árvore

que aparece o objetivo mais relevante na formalização: verificar que a conclusão apresen-

tada na Equação (??) na prova do Teorema 4.4.7 é válida. Com este objetivo foi aplicado



Seção 4.5 - A Prova Formal em PVS dos Critérios 77

o Lema 4.4.5, que na Figura 4.4 aparece com o nome lm defined walks. Note que este

lema deve ser aplicado duas vezes: uma vez na verificação de que a matriz do caminho

c ˆ (i, i + 1) é definida na posição (k)(k), outra vez na verificação de que a matriz do

caminho c ˆ (i + 1, length(c) - 1) é definida na posição (k)(k). Em PVS isto repre-

senta dois ramos na árvore de prova. Assim, tais situações estão ilustrados nos sequentes

[B] e [C] apresentados a seguir:

• Sequente [B], Figura 4.4

[-1] (wgt_walk(G, c^(i, i + 1)) *

wgt_walk(G, c^(i + 1, length(c) - 1)))(k)(k) = -1

[-2] e = (c‘seq(i), c‘seq(1 + i))

[-3] wgt(G)(e)(k)(k) = 1

[-4] length(c) > 0

[-5] walk?(dg(G), c)

[-6] c!1‘seq(0) = c‘seq(length(c) - 1)

[-7] limiting_measure?(G)(k)

|-------

{1} wgt_walk(G, c^(i, i + 1))(k)(k) /= -1

Note que, tanto no sequente [B] quanto o sequente [C], é posśıvel visualizar as

hipóteses de que: a multiplicação das matrizes de c ˆ (i, i + 1) e c ˆ (i + 1, length(c)

- 1) é igual a -1 na posição (k)(k), consiste da hipótese que leva ao consequente [1] em

ambos os casos, gerando assim uma contradição - antecedente [-1]; o caminho c possui

uma aresta e cuja matriz é positiva na posição (k)(k), tal conclusão é resultado do Lema

("lm positive edge") - antecedentes [-2] e [-3]; O caminho c é um circuito do MWG

G - antecedentes [-5] e [-6]; e a medida k é uma medida limitante para G - antecedente

[-7].

• Sequente [C], Figura 4.4

{-1} (wgt_walk(G, c^(i, i + 1)) *

wgt_walk(G, c^(i + 1, length(c) - 1)))(k)(k) = -1

[-2] e = (c‘seq(i), c‘seq(1 + i))

[-3] wgt(G)(e)(k)(k) = 1

[-4] length(c) > 0

[-5] walk?(dg(G), c)

[-6] c!1‘seq(0) = c‘seq(length(c) - 1)

[-7] limiting_measure?(G)(k)

|-------

{1} wgt_walk(G, c ^ (i + 1, length(c) - 1))(k)(k) /= -1

Como mencionado anteriormente, tanto no sequente [B] quanto no sequente [C], a
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vertex_labeling(G): TYPE = [vert(dg(G)) -> below[N]]

limiting_labeling?(G: wdg, F: vertex_labeling(G)): bool =

(FORALL(e: edge(dg(G))): wgt(G)((e))(F(e‘1))(F(e‘2)) >= 0) AND

(FORALL c: cycle?(dg(G),c) => wgt_walk(G, c)(F(first(c)))(F(last(c))) = 1)

criterion_two?(G): bool =

EXISTS (F: vertex_labeling(G)): limiting_labeling?(G, F)

Figura 4.5: Definição na linguagem de especificação do PVS do critério CII. As definições
nesta figura correspondem às definições 4.4.8 e 4.4.9.

fórmula {1} no consequente leva a uma contradição, pois indicam que as entradas das ma-

trizes dos caminhos c ˆ (i, i + 1) e c ˆ (i + 1, length(c) - 1), na posição (k)(k),

são iguais a -1, o que pelo Lema lm defined walks não pode ser verdade. Assim, o

passo de prova que fecha estes ramos consiste da aplicação deste lema através do co-

mando (lemma "lm defined walks"), que pode ser também visualizado na árvore de

prova, presente na Figura 4.4.

4.5.2 Formalização em PVS da Prova do Teorema 4.4.11

Nesta subseção apresenta-se a formalização do lema ll pstv pos circuits e do te-

orema ll pstv circuits que estão formalizados em PVS na teoria matrix wdg e cor-

respondem ao Teorema 4.4.11. O lema corresponde à parte da prova do Teorema 4.4.11

onde se verifica que, se o critério CII é verdadeiro, então todo circuito tem uma matriz de

medida com uma posição definida, a saber a posição correspondente ao rótulo dos vértices

extremos do circuito dado pela rotulagem limitante. O teorema corresponde à parte da

prova onde se verifica que, se o critério CII é verdadeiro, então todo circuito tem uma

matriz de medida positiva, o que se torna uma verificação simples, dado o lema anterior.

A Figura 4.5 apresenta a parte da especificação onde o critério CII é definido. Note que

três funções são apresentadas nesta figura e descritas a seguir:

vertex labeling: aplicação dos vértices do MWG G no conjunto {0, . . . , N − 1} que

determina a rotulagem dos vértices;

limiting labeling?: booleano que determina condições para que, dado um MWG G e

uma rotulagem dos vértices de G, tal rotulagem seja limitante;

criterion two?: booleano que representa o critério CII. Se verdadeiro, significa que

existe uma rotulagem limitante para um dado MWG G.
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ll_pstv_pos_circuits: LEMMA

FORALL(G: wdg, F: vertex_labeling(G)): limiting_labeling?(G, F) IMPLIES

FORALL(c | circuit?(dg(G), c)): wgt_walk(G, c)(F(first(c)))(F(last(c))) = 1

ll_pstv_circuits: THEOREM

criterion_two?(G) IMPLIES mwg_termination?(G)

Figura 4.6: Definição na linguagem de especificação do PVS do Lema ll pstv pos circuits

e Teorema ll pstv circuits respectivamente. Ambos correspondem ao Teorema 4.4.11.

Na Figura 4.6 são apresentados o Lema ll pstv pos circuits e o Teorema

ll pstv circuits, conforme é escrito na linguagem de especificação do PVS. Em se-

guida, apresenta-se a formalização do lema ll pstv pos circuits, onde alguns sequen-

tes de prova são descritos. Na Figura 4.7 a árvore de prova do lema é apresentada. A

correspondência entre os sequentes de prova e os nós da árvore é mostrada ao longo da

prova e destacada na árvore através do rótulos em vermelho.

Formalização do lema ll pstv pos circuits:

Como primeiro objetivo de prova na formalização deste lema, tem-se Sequente [raiz], na

Figura 4.7. Neste sequente existe apenas uma fórmula no consequente, onde as variáveis

G e F, representando respectivamente um MWG e uma rotulagem dos vértices do MWG,

ocorrem universalmente quantificadas. Assim, aplica-se uma regra de skolemização, a fim

de dar nomes às variáveis G e F, eliminando o quantificador. Desta forma, existe um MWG

G e uma rotulagem limitante F para G. O objetivo é verificar que, para todo pré-caminho

c, se este for um circuito de G, a matriz de medida de c é positiva na posição determinada

pela rotulagem limitante correspondente ao rótulo do primeiro e último vértices de c, que

são iguais, já que c é um circuito.

• Sequente [raiz], Figura 4.7

|-------

{1} FORALL (G: wdg, F: vertex_labeling(G)): limiting_labeling?(G, F) IMPLIES

(FORALL (c: prewalk[T] | circuit?(dg(G), c)):

wgt_walk(G, c)(F(first(c)))(F(last(c))) = 1)

Neste ponto, a estratégia é aplicar indução no comprimento do circuito. Esta estratégia

é desenvolvida primeiro através do comando (measure-induct+ "length(c)"("c")),

que pode ser visualizado na árvore de prova, gerando um novo nome para a variável de

indução, que aparecerá como x nos sequentes seguintes. Mas observe que, com esta regra,

measure-induct+, a indução é sobre o comprimento do circuito c. Porém, com o aux́ılio



80 Caṕıtulo 4 - Grafos com Matrizes de Medida

(measure-induct+ "length(c)" ("c"))

[raiz]

2 nós

[A]

6 nós

(lemma "cycle_o_circuit")

[B]

2 nós

A1

Sub-árvore
com 23 nós

A2

Sub-árvore
com 6 nós

3 nós

36 nós

(case "i = 0 OR (i /= 0 AND i < length(w1) - 1) OR
i = length(w1) - 1 OR

(i > length(w1) - 1 AND i /= length(w1 o rest(w2)) - 1)
OR  i = length(w1 o rest(w2)) - 1")

[C]

A3

Sub-árvore
com 8 nós

A4

Sub-árvore
com 4 nós

(split -1)

A7

Sub-árvore
com 79 nós

A5

Sub-árvore
com 70 nós

A9

Sub-árvore
com 70 nósA6

Sub-árvore
com 151 nós

A8

Sub-árvore
com 218 nós

i	=	0

0	<	i	<	length(w1)-1 length(w1)	-	1	<	i	<	length(w1	o	rest(w2))	-	1

i	=	length(w1)-1

i	=	length(w1	o	rest(w2))	-	1

Figura 4.7: Árvore de prova do Lema ll pstv pos circuits. A especificação consta na Figura 4.6. A
árvore possui 678 nós, que são os sequentes na formalização. Foram empregados 678 comandos de prova.

do Lema cycle o circuit, que corresponde ao Lema 3.1.16, fica claro que a indução é

desenvolvida de fato sobre a estrutura do caminho c.

Após o comando de indução, uma ramificação é gerada na árvore de prova, na figura

representada por uma sub-árvore à direita, rotulada por A1, e o restante da prova à

esquerda com algumas sub-árvores. A sub-árvore A1 possui vinte e três nós. Os objetivos

desta sub-árvore consistem em condições de checagem de tipos geradas pelo typechecker

do PVS durante a prova. As sub-árvores à esquerda correspondem à base de indução e

ao passo indutivo da prova, e serão descritas a seguir.

Assim, é apresentado na sub-árvore à esquerda após o comando de indução o sequente

[A]. Observe que neste sequente é posśıvel visualizar, expresso na fórmula antecedente

{-1}, a hipótese de indução, onde sempre que um circuito y de G for tal que o compri-

mento de y é menor que o comprimento do circuito x, então a matriz de y é positiva na

posição correspondente aos rótulos dos extremos de y, determinados pela rotulagem F. As
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fórmulas [-2] e 1 do sequente [A] correspondem, respectivamente, à hipótese de que F

é uma rotulagem limitante e ao principal objetivo de prova, que é verificar que a matriz

do circuito x é positiva na posição determinada pela rotulagem F aplicada aos vértices

extremos do circuito c.

• Sequente [A], Figura 4.7

{-1} FORALL (y: {c | circuit?(dg(G), c)}): length(y) < length(x) IMPLIES

wgt_walk(G, y)(F(first(y)))(F(last(y))) = 1

[-2] limiting_labeling?(G, F)

|-------

{1} wgt_walk(G, x)(F(first(x)))(F(last(x))) = 1

Assim, alguns passos após o sequente [A] é aplicado o comando de prova (lemma

"cycle o circuit"), para trazer às fórmulas do antecedente a hipótese correspondente

ao lema, que pode ser visualizada no sequente [B], apresentado a seguir, na fórmula

antecedente {-1}. Como mencionado anteriormente, o Lema cycle o circuit possibilita

uma prova cujo esquema de indução é sobre a estrutura do circuito x, ao invés de ser

sobre o comprimento de x como sugerido inicialmente. Além disso, é posśıvel visualizar

no sequente [B]: a hipótese de que x é um circuito de G - antecedentes [-3], [-4] e [-6];

uma nova variável k1, que dá nome ao rótulo do vértice extremo de x - antecedente [-2];

hipótese de indução e hipótese inicial de que F é limitante - antecedentes [-7] e [-8],

respectivamente; e tese principal do teorema - consequente [1].

• Sequente [B], Figura 4.7

{-1} FORALL (G: digraph[T], w: prewalk[T]): circuit?(G, w) IMPLIES

(cycle?(G, w) OR (EXISTS (w1, w2: prewalk[T]):

eq_circuit?(G, w, w1 o rest(w2)) AND cycle?(G, w1) AND circuit?(G, w2)))

[-2] F(x‘seq(0)) = k1

[-3] length(x) > 0

[-4] walk?(dg(G), x)

[-5] x‘seq(0) = x!1‘seq(length(x) - 1)

[-6] length(x) > 1

[-7] FORALL (y: {c | circuit?(dg(G), c)}): length(y) < length(x) IMPLIES

wgt_walk(G, y)(F(y‘seq(0)))(F(y‘seq(y‘length - 1))) = 1

[-8] limiting_labeling?(G, F)

|-------

[1] wgt_walk(G, x)(k1)(k1) = 1

Assim, instanciando o antecende {-1} do sequente [B] com o MWG G e o circuito x

tem-se duas possibilidades para x, ou este é um ciclo ou é equivalente à composição de

um ciclo e um circuito. Desta forma uma nova ramificação é gerada na prova, denotada
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na Figura 4.7 por uma ramificação abaixo do sequente [B] onde uma sub-árvore denotada

por A2 é destacada à esquerda e o restante da prova em várias sub-árvores à direita.

A sub-árvore A2 corresponde à prova do caso em que x é um ciclo, ou seja, corresponde

à base de indução na prova do Teorema 4.4.11. Pela hipótese de F ser uma rotulagem

limitante, este caso é facilmente completado.

A sub-árvore à direita do nó [B] corresponde ao caso em que o circuito x é equivalente

à composição de um ciclo e um circuito. Nomes são dados a essas novas variáveis: o

ciclo é denominado w1 e o circuito w2. Assim, a hipótese de indução é instanciada com o

circuito w2, e a sub-árvore A3 corresponde à prova de que w2 é uma instância válida para

a hipótese de indução, ou seja, tem comprimento menor que o comprimento de x.

Na sub-árvore à esquerda de A3, o primeiros passos de prova são dedicados a obter as

conclusões correspondentes às Equações (B), (C), (D) e (E) na prova do Teorema 4.4.11.

Este objetivo é alcançado em 36 passos de prova. Assim, a igualdade dada por

x = (w1 o rest(w2))^(i, length(w1 o rest(w2)) - 2) o (w1 o rest(w2))^(0, i)

é obtida. Esta igualdade corresponde à Equação (E). Assim, casos são considerados para

a variável i através do comando de prova

(case "i = 0 OR (i /= 0 AND i < length(w1) - 1) OR i = length(w1) - 1

OR (i > length(w1) - 1 AND i /= length(w1 o rest(w2)) - 1)

OR i = length(w1 o rest(w2)) - 1")

que também pode ser visualizado na Árvore 4.7. Após considerar os casos para i, uma ra-

mificação é gerada e a sub-árvore A4 corresponde à prova de que a disjunção destes casos,

como apresentada acima, é válida. Na parte da árvore de prova à esquerda de A4 tem-se

a parte principal do passo indutivo, onde cada caso para i é analisado separadamente e

o sequente [C] é inicialmente apresentado.

No sequente [C] é posśıvel visulizar: na fórmula antecedente {-1}, a disjunção dos

casos para a variável i; o antecedente [-2], já mencionado anteriormente, corresponde

à Equação (E) na prova do Teorema 4.4.11; o antecedente [-5] corresponde à Equação

(C); os antecedentes [-7] e [-8] correspondem à Equação (D), e compõem uma parte

importante na prova do teorema, que é a conclusão de que as matrizes do ciclo w1 e do

circuito w2 são positivas na posição dada pela rotulagem limitante F; os antecedentes [-10]

a [-15] falam sobre as sequências w1 e w2, basicamente que são caminhos de comprimento

maior que 1 começando e terminado no mesmo vértice; os antecedentes [-18] a [-20]

trazem as mesmas conclusões sobre o circuito x; finalmente, no antecedente [-21], a

hipótese principal de que F é uma rotulagem limitante e no consequente [1] a conclusão
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principal a que se quer chegar na prova, de que a matriz de x é positiva na posição

determinada por F.

• Sequente [C], Figura 4.7

{-1} i = 0 OR (i /= 0 AND i < length(w1) - 1) OR i = length(w1) - 1

OR (i > length(w1) - 1 AND i /= length(w1 o rest(w2)) - 1)

OR i = length(w1 o rest(w2)) - 1

[-2] i < length(w1 o rest(w2))

[-3] x = (w1 o rest(w2))^(i, length(w1 o rest(w2)) - 2) o (w1 o rest(w2))^(0, i)

[-4] F(w1‘seq(0)) = k2

[-5] w1‘seq(0) = w2‘seq(w2‘length - 1)

[-6] length(w1 o rest(w2)) > 1

[-7] wgt_walk(G, w1)(k2)(k2) = 1

[-8] wgt_walk(G, w2)(k2)(k2) = 1

[-9] eq_circuit?(dg(G), x, w1 o rest(w2))

[-10] walk?(dg(G), w1)

[-11] w1‘seq(0) = w1‘seq(length(w1) - 1)

[-12] length(w1) > 1

[-13] walk?(dg(G), w2)

[-14] w2‘seq(0) = w2‘seq(length(w2) - 1)

[-15] length(w2) > 1

[-16] F(x‘seq(0)) = k1

[-17] length(x) > 0

[-18] walk?(dg(G), x)

[-19] x‘seq(0) = x‘seq(length(x) - 1)

[-20] length(x) > 1

[-21] limiting_labeling?(G, F)

|-------

[1] wgt_walk(G, x)(k1)(k1) = 1

Assim, logo após o sequente [C], a regra de prova split -1 é aplicada. Esta é uma

regra de simplificação proposicional que elimina a disjunção da fórmula antecedente {-1},
gerando uma ramificação na árvore de prova, onde, para cada fórmula na disjunção,

um novo ramo aparece. Portanto, como em {-1} existem 5 possibilidades para i, uma

ramificação com 5 sub-árvores é gerada, na Figura 4.7 destacadas pelos rótulos A5 a A9,

onde é posśıvel observar que cada umas dessas sub-árvores corresponde a um dos casos

para i e em destaque encontra-se quantos comandos de prova foram necessários para

cada caso. Estes casos correspondem, na prova do Teorema 4.4.11, aos subitens (i) a (v)

constando no item (b).
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Caṕıtulo 5

Equivalências entre CCG e MWG

Neste caṕıtulo será apresentada a especificação em PVS de CCG bem como a conexão en-

tre CCG’s e MWG’s. Na Figura 5.1 é apresentada a hierarquia das sub-teorias envolvidas

nesta construção, com destaque para as sub-teorias a serem apresentadas neste caṕıtulo.

As definições e demonstrações apresentadas neste caṕıtulo correspondem às definições

especificadas e às demonstrações formalizadas em PVS como parte da teoria ccg, cuja

hierarquia pode ser visualizada na Figura 5.1.

As sub-teorias cc def, ccg def e ccg estão relacionadas com a especificação de CCG.

Nesta especificação um CCG G′ é tratado como um digrafo, assim como apresentado na

Seção 3.2, onde cada vértice é um contexto de chamado (Definição 3.2.1). Assim, um

vértice representa um chamado recursivo na definição recursiva que está sendo abstráıda

pelo CCG, e a presença de uma aresta significa que o chamado representado pelo vértice

de entrada, após análise local sobre os parâmetros atuais do vértice de sáıda e sobre as

condições do vértice de entrada, pode ser executado logo após o chamado representado

pelo vértice de sáıda. Além disso, uma famı́lia FG′ de medidas sobre o domı́nio de uma

relação bem fundada é associada ao CCG G′. Mais especificamente, na sub-teoria ccg é

especificada uma definição para terminação em CCG, condicionada à existência de uma

combinação de medidas da famı́lia associada ao CCG estritamente decrescente para um

caminho do CCG.

A sub-teoria ccg to mwg consiste da especificação de um operador, assim como da

formalização de propriedades deste operador, para a construção de um MWG G a partir

de um CCG G′ com sua respectiva famı́lia FG′ de medidas. Além da formalização de que,

se G′ é terminante, então G também é terminante.
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ccg to mwg

''vv

matrix wdg

��

ccg

��

measures ccg def

��

cc def

Figura 5.1: Hierarquia da sub-teoria ccg to mwg

5.1 Sintaxe de uma Linguagem Funcional de Primeira

Ordem

Como mencionado anteriormente, um grafo de contexto de chamado é uma estrutura de

dados através da qual modela-se o comportamento de uma definição recursiva em uma

linguagem funcional de primeira ordem. Assim, começamos por introduzir a sintaxe de

uma linguagem funcional de primeira ordem. Uma definição recursiva em uma linguagem

funcional de primeira ordem é uma expressão constrúıda sobre um conjunto de śımbolos

desta linguagem. Este conjunto é formado por: um conjunto enumerável de variáveis, de-

notado por Var; śımbolos de constantes e operadores n-ários efetivamente computáveis,

denotado por S; um śımbolo para expressão condicional ite; e o conjunto de śımbolos de

função n-ária, denotado por Def , onde śımbolos para funções possivelmente não com-

putáveis podem estar contidos. Assim o conjunto de expressões constrúıdo sobre tais

śımbolos é denotado por Exp. E o corpo de um śımbolo de função sobre Def , também

denominado definição de função, é uma expressão e ∈ Exp definida como segue:

Definição 5.1.1 (Sintaxe da definição de função): A definição de uma função n-ária

f ∈ Def é uma expressão ef com a seguinte sintaxe: f(x1, . . . , xn) = ef , onde xi ∈ Var,
para todo 1 6 i 6 n, são denominadas parâmetros formais e o corpo (ou definição) de f

é uma expressão ef ∈ Exp da forma:

ef := c | x ∈ {x1 . . . , xn} | g(e1, . . . , ek) | ite(e1, e2, e3) | f(e1, . . . , en),

onde

• c ∈ S é uma constante;

• x ∈ {x1 . . . , xn} ⊂ Var é uma variável;
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• g ∈ S é um operador k−ário conhecido terminante;

• ite(e1, e2, e3) é uma expressão condicional, onde e1 é uma expressão booleana e re-

presenta a condição para e2 e ¬e1 representa a condição para e3;

• f(e1, . . . , en) é um chamado recursivo, onde os parâmetros ei, para todo i ∈ {1, . . . , n},
são denominados os atuais do chamado.

Exemplo 5.1.1: A função de Ackermann abaixo

Ack(m,n) =


n+ 1, se m = 0

Ack(m− 1, 1), se m > 0 ∧ n = 0

Ack(m− 1, Ack(m,n− 1)), se m > 0 ∧ n > 0

definida para m e n naturais, de acordo com a sintaxe apresentada em 5.1.1, é especificada

como segue:

Ack(m,n) = ite(m = 0, n+ 1, ite(n = 0, Ack(m− 1, 1), Ack(m− 1, Ack(m,n− 1)))),

onde os operadores binários =, +, e − estão presentes nas sub-expressões “m = 0”,

“n = 0”, “n+1”, “m−1” e “n−1”. Note que estes operadores são aplicados a expressões

que são constantes ou variáveis do conjunto de parâmetros formais da definição.

Observe que, como chamados recursivos são expressões, estes podem ser aninhados,

sem violar a descrição gramatical. Em geral a expressão condicional e1, em expressões do

tipo ite(e1, e2, e3), admite ocorrências de expressões que contenham chamados recursivos.

A condição sob a qual cada chamado recursivo é realizado é constrúıda por conjugação

da condição nas expressões do tipo ite(e1, e2, e3) ou sua negação, conforme o chamado

recursivo ocorra na expressão e2 ou e3, respectivamente, conforme definição abaixo.

Definição 5.1.2 (Condição do chamado recursivo): Seja f(x1, . . . , xn) = ef uma de-

finição recursiva. Se na definição de f ocorre um chamado recursivo f(e1, . . . , en) = e′,

então a condição deste chamado, denotada por C(e′), é definida recursivamente da seguinte

maneira:

• se ef = e′ então C(e′) = true;

• se ef = g(e1, . . . , ej, . . . , en) e e′ ocorre em ej, então C(e′) é a condição de e′ em ej;

• se ef = f(e1, . . . , ej, . . . , en) e e′ ocorre em ej, da mesma forma C(e′) é a condição

de e′ em ej;
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• se ef = ite(e1, e2, e3), então:

– se e′ ocorre em e1, então C(e′) é a condição de e′ em e1;

– se e′ ocorre em e2, então C(e′) é a conjunção de e1 com a condição de e′ em e2;

– se e′ ocorre em e3, então C(e′) é a conjunção de ¬e1 com a condição de e′

em e3.

Exemplo 5.1.2: Voltando à função de Ackermann, note que o chamado Ack(m − 1, 1)

tem condição ¬m = 0∧n = 0; e os chamados Ack(m− 1, Ack(m,n− 1)) e Ack(m,n− 1)

tem condição ¬m = 0 ∧ ¬n = 0.

5.2 Grafos de Contextos de Chamado

A próxima definição caracteriza um contexto de chamado que, como mencionado anteri-

ormente, são os vértices de um CCG e representam um chamado recursivo na definição

de função.

Definição 5.2.1 (Contexto de Chamado): Seja e′ um chamado recursivo de f em

f(x1, . . . , xn) = ef . Assim, o contexto de chamado relativo a e′ no CCG é uma tripla

〈F(e′), C(e′), A(e′)〉, onde F(e′) são os parâmetros formais do chamado e′, C(e′) é a

condição de e′ em ef e A(e′) os parâmetros atuais de e′.

A construção de um CCG, como definido em PVS, é desenvolvida sobre um conjunto

MT com uma relação bem fundada �, isto quer dizer que qualquer subconjunto B não

vazio de MT possui um elemento mı́nimo, ou seja, um b ∈ B tal que não vale b � b′

qualquer que seja b′ ∈ B. A relação � é estendida por < da seguinte maneira:

∀ m1,m2 ∈MT ; m1 < m2 := m1 = m2 ∨ m1 � m2

Uma medida é uma função definida no conjunto de variáveis Var sobre o conjunto

MT . Um conjunto enumerável de medidas {µ0, µ1, . . . , µN−1} será, como mencionado

anteriormente, denotado por F e denominado uma famı́lia de medidas. Assim, um ele-

mento da famı́lia F é uma aplicação µk : Varn → MT , para 0 6 k 6 N − 1, onde N

é a cardinalidade da famı́lia F e Varn = Var × . . .× Var︸ ︷︷ ︸
n−vezes

, ou seja, µk tem aridade n. O

conjunto {k ∈ N | 0 6 k 6 N − 1} dos ı́ndices dos elementos de F será denotado por N ,

isto é, N = {0, 1, . . . , N − 1}.
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Definição 5.2.2 (Grafo de contextos de chamado - CCG): Um CCG é um digrafo com

uma famı́lia de medidas associada, onde o conjunto de vértices é um conjunto de contextos

de chamado e o conjunto de arestas é formado por pares de vértices, como definido em

Definição 3.1.1. CCG’s são denotados por G′ = 〈VG′ , EG′ ,FG′〉.

5.3 Especificação de terminação em CCG

Note que, no contexto deste caṕıtulo, pré-caminhos e caminhos no digrafo de um CCG são

sequências de contextos de chamado. Assim, preferencialmente, vértices serão representa-

dos pelos śımbolos cc, cc0, cc1, . . . e caminhos de comprimento n por w = (cc0, cc1, . . . , ccn−1).

E por simplicidade os parâmetros formais, as condições e os parâmetros atuais de um

vértice cc serão denotados respectivamente por Fcc, Ccc e Acc.

A definição da noção de terminação para um CCG G′ baseia-se na existência de uma

sequência de medidas da famı́lia FG′ , para cada caminho w ∈ WG′ , satisfazendo condições

para garantir que esta sequência de medidas gere uma sequência estritamente decrescente

sobreMT . No que segue, a notação para tratar tais sequências de medidas é introduzida

e em seguida as definições referentes à combinação de medidas para um caminho no CCG,

que são sequências sobre N .

Notação: O conjunto

N =
⋃
k∈N

N k =
⋃
k∈N

{0, . . . , N − 1}k

denota o conjunto de todas as posśıves sequências de ı́ndices sobre N com comprimento

finito arbitrário.

Definição 5.3.1 (Combinação de Medidas): Uma combinação de medidas é uma aplicação

MC : Pw → N definida por MC(w) = {mc ∈ N | `(mc) = `(w)}, ou seja, MC(w) é o

conjunto de sequências finitas de ı́ndices tomadas sobre o conjunto N = {0, . . . , N − 1},
tal que o comprimento destas sequências é igual ao comprimento do pré-caminho w.

Note que, para um caminho w em um CCG G′ com uma famı́lia de medidas FG′

de cardinalidade N , uma combinação de medidas para w determina um conjunto de

sequências de medidas sobre FG′ . Assim, nas definições que seguem uma famı́lia de

medidas de cardinalidade N é considerada.

Considere uma famı́lia de medidas F , um conjunto de contextos de chamado V e o

conjunto bool = {true, false}. Define-se uma aplicação booleana

G : F × V ×N 2 × bool → bool
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por

G(F , cc, i, j, β) := Ccc(Fcc) ⇒ µi(Fcc) < µj(Acc) ∧ ( µi(Fcc) = µj(Acc) ⇒ β )

que é crucial na definição de combinação de medidas que leva a uma sequência decrescente

em MT , denominada combinação de medidas decrescente, e na definição de combinação

de medidas que leva a uma sequência estritamente descrescente em MT , denominada

combinação de medidas estritamente decrescente.

Definição 5.3.2 (Combinação de medidas decrescente): Dada uma famı́lia de medidas

F , define-se a aplicação booleana

Gte : F × Pw ×MC(w)→ bool,

por

Gte(F , w,mc) := ∀ i ∈ {0, . . . , n− 2} : G(F , cci, ki, ki+1, true)

onde w = (cc0, . . . , ccn−1) ∈ Pw, com `(w) = n, mc = {k0, . . . , kn−1} ∈ MC(w) e

kj ∈ {0, . . . , N − 1} para todo j ∈ {0, . . . , n− 1}.

Note que, para uma famı́lia de medidas F , um pré-caminho w = (cc0, cc1, . . . , ccn−1),

com `(w) = n, e uma combinação de medidas mc = {k0, . . . , kn−1} ∈ MC(w), se

Gte(F , w,mc) = true, então a combinação de medidas leva a uma sequência decres-

cente de valores em MT , pois resulta que, para todo i ∈ {0, . . . , n − 2}, tem-se que

µki(Fcci) < µki+1
(Acci).

Definição 5.3.3 (Combinação de medidas estritamente decrescente): Dada uma famı́lia

de medidas F , define-se a aplicação booleana

Gt : F × Pw ×MC(w)→ bool,

por

Gt(F , w,mc) := Gte(F , w,mc) ∧ ∃ i ∈ {0, . . . , n− 2} : G(F , cci, ki, ki+1, false)

onde w = (cc0, . . . , ccn−1) ∈ Pw, com `(w) = n, mc = {k0, . . . , kn−1} ∈ MC(w) e

kj ∈ {0, . . . , N − 1} para todo j ∈ {0, . . . , n− 1}.

Observe que, para uma famı́lia de medidas F , um pré-caminho w = (cc0, cc1, . . . , ccn−1),

com `(w) = n, e uma combinação de medidas mc = {k0, . . . , kn−1} ∈ MC(w), se

Gt(F , w,mc) = true, então a combinação de medidas mc leva a uma sequência estri-

tamente decrescente de valores em MT , pois resulta que Gte(F , w,mc) = true e existe

um i ∈ {0, . . . , n− 2}, tal que µki(Fcci) � µki+1
(Acci).
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Assim, com base nas definições sobre combinação de medidas para um caminho, define-

se a noção de terminação para um CCG como segue:

Definição 5.3.4 (Terminação em CCG): Dado um CCG G′, a semântica de terminação

para G′ é expressa pela seguinte aplicação booleana Tccg : CCG→ bool definida por:

Tccg(G) := ∀ c = (cc0, . . . , ccn−1) ∈ Cir(G′),

∃ mc = (k0, . . . , kn−1) ∈MC(c) : k0 = kn−1 ∧ Gt(FG′ , c,mc)

A definição anterior estabelece que um CCG G′ é dito terminante se, para todo circuito

c de G′, com `(c) = n, existe uma combinação de medidas mc = (k0, . . . , kn−1) para c, ou

seja, de comprimento n, cujos elementos extremos sejam iguais, isto é, k0 = kn−1, tal que

Gt(FG′ , w,mc) = true. O fato de os extremos de mc serem iguais garante que a sequência

de funções de medidas de FG′ tomada começa e termina com a mesma função de medida,

gerando uma sequência decrescente sobre MT .

Lema 5.3.5 (Combinação de medidas decrescente para sub-caminhos): Seja G′ um CCG.

Sejam ainda w ∈ WG′, com `(w) = n, dois números naturais i e j tomados no conjunto

{0, . . . , n− 1}, e uma combinação de medidas mc ∈MC(w). Assim,

i 6 j ∧ Gte(FG′ , w,mc) ⇒ Gte(FG′ , w(i,j),mc(i,j)) (5.1)

Prova: Note que, se w = (cc0, . . . , ccn−1) e mc = (k0, . . . , kn−1) então, para i e j tais

que 0 6 i 6 j 6 n− 1, tem-se w(i,j) = (cci, . . . , ccj) e mc(i,j) = (ki, . . . , kj), e portanto, o

α-ésimo elemento de w(i,j) é cci+α e de mc(i,j) é ki+α. Além disso, `(w(i,j)) = `(mc(i,j)) =

j − i+ 1. Logo, expandindo a definição de Gte na Equação 5.1, tem-se que:

i 6 j ∧ ∀ α1 ∈ {0, . . . , n− 2} : G(F , ccα1 , kα1 , kα1+1, true)

⇒ ∀ α2 ∈ {0, . . . , j − i− 1} : G(F , cci+α2 , ki+α2, ki+α2+1, true)

Assim, suponha que

∃ α2 ∈ {0, . . . , j − i− 1} : ¬G(F , cci+α2 , ki+α2, ki+α2+1, true) (5.2)

Note que, como 0 6 α2 6 j − i− 1, então 0 6 i+ α2 6 n− 2. Portanto, por hipótese,

para α1 = i + α2 tem-se que G(F , cci+α2 , ki+α2 , ki+α2+1, true), o que é uma contradição.

Logo (5.2) é uma suposição falsa e segue a prova do lema. .

Lema 5.3.6 (Composição decrescente de combinação de medidas): Seja G′ um CCG.

Sejam ainda dois caminhos quaisquer w1 = (cc1
0, . . . , cc

1
n1−1) e w2 = (cc2

0, . . . , cc
2
n2−1)
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em WG′ e duas combinações de medidas mc1 = (k1
0, . . . , k

1
n1−1) ∈ MC(w1) e mc2 =

(k2
0, . . . , k

2
n2−1) ∈MC(w2). Assim,

cc1
n1−1 = cc2

0 ∧ k1
n1−1 = k2

0 ∧ Gte(FG′ , w1,mc1) ∧ Gte(FG′ , w2,mc2)

⇓

Gte(FG′ , ◦w(w1, w2), ◦w(mc1,mc2))

Prova: Segue da definição de Gte. .

Lema 5.3.7 (Composição estritamente decrescente de combinação de medidas): Seja

G′ um CCG. Sejam ainda dois caminhos quaisquer de WG′, w1 = (cc1
0, . . . , cc

1
n1−1) e

w2 = (cc2
0, . . . , cc

2
n2−1), e duas combinações de medidas mc1 = (k1

0, . . . , k
1
n1−1) ∈ MC(w1)

e mc2 = (k2
0, . . . , k

2
n2−1) ∈MC(w2). Assim,

cc1
n1−1 = cc2

0 ∧ k1
n1−1 = k2

0 ∧ Gte(FG′ , w1,mc1) ∧ Gte(FG′ , w2,mc2)

∧ ( Gt(FG′ , w1,mc1) ∨ Gt(FG′ , w2,mc2) )

⇓

Gt(FG′ , ◦w(w1, w2), ◦w(mc1,mc2))

Prova: Segue da definição de Gt. .

5.4 Formalização da Equivalência entre Terminação

em CCG e MWG

Nesta seção apresenta-se a construção da função µ : E →MN×N , descrita na Seção 4.2

e, portanto, a construção de um MWG G a partir de um CCG G′. Apresenta-se ainda os

resultados sobre equivalência entre terminação em G e terminação em G′.

Definição 5.4.1 (Função indicadora): Dado um CCG G′ = 〈VG′ , EG′ ,FG′〉, define-se a

aplicação I : {0, . . . , N − 1} × {0, . . . , N − 1} × VG′ → {−1, 0, 1}, por:

I(i, j, cc) :=


1, se G(cc, µi, µj, false)

0, se G(cc, µi, µj, true)

−1, caso contrário

A seguinte definição atribui a cada aresta de um CCG um peso em forma de uma

matriz quadrada cuja ordem é igual à cardinalidade da famı́lia de funções do CCG e cujas

entradas são resultados de comparações entre as medidas da famı́lia de medidas do CCG.
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Definição 5.4.2 (Função peso): Dado um CCG G′ com uma famı́lia de medidas FG′ de

cardinalidade N , a função que associa a cada aresta e = (cc1, cc2) ∈ EG′ uma matriz

quadrada de ordem N é uma aplicação µ : EG′ →MN×N definida por:

µ(e) ∈MN×N , onde ∀ i, j ∈ {0, . . . , N} : (µ(e))ij = I(i, j, cc1)

Assim, dado um CCG G′, a seguinte definição estabelece uma construção de um MWG

G a partir de G′.

Definição 5.4.3 (Transformação de grafos de contexto de chamado para grafos com

matrizes de medida):

T ccgmwg : CCG→MWG

T ccgmwg(G
′) = G = 〈VG′ , EG′ , µ : EG′ →MN×N〉

Observe que, dado um CCG G′, a parte de G′ que determina o digrafo, ou seja,

〈VG′ , EG′〉 permanece inalterada em T ccgmwg(G
′). Portanto, todo vértice, aresta ou caminho

de G′ é também um vértice, aresta ou caminho de G = T ccgmwg(G
′). Logo, o mesmo vale

para circuitos e ciclos.

5.4.1 Matrizes de Medida com Posição Definida e Combinação

de Medidas Decrescente

Lema 5.4.4 (Combinação de medidas decrescente implica matriz com posição definida):

Seja G′ um CCG e considere o MWG G obtido de G′ por T ccgmwg(G
′). Assim, para todo

caminho w ∈ WG′ e toda combinação de medidas mc = (k0, k1, . . . , kn−1) ∈ MC(w), vale

que:

Gte(FG′ , w,mc)⇒ (µ̂(w))k0kn−1 > 0

Prova: Dado G′ um CCG, considere o MWG G = T ccgmwg(G
′) obtido de G′. Consi-

dere ainda, um caminho w = (cc0, . . . , ccn−1) ∈ WG′ e uma combinação de medidas

mc = (k0, k1, . . . , kn−1) ∈ MC(w) tais que Gte(FG′ , w,mc). A prova segue por indução

em `(w) = n. Assim,

B.I. `(w) = 1: Neste caso, observe que `(mc) = 1 e portanto k0 = kn−1. Além disso, pela

Definição 3.1.19, µ̂(w) = Id. Ou seja, (µ̂(w))k0k0 = (Id)k0k0 = 0 (Definição 4.2.7).

P.I. `(w) > 1: Neste caso, w é a composição w = ◦w(w(0,1), w(1,n−1)) e segue do Lema

3.1.20 que µ̂(w) = µ(w(0,1)) ∗ µ̂(w(1,n−1)).
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Assim, de Gte(FG′ , w,mc) e expandindo a definição de Gte, tem-se que:

∀ i ∈ {0, . . . , n − 2} : G(F , cci, ki, ki+1, true), em particular para i = 0, tem-se

que G(F , cc0, k0, k1, true). Assim, segue das Definições 5.4.1 e 5.4.2 que:

(µ(w(0,1)))k0,k1 > 0 (5.3)

Note ainda que `(w(1,n−1)) < `(w) e, além disso, pelo Lema 5.3.5 tem-se que

Gte(FG′ , w(1,n−1),mc(1,n−1)). Portanto, por hipótese de indução, segue que:

(µ̂(w(1,n−1)))k1kn−1 > 0 (5.4)

Assim, das Equações 5.3 e 5.4 e do Lema 4.2.13, segue que:

(µ(w(0,1)) ∗ µ̂(w(1,n−1)))k0kn−1 > 0

Ou seja, (µ̂(w))k0kn−1 > 0.

O que conclui a prova do lema. .

Lema 5.4.5 (Matriz com posição definida implica combinação de medidas decrescente):

Seja G′ um CCG e considere o MWG G = T ccgmwg(G
′). Assim, para todo caminho

w ∈ WG′ de comprimento n e para quaisquer i, j ∈ {0, . . . , N − 1}, vale que:

(µ̂(w))ij > 0 ⇒ ∃ mc = (k0, k1, . . . , kn−1) ∈MC(w) :

k0 = i ∧ kn−1 = j ∧ Gte(FG′ , w,mc)

Prova: Sejam G′ um CCG e G = T ccgmwg(G
′) o MWG obtido de G′. Seja ainda o caminho

w = (cc0, . . . , ccn−1) ∈ WG′ e i, j ∈ {0, . . . , N − 1} tais que (µ̂(w))ij > 0. A prova segue

por indução em `(w) = n. Assim,

B.I. `(w) = 1: Neste caso, w = (cc0) e segue da Definição 3.1.19 que µ̂(w) = Id. E

portanto (µ̂(w))ij = (Id)ij > 0. Logo, da Definição 4.2.7, i = j. Assim, tome

mc ∈ MC(w), ou seja `(mc) = `(w), dada por mc = (i). Observe que k0 = i e

kn−1 = j = i. Resta verificar que Gte(FG′ , w,mc), ou seja, que para todo i, com

0 6 i 6 n − 2, vale G(FG′ , cci, ki, ki+1, true). O que é válido por vacuidade, pois

n = 1 e não pode existir i tal que 0 6 i 6 −1.

P.I. `(w) > 1: Neste caso, w = (cc0, cc1, . . . , ccn−1) com n > 2. Assim, w pode ser escrito

como a composição w = (cc0, cc1) ◦w (cc1, . . . , ccn−1) e segue do Lema 3.1.20 que

µ̂(w) = µ(cc0, cc1) ∗ µ̂(cc1, . . . , ccn−1). Portanto,

(µ(cc0, cc1) ∗ µ̂(cc1, . . . , ccn−1))ij > 0
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e pelo Lema 4.2.13, existe l ∈ {0, . . . , N − 1} tal que:

(µ(cc0, cc1))il + (µ̂(cc1, . . . , ccn−1))lj > 0

Logo, denotando (cc0, cc1) = w′ e (cc1, . . . , ccn−1) = w′′, tem-se que (µ(w′))il > 0

e (µ̂(w′′))lj > 0. Assim, note que `(w′′) = n − 1 e por hipótese de indução, existe

mc′′ = (k′′0 , . . . , k
′′
n−2) ∈ MC(w′′) tal que k′′0 = l e k′′n−2 = j e Gte(FG′ , w′′,mc′′).

Além disso, observe que (µ(w′))il = I(i, l, cc0) > 0. Dáı segue da Definição 5.4.1,

que G(cc, µi, µl, false) ou G(cc, µi, µl, true). Em ambos os casos, conclui-se que

Gte(FG′ , w′,mc′) (Definições 5.3.2 e 5.3.3), onde mc′ = (k′0, k
′
1) = (i, l). Portanto,

k′1 = k′′0 ∧ Gte(FG′ , w′,mc′) ∧ Gte(FG′ , w′′,mc′′)

⇓ (Lema 5.3.6)

Gte(FG′ , ◦w(w′, w′′), ◦w(mc′,mc′′))

Logo, conclui-se que existe mc = (k0, . . . , kn−1) = ◦w(mc′,mc′′) ∈ MC(w) tal que k0 = i,

kn−1 = j e Gte(FG′ , w,mc). .

5.4.2 Matrizes de Medida com Posição Positiva e Combinação

de Medidas Estritamente Decrescente

Lema 5.4.6 (Combinação de medidas estritamente decrescente implica matriz com posição

positiva): Seja G′ um CCG. Seja ainda o MWG G = T ccgmwg(G
′). Assim, para todo ca-

minho w ∈ WG′ e para toda combinação de medidas mc = (k0, . . . , kn−1) ∈ MC(w),

vale:

Gt(FG′ , w,mc)⇒ (µ̂(w))k0kn−1 = 1

Prova: Denote w = (cc0, . . . , ccn−1). Expandindo a definição da aplicação booleana Gt,
tem-se que:

Gte(FG′ , w,mc) (5.5)

e

∃ i ∈ {0, . . . , n− 2} : G(F , cci, ki, ki+1, false) (5.6)

Seja i ∈ {0, . . . , n− 2} dado pela Equação 5.6. Assim, w = w′ ◦w (cci, cci+1) ◦w w′′, onde

w′ = (cc0, . . . , cci) e w′′ = (cci+1, . . . , ccn−1) e pelo Lema 3.1.20 segue que:

µ̂(w) = µ̂(w′) ∗ µ(cci, cci+1) ∗ µ̂(w′′) (5.7)
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De G = T ccgmwg(G
′) tem-se que (µ(cci, cci+1))kiki+1

= I(ki, ki+1, cc0), pela Definição 5.4.2.

Assim, da Definição 5.4.1 e de (5.6) segue que:

(µ(cci, cci+1))kiki+1
= 1 (5.8)

Note ainda que, de (5.5) e do Lema 5.3.5, segue que Gte(FG′ , w′,mc′) e Gte(FG′ , w′′,mc′′),
onde mc′ = (k0, . . . , ki) e mc′′ = (ki+1, . . . , kn−1). Assim, segue do Lema 5.4.4 que:

(µ̂(w′))k0ki > 0 ∧ (µ̂(w′′))ki+1kn−1 > 0 (5.9)

Além disso, de (5.8) e de (5.9), segue que:

(µ̂(w′))k0ki + (µ(cci, cci+1))kiki+1
+ (µ̂(w′′))ki+1kn−1 = 1 (5.10)

Assim, de (5.10) e do Lema 4.2.12, segue que

(µ̂(w′) ∗ µ(cci, cci+1) ∗ µ̂(w′′))k0kn−1 = 1 (5.11)

Portanto, de (5.7) e de (5.11), segue que (µ̂(w))k0kn−1 = 1. .

Lema 5.4.7 (Matriz com posição positiva implica combinação de medidas estritamente

decrescente): Sejam G′ um CCG e considere o MWG G = T ccgmwg(G
′). Assim, para todo

w ∈ WG′ de comprimento n e quaisquer i, j ∈ {0, . . . , N − 1}, vale que:

(µ̂(w))ij = 1 ⇒ ∃ mc = (k0, . . . , kn−1) ∈MC(w) :

k0 = i ∧ kn−1 = j ∧ Gt(FG′ , w,mc)

Prova: A prova segue por indução em `(w) = n.

Note que, se `(w) = 1, o lema não se aplica, pois neste caso µ̂(w) = Id (Definição

3.1.19) e quaisquer que sejam i, j ∈ {0, . . . , N − 1}, (Id)ij ∈ {−1, 0} (Definição 4.2.7).

Logo, neste caso, não podem existir i, j ∈ {0, . . . , N − 1} tais que (µ̂(w))ij = 1.

Assim, seguindo com a indução para `(w) > 2, tem-se que:

B.I. `(w) = 2: Neste caso, w = (cc0, cc1) ∈ EG′ = EG. Portanto, µ̂(w) = µ(cc0, cc1).

Sejam i, j ∈ {0, . . . , N − 1} tais que (µ(cc0, cc1))ij = 1. Observe que também

(µ(cc0, cc1))ij > 0. Logo, pelo Lema 5.4.5, existe uma combinação de medidas

mc = (k0, k1) emMC(w), tal que k0 = i, k1 = j e Gte(FG′ , w,mc). Assim, tome esta

combinação de medidas, resta verificar que Gt(FG′ , w,mc). De fato, pela definição

de Gt, tem-se que: Gt(FG′ , w,mc) = Gte(FG′ , w,mc) ∧ G(FG′ , cc0, k0, k1, false).

Logo, resta verificar que G(FG′ , cc0, k0, k1, false). De G = T ccgmwg(G
′) tem-se que

(µ(cc0, cc1))ij = I(i, j, cc0), pela Definição 5.4.2. Ou seja, I(i, j, cc0) = 1. Assim,

segue da definição 5.4.1, que G(cc, µi, µj, false).
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P.I. `(w) > 2: Neste caso, w = (cc0, cc1, . . . , ccn−1), com n > 2. Assim, pelo Lema

3.1.20 e de w = (cc0, cc1) ◦w (cc1, . . . , ccn−1), a matriz de w pode ser decomposta da

seguinte forma: µ̂(w) = µ(cc0, cc1) ∗ µ̂(cc1, . . . , ccn−1). Sejam i, j ∈ {0, . . . , N − 1}
tais que (µ̂(w))ij = 1. Assim, (µ(cc0, cc1) ∗ µ̂(cc1, . . . , ccn−1))ij = 1 e pelo Lema

4.2.12, existe um l ∈ {0, . . . , N − 1} tal que:

(µ(cc0, cc1))il + (µ̂(cc1, . . . , ccn−1))lj = 1

Assim, denotando (cc0, cc1) = w′ e (cc1, . . . , ccn−1) = w′′, considere dois casos:

i) (µ(w′))il = 1 e (µ̂(w′′))lj > 0

Por hipótese de indução, existe mc′ = (k′0, k
′
1) ∈ MC(w′) tal que k′0 = i,

k′1 = l e Gt(FG′ , w′,mc′). Além disso, pelo Lema 5.4.5, existe uma combinação

de medidas mc′′ = (k′′0 , . . . , k
′′
n−2) ∈ MC(w′′) tal que k′′0 = l e k′′n−2 = j e

Gte(FG′ , w′′,mc′′). Logo,

k′1 = k′′0 ∧ Gt(FG′ , w′,mc′) ∧ Gte(FG′ , w′′,mc′′)

⇓ (Lema 5.3.7)

Gt(FG′ , ◦w(w′, w′′), ◦w(mc′,mc′′))

Ou seja, existe mc = (k0, . . . , kn−1) = ◦w(mc′,mc′′) ∈ MC(w) tal que k0 = i,

kn−1 = j e Gt(FG′ , w,mc).

ii) (µ(w′))il > 0 e (µ̂(w′′))lj = 1

Por hipótese de indução, existe mc′′ = (k′′0 , . . . , k
′′
n−2) ∈ MC(w′′) tal que

k′′0 = l, k′′n−2 = j e Gt(FG′ , w′′,mc′′). Além disso, pelo Lema 5.4.5, existe

uma combinação de medidas mc′ = (k′0, k
′
1) ∈ MC(w′) tal que k′0 = i, k′1 = l e

Gte(FG′ , w′,mc′). Logo,

k′1 = k′′0 ∧ Gte(FG′ , w′,mc′) ∧ Gt(FG′ , w′′,mc′′)

⇓ (Lema 5.3.7)

Gt(FG′ , ◦w(w′, w′′), ◦w(mc′,mc′′))

Ou seja, existe mc = (k0, . . . , kn−1) = ◦w(mc′,mc′′) ∈ MC(w) tal que k0 = i,

kn−1 = j e Gt(FG′ , w,mc).

Portanto, segue que, para todos w ∈ WG′ e i, j ∈ {0, . . . , N − 1}, se (µ̂(w))ij = 1 então

existe uma combinação de medidas mc = (k0, . . . , kn−1) ∈MC(w) tal que k0 = i, kn−1 = j

e Gt(FG′ , w,mc). .
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5.4.3 Prova da Equivalência entre Terminação em CCG’s e MWG’s

Teorema 5.4.8 (Equivalência entre matriz de medida positiva e combinação de medidas

estritamente decrescente): Dados um CCG G′ e um caminho w ∈ WG′ com `(w) = n,

considere o MWG G = T ccgmwg(G
′). Assim, a matriz do caminho w, denotada por µ̂(w), é

positiva se, e somente se, existe uma combinação de medidas mc = (k0, k1, . . . , kn−1) ∈
MC(w), tal que k0 = kn−1 e Gt(FG′ , w,mc).

Prova: Sejam G′ um CCG e G o MWG T ccgmwg(G
′). Seja ainda w ∈ WG′ , com `(w) = n.

Note que também w ∈ WG. Assim,

(⇒) Suponha que µ̂(w) é positiva, ou seja, existe j ∈ {0, . . . , N−1} tal que (µ̂(w))jj = 1.

Logo, deve existir uma combinação de medidas mc = (k0, k1, . . . , kn−1) ∈ MC(w),

tal que k0 = kn−1 e Gt(FG′ , w,mc). Portanto, tomando i = j no Lema 5.4.7, segue

este sentido da prova.

(⇐) Suponha que existe uma combinação de medidas mc = (k0, k1, . . . , kn−1) ∈MC(w),

tal que k0 = kn−1 e Gt(FG′ , w,mc). Assim, deve existir j ∈ {0, . . . , N − 1} tal que

(µ̂(w))jj = 1. De fato, pelo Lema 5.4.6, (µ̂(w))k0kn−1 = 1. Assim, como k0 = kn−1,

basta tomar j = k0, e segue este sentido da prova.

O que conclui a prova do teorema. .

Teorema 5.4.9 (Equivalência entre terminação para CCG e terminação para MWG):

Seja um CCG G′ e considere o MWG G obtido de G′ por T ccgmwg(G
′). Assim,

Tccg(G
′) ⇐⇒ Tmwg(G)

Prova: De fato, deve-se verificar que:

∀ c ∈ Cir(G′), com `(c) = n, ∃ mc = (k0, k1, . . . , kn−1), com k0 = kn−1,

tal que Gt(FG′ , c,mc)

m

∀ c ∈ Cir(G), ∃ j ∈ {0, . . . , N − 1} : (µ̂(c))jj = 1

Assim, aplicando o Teorema 5.4.8, e observando que Cir(G) = Cir(G′) ⊂ WG′ = WG,

conclui-se a prova. .



Caṕıtulo 6

Relacionando a Semântica

Operacional da Terminação para

Linguagens Funcionais de Primeira

Ordem e a Terminação em MWGs (e

CCGs)

Neste caṕıtulo apresenta-se a especificação da semântica da terminação para a linguagem

funcional de primeira ordem, cuja sintaxe foi apresentada na Seção 5.1. As definições e

resultados aqui apresentados encontram-se especificados e formalizados em PVS, na teoria

PVS0, exceto pelos resultados apresentados a partir do Lema 6.1.11 e que culminam no

Teorema 6.2.10, onde é apresentada uma prova anaĺıtica de terminação para MWG’s

implica em terminação da linguagem funcional de primeira ordem. A formalização em

PVS destes resultados entra para a lista de trabalhos futuros, contudo apresenta-se aqui

uma prova anaĺıtica do mesmos, que constitui um roteiro para a formalização.

6.1 Semântica Operacional da Terminação para Lin-

guagens Funcionais de Primeira Ordem

A semântica operacional da terminação para uma linguagem de primeira-ordem, cuja sin-

taxe é apresentada na Seção 5.1, é definida com base em uma pré-interpretação para os

śımbolos de operadores e śımbolos de constante de S, denotada por
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I : S → Valk → Val, onde k é um natural; além de uma designação para as variáveis

sobre o conjunto de valores, denotada por β : Var → Val. Assim, em uma definição de

função n-ária f(x1, . . . , xn) = ef , especificada de acordo com a sintaxe apresentada na

Definição 5.1.1, cada constante c ∈ S é interpretada segundo I, e a sua interpretação cI é

um elemento de Val; da mesma forma, cada operador k-ário g ∈ S é interpretado segundo

I, e a sua interpretação gI é um operador k-ário sobre Val completamente computável.

A definição seguinte estende a pré-interpretação I para os śımbolos de função f ∈ Def .

Definição 6.1.1 (Relação semântica de uma expressão): Dada uma definição de função

n-ária , f(x1, . . . , xn) = ef ∈ Exp. A expressão e é interpretada em Val segundo a relação

indutiva ε : Exp× Exp× β × Val→ bool definida por:

ε(e, ef , β, ν) := CASES e OF

c : ν = cI;

x : ν = β(x);

g(e1, . . . , ek) : ∃ν1, . . . , νk ∈ Val : ε(e1, ef , β, ν1) ∧ . . . ∧ ε(ek, ef , β, νk)∧
ν = gI(ν1, . . . , νk)

ite(e1, e2, e3) : ∃ν1 : ε(e1, ef , β, ν1)∧
IF ν1 THEN ε(e2, ef , β, ν) ELSE ε(e3, ef , β, ν)

f(e1, . . . , en) : ∃ν1, . . . , νn ∈ Val : ε(e1, ef , β, ν1) ∧ . . . ∧ ε(en, ef , β, νn)∧
ε(ef , ef , β

′, ν), onde β′(xi) = νi, para i = 1, . . . , n

Portanto, dada uma designação β e uma pré-interpretação I, ε(ef , ef , β, ν), quando

verdadeira para algum valor ν ∈ Val, fornece uma interpretação sobre Val para o śımbolo

de função n-ário f ∈ Def cuja definição é dada pela expressão ef .

Desta forma, a semântica da terminação é definida com base na relação semântica ε

como segue:

Definição 6.1.2 (Semântica da terminação segundo ε): Estabelece-se que uma definição

de função n-ária , f(x1, . . . , xn) = ef ∈ Exp, é terminante segundo a aplicação booleana

Tε : Exp→ bool, definida por:

Tε(ef ) := ∀ β, ∃ ν ∈ Val : ε(ef , ef , β, ν)

No que segue, define-se uma aplicação, onde uma definição de função n-ária é avaliada

dado um número natural. A existência deste natural implica que, dada uma n-upla inicial

de valores, não pode ocorrer uma sequência infinita de chamados recursivos durante a

execução de uma função n-ária, já que o natural decresce a cada chamado recursivo.
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Definição 6.1.3 (Avaliação semântica de uma expressão): Dada uma definição de função

n-ária f(x1, . . . , xn) = ef a aplicação χ : N× Exp× Exp× β → Val ∪♦, onde ♦ /∈ Val,
definida por:

χ(m, e, ef , β) := IF m = 0 THEN ♦
ELSE CASES e OF

c : cI;

x : β(x);

g(e1, . . . , ek) : IF ∀i ∈ {1, . . . , k} : χ(m, ei, ef , β) 6= ♦
THEN gI(χ(m, e1, ef , β), . . . , χ(m, ek, ef , β))

ELSE ♦;

ite(e1, e2, e3) : IF χ(m, e1, ef , β) 6= ♦ THEN

IF χ(m, e1, ef , β) THEN χ(m, e2, ef , β)

ELSE χ(m, e3, ef , β);

ELSE ♦;

f(e1, . . . , en) : IF ∀i ∈ {1, . . . , n} : χ(m, ei, ef , β) 6= ♦ THEN

χ(m− 1, ef , ef , β
′),

onde β′(xi) = χ(m, ei, ef , β), para i = 1, . . . , n

ELSE ♦

estabelece uma avaliação sobre o conjunto Val da expressão e dado um número natural

m que funciona como um limite para os ńıveis de recursão na computação da função f

em e.

O seguinte lema estabelece que quando a avaliação semântica de uma expressão retorna

um valor sobre Val, este valor é sempre o mesmo independente do parâmetro m, a partir

de um limite mı́nimo de ńıveis de recursão.

Lema 6.1.4: Sejam uma expressão e, uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef e uma

designação β : Var → Val. Sejam ainda, n ∈ N e m > n. Assim,

χ(n, e, ef , β) ∈ Val ∧ χ(n, e, ef , β) = ν ⇒ χ(m, e, ef , β) = ν

Prova: A prova segue diretamente da definição 6.1.3. .

A seguinte definição estabelece a semântica da terminação de uma expressão a partir

da existência de um natural m, qualquer que seja a designação β de valores para as

variáveis. Basicamente estipula-se que uma definição de função se relaciona com um valor

ν sobre Val, segundo a relação semântica ε, caso exista um natural m suficientemente

grande tal que a avaliação semântica χ da definição de função é o valor ν. Note que a
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relação semântica de uma expressão é aplicada na seguinte definição, contudo dado que

se a semântica da avaliação fornece um valor para uma dada expressão, então este valor

deve satisfazer a relação semântica para a expressão em questão.

Definição 6.1.5 (Semântica da terminação segundo χ): Dada uma definição de função

n-ária f(x1, . . . , xn) = ef ∈ Exp, a aplicação booleana Tχ : Exp→ bool definida por

Tχ(ef ) := ∀ β, ∃ m ∈ N : χ(m, ef , ef , β) = ν ∈ Val ∧ ε(ef , ef , β, ν),

determina se f termina, em um número finito de ńıveis de recursão, para quaisquer

valores/argumentos de entrada.

Nos lemas seguintes, estabelece-se uma relação entre a interpretação de uma expressão

e sobre Val dada pela relação semântica ε, e a interpretação da mesma expressão dada

pela avaliação semântica χ.

Lema 6.1.6 (Semântica da avaliação por ε implica em número finito de ńıveis de re-

cursão): Sejam uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef , uma expressão e, uma de-

signação de variáveis β : Var → Val e um valor ν ∈ Val quaisquer. Assim, vale que:

ε(e, ef , β, ν) ⇒ ∃ m ∈ N : χ(m, e, ef , β) ∈ Val ∧ χ(m, e, ef , β) = ν

Prova: A prova segue por indução na estrutura de e. Assim, ε(e, ef , β, ν) e considere os

casos para e:

e = c : Neste caso, segue da Definição 6.1.1 que ν = cI ∈ Val e para qualquer natural

m > 1, segue da Definição 6.1.3 que χ(m, e, ef , β) = cI.

e = x : Analogamente ao anterior, segue da Definição 6.1.1 que ν = β(x) ∈ Val e para

qualquer natural m > 1, segue da Definição 6.1.3 que χ(m, e, ef , β) = β(x).

e = g(e1, . . . , ek) : Neste caso, segue da Definição 6.1.1 que existem ν1, . . . , νk ∈ Val tais

que ε(e1, ef , β, ν1), . . . , ε(ek, ef , β, νk) e ν = gI(ν1, . . . , νk). Logo, por hipótese de

indução, segue que, para todo i ∈ {1, . . . , k},

∃ mi ∈ N : χ(mi, ei, ef , β) ∈ Val ∧ χ(mi, ei, ef , β) = νi

Seja m = max{mi | 1 6 i 6 k}. Assim, segue do Lema 6.1.4, que para todo

i ∈ {1, . . . , k} vale χ(m, ei, ef , β) = νi. Logo,

χ(m, e, ef , β) = gI(χ(m, e1, ef , β), . . . , χ(m, ek, ef , β)) = gI(ν1, . . . , νk) = ν
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e = ite(e1, e2, e3) : Neste caso, segue da Definição 6.1.1 que existe ν1 ∈ Val tal que

ε(e1, ef , β, ν1) e por hipótese de indução, segue que existe m1 ∈ N tal que

χ(m1, e1, ef , β) = ν1. Assim, duas possibilidades devem ser consideradas:

ν1 = true : Neste caso, tem-se ε(e2, ef , β, ν) e por hipótese de indução, segue que:

∃ m2 ∈ N : χ(m2, e2, ef , β) ∈ Val ∧ χ(m2, e2, ef , β) = ν

Portanto, tome o máximo entre m1 e m2. Seja m este máximo. Assim, do

Lema 6.1.4, χ(m, e1, ef , β) = true e χ(m, e, ef , β) = χ(m, e2, ef , β) = ν2.

ν1 = false : De maneira análoga, tem-se ε(e3, ef , β, ν) e por hipótese de indução,

segue que:

∃ m3 ∈ N : χ(m3, e3, ef , β) ∈ Val ∧ χ(m3, e3, ef , β) = ν

Portanto, seja m o máximo entre m1 e m3. Assim, do Lema 6.1.4, segue que

χ(m, e1, ef , β) = false e χ(m, e, ef , β) = χ(m, e3, ef , β) = ν.

ef = f(e1, . . . , en) : Neste caso, segue da Definição 6.1.1, que existem valores νi tais que

ε(ei, ef , β, νi), para 1 6 i 6 n, e ε(ef , ef , β
′, ν), onde β′ : Var → Val é definida por

β′(xi) = νi. Por hipótese de indução, segue que:

∀ i ∈ {1, . . . , n},∃ mi ∈ N : χ(mi, ei, ef , β) ∈ Val ∧ χ(mi, ei, ef , β) = νi

e

∃ k ∈ N : χ(k, ef , ef , β
′) ∈ Val ∧ χ(k, ef , ef , β

′) = ν

Assim, seja m̄ o máximo dentre os mi’s e k. Desta forma, do Lema 6.1.4, segue que:

∀ i ∈ {1, . . . , n} : χ(m̄+ 1, ei, ef , β) ∈ Val ∧ χ(m̄+ 1, ei, ef , β) = νi (A)

e

χ(m̄, ef , ef , β
′) ∈ Val ∧ χ(m̄, ef , ef , β

′) = ν

Além disso, da Definição 6.1.3 e de (A), segue que χ(m̄+1, e, ef , β) = χ(m̄, ef , ef , β
′).

Portanto, tomando m = m̄+ 1, tem-se que:

∃ m ∈ N : χ(m, e, ef , β) ∈ Val ∧ χ(m, e, ef , β) = ν

O que conclui a prova. .

O seguinte lema estabelece que a relação semântica de uma expressão é determińıstica.
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Lema 6.1.7: Sejam uma expressão e, uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef e uma

designação β : Var → Val. Sejam ainda ν1, ν2 ∈ Val. Assim,

ε(e, ef , β, ν1) ∧ ε(e, ef , β, ν2) ⇒ ν1 = ν2

Prova: Sejam ν1, ν2 ∈ Val tais que ε(e, ef , β, ν1) e ε(e, ef , β, ν2). Segue do Lema 6.1.6

que:

∃ m1 ∈ N : χ(m1, e, ef , β) ∈ Val ∧ χ(m1, e, ef , β) = ν1

e

∃ m2 ∈ N : χ(m2, e, ef , β) ∈ Val ∧ χ(m2, e, ef , β) = ν2.

Seja m o máximo entre m1 e m2. Assim, segue do Lema 6.1.4 que χ(m, e, ef , β) = ν1 e

χ(m, e, ef , β) = ν2. Logo, ν1 = ν2. .

Lema 6.1.8 (Equivalência entre Tε e Tχ): Seja um śımbolo de função n-ário f ∈ Def
com definição dada pela expressão ef . Assim,

Tε(ef ) ⇐⇒ Tχ(ef )

Prova: De fato, deve-se verificar que:

∀ β, ∃ ν ∈ Val : ε(ef , ef , β, ν)

m

∀ β, ∃ m ∈ N : χ(m, ef , ef , β) = ν ∈ Val ∧ ε(ef , ef , β, ν)

(⇒) Suponha que, para toda designação β, existe um valor ν tal que ε(ef , ef , β, ν).

Então, pelo Lema 6.1.6 e considerando a mesma designação β, existe m ∈ N tal que

χ(m, ef , ef , β) ∈ Val e χ(m, ef , ef , β) = ν.

(⇐) Suponha que, para toda designação β, existe um número natural m tal que

χ(m, ef , ef , β) = ν ∈ Val e ε(ef , ef , β, ν). Assim, para toda designação β, existe

ν ∈ Val tal que ε(ef , ef , β, ν).

O que conclui a prova. .

A seguinte definição estabelece um predicado que relaciona uma expressão e com uma

medida definida sobre o domı́nio de uma relação bem fundada, no sentido de que a cada

chamado recursivo a medida aplicada aos parâmetros atuais decresce comparativamente

à mesma medida aplicada aos parâmetros formais. Desta forma, captura-se a noção de

terminação utilizada no assistente de prova PVS para verificação de terminação de funções
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recursivas. Observando que em PVS o domı́nio de uma medida aplicada para verificação

de terminação de uma definição recursiva é o mesmo da definição recursiva, mas a sua

imagem é o domı́nio de uma relação bem fundada, de modo que a seguinte notação é

adotada: µ : Valn → (MT ,<), isto é, uma medida µ definida sobre o domı́nio MT de

uma relação bem fundada <.

Definição 6.1.9 (Relação entre uma expressão e uma medida): Dada uma definição

de função n-ária, f(x1, . . . , xn) = ef ∈ Exp e uma conjunção de condições cnd, uma

expressão e é relacionada a uma medida µ definida sobre (MT ,<), onde < é uma relação

bem fundada, segundo a seguinte relação indutiva ζ : Exp× Exp× µ× Exp→ bool

ζ(e, ef , µ, cnd) := CASES e OF

c : true;

x : true;

g(e1, . . . , ek) : ζ(e1, ef , µ, cnd) ∧ . . . ∧ ζ(ek, ef , µ, cnd);

ite(e1, e2, e3) : ζ(e1, ef , µ, cnd) ∧ ζ(e2, ef , µ, cnd ∧ e1)∧
ζ(e3, ef , µ, cnd ∧ ¬e1);

f(e1, . . . , en) : ζ(e1, ef , µ, cnd) ∧ . . . ∧ ζ(en, ef , µ, cnd)∧
∀ β : cnd(β(x))⇒ µ(β(x)) < µ(e1(β(x)), . . . , en(β(x))),

onde, β(x) = (β(x1), . . . , β(xn)).

A seguinte definição estabelece a semântica da terminação para uma expressão a partir

da existência de uma medida que decresce a cada chamado recursivo segundo a relação ζ.

Definição 6.1.10 (Semântica da terminação segundo ζ): Dada uma definição de função

n-ária, f(x1, . . . , xn) = ef ∈ Exp, define-se a seguinte aplicação booleana Tζ : Exp→ bool

por:

Tζ(ef ) := ∃ µ : Valn → (MT ,<) : ζ(ef , ef , µ, true)

Lema 6.1.11 (Terminação segundo ζ e sequências bem-formadas finitas): Seja uma de-

finição de função n-ária f(x1, . . . , xn) = ef . Assim, tem-se que Tζ(ef ) se, e somente se,

toda sequência bem formada (Definição 3.2.2) scc = (cci1 , cci2 , cci3 , . . .) de contextos de

chamado de f é finita.

Prova: De fato, lembrando que cada contexto de chamado da sequência scc é da forma

ccik = 〈x, cndik , eik〉, onde x = (x1, . . . , xn) e eik = (eik1 , e
ik
2 , . . . , e

ik
n ), deve-se verificar que:
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∃ µ : Valn → (MT ,<) : ζ(ef , ef , µ, true)

m

∃ βi1 : Var → Val : cndi1(βi1(x)) ∧ ∀ k > 1 : cndik+1
(eik(βik(x))),

onde βik(x) = eik−1
(βik−1

(x)). Assim,

(⇒) Suponha que Tζ(ef ) e seja scc = (cci1 , cci2 , . . .) uma sequência bem-formada in-

finita de contextos de chamado. Como vale que existe uma medida µ tal que

ζ(ef , ef , µ, true), então para cada k > 1 vale que µ(βik(x)) < µ(eik(βik(x))). Mas,

como < é uma relação bem-fundada, esta sequência não pode ser infinita, o que é

uma contradição. Logo, scc é finita.

(⇐) Suponha que toda sequência bem-formada é finita. Como a definição recursiva

ef é finita, então o número de chamados recursivos que podem ocorrer após um

chamado qualquer é finito. Considere a árvore com raiz f(x1, . . . , xn) = ef cujos

filhos são apenas aqueles chamados que geram uma sequência bem formada de con-

textos de chamado, e assim por diante. Pelo lema de König a árvore originada,

como é finitamente ramificável, é finita, uma vez que só poderia ser infinita se, e

somente se, possúısse um caminho infinito, ou seja, uma sequência bem-formada

infinita. Seja h a altura desta árvore e seja f(e1, . . . , en) um chamado recursivo

em um ńıvel k 6 h da árvore. Assim, considere a medida µ : Valn → (MT ,<)

definida por: µ(e1(β(x), . . . , β(x))) = h−k, para qualquer designação β. Note que,

µ(β(x1), . . . , β(xn)) = h. Assim, em cada ńıvel da árvore, o resultado da medida

aplicada aos formais do chamado recursivo naquele ńıvel é menor que h. Logo, para

esta medida, vale que ζ(ef , ef , µ, true). Ou seja, a cada chamado recursivo sob

condições cnd em ef , vale que

∀ β : cnd(β(x))⇒ µ(β(x)) < µ(e1(β(x)), . . . , en(β(x))).

O que conclui a prova. .

Teorema 6.1.12 (Terminação segundo ζ e terminação segundo χ): Seja uma definição

de função n-ária f(x1, . . . , xn) = ef . Assim, tem-se que

Tζ(ef ) ⇐⇒ Tχ(ef )

Prova: Deve-se verificar que:
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cci

rr ww %%
cc1

yy �� ��

cc2

yy �� ��

cck

yy �� ��
cc1 cc2 cck cc1 cc2 cck cc1 cc2 cck

Figura 6.1: Dada uma definição de função n-ária f(x1, . . . , xn) = ef , com os seguintes contextos de
chamado {cc1, . . . , cck} correspondendo aos chamados recursivos de f em ef , a partir de um chamado
espećıfico cci, somente um número finito de chamados subsequentes pode ser realizado.

∃ µ : Valn → (MT ,<) : ζ(ef , ef , µ, true)

m

∀ β, ∃ m ∈ N : χ(m, ef , ef , β) = ν ∈ Val ∧ ε(ef , ef , β, ν)

(⇒) Suponha que exista uma medida µ : Valn → (MT ,<) tal que ζ(ef , ef , µ, true).

Assim,

i) Do Teorema 6.1.11 segue que toda sequência de contextos bem formada é finita.

Assim, para toda sequência bem formada, existe um número natural que limita

o seu comprimento.

ii) Um chamado espećıfico gera um número finito de sequências bem formadas,

uma vez que em cada ńıvel de recursão somente pode ser realizado um número

finito de chamados recursivos subsequentes, conforme Figura 6.1.

Assim, de (i) e (ii), aplicando o Lema de König, conclui-se que as sequências bem

formadas originadas a partir de um chamado espećıfico são limitadas por um natural

h, que é o máximo comprimento dessas sequências. Portanto, tome m igual ao

máximo h e observe que, para todo β, χ(h, ef , ef , β) decrementa h em uma unidade

a cada chamado recursivo. Desta forma, Tχ(ef ) vale para h.

(⇐) Suponha que para qualquer designação β de valores para as variáveis, existe um

natural m tal que χ(m, ef , ef , β) = ν ∈ Val e ε(ef , ef , β, ν). Assim, para uma de-

signação β defina kβ como sendo o menor número natural tal que

χ(kβ, ef , ef , β) ∈ Val. Desta forma, para f(x1, . . . , xn) = ef , defina a medida

µ : Valn → (MT ,<) por:

µ : (β(x1), . . . , β(xn)) 7→ kβ.
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Figura 6.2: Dada uma definição de função n-ária f(x1, . . . , xn) = ef , e uma designação inicial β, a cada
chamado recursivo a designação muda e existe um mı́nimo kβ tal que χ(kβ , ef , ef , β).

Note que, a cada chamado recursivo de f ocorrendo em ef , a designação de valores

para as variáveis muda de acordo com a Definição 6.1.3. Assim, se para um dado

chamado recursivo f(e1, . . . , en) tem-se uma nova designação α, então existe um

mı́nimo kα tal que χ(kα, ef , ef , α) ∈ Val, de acordo com a Figura 6.2, e

µ : (α(x1), . . . , α(xn)) 7→ kα.

Note que se a distância entre a raiz na definição de ef e o chamado recursivo

f(e1, . . . , en) é h, então kβ − h > kα, pois caso contrário, χ(kβ − h, ef , ef , α)

não seria um valor, uma vez que kα é o mı́nimo necessário para se obter um

valor. Logo, para qualquer designação β de valores para as variáveis a função

µ : (β(x1), . . . , β(xn)) 7→ kβ assim definida é uma função de medida e Tζ(ef ) vale

para µ.

O que conclui a prova. .

6.2 Terminação em MWG’s e Terminação para Lin-

guagens Funcionais de Primeira Ordem

Uma posśıvel verificação da conexão entre a semântica da terminação para linguagens de

primeira ordem (LPO) e terminação em MWG’s deve ser desenvolvida via CCG’s, primeiro

verificando que a semântica da terminação em LPO’s implica terminação em CCG’s, e

em seguida aplicando o Teorema 5.4.9, onde verifica-se equivalência entre terminação em

CCG’s e MWG’s. O primeiro passo é apresentar a construção de um CCG a partir de

uma definição de função especificada segundo a sintaxe apresentada na Definição 5.1.1.

Tal construção é desenvolvida por partes, primeiro formando o conjunto de vértices, em
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seguida a partir de análises locais sobre as condições de cada vértice, algumas arestas são

removidas e assim é formado o conjunto de arestas, então o digrafo está pronto e basta

incluir uma famı́lia de medidas (que são funções sobre o domı́nio de uma relação bem

fundada) para então obter o CCG. Em PVS, esta construção é desenvolvida a partir da

especificação das seguintes funções:

Definição 6.2.1 (Função para construir o pré-conjunto de vértices): Dada uma definição

de função f(x1, . . . , xn) = ef , o pré-conjunto de vértices do CCG associado a ef é obtido

através da aplicação PV lpo
ccg : Exp× Exp→ V , definida por:

PV lpo
ccg (ef , cnd) := CASES ef OF

c : ∅;
x : ∅;

g(e1, . . . , ek) :
⋃k
i=1 PV

lpo
ccg (ei, cnd);

ite(e1, e2, e3) : PV lpo
ccg (e1, cnd) ∪ PV lpo

ccg (e2, e1 ∧ cnd) ∪ PV lpo
ccg (e3,¬e1 ∧ cnd);

f(e1, . . . , en) : 〈(x1, . . . , xn), cnd, (e1, . . . , en)〉 ∪ (
⋃n
i=1 PV

lpo
ccg (ei, cnd) ),

onde V é um conjunto de vértices cujos elementos são contextos de chamado, cnd re-

presenta uma conjunção de condições e ∅ denota o conjunto vazio. No caso recursivo,

〈(x1, . . . , xn), cnd, (e1, . . . , en)〉 denota o contexto de chamado com formais (x1, . . . , xn),

condição cnd e atuais (e1, . . . , en).

Observe que, na definição anterior, existe uma condição inicial cnd ∈ Exp utilizada

para construir a condição de cada contexto de chamado. A condição de um contexto

de chamado é construida por conjunção das condições presentes nos casos if-then-else

da definição da função, conforme Definição 5.1.2. Assim, inicialmente na construção do

conjunto de vértices não existem condições, então o śımbolo φ será empregado para re-

presentar a condição vazia e na seguinte definição a função especificada para efetivamente

construir o conjunto de vértices do CCG é apresentada.

Definição 6.2.2 (Função para construir o cojunto de vértices): Seja uma definição de

função f(x1, . . . , xn) = ef . O conjunto de vértices do CCG associado à expressão ef é

dado pela aplicação V lpo
ccg : Exp→ V , definida por:

V lpo
ccg (ef ) := PV lpo

ccg (ef , φ)

A fim de construir o conjunto de arestas, é necessário desenvolver uma análise para

remover algumas arestas. Isto significa que inicialmente todas as posśıveis arestas (pares

de vértices) estão presentes no CCG, mas algumas serão descartadas. A seguinte definição
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estabelece como é desenvolvida esta análise local, que basicamente consiste em verificar se

os parârametros atuais de um determinado vértice satisfazem as condições de um posśıvel

vértice subsequente.

Definição 6.2.3 (Função para verificação das condições): A análise para verificar se os

parâmetros de um determinado chamado recursivo na definição de função ef satisfazem

a condição cnd, é desenvolvida através da aplicação vc : Exp× Exp× β → bool definida

por:

vc(ef , cnd, β) := CASES cnd OF

φ : true

a ∧ cnd′ : CASES a OF

e : ∃ν ∈ Val : ε(e, ef , β, ν) ∧ ν

¬e : ∃ν ∈ Val : ε(e, ef , β, ν) ∧ ¬ν

Desta forma, a partir da definição anterior é posśıvel remover arestas do CCG apli-

cando a seguinte função:

Definição 6.2.4 (Remoção de arestas): Dados f(x1, . . . , xn) = ef uma definição de

função e cc1 = 〈(x1, . . . , xn), cnd1, (e
1
1, . . . , e

1
n)〉 e cc2 = 〈(x1, . . . , xn), cnd2, (e

2
1, . . . , e

2
n)〉

dois contextos de chamado, a aplicação re : Exp× V × V → bool definida por:

re(ef , cc1, cc2) := ( ∀ β : Var → Val, ∀ νi ∈ Val :

vc(ef , cnd1, β) ∧ ε(e1
i , ef , β, νi) i = 1, . . . , n )

⇒ ¬vc(ef , cnd2, β
′), onde β′(xi) = νi, i = 1, . . . , n

determina se é posśıvel existir a aresta (cc1, cc2) no CCG associado a ef ou não.

A partir da definição anterior, é posśıvel construir o conjunto de arestas do CCG,

como segue na Definição 6.2.5. Mas note que, através da análise proposta na Definição

6.2.4, nem sempre é posśıvel responder se uma aresta pode ser removida ou não, uma vez

que tal análise é indecid́ıvel

Definição 6.2.5 (Função para construir o conjunto de arestas): Seja uma definição de

função f(x1, . . . , xn) = ef . O conjunto de arestas do CCG associado à expressão ef é

dado pela aplicação Elpo
ccg : Exp→ E, definida por:

Elpo
ccg(ef ) := {(cc1, cc2) | cc1, cc2 ∈ V lpo

ccg (ef ) ∧ ¬re(ef , cc1, cc2)}

Assim, dada uma famı́lia fixa F de medidas, que são funções definidas sobre o domı́nio

de uma relação bem fundada, é posśıvel definir a construção de um CCG a partir de uma

expressão escrita segundo a sintaxe definida em 5.1.
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Definição 6.2.6 (CCG de uma expressão em Exp): Seja uma expressão e ∈ Exp e uma

famı́lia de medidas F . O CCG G′ associado a e, com medidas F , é obtido pela aplicação

T lpoccg : Exp×F → CCG definida por:

T lpoccg (e,F) := 〈V lpo
ccg (e), Elpo

ccg(e), F〉

Mas, note que devido a indecidibilidade da análise desenvolvida na remoção de arestas,

o CCG de uma expressão e, dada uma famı́lia de medidas F obtido através de T lpoccg não é

um CCG exato no sentido de que seu conjunto de caminhos pode conter mais sequências

de chamados do que realmente são posśıveis no fluxo do programa representado por e.

Contudo é um CCG correto no sentido de que o conjunto de seus caminhos contém

todas as sequências de chamados que são posśıveis de acordo com o fluxo do programa

representado por e. Desta forma, um CCG (teórico) de uma expressão e, que contenha

apenas arestas que são posśıveis de acordo com o fluxo do programa representado por

e, será denominado um CCG exato, e o CCG da mesma expressão e, obtido através da

definição 6.2.6, será denominado um CCG correto.

Teorema 6.2.7: Dada uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef e uma famı́lia de

medidas F , considere o CCG exato obtido a partir de ef . Assim,

Tccg(G)⇔ Tζ(ef )

Prova: Deve-se verificar que: para todo circuito do CCG existe uma combinação de

medidas que leva a uma sequência decrescente no domı́nio de uma relação bem fundada

se, e somente se, existe uma medida que decresce a cada chamado recursivo.

(⇒) Tem-se que Tccg(G) implica que todas as sequências bem formadas de contextos de

chamado são finitas (Teorema 2 de [MV06] - Teorema 3.2.7). Assim, segue do Lema

6.1.11 que Tζ(ef ).

(⇐) Por outro lado, suponha que Tζ(ef ), ou seja, existe uma medida

µ : Valn → (MT ,<) que decresce a cada chamado recursivo em ef . Assim, use µ

no CCG exato, pois µ decresce em cada aresta do CCG.

.

Teorema 6.2.8: Considere uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef e uma famı́lia de

medidas F . Sejam Gex o CCG exato e Gcr o CCG correto obtidos a partir de ef . Assim,

Tccg(Gcr)⇒ Tccg(Gex)
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Prova: Em primeiro lugar, é importante remarcar que o CCG correto Gcr pode ter mais

arestas que o CCG exato Gex. Assim, se Tccg(Gcr) vale, então para cada circuito de Gcr

existe uma combinação de medidas que leva a uma sequência estritamente decrescente

de valores tomados no domı́nio de uma relação bem fundada, mas todo circuito de Gex

é também um circuito de Gcr. Assim, para todo circuito de Gex existe uma combinação

de medidas que leva a uma sequência estritamente decrescente de valores tomados no

domı́nio de uma relação bem fundada, ou seja, vale Tccg(Gex). .

Teorema 6.2.9: Dada uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef e uma famı́lia de

medidas F , considere o CCG obtido a partir de ef por T lpoccg (ef ,F). Assim,

Tccg(T lpoccg (ef ,F))⇒ Tζ(ef )

Prova: Considere o CCG exato Gex obtido a partir de ef . Assim, temos que:

Tccg(T lpoccg (ef ,F))

Teorema
6.2.8
=⇒ Tccg(Gex)

Teorema
6.2.7⇐⇒ Tζ(ef )

O que conclui a prova. .

Teorema 6.2.10: Dada uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef e uma famı́lia de

medidas F , considere o CCG obtido a partir de ef por T lpoccg (ef ,F). Considere ainda o

MWG T ccgmwg(T lpoccg (ef ,F)). Assim,

Tmwg(T ccgmwg(T lpoccg (ef ,F)))⇒ Tζ(ef )

Prova: Fato que se verifica da seguinte maneira:

Tmwg(T ccgmwg(T lpoccg (ef ,F)))

Teorema
5.4.9⇐⇒ Tccg(T lpoccg (ef ,F))

Teorema
6.2.9
=⇒ Tζ(ef )

O que conclui a prova. .

Remarcando que:

• Se, para uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef , tem-se que Tχ(ef ), então

qualquer entrada válida para f se executa em um tempo finito. O que implica

que, para qualquer designação de valores para as variáveis, não existem sequências

bem formadas infinitas de contextos de f . Este fato é equivalente ao Teorema 1 de

[MV06] (também em Teorema 3.2.3).

• Se, para uma definição de função f(x1, . . . , xn) = ef e uma famı́lia de medidas

F , o CCG obtido por T lpoccg (ef ) é tal que, para cada caminho infinito de G existe

uma combinação de medidas que leva a uma sequência decrescente no domı́nio
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CCG

MWG

TccgTmwg

f1 nf(x  ,..., x  ) = e

CCG

Tpvs0

Figura 6.3: Conexão entre as teorias especificadas (MWG, CCG e PVS0) e entre as

propriedades formalizadas.

de uma relação bem fundada, então para nenhuma designação de valores para as

variáveis existe uma sequência bem formada de contextos infinita. Este fato remete

ao Teorema 2 de [MV06] (Teorema 3.2.7).

Então a formalização em PVS do Teorema 6.2.10, deve se dar neste sentido: dada

uma definição de função f(x1, . . . , x2) = ef e o respectivo CCG G′ = T lpoccg (ef ) verificar

que terminação em G′ implica inexistência de sequências infinitas de contexto, o que por

sua vez implica que existe um n ∈ N tal que Tχ(ef ), o que por sua vez implica em Tζ(ef ).

Assim, uma vez conclúıda a formalização, a seguinte conexão, expressa na Figura 6.3,

entre as teorias estará estabelecida:

• Tem-se a construção de MWG’s a partir de CCG’s, e equivalência entre terminação

em MWG’s e CCG’s;

• Tem-se a construção de CCG’s a partir de um termo da linguagem de primeira

ordem especificada;

• Resta a verificação formal em PVS de que terminação em CCG’s implica em ter-

minação da respectiva definição de função em linguagem de primeira ordem.



114 Caṕıtulo 6 - Relacionando a Semântica da Terminação em LFPO e Terminação em MWGs



Caṕıtulo 7

Conclusão e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi introduzida uma nova estrutura de dados, baseada em digrafos com

peso, para verificação de terminação de programas funcionais. Denominou-se esta es-

trutura Grafos com Matrizes de Medida (MWG’s). Esta estrutura está especificada no

assistente de prova PVS e encontra-se na sub-teoria matrix wdg.

A Figura 7.1 mostra a hierarquia completa da especificação e formalização de todas as

teorias em PVS apresentadas neste trabalho, onde é posśıvel visualizar as dependências

entre as sub-teorias e a qual teoria cada uma pertence. No que segue apresenta-se uma

descrição resumida de cada uma delas.

1. digraphs:

Foi necessário ampliar a formalização da teoria digraphs já existente em PVS,

visando desenvolver a base para a especificação/formalização de MWG’s. As contri-

buições desenvolvidas na teoria digraphs encontran-se dispońıveis em [BRSA13] e

consistem principalmente das sub-teorias circuits, cycles e weighted digraphs,

embora existam contribuições em outras sub-teorias de digraphs, como mencionado

na Seção 3.1.

Uma nova sub-teoria, denominada weighted digraphs, contendo especificação de

digrafos com peso, bem como a formalização de vários resultados relativos a esta

estrutura, foi acrescentada à teoria [BRSA13]. O principal aspecto da estrutura

especificada em weighted digraphs reside no fato de que os rótulos (pesos) são

atribúıdos às arestas, por uma aplicação definida no conjunto de arestas do digrafo

sobre um conjunto com estrutura de um monóide, isto é, um conjunto com uma

operação binária associativa e que possui elemento neutro. Desta maneira, a função

de medida definida nas arestas em um digrafo com pesos é tratada de maneira geral
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ccg to mwg

ccg termination

ccg def

cc def

matrix wdg measures

pvs0 to ccg

lang

pvs0

cycles weighted digraphs

circuits

walks

mwg

digraphs

ccg

pvs0

Figura 7.1: Hierarquia da especificação/formalização: mostra as principais teorias em

PVS envolvidas no desenvolvimento.

e pode ser parametrizada com qualquer função definida nas arestas do digrafo sobre

um monóide. Assim, foi posśıvel especificar MWG’s com sua álgebra matricial de

medidas como um parâmetro na teoria matrix wdg.

Os desenvolvimentos constantes da teoria digraphs correspondem à parte da se-

gunda contribuição desta tese, descritas na introdução.

2. MWG:

Uma nova álgebra de matrizes foi desenvolvida, na sub-teoria measures, a fim de

obter uma estrutura adequada à instanciação dos pesos da sub-teoria weighted di-

graphs, onde era necessário um conjunto com estrutura de um monóide. Desta

forma, instanciando a sub-teoria weighted digraphs com a álgebra desenvolvida

em measures, tem-se a estrutura MWG’s em matrix wdg.

A definição de terminação para MWG’s equivale à positividade de matrizes de me-

dida, que sendo uma propriedade unicamente sobre matrizes de medida encontra-se

especificada na sub-teoria measures, mas é aplicada na sub-teoria matrix wdg na

especificação de MWG’s. A anterior constitui a especificação e formalização da pri-

meira contribuição desta tese, segundo mencionado na introdução. Dois critérios

de terminação para MWG’s foram formalizados em PVS na sub-teoria matrix wdg,

sendo estes a terceira contribuição desta tese, conforme apresentado na introdução.

Este critérios baseiam-se em observar positividade dos ciclos e arestas do MWG,

que são elementos computáveis. Tais são os critérios:
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• Critério 1: pode ser visualizado na Figura 4.2 e corresponde a Definição 4.4.4.

Este critério lida com a existência de uma medida de controle, denominada

medida limitante, juntamente com a hipótese de positividade de todo ciclo

do MWG. A verificação de que este critério implica terminação em MWG’s

é formalizada no teorema lm pstv cycles pstv circuits, cuja especificação

consta da figura 4.3 e corresponde ao Teorema 4.4.7. Assim, verificou-se que,

se todo ciclo do MWG tem uma matriz de medida positiva e, se existe uma

medida k limitante, isto é, toda aresta tem uma matriz com posição k definida

(> 0) e todo ciclo duplo (circuito formado por dois ciclos) possui uma aresta

com posição k positiva (= 1), então todo circuito do MWG possui matriz de

medida positiva, em particular positiva na posição k.

• Critério 2: pode ser visualizado na Figura 4.5 e corresponde a Definição 4.4.9.

Este critério lida com a existência de uma rotulagem fixa dos vértices do MWG,

denominada rotulagem limitante. A verificação de que este critério implica ter-

minação em MWG’s é formalizada no teorema ll pstv circuits, cuja especi-

ficação consta da figura 4.6 e corresponde ao Teorema 4.4.11. Assim, verificou-

se que se existe uma rotulagem limitante, isto é, toda aresta tem uma matriz

definida (> 0) na posição correspondente aos rótulos de cada vértice da aresta,

e todo ciclo possui uma matrix positiva (= 1) na posição correspondente ao

rótulo do primeiro (ou último) vértice do ciclo, então todo circuito do MWG

possui matriz de medida positiva, em particular positiva na posição correspon-

dente ao rótulo do primeiro (ou último) vértice do circuito.

3. CCG:

Foi desenvolvida uma especificação de Calling Context Graphs (CCG’s), dispońıvel

nas sub-teorias cc def e ccg def, sendo que na primeira tem-se a especificação de

contextos de chamado. A especificação de CCG’s é baseada em digrafos, portanto

os resultados de digraphs tamém são aplicados aqui. Uma famı́lia de medidas sobre

o domı́nio de uma relação bem fundada é associada à especificação de um CCG e,

a partir da definição de uma combinação de medidas para cada um dos circuitos

do CCG que leve a uma sequência decrescente em relação à relação bem fundada

escolhida, define-se terminação para CCG’s. A definição de terminação para CCG’s

faz parte da sub-teoria ccg termination e corresponde à noção introduzida por

Manolios e Vroon em [MV06] e também em [Vro07].

Funções para construir um MWG a partir de um CCG são especificadas na sub-teoria



118 Caṕıtulo 7 - Conclusão e Trabalhos Futuros

ccg to mwg. A construção é desenvolvida por funções que constroem as comparações

entre as medidas da famı́lia de medidas associada ao CCG, para cada aresta, a

parte do CCG correspondente ao digrafo é idêntica ao digrafo do MWG. Ainda

em ccg to mwg é verificada de forma construtiva a equivalência entre terminação

para MWG’s e terminação para CCG’s. Esta prova de equivalência estabelece uma

certificação para a estrutura MWG’s no sentido de que, assumindo que CCG’s são

uma ferramente adequada para verificação de terminação, MWG’s também o são.

Os desenvolvimentos constantes da teoria ccg correspondem à parte da segunda

contribuição desta tese, descritas na introdução.

4. PVS0:

Uma especificação de uma linguagem de primeira ordem, com variáveis, constantes,

operadores assumidos bem definidos, totais e efetivamente computáveis, expressões

condicionais e chamados recursivos foi desenvolvida na teoria PVS0. A especificação

da semântica de terminação para esta linguagem e algumas propriedades relacio-

nando equivalência entre a semântica da terminação e terminação via contagem

de chamados recursivos foram formalizadas na sub-teoria lang. A especificação de

funções que constroem um CCG para termos da linguagem PVS0 está presente na

sub-teoria pvs to ccg. A verificação de que terminação em CCG implica em ter-

minação para termos desta linguagem ainda não foi formalizada em PVS. Este é

um trabalho futuro imediato, onde pretende-se verificar que terminação em MWG’s

implica terminação de funções definidas em PVS0. Esta formalização deve ser desen-

volvida verificando-se que terminação em CCG’s implica em terminação de funções

definidas em PVS0, para em seguida aplicar a equivalência entre terminação em

CCG’s e MWG’s.

Adicionalmente, é importante ampliar o atual desenvolvimento através de:

• Formalizar outros critérios de terminação, mais poderosos, baseados na positividade

dos ciclos de um MWG;

• Estender a linguagem funcional especificada em PVS0, de maneira que: i) outros

comandos além de condicionais if-then-else sejam posśıveis, como por exemplo

case of, let in; ii) o uso de variáveis globais seja posśıvel; iii) seja posśıvel a

abordagem de casos de recorrência mútua, etc;

• Estender o método para verificação de terminação em outros formalismos, como por

exemplo sistemas de reescrita de termos e linguagens de ordem superior.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 121
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[GAR10] André Luiz Galdino and Mauricio Ayala-Rincón. A Formalization of the

Knuth–Bendix (–Huet) Critical Pair Theorem. Journal of Automated Re-

asoning, 45(3):301–325, 2010.
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