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“Se 0s niumeros nao sao bonitos, eu nao sei o que €.”
Paul Erdos
(2013 - Centenério de Paul Erdos)

“O walor das coisas nao esta no tempo que elas duram, mas na
tensidade com que acontecem. Por isso existem momentos ines-
queciveis, coisas inexplicdveis e pessoas incompardveis.

Fernando Pessoa



Resumo

Seja (F},), a sequéncia de Fibonacci dada por F,, .o = F,, 11+ F,, paran >
0, onde Fy = 0 e F; = 1. Existem varias identidades interessantes envolvendo
os termos desta sequéncia, como por exemplo a identidade quadrdtica F* +
F? 1 = Fonqq, para todo n > 0. Isso nos diz que a soma de quadrados
de dois nimeros de Fibonacci consecutivos continua sendo um numero de
Fibonacci. Tendo em vista estudar o comportamento de somas mais gerais,
em 2010, Marques e Togbé mostraram que se s > 2, entao existe apenas uma
quantidade finita de nimeros de Fibonacci da forma F, + F, | e, em 2011,
Luca e Oyono encontraram todos esses exemplos. Seja (Fﬁk))n a sequeéncia de
k-bonacci dada pelos k valores iniciais 0, ...,0, 1, e tal que os demais termos
sao iguais a soma dos k termos anteriores. Neste trabalho, estudamos uma
generalizacao do resultado de Luca e Oyono: a equagao Diofantina (Fr(,fC ))S +
(Fgﬁl)s = F¥. Mostramos que para s = 2, ao contrario da sequéncia de
Fibonacci, esta equagao nao possui solucgoes inteiras positivas n, m e k para
m > 1 e k > 3. Para s > 3, mostramos, sobre certas condicoes, que essa
equacao nao possui solucoes inteiras nao triviais. Além disso, provamos, em
particular, que se (G,,)n € uma sequéncia recorrente linear (sob hipéteses
fracas) e G5 + --- + G% . € (Gm)m Para infinitos inteiros n > 0, entdo s é
limitada por uma constante efetivamente calculavel, que depende apenas de
k e dos parametros de G,,.

Palavras-chave: Sequéncia de Fibonacci, sequéncias recorrentes, forma

linear em logaritmo, método de redugao, equagoes Diofantinas.



Abstract

Let (F,), be the Fibonacci sequence given by F,,o = F,.1 + F, for
n > 0, where Fy = 0 and F; = 1. There are several interesting identities
involving this sequence such as the quadratic identity F? + F2. | = Foni1,
for all n > 0. This fact tells that the sum of squares of two consecutive
Fibonacci numbers still belongs to the Fibonacci sequence. In order to study
the behavior of more general sums, in 2010, Marques e Togbhé showed that
if s > 2, then there exist only finitely many Fibonacci numbers of the form
F?+ F7. | and, in 2011, Luca e Oyono found all these examples. Let (F,E’“))n
be the k-generalized Fibonacci sequence which is defined by the initial values
0,0,...,0,1 (k terms) and such that each term afterwards is the sum of the
k preceding terms. In this work, we study a generalization of Luca and
Oyono’s result: the Diophantine equation (Fﬁf))s + (F,(,ﬁ)rl)s = FP. We
prove that for s = 2, contrarily to the Fibonacci case, this Diophantine
equation has no solution in positive integers n,m and k with m > 1 and
k > 3. For s > 3, we state, under certain conditions, that this Diophantine
equation has no nontrivial solutions. Moreover, we also prove that if (G,,), is
a linear recurrence sequence (under weak assumptions) and G5, +---+G ., €
(Gy)m for infinitely many integers n > 0, then s is bounded by an effectively
computable constant depending only on k and the parameters of G,,.

Keywords: Fibonacci numbers, recurrence sequence, linear form in lo-

garithm, reduction method, Diophantine equations,.
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Introducao

Diofanto, o “pai da algebra”, é famoso pelo seu livro Aritmética, um tra-
balho sobre teoria dos nimeros que envolve a solucao de algumas equagoes
algébricas. No entanto, poucos fatos sao conhecidos da sua vida e existem
varias discurssoes a cerca da época em que ele viveu. Grande parte dos his-
toriadores acreditam que Diofantus realizou seus trabalhos por volta de 250
AC. Esse matematico foi o primeiro algebrista a empregar simbolos, chama-
dos de aritmos, para designar alguma quantidade desconhecida, e também
simbolos para operagoes algébricas e poténcias. Aritmética também é im-
portante por seus resultados de teoria dos niimeros, como por exemplo que
nenhum inteiro da forma 8n+ 7 pode ser escrito como a soma de trés quadra-
dos. Acredita-se que no original, Aritmética era uma coletanea de 13 livros,
mas 0s manuscritos gregos que sobreviveram continham apeas 6 destes li-
vros. Os outros sao considerados perdidos, e possivelmente foram queimados
no grande incéndio ocorrido em Alexandria, nao muito tempo apds Diofanto
cuncluir a coletanea.

Pelos estudos pioneiros de Diofanto, denomina-se por Equag¢ao Diofantina

uma equagao da forma

flxy,zo,. . 2n) =0, (1)

onde f é uma funcao de n variaveis, n > 2 , e xq,...,x, assumem apenas

valores inteiros. Quando f é tal que alguma de suas variaveis aparece como

VII
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expoente, entao dizemos que (1) é uma Fquagdo Diofantina Exponencial.
Definitivamente, o exemplo mais conhecido desse tipo de equagao, é o agora
denominado teorema de Fermat-Wiles, que afirma que nao existem inteiros
positivos z,y,z e n, com n > 2, satisfazendo z" 4+ y™ = z". Esse teorema
surgiu da famosa anotacao feita por Pierre de Fermat, em 1637, na margem
de uma copia do livro Aritmética, que estabelecia o resultado e continha a
célebre afirmacgao: “Encontrei uma demonstracao verdadeiramente maravi-
lhosa disto, mas esta margem é estreita demais para conté-la.”* Apesar da
afirmacao de Fermat, sua demonstragao “maravilhosa”’nao foi encontrada.
Entao, inimeros matematicos foram tentados a demonstrar a conjectura, o
que aconteceu apenas 358 anos depois com a prova de Andrew Wiles.
Outro tema central do nosso trabalho é a famosa Sequéncia de Fibonacci,
assim denominada por ter sido apresentada ao mundo ocidental por Leo-
nardo Fibonacci (também conhecido como Leonardo de Pisa ou Leonardo
Pisano) em seu livro Liber Abaci de 1202. Fibonacci considerou o cresci-
mento idealizado (biologicamente nao real) de uma populagao de coelhos com
as condicoes: Um par de coelhos recém-nascidos, um macho e uma fémea,
sao colocados em um campo; os coelhos acasalam com um meés de idade, para
que no final do segundo meés a féemea dé a luz a um par de coelhos; coelhos
nunca morrem e um casal de coelhos sempre gera um novo par (um macho
e uma fémea) todos os meses a partir do seu segundo més. O problema que
Fibonacci analisou foi: quantos casais de coelhos teremos em um ano? Uma

rapida reflexao nos da:
e Ao fim do primeiro més, eles acasalam, mas ainda ha apenas 1 casal;

e Ao fim do segundo meés, a féemea da a luz a um novo casal, donde temos

2 casais;

*No original: “Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exi-

guitas non caperet.”
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e Ao fim do terceiro més, a primeira fémea da a luz a outro casal e o

segundo par acasala, nos dando 3 casais;

e Ao fim do quarto més, a primeira e a segunda femeas dao a luz a um

novo par, totalizando 5 casais.

No final do n-ésimo més, o nimero de pares de coelhos ¢ igual ao nimero
de novos pares (que é o nimero de pares do més n — 2), mais o numero de
pares vivos do tltimo més (n — 1). Este é o n-ésimo nimero de Fibonacci.
Rigorosamente, temos que a sequéncia de Fibonacci, que denotaremos por
(Fy)n, € tal que definimos Fy = 0 e F; = 1, e apartir dai temos F, 1o =

F,11+ F, para todo n > 0. Os primeiros nimeros de Fibonacci sao:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377, . ...

O nome “Sequéncia de Fibonacci” foi usado pela primeira vez pelo tedrico
dos ntimeros Edouard Lucas, no século IXX.

Generalizando o conceito da sequéncia de Fibonacci, temos as Sequéncias
Recorrentes Lineares de ordem k, (G,,)n, onde definimos os coeficientes ¢y, . . .,

Ck, 0s k primeiros termos Gy, Gy, . .., Gj_1 da sequéncia, e a partir dai temos
Grir = c1Grip—1 + Grip—o + -+ Gy, Yn > 0.

Equagoes Diofantinas envolvendo sequéncias recorrentes, como a sequéncia
de Fibonacci, tém sido objeto de extenso estudo da teoria dos nimeros, desen-
volvendo diversas ferramentas para resolver tais equacoes. Um resultado im-
portante nessa direcao, foi publicado na Annals of Mathematics (revista ma-
tematica mais prestigiada da atualidade), pelos mateméticos Y. Bugeaud, M.
Mignotte e S. Siksek, em 2006, onde mostraram que as unicas solugoes para
a equagao Diofantina F,, = y™, sdo (n,y,m) € {(0,0,m), (1,1,m), (2,1, m),
(6,2,3),(12,12,2)}. Em 2010, D. Marques e A. Toghé, motivados pela pela

bela identidade F? + F?2,, = Fy,.1, mostraram que se a equagao Diofantina
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F; + F, | = F,, for satisfeita para infinitos n € N, entao s = 1 ou 2. Logo
em sequida, F. Luca e R. Oyono, em 2011, resolveram completamente esta
equacao, mostrando que a equagao anterior nao possui solugao para s > 3 e
n > 2.

Nossos resultados tratam de generalizagoes desses trabalhos, e estd orga-
nizado como segue:

No Capitulo 1, apresentamos os resultados auxiliares para o desenvolvi-
mento da tese, onde destacamos o seguinte teorema sobre sequéncias recor-

rentes lineares:

Teorema 1 Seja (x,), uma sequéncia recorrente linear onde A1, A, ..., Ay
sao as raizes da recorréncia e ai,...,a, suas respectivas multiplicidades.

Entao, os termos desta sequéncia podem ser escritos como
Tp = Q1(M)AT + Q2(n)Ay + - -+ + Q. (n)A! |

onde Q1, ..., Q, sdo polindmios sobre o corpo Q({\;}i_,), com grau 9(Q;) <
a;, para todo 1 <1 <r.

No Capitulo 2, estabelecemos nosso primeiro resultado, que trata de cer-
tas equagoes Diofantinas envolvendo poténcias de termos de sequéncias re-

correntes lineares. Mais precisamente, temos:

Teorema 2 Seja (G,)m uma sequéncia recorrente linear inteira, nao nula,
tal que seu polinomio caracteristico possui uma unica raiz simples, positiva,
fora do circulo unitdrio. Sejam s, k,b e M inteiros positivos e €y, ..., e€x_1 € Z
tais que |e;| < M, para 1 < j < k — 1. Entao existe uma constante C,

efetivamente computdvel, tal que se
GhtaGrg+ - teaaG g+ Gy € (bGn)m (2)

para infinitos n € N, temos s < C. A constante C' depende apenas de k, b, M

e dos parametros da sequéncia.
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Ainda nesse capitulo, usando o método desenvolvido para demonstrar o teo-
rema anterior, mostramos o seguinte resultado sobre equacoes Diofantinas

envolvendo poténcias distintas de ntimeros de Fibonacci:

Teorema 3 Sejam (,s,...,5¢,a1,...,ap inteiros com £ > 1 e s; > 1. Su-
ponha que existe 1 <t < { tal que a; # 0 e sy > s, para todo j #t. Se s, €

par ou a; nao € uma poténcia positiva de 5, entdo a soma
S S Se
ar By +aoF 0, + -+ akl,
nao pertence a sequéncia de Fibonacci para quase todo n € N.

No Capitulo 3, comecamos resolvendo completamente a seguinte equacao

Diofantina:
Teorema 4 A equacdo Diofantina
(FD) + (Fply)* = FP,

nao possut solucao para k > 3 en > 2.

Tendo em vista generalizar a equacao anterior para poténcias maiores, mos-

tramos o seguinte resultado:

Teorema 5 Sejam m,n,k e s inteiros tais que 3 < k < min{m,logs}.

Entao a equagao Diofantina

m

(E®)s 4 (F¥))s = B,

nao possui solucao.

Brasilia, agosto de 2013.

Ana Paula Chaves



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sequéncias recorrentes

Sequéncias recorrentes sdo sequéncias (x,), nas quais cada termo ¢é deter-
minado em fungao dos termos anteriores. Dado um inteiro positivo k, uma
sequéncia recorrente de ordem k é aquela onde definem-se seus k primeiros
termos e a partir do (k + 1)-ésimo termo, estes sdo determinados como uma

funcao dos k termos anteriores:

Tp+k = f(xn—‘rk—la Tp4k—2y -+ - 7xn>-

Este tipo de sequéncia possui um estudo muito abrangente, confundido-se
em larga escala com a teoria dos Sistemas Dinamicos, e um comportamento
que pode ser bastante cadtico e de dificil descricao, mesmo que qualitativa-
mente. Um caso particular, e nosso principal interesse, é quando a funcao f

é linear, ou seja, quando existem constantes C, Cy, ..., C} tais que
Tnik = C1pyp1 + Copyg o+ -+ Cpr, Vn €N (1.1)

Sequéncias que satisfazem este tipo de recorréncia sao chamadas sequéncias

recorrentes lineares de ordem k, e generalizam simultaneamente progressoes
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*

geométricas e aritméticas:

- Progressoes geométricas: Se z, = aq", entao z,,; = qr, para todo

n € N, donde (z,), é uma sequéncia recorrente linear de ordem 1.

- Progressoes aritméticas: Se (z,), é uma progressao aritmética, existe
uma constante r tal que =, — x, = r para todo n € N, dal x,, 1o —
Tpil = Tpy1 — T, € 1080 Tpyio = 20,41 — x,. Portanto, (x,)nen € uma

sequencia recorrente de ordem 2.
Outros exemplos importantes sao:

- A sequéncia de Fibonacci:" A sequéncia (F},), é uma sequéncia recor-
rente linear de ordem 2, que satisfaz F, o = F,,1+F), paratodon € N,
onde Fy =0e F; = 1.

- A sequéncia de Lucas:* A sequéncia (L, ), é uma sequéncia recorrente
linear cuja relacao de recorréncia é a mesma da sequéncia de Fibonacci,
ou seja Lo = Ly + L, para todo n € N, mas possui valores iniciais
diferentes, Lo =2 e L; = 1.

O fato de essas sequéncias possuirem a mesma relacao de recorréncia,
implica na existencia de varias identidades que as relacionam, como por

exemplo:
o [2=5F?+4(-1)"
o Lm+n = Lm+1Fn + LmFm—l;

o Foup+ (—)*F, = LiF,.

*Para uma leitura complementar, ver [14, Apéndice B].
fSequéncia de nimero A000045 na Sloane’s Encyclopedia of Integer Sequences.
tA000204.
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Um outro fato bastante conhecido sobre estas duas sequéncias, sao as

suas formas fechadas. Em outras palavras, podemos calcular os niimeros F,

e L, sem recorrermos aos seus dois termos anteriores, com uma férmula que
depende apenas de n:
1

1+v5\  [1-v5)
sl (] e

1+v5)  [1-v5)
(5 ()

A férmula (1.2) é conhecida como férmula de Binet (apesar de ser um re-

F, =

sultado ja conhecido por Euler, D. Bernoulli, e De Moivre mais de um século
antes). Um resultado importante da teoria das sequéncias recorrentes linea-
res, nos diz que sempre ha uma forma fechada para este tipo de sequéncia.
Para enunciarmos este fato, precisamos de algumas definigoes:

O polinémio caracteristico da sequéncia (z,,),, satisfazendo (1.1) é dado

por

P(x)=a" - Ci2a" ™t - . — Cp12 — C},
e denotamos por Ay, A9, ..., A\, suas raizes complexas com multiplicidades
ai,as, ..., a, respectivamente.

Agora, enunciamos o resultado que nos permitira tratar destas sequéncias
usando o seu comportamento exponencial, sendo de fundamental importancia

para o desenvolvimento do trabalho.

Teorema 1.1 Seja (z,), uma sequéncia recorrente linear com a nota¢do
estabelecida anteriormente. Entdo, os termos desta sequéncia podem ser es-

critos como
Ty = Q1(N)AT + Q2(n)A5 + - + Qr(n)A],

onde Q1, ..., Q, sdo polindmios sobre o corpo Q({\;}j=,), com grau 9(Q;) <
a;, para todo 1 < i <.
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Para uma demonstracao completa deste resultado, varios exemplos e
aplicagoes interessantes, indicamos a leitura de [14, Apéndice B].
Na secao seguinte, veremos alguns resultados sobre uma generalizagao da

sequéncia de Fibonacci, que sera trabalhada no Capitulo 3.

1.2 A sequéncia de k-bonacci

Existem varias generalizacoes para a sequéncia de Fibonacci, desde recorrén-
cias lineares inteiras (como as sequéncias de Lucas) até extensoes da sequéncia

para nimeros reais, como

)

A sequéncia de k-bonacci (ou Fibonacci k-generalizada), denotada por

k , A~ . . , 7
Fé ) n, € uma sequéncia recorrente linear de ordem k que também é uma
)
generalizacao da sequéncia de Fibonacci. Os niimeros de k-bonacci sao defi-

nidos como segue:

—F y=-=F’=0; F=1,

k) _ k)
" =F (k—1)

(k—2) —(k-3) —

entdo a partir do (k + 1)-ésimo termo, este é dado pela soma dos k termos
anteriores:

FS =F® 4+ FY 4+ EP . (1.3)

Note que para k = 2 temos novamente a sequéncia de Fibonacci (F},)p,
para k = 3 é conhecida como sequéncia de Tribonacci®, (T},),, e para k = 4 a
sequéncia de Tetranacci¥, (Q,),. Segundo Kessler e Schiff [8], estes ntimeros

aparecem na Teoria da Probabilidade em algoritmos de sorteio.

§Sequéncia de nimero A000073 na Sloane’s Encyclopedia of Integer Sequences.
TA000078.
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A seguir temos os primeiros termos da sequéncia de k-bonacci para k =
3,4,5e6:

Nome Termos iniciais | Primeiros valores nao-nulos
Tribonacci 0,0,1(1,1,2, 4,7, 13, 24, 44, 81, ...
Tetranacci 0,0,0,1]1,1,2, 4,8, 15,29, 56, 108, ...

Pentanacci 0,0,0,0,1/1,1,2,4,8, 16, 31, 61, 120, ...
Hexanacci | 0,0,0,0,0, 1|1, 1, 2,4, 8, 16, 32, 63, 125, ...

S O = W

Pela recorréncia, podemos calcular os k + 2 primeiros termos positivos da

sequéncia de k-bonacci, como segue

0, 0, ... 0, 1, 1, 2 .. 21 92k_7
(k) (k) OO OO OO
F% ) Y, F® F® R B® B Y,

O polinémio caracteristico da recorréncia (1.3) é dado por
Yp(r) =ab —aF - -1,

Como j4 foi visto em trés demonstragoes distintas [19, 20, 24], o polinomio
() possui uma unica raiz «, real, fora do circulo unitdrio, ou seja || > 1,
e as demais rafzes a®,a® ... a® possuem médulo estritamente menor
do que 1. Denotamos esta raiz «, como a raiz dominante da recorréncia.

Também em [24], temos os seguintes limitantes para a:
1
2(1—?)<a<2. (1.4)

Foi mostrado em [2, Lemma 1], que valem as seguintes estimativas para F,(Lk)
em funcao de a:

1

a" 2 < FF < o™ para todo n > 3. (1.5)

Na secao anterior, vimos que a féormula de Binet nos dd uma maneira
direta para calcular os nimeros de Fibonacci:

1 [(1+v5\" [(1-vB\] a—p
2 B 2 T a—p8"

F, =

V5
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onde a e 3 sdo as rafzes do polinomio 1y(z) = 2> — x — 1. Para ilustrar
melhor o préximo resultado, vamos reescrever a férmula (1.2) da seguinte

maneira:
a—1 6—1
Fn - - - n—1 -
2+3a-2" Tai3p-2

A demonstragao deste fato é puramente algébrica.

anl )

O resultado principal de Dresden [4], nos d4 um andlogo da férmula de

Binet, na versao acima, para ntumeros de k-bonacci:

k)

Teorema 1.2 Seja E® o n-ésimo mimero de k-bonacci. Entdo:

(1.6)

ME*

QAH

=

|

[\

~
A
=
~—
7
—

k—l—

onde a1, ..., q Sao as raizes do polinémio Vg (x).

(k)

Também foi mostrado em [4] que F,~’ é bem aproximado pelo termo

n—1

ga™ !t onde g := g(a, k) = (a—1)/(2+4 (k+ 1)(a — 2)), ou seja
1
[ = ga"™! = [En(k)| < 5 . (1.7)

onde E, (k) = 2522 g(a(i), k)(a(i)>n—1_

1.3 Formas lineares em logaritmos

Primeiro, vamos ver qual o significado de formas lineares em logaritmo. Seja
n > 1 um inteiro positivo. Para i = 1,...,n, sejam z;/y;, racionais nao
nulos, b; um inteiro positivo, e denote A; := max{|z;|, |y:|,3}. Defina B :=

max{by,...,b,,3}. Considere a seguinte expressao
) b nH
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que ocorre naturalmente em varias equacoes Diofantinas. Normalmente, é
possivel mostrar que A é diferente de zero e dai conseguir um limitante su-
perior pequeno para |A]. Dai, para conseguir algum resultado, restaria con-
seguir um bom limitante inferior para |A|.

Apesar de (1.8) estar longe de ser linear, ou de conter logaritmos, é co-
mumente conhecido por forma linear em logaritmo. A razao é a seguinte.
Caso tenhamos |A| muito pequeno, digamos |A| < 1/2, entdo a forma linear

em logaritmo ocorre:

log[1+A] 1
2 2

|A| > ‘bllogﬂJr---ernlogx—n
Y1

n

Agora, supondo que temos A nao nulo, vamos estabelecer um limitante infe-

rior trivial para |A|. Estimando diretamente o denominador de (1.8), obtemos

log [A] > =) “bilogly;| = —B) log A;.
=1 =1

A dependéncia deste limitante em A; é satisfatoria, ao contrario da de-
pendéncia em B. No entanto, para resolver varias equacoes Diofantinas,
precisamos de uma melhor estimativa para B, mesmo se as estimativas para
A; nao forem as melhores possiveis. A. Baker [1] foi o primeiro a estabele-
cer um resultado nesta dire¢ao, o que gerou véarios refinamentos por diversos
autores (para uma bibliografia completa e progressos nessa teoria até 2000,
ver [23]). Em 2000, E. Matveev [15] mostrou que sob as hipéteses anteriores,

temos

log |A| > —30""*(n 4+ 1)%(log A;) - - - (log A,,) (log B).

Vale salientar que também existem limitantes para a expressao (1.8), quando
x;/y; sao substituidos por algébricos nao nulos «;, com os nimeros reais A;
sendo expressos em termos da altura de Weil (ou altura logaritmica) de «,

como também foi mostrado por Matveev:
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Teorema 1.3 (Matveev) Sejam ay, ..., o nimeros reais algébricos e by, . . .,
b, inteiros nao nulos. Defina A := o ---a¥ —1. Sejam D = [Q(ov, ..., qy) :
Q] e Ay,..., A, nimeros reais positivos satisfazendo

A; > max{Dh(«a;),|loga;],0.16}, para j =1,...,t.
Tome B > max{|b|,...,|b|}. Também defina
Cip = 1.4 x 30" x t*° x D*(1 +log D).
Se A # 0, entao
|A] > exp(—Cip(1 +1logB)A; -+ Ay) .

Onde para um nimero algébrico 7, denotamos h(n) pela altura logaritmica

(ou de Weil) cuja férmula é

() = (mg ol + 3 log(maxc{ 7. 1})) ,

i=1
com d = 9(n)l sobre Q, ay o coeficiente lider do polindémio minimal de 7

sobre Z en=nWM, ... 0@ os seus conjugados.

1.4 O método de reducao

Teorema 1.4 (Dujella-Pethd, [5]) Suponha que M é um inteiro positivo.
Seja p/q convergente da expansdo em fra¢ao continua do nimero irracional
v tal que ¢ > 6M e seja € =|| pq || =M || vq ||, onde u € um nimero real. Se

e > 0, entao nao existe solugao para a desigualdade
O<my—m+u<A-B™™

em inteiros positivos m,n com

log(Aq/e)

<m< M.
log B =

IO grau de um algébrico « sobre @, denotado por d(a), é o grau do polinémio minimal
de o em Q[z].
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1.5 OQOutros resultados auxiliares

Um polinémio P(xy,...,2,) € Alxy,...,z,], onde A é um anel, é chamado

simétrico ou fung¢ao simétrica em xq,...,x, se

P(xa(l), . ,xa(n)) = P(xl, e ,(L’n),

para toda permutacao o € S, onde S,, é o conjunto das permutagoes de
{1,...,n}. Para cada 1 < k < n, o polinémio
o (x1,...,x,) = g Tiy Ty - - Ty
1< <ig << <n

é simétrico em x4, ..., x, € ¢ chamado de k-ésima funcao simétrica elementar.

Teorema 1.5 (Relagoes de Girard) Se f(i,...,0, sao raizes de f(xr) =

ba™ +cia™ L+ - +¢,, entdo

0i (Biy ..., Bn) = (—l)i% € Q, para todo 1 <1 < n.

O seguinte teorema é devido a Legendre, e serda fundamental para con-

cluirmos a demonstragao do resultado principal do nosso trabalho:

Teorema 1.6 Seja & um numero real. Qualquer nimero racional nao nulo

a/b que satisfaz

a 1
—_ = < —_
‘5 b‘ 202’
€ um convergente de &.
Demonstragao: Veja [3], p. 10-11. n

O proximo lema também sera utilizado no final da demonstragao do nosso

resultado principal.

Teorema 1.7 Seja & um nimero irracional e [ag; ay, a9, . ..| a sua expansao
em fragoes continuas, com convergentes p,/qn, = [ag; a1, - .., a,]. Entao
‘{— Pn > ——————, para todon € N.
dn (an—‘rl + 2)qn
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Demonstracao: ** Seguem alguns fatos auxiliares, cujas demonstracoes

podem ser encontradas em [12, Se¢ao 2.2]:
(F1): pagn-1 = @upp— = (=1)" .
(F2): pugn-2 — @upn—2 = (=1)"ay.
(F3): pn=anpn—1+Dpn2,compo=0ep_q=1.

(F4):  gn = anGn-1+qn_2, com q_o =1 e q_; = 0. Isso nos diz que a sequéncia

(¢n)n ¢é crescente.

(F5): Para todo x € R en €N, temos

ITPn—1 +pn72
lag;ay, ... an 1, 0] = —————.
Tn—1 + qn—2
Defina &, = [an; any1, ... = an + 1/ 41. Faca z =&, em (F5), entao
é-npn—l +pn—2
f: Qo; a 7"'7571 = -
[ o ] £nQn71 + qn—2

Dali,

. ]ﬁ _ gnpn—l +pn—2 . & _ gn(pn—lc_In - ann—l) + (pn—ZQn - ann—Q)
dn gnQn—l + qn—2 dn Qn(gnQn—l + Qn—2)

Agora, usando (F1) e (F2),

(P _ &) (),
dn Qn<€nQn—1 + Qn—Q)

=1/&n+1
——

. _1\n fn — Qp
( 1) Qn(énQn—l + Qn—2)
1

Ent10n(§ngn—1 + ¢n—2)

- (-

**D. Marques
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Observe que, como &,+1 = api1 + 1/&i2 < a1 + 1, onde a dltima desigual-
dade vem de &2 > 1, temos a1 —&,11 > —1 e portanto a, 1 +2—E&,41 > 1.

Assim, ¢p(ani1 +2 = &ni1) > @n > quo1 (por (F4)). Donde,
Qn(an—i-l + 2) > Qn§n+1 + dn—1
Qn 1
- & ( )
i €n+1

Qn—
AnQn—1 + Gn—2 + )
§n+1

= &nt1 (( §n+1) Gn—-1 + Qqn— 2>

= &r1(&nGn-1 + n—2)-

= §n+1

Logo, de (1.9), obtemos

1 1 1

> .
O nt1(§ngn1 + @u—2) (g1 +2)¢?

-x
q

Com isso, concluimos a demonstracao. [
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Capitulo 2

Combinacoes de Poténcias de

Termos de uma Recorréncia

2.1 O caso assintotico

Uma sequéncia (G,,),, é dita uma sequéncia recorrente linear inteira de ordem

k com coeficientes ¢y, ¢y, ..., cx_1 € Z, onde ¢y # 0, se para todo n € N temos
Grak = C—1Gryk—1 + - + a1Gpi1 + oGy,

onde sao dados os valores iniciais Gy, ...,Gr_1 € Z. J4 vimos alguns exem-
plos interessantes destas sequéncias, como a famosa sequéncia de Fibonacci
e a sequéncia de Lucas.
Denotaremos por
Gx)=2"—c12" ' — - —ciz — ¢
o polinémio caracteristico da sequéncia (G,,),, e fatorando-o sobre C temos

Gz)=(x—r)"(x—r)™ ... (x — 1™,

onde 71,79,...,7, sa0 numeros complexos distintos, ditos as raizes da re-

corréncia. Também denotaremos por r; a raiz dominante da recorréncia

13
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(quando houver), ou seja |ry| > |r;|, para todo 2 < j < £. Pelo Teorema 1.1,

sabemos que é possivel escrever os termos da sequéncia como
Go = gi(n)r] + -+ ge(n)ry (2.1)
para todon € N, onde g;(x), . . ., g¢(2) sdo polindmios sobre o corpo Q({r;}4_,)
com 0(g;) <m; — 1, paraj=1,... ¢
Para motivar o resultado principal deste capitulo, comecamos com uma

identidade simples, satisfeita pelos termos da sequéncia de Fibonacci, que

pode ser demonstrada por inducgao:
F2+F2 ) =Foyy1, Yn>0. (2.2)

Podemos interpretar esta identidade como F + F? ., € (Fy,)n para todo
n € N. Esta relacao ja nao é satisfeita, para casos nao triviais, se aumen-
tarmos o expoente de 2 para s > 3, como pode ser visto em [10]. Podemos
indagar se esta relagao ainda se mantém se tomamos a soma de poténcia
de vérios termos, nao necessariamente consecutivos, da sequéncia de Fibo-
nacci, ou, generalizando, de uma sequéncia recorrente linear (G,,),, mesmo
que apenas para infinitos n € N. Em [16, 17, 18], Melham mostrou as se-
guintes identidades envolvendo combinacoes lineares inteiras de poténcias de
nimeros de Tribonacci e Tetranacci:

T2, 4+ T2+ T2 — T2 = 2Ty, + 32Ton 11 + 3Ton1o

n

e T Q0 +200,,+2Q0 5200, + Q0 — Q)
- 46Q2n + 70Q2n+1 + 82Q2n+2 + 88Q2n+3 5

mas tais identidades nao nos garantem que essas somas de poténcias perten-

cem as sequéncias. Sobre esta questao, nosso resultado é o seguinte:
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Teorema 2.1 Seja (G,,). uma sequéncia recorrente linear inteira, ndao nula,
tal que seu polinomio caracteristico possui uma unica raiz simples, positiva,
fora do circulo unitdrio. Sejam s, k,b e M inteiros positivos e €y, ..., e€x_1 € Z
tais que le;| < M, para 1 < j < k — 1. Entdo existe uma constante C,

efetivamente computdvel, tal que se
Gz + eleH‘l + -+ Ek—le’L—i—kJ—l + G;S"H—k € (me>m s (23)

para infinitos n € N, temos s < C. A constante C' depende apenas de k,b, M

e dos parametros da sequéncia.

Antes de darmos inicio a demonstracao deste teorema, mostramos o se-
guinte lema, que terd um papel fundamental na prova, pois nos permitird

mostrar que uma determinada forma linear é real.

Lema 2.1 Seja (G)m uma sequéncia recorrente com infinitos termos positi-
vos, satisfazendo as hipoteses do Teorema 2.1. Entao o polinomio dominante

de (Gy)m € uma constante positiva.

Demonstragdo: Sabemos por (2.1) que,
Gn=g1(n)r} + -+ go(n)ry,

onde cada r; é raiz do polinomio caracteristico de G, com multiplicidade
m;, e cada g;(n) é um polinémio nao nulo de grau d(g;) < m; — 1. Supondo
que 7 € a raiz dominante, como esta é simples, temos de imediato m; =1 e
assim o grau do polindomio dominante é no maximo m; — 1 = 0, portanto é

uma constante, digamos g;. Agora, dividindo G,, por r}, obtemos

¢
%:gl+29j(n), (24)

onde denotamos r; = r1/r;. Como |k;| > 1, temos



16 CAPITULO 2. A EQUACAO G%, +---+G%, =B -Gy

lim g\ ()

n—00 /{?

=0, para todo 2 < j </,

dai G
0< limsup—: = g1.

n—oo I

Portanto, g; > 0 ja que g; # 0.
n

Com este resultado auxiliar, ja temos as ferramentas necessarias para a de-
monstragao.

Demonstracao do Teorema 2.1: Pelas hipdteses do teorema, temos
Gy +eaGy g+ +eaG 1+ G =bG,, VneN, (2.5)

onde {t, : n > 0} e N/ C N sao conjuntos infinitos. Afirmamos que podemos
tomar (G,),, sem perda de generalidade, com infinitos termos positivos.
Negarmos tal fato equivale a existéncia de um ng € N tal que G,, < 0 para

todo n > ng. Agora, temos duas possibilidades:

- s par: Aqui, tomamos primeiramente n € N, com n > ng, suficiente-
mente grande, de modo que o termo positivo G, “domine” parte dos

demais termos, que podem ser negativos. Ou seja,
Gfl—i—k + 61sz+1 + -+ ek_leL-‘rk—l > 0 \V/n 2 N() Z No .

Isto de fato ocorre, ja que O(G?,,) = SRl g OleGy + -+
eh1GE ) = pSETD hor (2.1). Neste caso, temos bGy, < 0 para
t, > Ny. Assim, tomando n e t,,, de modo que ambos sejam pelo menos

Ny, temos:

Gz +€1G2+1 + -+ €k71Gz+k71 + G,,S1+k = bth S 0,
~—~

>0

*Dadas duas fungoes f : N =R e g: N — (0,00), escrevemos f = O(g) se existe C > 0
tal que |f(n)| < Cg(n) para n suficientemente grande.
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= 0<eaGy + +eaaG 1 +G <0
onde G > 0 pois s é par. Absurdo.
- s fmpar: Aqui definimos H,, := —G,, e substituindo em (2.5) obtemos
H)+ eH  + - +e_1H +H,,=bH, VneN,

e agora temos uma sequéncia (H,), satisfazendo uma identidade do
tipo (2.5) tal que H, > 0 para todo n > ng. Resta-nos mostrar que
esta sequéncia possui infinitos termos positivos. Com efeito, se H,, = 0,
a partir de um certo n, usariamos a prépria relagao de recorréncia para
concluir que (H,), é uma sequéncia nula, contradizendo o fato que

(Gp)n é nao nula. Desta forma, (H,,), possui infinitos termos positivos.

Portanto, (G,,), pode ser tomada, sem perda de generalidade, possuindo

infinitos termos positivos. Temos que
Gt = g™+ go(n+ )P -+ go(n + t)r; ™" paran > 1, (2.6)

com r; > 1 e, pelo Lema 2.1, g;(n) = g1 > 0. Usando o Teorema Multino-

mial’ em (2.6) temos, para 0 <t < k,

4
s s! ;i a1(n+t) ap(n+t)
G = D oy Loty 0,

T, j=1
onde Z, = {@ = (an,...,aq) €Z' :a; > 0 e Yo, o = s}. Dividindo ambos
os lados da tltima igualdade por r$", separando o termo 3 = (s,0,...,0) do

somatério e denotando J; := T, \ {3}, obtemos

s s(n+t) 4 art ag(n+t)
G giry +Z s! Hg-(n+t)°‘jr1 ey
sno sn oo J n(s—a1) ’
m!

T(cm +otx,)" =) ﬁ:ﬁf .-~z onde o somatdrio é sobre todos os inteiros
il dy,!

nao negativos 41,...,4, com iy + -+ 414, =m
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dai

L

Gfﬁ% s,.st s! : g](n + t) Y ay,.a1t ai(n+t)
o =017 +Z oq!---ozg!l_IQ o gr'ryt Hn‘ . (2.7)
G=

acJs =2

onde na ultima igualdade, usamos que s — a1 = as + -+ + ay > 0 para as
l-uplas em J;. Como |rj| < 1e lim gj(n+1t)/r! =0 para j =2,...,¢, os
n—oo

termos do somatério em (2.7) tendem a zero quando n — oo. Logo,

GS
lim —2 = gopst, 2.8
nl—g‘lo ’r?s 91 ( )

Por outro lado, sejam N e (t,), como definidos anteriormente. Sabemos que
Gm = O(r") . Assim, a equagao (2.5) nos da O(r*) = O(ri"), portanto
tn, = O(n). Agora, pela equacao (2.8)

bG,,

lim =7 = gL+ erf 4 e ). (2.9)
neN 1
No entanto,
th —ns rtn Ttn
s g+ gz(tn)r—fw +o Tt g@(tn)#a
1 1 1

e usando que a funcao exponencial r1"* “domina” qualquer polinémio em n,

que t, = O(n) e |rj| < 1, conseguimos

(o)t
JL@O%:Q para j = 2,...,/.
neN 1

Assim, a equagao (2.9) se torna

G A+ e+ + ek_1r§k_1)s +r%) =b lim e

neN

Como r; > 0, a existéncia do limite da direita nos diz que o limite da

sequéncia (¢, — ns), também existe, logo, como esta é uma sequéncia de
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inteiros, entao t, — ns = t constante, para todo n € N suficientemente

grande. Substituindo em (2.1), temos

Gl +ears +- 4 ek_lr(k_l)s + k) = brt

= g7 T e T g 1) = o (2.10)

Com isso, defina A := gi~*ri™*h — 1. Para usar o Teorema 1.3, devemos ter
A # 0. Note que a equagao (2.10) pode ser escrita como

(k—1)s

A — rl—ks tear] +o et (2.11)

Se A =0, a identidade (2.11) nos da

e 617017(1@71)3 gt = 0 (xr)

1+eri+---+ ek_lrgkfl)s = 0.
Assim, defina j, = max{j € {1,...,k — 1};¢; # 0}. Entao

l+eri+ -+ ejo,lrgjofl)s +€,r =0

Jjos __ s (Jo—1)s
= —€r1 = 1l+ear]+--+ €11y .

Agora, tomando o valor absoluto e aplicando a desigualdade triangular

>1

Jos < . Jos < 1 s L. . (Jo—1)s
1 < el T < 1+ elr] + + |€jo—1]ry

M(LA475 4o 4 oD%
= P < MkroTV (2.12)

IN

Portanto, aplicando o logaritmo em ambos os lados de (2.12) obtemos o

desejado limitante para s, aqui em funcao de M, k e ry:

joslogry < logM +logk + (jo — 1)slogry
slogry < logM +logk
log M + log k

=5
log ry

IN

(2.13)
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Dai, C = (log M + logk)/logr;. Assim, podemos considerar A # 0, e por
(2.11) obtemos

0<[Al < ™4 lalry " 4 g
< M@E7P 4% ey
= |A] < Mkr® (2.14)

Para aplicar o Teorema 1.3, tomamos
a1 = 1/91, Qg =T, Ckgzb, b1 :S—l, b2: —<k8—t), 173: 1.

No entanto, by, by e b3 devem ser nao-nulos. Como estamos supondo s > 1,
basta-nos verificar que by # 0. Na verdade, se by = 0, entao ks = t, e pela

equagao (2.10) obtemos

G < g Lt e 4+ e ) = byt

log b
Sb>gl o os< 28
log g1

+1,

Portanto, C' = (logb/log g1) + 1.

Agora, podemos supor que by # 0, para satisfazer as condigoes do re-
sultado. Note que D = [Q(r1,g1) : Q] < kI, pois ¢1 € Q({rjhi<j<e) €
[Q(ry,...,7re) : Q] < k! (ver [6]). Agora defina h(ay) = h(1/g1) = hy.

Como r; é a tnica raiz fora do circulo unitario e o polinomio minimal

deste algébrico divide G(x), temos

a(r1)

log(laol) + > log(max{|r{"|, 1})

i=1

1

(8]

h(az) = h(r) =

0

—~
~—

{

>0
log ry

g )

= h(ag) <

onde usamos que aq divide o coeficiente lider de G(x), donde |ag| = 1, e que

o conjunto dos conjugados de 7 estd contido no conjunto das raizes de G(z),
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e portanto |r§i)| < 1, para todo rgi) # r1. Temos de imediato h(asz) = logb,

ja que b € N. Sendo assim, como
A; > max{Dh(«a;),| loga; |,0.16}, paraj=1,2,3,

usamos que o maximo de um conjunto de nimeros nao negativos nao ultra-

passa a soma de seus elementos, para escolher
A1 = klhi+]log g1|+0.16, Ay := (k!+1)logr;+0.16, e A3 := k!logb+0.16.
Também temos
B > max{|bi], |b2], |b3|} = max{s — 1, |ks — t|} ,
onde podemos tomar B :=s — 1 + |ks — t| = O(s), pois
B<s—1+ks+|t|=(k+1)s—1+t,+ns=0(s).
Portanto, pela estimativa dada no Teorema 1.3, obtemos

Al > exp(—1.4 x 30°" x 3% x (2(1 +log £)(1 + log B)
X (k'hy + [log g1| + 0.16)((k! + 1) logry + 0.16)(k!log b + 0.16))
> exp(—1.44 x 10" x 2(1 +log ¢)(1 + log B)
X (khy + |log g1| + 0.16)((k! + 1) logry + 0.16)(k!log b + 0.16)) ,

e usando (2.14) com a desigualdade anterior, conseguimos

ME
> |A| > exp(—1.44 x 10" x (1 +log¢)(1 + log B)
1
X (k'hy+|log g1|+0.16)((k!+1)logr; +0.16)(k!log b+0.16)) .
Denotando,

P(s) == P(b,4,k,g1,71,8) = 1.44 x 10" x (*(1+log B)(k!h; + |log g1| +0.16)

X ((k!'+1)logry + 0.16)(k!log b + 0.16)(1 + log ¢) ,
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aplicamos o logaritmo na ultima desigualdade para obter

log Mk — slogry, > —P(s)

log Mk P
L < lo8ME P (2.15)
log log

Agora, observe que P(s) = O(logs), pois B = O(s). Por outro lado, a
desigualdade (2.15) nos diz que s estd sendo limitado por uma funcao cuja
ordem é log s, o que ocorre apenas para s limitado. Neste caso, o limitante
depende de M, k, b e dos parametros da sequéncia: 71, ¢, g; e r;. Portanto,

o resultado esta demonstrado. n

2.2 Uma aplicacao do método

Observe que existem identidades envolvendo a soma de poténcias distintas

de nimeros de Fibonacci, como
5F23n+2 + 3F5,41 + 3F5, = Fg(ny1), para todon > 1.

Aplicando o nosso método, descrito na secao anterior, vamos tratar agora de
somas de poténcias distintas de termos na sequéncia de Fibonacci, mostrando
que identidades como a anterior sao, de certa forma, aquelas que podem ser

satisfeitas para infinitos n. Mais precisamente, temos:

Teorema 2.2 Sejam (,s,...,5¢,a1,...,ap inteiros com £ > 1 e s; > 1.
Suponha que existe 1 <t < /{ tal que a; # 0 e sy > s;, para todo j #t. Se s,

€ par ou a; nao € uma poténcia positiva de 5, entdo a soma

alF,ifil + (1ng12 + -+ CLgFSe

nt (2.16)

nao pertence a sequéncia de Fibonacci para quase todo n € N.

Demonstragao: Pela férmula de Binet (1.2),

1 n _ an
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onde a := (1++/5)/2 e B:= —(1/a). Aplicando o teorema binomial,

L (@ = (a) )\
Fo = 7

1\7 & S i+1)k (. —1\(n4+i)k ., (n+35)(s;—Fk)
= (= - (—1)Hi+Dk (=1 ndik o, (n43) (s
5 ()

k=0
- i K . ZJ Sj (_1)(n+j+1)ka(n+j)5j—2(n+j)k‘
V5 k
k=0
Assim, dividindo a identidade anterior por ot obtemos
Fni_]‘ _ i K . ZJ Sj (_1)(n+j+1)ka(sj~—st)n+js]~—tst—2(n+j)k
antt)se \/5 k ’

k=0
Como s, > s;, para todo j # t, concluimos que
S5 .
lim nij 07 se J 7é t

n-soo q(ntt)se { (\/5)—875, se j=t

Suponha que o enunciado do Teorema 2.2 é falso, ou seja que existe uma

(2.17)

sequéncia (t,), € N, tal que
&11'71 n+1 + a2F n+2 + -+ (I@F;i_e Ftn> (218)

para infinitos n inteiros positivos. Assim, por (2.17)

. F n+] 1 °
hmsoLolp a(n+t) = hmsupz e = (%) : (2.19)

n—

Por outro lado, usando a férmula de Binet para F :

1
I - = ozt" _ ptp Xa—(n+t)st
tn \/5( g) )
N F, i(a/tn—(n—&—t)st o (rttsertn)y
V5
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e como lim,,_,, a~((*Hsettn) — (0 obtemos

o 1 . tn—(n+t)st
i e = ol a0 (220

Ja que |a| > 1, combinando (2.19) e (2.20), conseguimos a identidade
a ( 1 >5t
—=a|—=] ,
V5 V5
onde v = lim, o (t, — (n + t)s;) € Z. Assim, o® € Q, logo v = 0, pois

a™ = ((1++/5)/2)™ € Q, para m € Z, se, e somente se, m = 0. Portanto, a

identidade anterior se torna
(V5 = ay, (2.21)

que nao acontece para s; par, ja que o lado esquerdo da igualdade é irracional
neste caso. Dali, s; é impar e a; é uma poténcia de 5. Assim, pelas hipoteses

do teorema, concluimos que s; = 1. No entanto, como ¢ > 2, temos
1 <min{sy, s5} < s, =1,

uma contradi¢ao que completa a demonstragao do Teorema 2.2. [



Capitulo 3

A Equacao Diofantina

(i )* + (Fpy]y)* = By

3.1 O caso s=2

Dentre as sequéncias de ntimeros inteiros, a sequéncia de Fibonacci possui o
status de “uma das duas estrelas que brilham na vasta gama das sequéncias
de inteiros”*. A outra “estrela” é a sequéncia de Lucas, que esta relacionada
diretamente com a sequéncia de Fibonacci.

Os numeros de Fibonacci sao conhecidos por suas belas e intrigantes
propriedades. Algumas sao bastante conhecidas como, por exemplo, que a
soma e a diferenca de dois nimeros de Fibonacci consecutivos também sao
numeros de Fibonacci. Também o méximo divisor comum entre dois nimeros
de Fibonacci é um nimero de Fibonacci (mdc(Fy, F) = Finde(a,p)) f,

Estamos interessados nas identidades exponenciais satisfeitas pela sequéncia

de Fibonacci. Dentre elas citamos:

*No original: “two shining stars in the vast array of integer sequences” - Gushy Koshy.
tPara mais informacdes histéricas e fatos interessantes sobre a sequéncia de Fibonacci,

consultar [7].

25



26 CAPITULO 3. A EQUACAO (FU)S + (FU))s = F{

(a) F}+ Froy = Fouia
(b) Identidade de Catalan: F? — F, . F,_, = (—1)""F?
() F{ +F + -+ Fp = F,Foa

Observe que a identidade (a) nos diz que a soma de quadrados de dois
termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci também é um ntmero de
Fibonacci. Em [16, 17, 18], Melham mostrou as seguintes identidades expo-

nenciais para numeros de Tribonacci e Tetranacci:

T2 o+ T+ T2 — T2 =2Ty, + 32T 11 + 3Top 2

n

et Qo+ 200 +2Q0 5 - 200 L+ Q1 — Q)
= 46Q2, + 70Q2,11 + 82Q212 + 88Q2p 13-

Nosso objeto de estudo é a generalizacao da identidade (a) para os nimeros
de k-bonacci. Em outras palavras, procuramos solugoes inteiras para a
equacao Diofantina

()2 4 (F¥) )2 = F®, (3.1)

m n

Sobre esta questao, segue o nosso resultado:

Teorema 3.1 A equacdo Diofantina (3.1) nao possui solug¢ao para k > 3 e
n > 2.

Concluimos entao que, entre as sequéncias de k-bonacci, a tinica que gera
solugbes nao triviais para a equagao Diofantina (3.1) é a sequéncia de Fibo-
nacci, ou seja, a propriedade citada anteriormente ¢é exclusiva dos nimeros
de Fibonacci.

Pela férmula de Dresden (Teorema 1.2), escrevemos

k
F¥ =" gl k)ay, (3.2)

=1
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onde g(z,k) = (x —1)/(2+ (k+ 1)(x — 2)). Denotaremos por & = o a raiz
dominante do polinémio caracteristico da recorréncia, e por g = g(«, k).
Segue uma lista de valores de g aproximados com quatro casas decimais para

k=3,4,...,11, respectivamente:
{0.6184,0.5663,0.5379,0.5217,0.5124, 0.5070, 0.5039, 0.5022, 0.5012}.

Para os valores de k > 12, temos g(a, k) < 0.502, pois

a—1
24+ (k+1)(a—2)
a—1
k+1
2_2k—1
a—1 2048
< =
o9 13 4083
2048

g(a7 k) =

< 0.502, (3.4)

onde em (3.3) usamos a estimativa o > 2(1 —1/2%) e em (3.4) usamos o fato
de que a fungao (z + 1)/2%! é decrescente para x > 12. Também, note que

g < 4/3 para todo k > 3:

<1
1
a_
glask) = 2+ (k+1)(a—2)
1
S (3.5)
2 2k71
1 4
< T=1<3. (3.6)
3
S

Antes de iniciar a demonstracao do Teorema 3.1, precisamos de um Lema

auxiliar que nos da um limitante inferior para g em funcao de a:

Lema 3.1 Com a notacdo estabelecida, g > 1/cv.
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Demonstracao: De fato,

ala—1) =2+ (k+1)(a—2))
24+ (k+1)(a—2))
>0

>+ k(2—a)2a

2+ (k+1)(a—2)

- a?+3(2—a) -2«

T 24+ (k+1)(a—2)

a? —b5a+ 6

T 2+ (k+D)(a—2) >0, (87)

gae—1 =

onde na tltima desigualdade usamos o fato que o polinomio z? — 5z + 6

assume valores positivos para x € (1,2), e que
24+ (k+1D)(a—2)>2—(k+1)/2"1>2-4/22 =1,

para todo k > 3. Portanto, (3.7) implica em g > 1/c . n
Para m = 1 temos (m, k,n) = (1, k,3) solugao de (3.1) para todo k > 3.

Caso m = 2, a equagao (3.1) nos da
(B2 4 (B =12 422 =5 . (3.8)

Notamos que a sequéncia de k-bonacci é crescente, e se k; < ks, entao FT(Lkl) <
F,ng). Assim,

FP=F® =4<5<7=F <F", Vvk>3

= F4(k) <H < Fék), Vk > 3,

donde 5 ¢ (Fék))n, e nao temos solugao para a equagao (3.1) quando n = 2.
Portanto, podemos supor que n > 3.

Agora podemos dar inicio a demonstracao.
Demonstracao do Teorema 3.1: Primeiro vamos restringir os valores

de n em fungdo de m usando as estimativas de [2]. A identidade (3.1) com



3.1. OCASO S =2 29

estas estimativas nos da

>a?
——
o™t > Fék) _ (Fy(nk)>2+(F7§1kj_1>2 > a2mf4+a2m72 _ Oé2mf4 (1 + 062) > a2m72’

dain—1>2m —2,oquenosdan>2m—1,e

a2 < Fr(zk) _ (F,Sf))Z 4 (FT(nkJ)rl>2 < o224 g2 — a2m72(1 + a2) < a2m+17

onde usamos que 1 + o? < o

, consequéncia imediata de o*(a — 1) >
(7/4)%(7/4—1) = 147/64 > 1. Assim, n—2 < 2m—+1, logo n < 2m+3, e con-
cluimos que se (m,n, k) é solucao de (3.1), entao n € {2m, 2m + 1,2m + 2}.
Trataremos em primeiro lugar o caso m < 20. Se tivermos m < 20 e
3 < k < 42, uma rapida verificagao computacional mostra que nao ha
solugbes para (3.1) nestes intervalos. Caso m < 20 e k > 42, entao Fr(,f), Fr(fll
e Fék) sao poténcias de 2, pois como os k + 1 primeiros termos da sequéncia

de k-bonacci sao poténcias de 2 temos
e m<2<42<k+1= FF =om-2
em+1<21<42<k+1=FF, —omt
e n<2m+2<42<k+1= FM e {22m-2 92m-1 92m}

Como a soma de duas poténcias distintas de 2 nao pode resultar em outra
poténcia de 2, nao ha solugoes também neste caso.
Feitas estas observagoes, a partir de agora vamos considerar m > 20.
Escrevemos
E® = gam™ ' + B,.(k) , (3.9)

onde lembramos que E,,(k) = S5, g(ay, k)a L. Entao a identidade (3.1)

nos da

(90 ™ + B (k) + (g™ + By (k) = ga®™ 7 + Eapyi(k),  (3.10)



30 CAPITULO 3. A EQUACAO (FU)S + (FU))s = F{

com i € {0,1,2}. Assim, dividindo ambos os membros de (3.10) por a?™~2,

(9+ En(k)/a™ ) + (90 + Emsa(k) /o™ ) = ga™ + By (k) /o™,

(3.11)
Agora denotamos
(9+ En(k)/a™ ) = g" + C1,
onde Cy := Cy(k,m). Usando (3.6) e a desigualdade triangular,
Gl = 29Enn(k)/a™ ™ + (En(k)/a™ )]
< 2 (4/3) x (1/2) x 0~V 4 (1/4) x o~
< 2x2x(4/3) x (1/2) x a~ (M~
< 3/a" (3.12)
Analogamente,
(9 + Emya (k) /o™ 1)? = g?a® + Cy,
para Cy := Cy(k,m), onde,
Co = 1290 B (k)/a" " + (B (k) /0™ )]
< 2x(4/3) x2x (1/2) x (2/0/”*1)
< 6/ (3.13)
Denotando C5 := C3(m, k) = E2m+i/a2m_2 < 1/0/”_1, bemos
|C3| < [Bom+i(K)| < / < (3.14)

a2m—2 a2m—2 am—1 ’

>1

~ =
onde usamos na tltima desigualdade que 2a?™ 2 = o™ '(2a™1) > o™}

para todo m > 2. Portanto, as estimativas (3.12), (3.13) e (3.14) em (3.11)
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nos dao

@ +C+ (goz)2 +Cy = ga™t 4y
9”4 (9a)® — g’ = |C5—Cy — (xg™")

, 1
g+ ga® —a't!| < QW%%HCH+KH)
1 3 6
< 2 X Oémfl + amfl + amfl
20
- amfl
, 20
= Jg+g9a° -t < —— . (3.15)
a™m—

Para 3 <k <11 ei € {0,1,2} obtemos computacionalmente

20 - 20
am—l 1'5m—1’

0.505 < |g + ga? — o' <

donde 1.5™~! < 40, o que é absurdo para m > 20.

No caso k > 12, analisamos (3.15) para cada valor de i:
o =0
Fazendo i = 0 em (3.15) e usando o Lema 3.1:

>1

9 ~ =~
gtga —a=g+(ga)a—a>g>0.5.

Assim 0.5 > 20/a™ ! = 1.5™"! < 40, e novamente conseguimos um

absurdo para m > 20.

Precisamos, nos casos ¢ = 1,2, de um limitante inferior para o quando

k> 12,
4095

—_— >
2048
Portanto, a > 1.99 para todo k > 12. Também usaremos o fato, ja visto em

(3.4), que g < 0.502 para k > 12.

a>2(1-2%)>21-2"") = 1.99 .
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o 1 = 1:

Neste caso, temos a? — ga? — g > (1.99)% — 0.502 x 2% — 0.502 > 1.45,

e obtemos

145 < a? —ga®? — g < |g+ga® —a?| < = o™ ! <138,

amfl

que ¢ falso para o > 1.99 e m > 20.

o ;=2
Analogamente, temos o —ga? —g > (1.99)% —0.502 x 22 —0.502 > 5.37,
que ¢é ainda maior do que a constante do caso anterior, nos dando

20

= o™ ! < 3.73,
am—l

537 < a® —ga® —g < |g+ga®—a? <

também falso para a > 1.99 e m > 20.

Isto termina a demonstracao. [
. . . k k

Observe a demonstracao anterior consiste em mostrar que £ # Fg(m) +is

para i = 0,1,2. Na verdade, no caso i = 1, conseguimos provar um resultado

mais forte, como segue.

Proposicao 3.1 Sejam m,n e k inteiros positivos, com n > 1 e k > 3.

Entao

(FP)2 4 (FM)? < B9, .

Para simplificar a notaco, nessa demonstragao usaremos [a,b] = {a,a +
1,...,b} para inteiros a < b.
Demonstragcao: Vamos proceder por inducao em n. O caso base, n = 2 é
imediato, ja que F2(k) =1, F3(k) = 2 e entao (FQ(k))2 + (F3(k))2 =5<8= Fék),

para todo k > 3. Agora, supondo que (F™)2 + (F¥))2 < F{), parai e
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[2,n], e usando o Teorema Multinomial obtemos que

k k
(B + (B = (B 4t BE)P + (B 4+ FE)°

n

k k) —(k
= (B (2 (z FOF )

Iy
P+ (2 (S AOR )
Io
k k k
< FQ(anl + FQ(n)fl +oeee FZ(n)—2k+3

k k k) 1 (k
+2 ((F15+)1)2 - (F£2k+1)2 +2 (Z Fi( )FJ'( )>)

' (3.16)

onde (para ¢ = 1,2) Z, = {(i,j) € Z* :i < j € n+{—kn+{—1]},
IZ={(i,j) €Z*:i<j€[n—k+2,n]} e para a tltima desigualdade usamos
a hipotese de indugao em conjunto com

(k) (k)
Fn+l_Fn+k71

-

k) (k k) (K k k k)
ZFi()Fj()"‘ZE( )Fj() = (F7’(L+)1+FT(L—)/€+1)(F7§’€)+.”+F7§,—)k+2)+
I1 Z2

k k
49 (Z F )Fj( ))
7T
k k k k
(FP)?2 = (FW, )2 +2 (Z FPE >) -
T

Vamos supor que k par (para k fmpar, a demonstragao é analoga). Entao, o
ultimo termo da recorréncia de FQ(ZZF:,, aparece na soma FQ(SZA + Féﬁll +-+

k
F. 2(n)72k+3’ logo

k k k k k k
F, = (FE+ (FR)?) > R, + FY + 4+ B,

k k k k
2 (<F£21>2 — (F®, )P +2 (Z FP RS >>) :

T
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onde utilizamos a estimativa FQ(n) ftd Fz(:) pi1 T F2(n PRI SR FQ(n 213

(que segue da recorréncia de F2(n) k) Agora, tendo como objetivo mostrar
que Fz(szrg — ((F:_?l)2 + (F,EI_?Q) ) > 0, é suficiente mostrarmos as seguintes

desigualdades:

(k)

E
() 222+ B 4o+ B e > 4 (S FOEY).

.. 2F§5)+2 (k) \2 (k) 2
(11) T > 2((Fn+1) - (Fn—k+1> )

Vamos mostrar o item (i), ja que a prova de (ii) segue 0s mesmos passos.

De fato, primeiro note que, usando novamente a hipdtese de inducao,

conseguimos

k) -(k k K F
STEPED < <F£k>>2+<F£31>2+---+<F£3k+4>2+<F£3k+3>2

k

Por outro lado, observamos que F( )3 > 4(F7Sk) + Fé’i)l), para todo n > 1,

donde, para k > 10, a soma

(k—6)/2
k k k k
Z FQ(n)—2j > 4(F2(n)—7 + F2(n)—8 +oe Tt FQ(n)—k+2)
=2

k k k
> 4(F2(n)79 + F2(n)713 +oeet FQ(n)—Qk—I—?)’ (3.18)

temos, do lado esquerdo de (i). Observe que a soma do lado direito da

desigualdade (3.18) somente aparece em (3.17) quando k£ > 10. No entanto,
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para todo k > 4, temos que

(k)

F
Qg+2 +FY A+, = 2n+2 +ZF2 S E g+ By
>F2<:)1
P k (K k k
> %+F2(n)—1+(F2(n)—2+"'+F( )k+F2(n)6)
+Fz('£)_3+szf?_ﬁF§§15+F2(ﬁ)_7+---+Fz(n)_k_2
2
> 222 4 o™ 4P (3.19)

3

)

onde na iltima desigualdade, usamos que FQ(E_:J) > 2F2(,Ifb)_5. A tnica pega que

falta no nosso quebra-cabega é mostrar que F2(s)+2 > 6F2(s),1, pois, nesse caso
a desigualdade (3.19) nos d&

(k)

F
2§+2 + B+ B, s aFE B,

o que junto com (3.19) se torna
Fr. "X () ()
2n 2 k k k
— 4 Z F2n 2 = 4(F2(n)—l T Fy s+ Foyopyg)

> 42};;(’?)}7}(]?) :
A

onde na tltima desigualdade usamos (3.18).
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Com efeito, temos F2(£)+2 > 6F2(511, COINO Vemos a seguir

k k k k k k

k k k k

k k
FE e BN,

< (k)

2n—1
k k k " (k k k) N
k k k k k
+3(F g+ + FQ(n)—k) +2F), + F2(n)—k:+1 + FQ(n)—k—l—Q
>y
k k k k
6F2(]7§)—17
O que completa a demonstracao. [
3.2 Ocasos>3
Apoés resolver o caso s = 2, é natural indagarmos sobre a existéncia de
solugoes para a equacao Diofantina
(ER) + (Fh)* = EY, (3.20)

quando s > 3. Em 2010, Marques e Toghé [13] mostraram que se F?* +
F, ., for um ntmero de Fibonacci para infinitos n, entao s = 1 ou 2. Em
2011 este problema foi completamente resolvido por Luca e Oyono [10], onde
mostraram que a equagao (3.20) ndo possui solugdo para s > 3 em > 2. A
equagao (3.20) foi revista em um contexto mais geral em [9], mostrando que
as unicas solugoes da equacgao

F?f—i_ ;Lc—&-l:Fya

m
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para (m,n,z,y) inteiros positivos com y > 1 sdo (m,n,z,y) = (3,4, 1,3),

(4,2,3,2). Luca e Oyono [11] também estudaram as seguintes equagoes:
F;+F  =F' e F/'4+F ,=F,

onde encontraram que a unica solugao paran >3 e x # vy, é Fy + F? = F2.

Nosso objetivo principal é extender o resultado de Luca e Oyono em [10]
para k > 3, buscando solugoes para (3.20) neste caso. O resultado principal
deste capitulo da condicoes suficientes para que esta equagao Diofantina nao

possua solugao, como segue:

Teorema 3.2 Sejam m,n,k e s inteiros tais que 3 < k < min{m,logs}.

Entao a equagao Diofantina (3.20) nao possui solug¢ao.

O método utilizado segue os seguintes passos: Primeiro, usamos o re-
sultado de Matveev [15] sobre formas lineares em logaritmo para obter um
limitante superior para s em funcao de m. Em seguida, tratamos o caso
em que m é pequeno (m < 1394) usando o resultado de Dujella e Pethd [5].
Para tratar o caso m > 1395 usamos novamente formas lineares em loga-
ritmo para obter um limitante superior para s, agora em funcao de k, o que
combinado com a hipdtese k£ < log s da um limitante superior absoluto para
s. Para finalizar a demonstracao, usamos os Teoremas 1.6 e 1.7 para reduzir
o limitante para s, e entao, com uma verificacao computacional, concluimos
a prova.

Demonstracao do Teorema 3.2: Como na demonstracao do Teorema
3.1, vamos usar as estimativas de [2] para conseguir cotas superiores e infe-

riores para n em funcao de m e s:

° Odnfl > Fék) _ (F k))s + (Fékj-l)s > Oz(me)s + C((mfl)s

>af

——
Od(me)s (1 + as) > a(m71)37
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dain—1> (m —1)s, o que implicaem n > (m —1)s+1, e

° an—2 < F7(Lk) _ (F k))s + (FT:J)rl)s < a(m—l)s + qms

m

<ast!
(m—1)s s
a (1+a%)

ms+1
< « ,

onde usamos na tltima desigualdade que 1 4+ o® < a**!', que é uma con-

sequéncia de of(o — 1) > (7/4) x (7/4 — 1) = 22 > 1. Assim, temos

n € [(m—1)s+2,ms+ 2]. Agora usando (3.2), escrevemos

(E®)s 4 (F¥))s = FW = ga™t + B, (k)

m
que implica em

(EW ) — ga"t = (F®)* — B, (k) . (3.21)

m

Como | E, (k)| < 1/2, entdo (Ful,)* — gam ' € [(FW))* — 1/2, (FW)* +1/2],
e com isso o lado esquerdo da igualdade (3.21) é positivo, ja que (Féf))s >
1. Aplicando o valor absoluto em (3.21) juntamente com a desigualdade

triangular, obtemos
n— k S 1 S S
lgam ™ = (FL ) < 5+ (BW) < 2(F0)°
N k) s
Dividindo ambos os lados por (FT(H J)rl) )

n—1 Fr(rf) s
T - 1‘ <2 (W . (3.22)
(F )8 Fm+1

m+1

Vamos limitar superiormente o lado direito da desigualdade (3.22). Para tal,

usamos o fato que

FF —F®W 4 ¥ g —op® gk

m+1 = m mfk+£

-~

—F) gk

m—k
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Assim,
PO o) _ ph) JaG [0
%1 - (k) =2 m@)k =2-"® = wo (323)
Fm Fm Fm Fm—l—i_'“_'_Fm—k
Por outro lado, sabemos que Fr(fzk < F,(flkﬂ < ... < Fﬁzl, nos dando em
(3.23):
mil > 9 —mk 9 - >235165
£ kE®) k3
Portanto ®
EFy 1
—_— < —. (3.24)
k
Fn(@)rl 1.65
Usando o limitante (3.24) em (3.22), conseguimos nossa primeira desigual-
dade chave:
n—1
go 2
- 1< ) (3.25)
k s
(Fonia)’ 165

Para a primeira aplica¢do do resultado de Matveev (Teorema 1.3), tomamos
t:=3,v = Fﬁll Yo i=a ,y3:=g,eby :=—5,by:=n—1 b3 :=1. Assim,
consideramos

Ay = ga" (F) -1,

que é diferente de zero como ja haviamos observado ((F,(ﬁl)s —ga™ 1 > 0).
O corpo de nimeros algébricos que contém 7, 7, e 73 é K := Q(«), cujo
grau é D := [K: Q] = k. Para o valor de B, temos

max{|bi|, |bs], |b3|} = max{s,n — 1,1} = max{s,n —1} ,

mas como s+2 < (m—1)s+2 < n, entdo s < s+1 < n—1, donde podemos

tomar B :=n — 1. Agora, precisamos estimar as alturas logaritmicas h(71),

h(72) € h(7s).
Para h(v;), temos 0(71) = 1 e o coeficiente lider do polinémio minimal

de 7, é igual a 1. Dai

h(m) = h(FT(,?rl) = log Fr(,ﬁ)rl <log2™ =mlog?2 ,
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e temos que
<mlog 2

k
max{Dh(71),|log7i|,0.16} < max{kmlog?2, |log F,Elll|, 0.16} = kmlog?2 .

Assim, podemos tomar A; := kmlog 2.
Em h(v2), ja vimos que 0(72) = d(a) = k e que o coeficiente lider do

polindmio minimal de o também ¢ igual a 1, donde obtemos

ya) = hla) = 1 <1og<1> + 3" loglmax{Jai, 1})) — ke 082

onde usamos o fato de « ser a tunica raiz de ¥(x) que estd fora do circulo
unitdrio, ou seja, |a;| < 1 para i =2,...,k. Desta forma

<log2

—~
max{Dh(,), |logs|,0.16} < max{k((log2)/k),|logal|,0.16} <log2 ,

e podemos escolher As := log 2.
Para h(v;), denotando d(g) = d, ay pelo coeficiente lider do polinémio

minimal de g e g; os seus conjugados sobre K, temos

h(v3) = h(g) = %l (10g |aol + Zlog(max{|gi|, 1})> :

i=1
Primeiro, note que aplicando a conjugacao (sobre K) em g = g(«, k), obtemos
g; = g(ay, k) para todo 1 < i < k, e como, pela relagao entre g e «, sabemos

que [Q(«) : Q(g)] =1, temos d = k. Agora, considere o polinémio

k

o) =11 (- 535 )

i=1
Temos que G(x) € Q[x], pois

k

G)=[e—g)=a"+) oilgr..... 92"

i=1 =1
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e pelo Teorema 1.5 sabemos que 0;(¢g1,...,gx) € Q. Também temos que ayg
divide TTF_, (2 + (a; — 2)(k + 1)). Por outro lado,

ﬁ(2+(ai—2)(k+1)) f[(kJrl) (ki_'_l—kai_Q)‘
(5 )

=1
. (3.26)

onde usamos em (3.26) que Yy(z) = Hle(a: — ;). Afirmamos que [, (y)| <
max{y*, y*~1 4+ ... +y + 1}. De fato, observe que
|A— B| = max{A, B} —min{A, B}
< max{A, B} .
Desta forma
<2k <okb—liqoti=ok_1<2k

A~ - <
W) =" =+ y+ 1) <max{ y* , YT+ Hy+1 F <28,

e obtemos, usando a desigualdade anterior em (3.26), ja que 0 < 2 —2/(k +

1) <2,
k

T[]+ (@i = 2)(k + 1))

i=1
Dai, como ag divide ‘Hle(Z + (o — 2)(k + 1))‘ # 0, a desigualdade anterior

nos da um limitante superior para |ay|:

< (k+1)F2" .

k

[+ (i = 2)(k + 1))

i=1

lag| < < (k+1)2% = log|ag| < k(log(k-+1)+log2) .

Para k > 3, temos 2(k + 1) = 2k + 2 < k3, onde aplicando o logaritmo
obtemos 3logk > log(k 4+ 1) + log 2, e substituindo na desigualdade acima

conseguimos
log |ag| < 3klogk . (3.27)
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Encontrado o limitante para log |ag|, passamos a analisar o médulo de g; para
todo 1 <1 <k:

o Caso 2 < i <k:

Nestes casos, temos |a;| < 1. Com isso,

12+ (k+1)(cu — 2)| |(kE+1)(2 — ;) — 2|

<1

o
> (k+1)2—Jadl) —2
> (k+1)-2
= k—1>2.

Portanto, |2+ (k+ 1)(cy; — 2)| > 2. Assim,

Oéi—l <|O{Z|+1
24 (k+1) (s —2)| — 2

e Casoi=1:

Para o caso da raiz dominante, a, é imediato que |g| < 1, como podemos

ver
<2
= it L
I 9% kr1)(a—2) S
o2 21T
>—2k—1 2

onde usamos na tltima desigualdade o fato que k+1 < 2¥~1 para todo
k> 3.

Concluimos entao que max{|g;|,1} = 1 para i = 1,2,...,k, o que nos dé
para a altura logaritmica h(g) o seguinte limitante superior
=1
Wg) =+ |loglaol + ) log | max{|gi, 1}

i=1

1
< E(?)klogk;) = h(g) < 3logk .
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Assim, lembrando que 1/2 < g < 1, temos

<log2

—
max{Dh(vs),|logvs|,0.16} < max{3klogk,|logg|,0.16} = 3klogk ,

e podemos tomar A3 := 3klogk. Agora podemos aplicar o resultado de
Matveev (Teorema 1.3). Relembramos que o limitante inferior para |A;]

dado pelo Teorema 1.3 é dado por
|A1] > exp(—1.4 x 30" x t*% x D? x (1 +log D)(1 +log B)A; - -- A;) .
Deste modo, obtemos

Al > exp(—1.4 x 3037 x 3%% x k? x (1 +logk)(1 + log(n — 1))
X (3klog k)(log 2)(kmlog 2))
<2.064x 1011
= A1 > exp(—i.él x 30° x 5’:5'5 x (log 2)a><k4m
x log k(1 + log k)(1 + log(n — 1)))

<2logk
—
= [A| > exp(—2.064 x 10" x k*mlog k(1 + logk)(1 + log(n — 1))) .

Pelas estimativas para n vistas no inicio da demonstracao, temos que n >
(m—1)s+2 > 8, onde é vélida a desigualdade 1+ log(n+ 1) < 2log(n — 1),

e também por aquelas estimativas temos que n — 1 < ms + 1. Desta forma,

A1 > exp(—2.064 x 10" x k*mlogk(21log k)(21og(ms +1)))
= |A1] > exp(—8.256 x 10" x mk*(log k) log(ms + 1)) (3.28)

Combinando nossa primeira desigualdade chave (3.15) com a desigualdade
(3.28),

2
1.65%

> |A1| > exp(—8.256 x 10" x mk*(log k)?log(ms + 1))
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e aplicando o logaritmo em ambos os membros, conseguimos

= log2 — slog1.65 > —8.256 x 10" x mk*(log k)?log(ms + 1)
log 2 8.256 N ) )

B 101 % mk? (log k)21 !

s log 1.65 + Tog 1.65 X x mk*(log k)?log(ms + 1)

=5 < 1.39416.49 x 10" x mk*(log k)*log(ms + 1)
=5 < 16.7 x 10" x mk*(logk)*log(ms + 1) . (3.29)

Ja que m, s > 3, temos logm,log s > 1, donde
log(ms + 1) < log(ms)* = 2(logm + log s) < 4logmlogs , (3.30)

onde a ultima desigualdade é vélida pois, para x,y > 1, temos (supondo sem
perda de generalidade < y) que x+vy < 2y < 2zy. Assim, usando a relagao
(3.30) em (3.32) obtemos a seguinte desigualdade

s < 16.7 x 10" x mk*(log k)?(41log mlog s)

= li < 66.8 x 10" x mk*(log k)2 logm . (3.31)
0g s

Por hipétese, temos k < m, o que em (3.31) nos dé

% £66.8 x 10" x m(logm)? (3.32)
log s

Agora, vamos usar o seguinte argumento chave, mostrado por Luca e
Oyono [10]:

<A = z<2AlogA, (3.33)
log

para todo A > 3. Com efeito, primeiro observamos que a funcao x — x/logx

é crescente para todo x > e:

>0

d 1 1

d [z \ _logz 1oy

dzx \ logz (log x)
~——

>0
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Assim, se x > 2Alog A > e, entao, como esta fungao é crescente,
x 2Alog A 2Alog A

= A
log x ” log(2Alog A)  log(2log A) + log A =4
onde na ultima desigualdade usamos que 2log A < A para A > 3. Isso

contradiz nossa hipotese.
Como 66.8 x 10™ x m®(logm)? > 3, temos por (3.33) a seguinte desigual-
dade

s < 2x(66.8x 10" x m°(logm)?) log(66.8 x 10" x m®(logm)?)
= 133.6 x 10" x m°(log m)3(log 66.8 + 11log 10 +5logm + 3loglog m)

~~
<29.54

< 133.6 x 10" x m®(logm)*(29.54 + 5logm + 3loglog m)
N——

<logm
< 133.6 x 10" x m°(logm)3(29.54 + 8logm) ,
T ——
ou seja,
s < 4.7 x 10" x m®(logm)* . (3.34)

Dividiremos a prova em dois casos:
o (Caso 3 <m <1394:
Neste caso, como m < 1394, a desigualdade (3.34) nos d& um limitante

também para s, como vemos a seguir
5 < 4.7 x 10" x (1394)°(log 244)* = s < 6.75 x 10% .
Assim , obtemos limitantes para as demais variaveis k e n:

n<ms+2 = n<1394x6.75x10%4+2 = n <941 x 10° |
kE<logs = k<log(6.75 x 10**) = k< 77.

Também observamos que n < ms+2, nos da s > (n—2)/1394. Agora, tendo

em vista usar o método de reducao, defina

1
[y :=(n—1)loga —log (5) — slog FT(,ZZ)FI : (3.35)
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Entao, A; = e!'* — 1. Note que I'; é positivo, j& que A; é positivo, e temos
por (3.25),
O<Ii<el'—1=A<

1.65%
k)

Dividindo ambos os membros da desigualdade anterior por log Fﬁl 1, obtemos

1 1 2
0< n _osa a) —S5— —og(a(/€) < ————
log Ferl log Ferl 1.65¢ log Ferl
2

<
1.655
2 x (1.65)/13%

(1_65)n/1394
1 1 n
=0< n (ﬂ) —s— (M) < 2.01 x (1.65)" 1 .

log F; r(ri)rl log F; r(nJ)rl

(3.36)

Vamos aplicar o resultado de Dujella-Petho (Teorema 1.4), onde

log o log(a
g S 8 /g)’A:

=201, B:=(1.65)m9 .
log F, 751411 log F7§1k—&)-1

Ym,k =

Tome M = 9.41 x 10%. Seja gy m i 0 denominador do t-ésimo convergente

da fracao continua de 7,, ;. Para os calculos que seguem, usamos o software
Mathematica 9, em um OSX 10.8.4, 1.8 GHz Intel Core i5 com 4GB de

memoria, com as seguintes linhas de comando:

e O n-ésimo numero de k-bonacci:

Serie[k_]:=Series[x/(1-Sum[x~j,{j, 1, k}]1)
Flk_, n_]:=SeriesCoefficient[Serie[k], {x, 0, 1400}],n] ;

e O polinémio ¥ (z):

slx_, k] := x"k - Sum[x~j, {j, 0, k - 1}]
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A raiz dominante «, com 12000 casas decimais de aproximacao:

alphalk_] := x /. Last[NSolvels[x, k], x, 12000]] ;

O polinémio dominante g:

glk_] := (alphalk] - 1)/(2 + (k + 1)*(alphalk] - 2)) ;

Denominador do n-ésimo convergente da fracao continua de x:

DeFrac[x_, n_] := Last[Denominator[Convergents[x, nl]] ;

A funcao distancia entre x e o inteiro mais préximo, || z ||:
Near[x_] := Min[Abs[x - Floor[x]], Abs[Ceiling[x] - x]]

Entao, definindo no Mathematica as varidveis v, x:

gama[m_, k_] := Loglalphalk]]/Logl[F[k, m + 1]] ,

Hom

mi[m_, k_] := -Loglalphalk]/gl[k]]/Log[F[k, m + 1]] ,

qt,m k-
qlt_,m_,k_] := DeFrac[gama[m, k], t] ,
€ €tm,k-

Epsilon[t_, m_, k_] := Near[mi[m, k]*q[t,m,k]]
-9.41%107 (36) *Near [gama [m, k]*q[t,m,k]] ,

calculamos para 4 < m < 1394, e 3 < k < min{m, 77}:

Min[Table[q[700,m,k], {m, 3, 1394}, {k, 3, Min[m, 77]}]] ,

47
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M+1 N

donde obtemos que o menor valor de g7o0,m x ¢ maior que 6M, e
Min[Table[Epsilon[700, m, k],{m,4,1394},{k,3,Min[m,77]1}]] ,

retornando em aproximadamente 17 horas um valor maior que 1.8-107%9 ou
seja o menor valor de ezgpm x € positivo (o que ndo é verdade para €gopm,k)-
Assim, estao satisfeitas as condicoes do Teorema 1.4, donde nao existem

solugdes inteiras para (3.36) quando

10g<AQ700,m,k/€700,m,k)
max
3<k<TT 1Og B

| 3<m<1394

J <n <941 x 10%

log(2.01-2.1 x 1025/1.8 - 10~1%9)
log((1.65)1391)

J <n <941 x 10%

= 1515054 < n < 9.41 x 103 .

Portanto, temos n < 1515053, com isso, usamos que s < (n —2)/(m — 1)
para obter s < 757526 (pois m > 3). Também, como k < log s, conseguimos
k < 13. Efetuando uma verificacao computacional no Mathematica para os
valores 3 < m < 1394, 3 < k < 13, 21 < s < 757526 (pois s > ek > e3>
20.085...) e (m —1)s+2 <n <ms+ 2 com o comando

Catch[Do[{m,n,k,s}; If[Flk,m] s+F[k,m+1]"s == F[k,n],
Print[{m,n,k,s}]],{m,3,1394},{s,21,757526},{k, 3,13},
{n, (m-1)*s+2, m*s+2}]]

observamos que nao ha solugdes para a equagao (3.20) nestes intervalos, o

que conclui este caso.
o (laso m > 1395:

Defina
_ |Ba(®)ls

gam—l
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A desigualdade (3.34) nos d4,

|En(k)|s  (1/2)4662.65 x 10 x m>(logm)*
gamfl (1/2)am71
4662.65 x 10" x m®(logm)* 1

qm—1 Q(m—1)/2

m

(3.37)

= Xm

onde na ultima desigualdade usamos que

m—1

7\ 2 n—
4662.65 x 10'* x m®(logm)* < (Z) <a" |

para m > 1395. Em particular, y,, < o797 < (7/4)7%7 < 2.3 x 10730,
Analogamente,

- | E1 (k) |s _ (1/2)4662.65 x 10" x m®(logm)* _ 1
ml gamtl (1/2)am o=

onde também usamos que

e
4662.65 x 10 x m®(logm)* < (—) <oz <a? o,

para m > 1395. Agora, escrevemos

m

(F9) = (ga™ ! + B (k))" = g*am=bs (1 + Em(k)y : (3.38)

Caso tenhamos E,,(k) > 0, entao

=Xm
A

1< (1 + Em(k))s B (1 - M) < er(s|Em(k)‘/gam_l) < 142X

gam—l gam—

onde usamos que €* < 1+ 2z para 0 < x < 1.25.
Caso E,,(k) < 0, entao

(o ) o ) oo )

> 1—=2xm,
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onde usamos que log(1l — z) > —2x para 0 < z < 0.79.

Combinando essas duas tltimas desigualdades, conseguimos estimar o

m—1)s

quao (Frsf ))5 é bem aproximado por g*a! , COMO segue

o (F))s = gsq(m—Ds (1 + —E’"(’?) < g* a1+ 2x,)

ga™m=

= (Fr(rf:))s _ gsa(mfl)s < 2Xmgsa(m—1)s 7 (339)

° (F7(nk)>s — gs&(m—l)s <1 4 irrifi) > gsoé(mfl)s(l o 2Xm)
= (B — gsam=Ds 5 9y, gfalms - (3.40)
Portanto, (3.39) e (3.40) nos dao

’(F k))s . gsa(mfl)s‘ < 2Xmgsa(m71)s ’ (341)

m

e da mesma forma, obtemos
k S S _ . ms S _.ms
[(Fhh)” = g°a™] < 2xmi1g°a™ . (3.42)
Assim, voltamos a nossa equagao Diofantina (3.20) para obter

g Bu(k) = FP = (FP) + (FL)° = gha™ D 4 gam™

Q

+
k S S _ms
+ ((FR) = gam™)
donde,

jga™t = gfalm V(14 0)| < [(FF) - gralnb)

HIER ) = ga™)| + | En(k)]

1
< 2Xmgsa(m71)s 2Xmi19°a™” 9
e dividindo por ¢*a™?,

= |g1—san—(ms+1) o (1 + a—s)| <

+ 2Xm @ * 4 2Xma1
295ams

<

4 0.38Xm + 2Xmi1 (3.43)
2gsams
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onde em (3.43) usamos que o > (7/4)® > 5.35, daf 2/a® < 2/5.35 < 0.38.

ms

Agora, precisamos encontrar um limitante inferior para 2¢°a™® em termos

m—1

de a7z :

o 1\°¢ 7 2s 7 (71172)577"271
QQSOémS_T > 2 (5) X (Z) X (Z)
m—1
4 3 =
> 2 —9 X Z
32 4

3 607
> 2<@) X G) >3 x 10" > 10% |

onde (bm — 11)/2 > 607, para m > 1395. Usando este fato em (3.43),

juntamente com (3.37), obtemos

0.001  0.38 2 2.39
m—1 T~ m—1 m S w1 o

o 2 o 2 (0] o 2

|glfsan7(ms+1) . (1 + Ckis)| <

(3.44)

e aplicando a desigualdade triangular diminuida conseguimos nossa segunda

desigualdade chave:

2.39
|gl—san—(ms+1) . 1| — o < |gl—san—(ms+1) _ (1 + O_/_S)| < == (345)
o 2
1 2.39
= |gl—san—(ms+1) . 1| < — 4 ==
o o3
ou seja,
s n—(m 3.39
|gl sOén (ms+1) _ 1| < 7 s (346)
onde denotamos ¢ := min{s, %1}, Tendo em vista utilizarmos novamente
formas lineares em logaritmo, tomamos
Ay = gt sqn(mst) 1 (3.47)

mas antes disso, devemos mostrar que Ay # 0. De fato, se Ay = 0, te-

s—1

mos ¢*~ ! = " (mstl)

Conjugando esta identidade em Q(a) e tomando o
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produtério:
k k k n—(ms+1)
H(gi)s_l - H(%‘)n_(msH) = (H ai> = (_1)k(n—(ms+1)) ’

k

H(gi)s_l

=1

e (i)

i=1

Por outro lado, vimos ao limitar a altura logaritmica h(g) que |g;| < 1 para
todo 1 < i <k, eques—12>2, donde Hle lg;|°"' < 1, contradizendo a
igualdade anterior. Portanto Ay # 0.

Agora podemos usar o resultado de Matveev novamente. Assim, tomamos
t =2, A\ =9, Ay =aec :=1—38, ¢ :=n—(ms+1). Novamente,
K :=Q(a) e D := [K: Q] = k. Para escolhermos B > max{|ci|,|ca|} =
max{s — 1,|n — (ms + 1)|}, como n € [(m — 1)s + 2,ms + 2], primeiro

observamos que,

n>m-1)s+2 = n—(ms+1)>—(s—1)

n<ms+2 = n—(ms+1)<s—1,

portanto [n—(ms+1)| < s—1, e podemos tomar B := s—1. Como j4 foi visto,
h(g) < 3logk e h(a) < log2/k, dai escolhemos novamente A; := 3klogk e
As :=log2. Aplicando o Teorema 1.3:

|As] > exp(—1.4 x 30° x 2*° x k*(1 4+ logk)(1 + log(s — 1))
X (3klog k)(log 2))

<2logk

—
> exp(—3.87 x 10° x k*(1 + log k)(1 + log(s — 1)))
> exp(—7.74 x 10° x k*log k(1 + log(s — 1))) .
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Por outro lado, a desigualdade (3.46) combinada com esta ultima nos da

3.39
— exp(—7.74 x 10® x k*log k(1 +log(s — 1)))

= 10g3.39 —floga > —7.74 x 10® x k*log k(1 + log(s — 1))
log3.39  7.74

= [ < + x 10% x k*log k(1 + log(s — 1))
log log o
N——— ——
>0.55 >0.55

= [ < 219+13.9 x 10°® x k*log k(1 + log(s — 1))

= ( < 14x10° x K*log k(14 log(s — 1)), (3.48)

onde usamos para obter (3.48) que 14z > 2.19 + 13.92 para = > 22.
Caso ¢ = s, a desigualdade (3.48) se torna

s < 1.4 x 10" x E®log k(1 +log(s — 1)) ,
onde usando que k < log k, temos
s < 1.4 x 10 x (log s)*loglog s(1 +log(s — 1)) ,
que é valida apenas para s < 9.55 x 10%°.

No caso ¢ = (m—1)/2, usamos a desigualdade (3.34) em (3.48) para obter

1
mT < 1.4 x10° x k¥ log k(1 + log(4.7 x 10" x m®(logm)*))

= 1.4 x10° x K*log k(1 +1og 4.7 + 14log 10 + 5log m + 4loglog m)
< 1.4 x10° x k*log k(34.79 + 5log m + 4loglogm)

m—1

2(34.79 + 5logm + 4log logm)

<14 x10° x K*logk . (3.49)

Como m > 1395, temos que loglogm < 0.311logm, donde 34.79 4+ 5logm +
4loglogm < 34.79 4+ 6.24logm < 13logm, onde a tltima desigualdade

também é valida porque temos m > 1395. Observando também que m —1 >
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m/1.004 para m > 1395, obtemos em (3.49):

1 m

: 2.8 x 10 x K*log k
3% 1001 Togm — 28x 107>k log

< 3.7x10" x k¥ logk .
logm

Novamente por (3.33), obtemos m/logm < 3.7 x 10! x k*log k, dai

m < 2(3.7 x 101 x k*log k) log(3.7 x 10'° x k*log k)

=m < 7.4x10" xk*log k(log 3.7+ 10log 10 +3log k + log log k)
<21.34
< 7.4 x10" x klog k(24.34 4 3log k + loglog k)
<26log

= m < 1.93 x 10%k(log k)? . (3.50)

Usando mais uma vez a desigualdade (3.34), agora com (3.50), também conse-
guimos um limitante superior para s em funcao de k, o que nos d4 novamente

um limitante absoluto para s:

s < 4.7 x 10" x (1.93 x 10"E*(log k)?)°
x (log(1.93 x 10"%k3(log k)?))*
< 4.7 % (1.93)° x 10™ xk*(log k)™
1.26::1073
% (log 1.93 4 121og 10 +3log k + 2log log k)"
<;§29
< 1.26 x 10™ x k*(log k)'°(28.29 + 3log k + 2loglog k)*

TV
<25.5logk

= s < 533x10"™ x k’(logk)™ ,
donde usando que k < log s, obtemos

5 < 5.33 x 10" x (log s)°(loglog s)'* |
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que & valido apenas para s < 7.31 x 10'% nos dando &k < log(7.31 x 10'%) <
232.

Portanto, em qualquer um dos casos temos s < 7.31 x 10'® e k < 232.
Como estes limitantes ainda sao altos, e nao possuimos em ambos os casos
relagoes suficientes para limitar as demais varidveis (o que sé é possivel no
caso ¢ = (m — 1)/2), vamos usar um critério de Legendre (Teorema 1.6)
sobre os convergentes da fracao continua de um determinado nimero, com o
objetivo de diminuir esses limitantes.

Com a intengao de usar este método, voltamos a desigualdade (3.45) e

conseguimos, usando que s > 20 e m > 1394, o seguinte limitante:

1 2.39 1 2.39

-5

Defina,
[o:=(s—1) log(g’l) —(ms+1—n)loga .

Note que Ay = e — 1, daf como |Ay| < 1.38 x 1075, temos
138X 107° > Ay = 2 — 1| > |eT2| =1 = €™l < 1.38x107° +1. (3.52)
Ja que

1 2.39
Ty| < ell2leM™ 1] < (1.38x107°41)|Ag| < (1.38x107°+1) (_ + —)

as a(m—l)/Q

temos,

1 2.39
-1 -5
(s —1)log(g™") — (ms+1—n)loga| < (1.38 x 107° 4 1) (E_FW)

e dividindo por (s — 1) log «,

1 -1 1-— 1.38 x 107° + 1 1 2.39
og(g™) ms+1-mn| ( X +1) /1 N . (353)
o’ alm—1)/2

Observe que tomando s > 292, temos o® > (7/4)*? > 2.58 x 10%s e também,
param > 1395, temos a™~Y/2 > (7/4)%7 > 2 58 x 10%s, donde substituindo

<
log a s—1 (s—1)loga
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em (3.53) obtemos
(3.39)(1.38 x 1075 + 1)
2.58 x 108s(s — 1) log v
- 1

42 % 1067(s —1)2

Pelo Teorema 1.6, a desigualdade (3.54) implica que o numero racional

log(g™') ms+1-n
log s—1

log(¢g7') ms+1-n
log a s—1

(3.54)

(ms+1—mn)/(s — 1) é um convergente de S, = (log(g~'))/(loga). Sejam
[a(()k), agk), aék), ...] a fracdo continua de Sy e pgk) /q,gk) 0 seu t-ésimo conver-
gente. Suponha que (ms+1—n)/(s—1) = pgf)/qt(f), para algum t;. Entao
), para algum inteiro positivo di, ou seja, s —1 > qt(]’:)

s—1= qulf: . Por outro

lado, usando mais uma vez o software Mathematica, conseguimos que

min ¢ > 4.87 x 10" > 731 x 100 — 1 > 5 — 1,
ke{3,232}

portanto 1 < ¢, < 250, para todo 3 < k < 232. Também usando o Mathe-
matica, observamos que a;, 11 < max{agk)} < 4.15 x 10%7 | para k € {3,232}
et € {1,251}. Pelo Teorema 1.7, temos que

(k)

ms+1—n j2 1
B = =7 = 8= a5| > M2
q}fk (a/tk+1 + 2) (C.Ztk )
d2
> k
— 4.15 x 10%7(s — 1)2
1

= 15X 1057(s — 1)’
o que contradiz a desigualdade (3.54). Portanto, s < 291, donde k <
log 291 < 5.6, portanto k € {3,4,5}.
Para o passo final, voltamos & desigualdade (3.44), e a dividimos por

(1 + a~*) para obter,

2.39
n—(ms+1) 1—s —s\—1
|a g (1 +a ) 1’ < a(m—1)/2 (1 —|—Ofs)
—_——
>1
2.39
< (3.55)

(m—1)/2
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Agora, denote t :== ms+1—n. Usando a desigualdade (3.51), vamos encontrar

limitantes para ¢t em funcao de s:

g fat —1 < 1.38x107°
= (1—s)logg —tloga < log(l+1.38 x 107?)

>0.48 <1.38x107°
/_/H Ve % ~
I (s—1)logg™* log(l+1.38 x 107°)
log log o
—— ~—~—
<0.7 >0.55

=t > 068(s—1)—251x107°
= t > 0.68s—0.69 .

Também,

g ot =1 > —1.38x107°
= (1—s)logg—tloga > log(l—1.38 x 107°)

<0.7 >-1.39x1075
—— 7
L (s —1)logg™' log(l1—1.38x107°)
log log o
~—~— ~—~—
>0.55 <0.7

=t < 1.27(s—1)+1.9x107°
=t < 1275—1.26.

Portanto, ¢ € [|0.68s + 0.31], |1.27s — 1.26]]. Fazendo uma verificacdo com-

putacional para 20 < s < 291, 3 < k < 5 e t no intervalo obtido, encontramos

min {

o que contradiz o fato que m > 1394. Com isso, finalizamos a demonstragao

que

a—tgl—s

(1+a) 1)/

2.39
—1‘}>0.0003 = 5 > 0.0003 = m < 33,
o}

do teorema. -
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