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Resumo

O presente trabalho é uma introducao ao estudo de um grafo chamado
Degree Graph. Este grafo é associado aos graus dos caracteres de um grupo
finito no seguinte modo: os vértices sao os primos que dividem os graus dos
caracteres irredutiveis e dois vértices p,q sao conexos com uma aresta se o
grupo possui um carater irredutivel cujo grau é divisivel pelo produto pg. O
Degree Graph foi estudado inicialmente em grupos soluveis e apenas a pouco
teve seus estudos avancados para grupos nao soliveis. Donald L. White
completou o estudo para grupos simples em 2009 com o artigo ‘Degree Graphs
of Simple Groups’, onde ele descreve para todos os grupos finitos simples os
correspondentes Degree Graphs. Vamos neste trabalho mostrar estes estudos
para todos os grupos alternados, e alguns grupos simples lineares, simpléticos
e unitarios.

O principal resultado que vamos ilustrar em detalhes é o fato que, se
n > 9, o Degree Graph do grupo alternado A, é um grafo completo. Este
resultado usa uma conjectura de Alvis, provada por Barry e Ward.

Palavra chave: Conjectura de Alvis. Degree Graphs. Grupos simples.



6

Abstract

The present work is an introduction to the study of a graph called Degree
Graph. This graph is associated to the degrees of the characters of a finite
group in the following way: the vertices are the primes that divide the degrees
of the irreducible characters and two vertices p, ¢ are connected with an edge
if the group has an irreducible character whose degree is divisible the product
pq. O Degree Graph was initially studied for soluble groups and only recently
also for non soluble groups. In 2009 Donald L. White completed the study
for simple groups in the paper ‘Degree Graph of Simple Groups’, where he
describes for all finite simple groups the corresponding Degree Graphs. In
this work, we will illustrate these studies for all alternating groups and some
simple linear, symplectic and unitary groups.

The main result that we will describe in detail is the fact that if n > 9,
the Degree Graph of the alternating group A, is a complete graph. This
result makes use of a conjecture of Alvis, proved by Barry Ward.

Keywords: Alvis conjecture. Degree Graphs. Simple groups.
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Introducao

Na teoria de representacgoes, a tabela de caracteres irredutiveis de um grupo
pode fornecer muitas informacoes sobre o grupo, como por exemplo: se o
grupo é abeliano ou nao; se tem subgrupos normais e consequentemente se
o grupo ¢é simples, ou se o grupo ¢é solivel. Mas em particular, os graus
dos caracteres irredutiveis de um grupo também foram motivos de estudos
por diversos matematicos em relacao a um grafo chamado Degree Graph.
O conjunto de vértices deste grafo é o conjunto dos primos divisores dos
graus dos caracteres irredutiveis de um grupo finito G. Uma aresta liga dois
vértices p, g se existir algum grau de um carater irredutivel de G tal que pg
o divida. Inicialmente este grafo foi estudado somente para grupos soluveis,
e s6 depois desenvolvido para outros tipos de grupos. Vamos mostrar um
pouco desses estudos feitos em grupos nao abelianos finitos simples, pois em
grupos abelianos finitos simples (os grupos de ordens primas) esses estudos
nao sao interessantes devido o conjunto de vértices ser vazio.

Aqui destacamos alguns artigos no estudo dos Degree Graphs, que sao
eles:

e The Diameter of the Character Degree Graph [18], escrito por O. Manz,
W. Willems e T. R. Wolf em 1989;

e Diameters of Degree Graphs of Nonsolvable Groups [15], escrito por
Mark L. Lewis e Donald L. White em 2005; e

e Degree Graph of Simple Groups [21], escrito por Donald L. White em
2009.

Este dltimo artigo é um resumo completo dos estudos feitos durante anos por
White. Para os grupos alternados ele contou com a ajuda de uma conjectura
feita por D. L. Alvis em 1991 no artigo ‘Character Degrees of Simple Groups’
[1], produzido por ele Alvis e Barry. Esta conjectura diz existir um carater
irredutivel x do grupo alternado A, com n > 15, tal que todo primo p < n
divide x(1). Esta conjectura foi mostrada por Barry e Ward no artigo ‘On

9
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conjecture of Alvis’ em 2005. White também contou com a ajuda de outros
artigos, como por exemplo:

e The Character of the Finite Simplectic Grupos Sp(4, q) [20], escrito por
B. Srinivasan em 1968;

e The Character of the Finite Simplectic Groups Sp(4,q), ¢ = 27 [7],
escrito por H. Enomoto em 1972;

e The Character Table for SL(3,q), SU(3,q?), PSL(3,q) e PSU(3,¢?)
8], escrito por J. S. Frame e W. A. Simpson em 1973.

Estes artigos o ajuram no estudo dos Degree Graphs das familias de grupos
simples: Projetivo Especial Simplético PSp(4, q), Projetivo Especial Linear
PSL(3,q), Projetivo Especial Unitario PSU(3,¢?). Os outros grupos finitos
simples que veremos os estudos dos seus Degree Graphs é a familia de grupos
simples Projetivo Especial Linear PSL(2, q), que tem sua tabela de caracteres
irredutiveis, por exemplo, no livro ‘Group Representation Theory, part A’ [6],
escrito por Dornhoff em 1971, e os 26 grupos simples esporadicos que tém
todas as tabelas de caracteres irredutiveis mostradas no livro ‘Atlas of Finite
Groups’ [4], escrito por J. H. Conway, R. T. Curtis, S. P. Norton, R. A.
Parker, R. A. Wilson em 1985.

No primeiro capitulo desta dissertagao lembramos algumas informacoes
béasicas sobre a teoria de representacoes dos grupos finitos e, em particular,
dos grupos simétricos e alternados. No segundo capitulo, ilustremos em
detalhes a prova da conjectura de Alvis para depois aplicar este resultado
ao estudo do Degree Graph dos grupos alternados e simétricos. Na parte
final, descrevemos brevemente os Degree Graphs de outros grupos simples,
lineares, simpléticos, unitarios e esporadicos.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Este primeiro capitulo tem como objetivo introduzir todos os resultados im-
portantes que venhamos a precisar no decorrer do nosso trabalho sobre a
Teoria de Representagoes de grupos simétricos.

1.1 Representacoes e Caracteres

Seja IF um corpo e seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre F,
diremos neste caso que V' é um [F-espaco.

Definigao 1.1.1 (Representacao). Seja G um grupo e seja V. um F-espago.
Uma representacio de G em V € um homomorfismo de grupos ¢ : G —
GL(V), sendo GL(V) o grupo dos F-automorfismos de V. Neste caso, V ¢
chamado de um F-espaco de representacao de G e sua dimensao serd cha-
mada de grau da representacao .

Quando V for um F-espaco de representacao de G, denotemos por ¢, :
V — V a imagem p(g) € GL(V).

Observacao 1.1.2. Tomemos por V um F-espaco de representacio de G
com dimensao n. Denotemos por GL(n,F) o grupo das matrizes n x n inver-
stveis com entradas em F. Se firarmos uma base de V' podemos definir um
1somorfismo

Y : GL(V) — GL(n,F),

associando a cada automorfismo ¢ € GL(V) a sua respectiva matriz em
relacao a base considerada.

Entao, similarmente definimos representacao matricial da seguinte forma.

11



12 CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Defini¢ao 1.1.3 (Representacao Matricial). Seja G um grupo e seja F um
corpo. Uma representacao matricial de G com grau n sobre F é um homo-
morfismo de grupos ¢ : G — GL(n,F).

Assuma que V, W sdo F-espacos de representacoes de GG pelas seguintes
representacoes

0:G@—GL(V)ed:G— GL(W).

Diremos que ¢ e ¥ sao representacoes equivalentes se existir um isomorfismo
7:V — W tal que

Yy =Top,0o71 !, VgeQG.
Desta forma, duas representacoes matriciais de GG sejam elas
Y:G— GL(n,F)eé:G— GL(n,F),

sao representacoes equivalentes se existir uma matriz inversivel U € GL(n, F)
tal que
Y, =UEU ™ VgeQ.

Facilmente se observa que para duas representacoes matriciais obtidas do
mesmo F-espaco de representacao de G, por simplesmente mudando a base
considerada sobre [F, temos essas representacoes equivalentes.

Definicao 1.1.4. Seja ¢ : G — GL(V) uma representacio do grupo G.
Um subespago W C V' € dito G-subespago de 'V se o, W C W paraV g € G.

Tomemos W como G-subespaco de V', entao ¢ induzird uma representa-
¢ao de G em W. Denotemos essa representacao por ¢ |, .

Seja V' um F-espaco e sejam Uy, ..., U; subespacos vetoriais de V' com
dimensoes aq, ..., a;, respectivamente. Entao a soma destes subespagos seré
definida por

U1+"'+Ut:{u1+"'+ut’ uiEUicomlgiSt}.

Iremos dizer que a soma Uy + --- + U, sera direta, se todo elemento desta
soma, podera ser escrito de maneira tnica

U+ +uy, u; € Uy com 1 <4<t

Caso isto aconteca, denotaremos por U; @ - - - @ U, sendo a soma direta (neste
caso teremos que a dimensao da soma ¢ a soma das dimensoes).
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Definigao 1.1.5. Seja V' um F-espago de representacao de G obtido por
©:G— GL(V). Diremos que ¢ é

(i) Irredutivel, se os inicos G-subespacos de V' forem {0} e V;
(ii) Redutivel, se ndo for irredutivel;

(iii) Completamente redutivel, se V=V, @ --- @ V; onde cada V; para 1 <
1 < t, € um G-subespago irredutivel. Neste caso, escreveremos p =
P1@- - Dy sendo p; = ¢ |, para l < i <1 represenlagoes irredutiveis
de G.

Seja ¥ : G — GL(n,F) uma representacao matricial do grupo G sobre o
F-espaco V e seja W um G-subespaco de V de dimensao m. Diremos que 1)
é uma representacao redutivel, se existir uma matriz n x n inversivel C' com
coeficientes em F tal que Vg € G

C_l . /4/}9 . C =
0 --- 0
onde ¢ : G — GL(m,F)ef : G — GL(n—m,TF) sdo representacoes matriciais
de G, e o inteiro m nao depende da escolha de g.
A representagao ¢ é dita ser irredutivel, se nao for redutivel e serd com-

pletamente redutivel ou decomponivel, se existir uma matriz n x n inversivel
C' com coeficientes em F tal que Vg € G

$1(9) 0 0 - 0
0 d29) O -+ 0
C™-y(g)-C = : 0 .o = d1(9) ® -+ ® du(9),
: S ORI
0 0 - 0 oénlg)

onde ¢; sao todas representacoes matriciais irredutiveis de G.

Um dos principais resultados sobre a redutibilidade de representacoes é
devido a Heinrick Maschke que nos diz sobre determinadas circunstancias
que toda representacao é completamente redutivel.

Teorema 1.1.6 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo finito e seja F um
corpo de caracteristica que nao divide a ordem de G. Entao, toda represen-
tacao de G sobre F é completamente redutivel.
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Demonstragao. Ver [11] p. 4. O

Juntamente com a importancia da redutibilidade das representacoes, esta
o estudo dos tracos destas representacoes, pois neles ¢ possivel descobrir mui-
tas informagoes sobre o nosso grupo. Em particular, quando as representa-
¢oes sao irredutiveis.

Defini¢ao 1.1.7 (Carater). Seja ¢ : G — GL(n,F) uma representacao
matricial do grupo G sobre o corpo F. Defina 0 : G — F a funcao 0(g) =
tr(e(g9)), g € G. Chamemos 0 de cardter de G associado a representa¢@o
w. Quando ¢ for uma representacao irredutivel, entao diremos que 6 é um
cardter irredutivel.

Assuma ¢ : G — GL(n,F) como uma representagdo matricial do grupo
GG. Se 1) é uma representacao de GG equivalente a @, entao os caracteres de GG
associados as representacoes ¢ e 1 sao iguais. Isto porque o traco de matrizes
é invariante por conjugacao.

Denotemos por C o corpo dos nimeros complexos. A proposicao abaixo
nos mostra algumas propriedades sobre representagoes realizadas sobre o
corpo C. Além disso, a partir de agora nossos grupos serao sempre finitos.

Proposicao 1.1.8. Seja G um grupo. Entdo, as sequintes propriedades sao

satisfeitas:
(i) Ezistem r distintas representacoes irredutiveis o1, . .., p, de G sobre C
respectivamente, a menos de equivaléncia com graus ny = 1,ng, ..., n,,

onde r € igual ao numero de classes de conjugacao de G. Em particu-
lar, firamos por 1 a representacao obtida enviando todos os elementos
do grupo G para identidade 1c; essa representacao serd chamada re-
presentacao trivial de G

(i) |G| =14n3+---+n%
(iii) Cada n; divide |G]|.
Demonstragao. Ver [11] p. 5 — 17. O

Lema 1.1.9. Seja G um grupo. Assuma por ¢; : G — GL(n;,C) as repre-
sentagoes matricials irredutiveis de G e 0; seus caracteres associados. Entao,
as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(1) 6;(1) € o grau de p; e 0;(1) divide |G/;

(il) Vg € G, 0;(g9) é soma de raizes d-ésima da unidade onde d é a ordem
do elemento g. Em particular, 0;,(g) € um inteiro algébrico;
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Vg€ G, 0i(g7") = big);

(iii

(iv uma funcgao constante sobre as classes de conjugacao de G,

)
) 0

(v) Sew(g) =wi(g)@---©wilg), Vg€ G, entao 0(g) = 0i(g)+---+0:(9);
)

(vi) Sejam p; = [a,s] e p; representagoes matriciais de graus n; e n; res-
pectiwvamente. Definimos por

any; - G1pP;
©; ® ;= ‘ :

p1®P; -+ AnnPj

a representag@o de grau (n; - nj) obtido pelo produto de Kronecker de
pi e @;. Se para todo g € G, ¢(g) = ¢1(9) ® -+ ® @u(g), entao
0(g) = 01(g) -+ 6:(9);

(vii) Duas representagdes tém o mesmo cardter se e somente sao equivalen-
tes.

Demonstrag¢ao. Ver [11] p. 13 — 35. O

A partir de agora assuma que nossas representagoes serao realizadas sobre
C. Defina por Zrr(G) o conjunto de todos caracteres irredutiveis complexos
do grupo G.

Definicao 1.1.10. Seja G um grupo e seja f : G — C uma funcao. Di-
remos que f € uma funcao de classe de G quando f for constante sobre as
classes de conjugacao de G. Denotemos por FC(G) o conjunto das fungoes
de classes do grupo G.

Note que FC(G) é um C-espago com dimensao igual ao nimero de classes
de conjugacao de G. Note ainda que todos os caracteres de G sao de fato
fungoes de classes de G. Em particular, o conjunto Zrr(G) C FC(G).

Teorema 1.1.11. Seja G um grupo. Todo elemento ¢ em FC(G) pode ser
expressado unicamente na forma

Z a x, a, € C.

XEZrr(G)
Isto é, Zrr(G) é uma base para FC(G).

Demonstragao. Ver [11] p. 16. O
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Defini¢ao 1.1.12. Seja G um grupo e sejam @, elementos em FC(G).
Definimos em FC(G) o segquinte produto

(@, ¢) = |—é, > w(g)(g).
geqG

Destaquemos algumas propriedades deste produto:

(1) (Souqu})G = (¢7 QO)G;
(ii) (¢,%)e > 0 amenos que p(g) =0, Vg € G;

(iii) (a1 + agp2, V) = ar(p1, V) + az(p2, V) o
(iv) (@, b1t + batha) g = bi(ip, U1) ¢ + ba(ip,102) -

Entdo, com estas propriedades (, ), ¢ um produto Hermitiano no C-
espago FC(G).

Teorema 1.1.13. Sejam x e 0 caracteres do grupo G. Entao, as segquintes
propriedades sao satisfeitas:

(1) x € Zrr(G) <= (x; X)g = 1;
(i) Se x,0 € Irr(G) e § # x, entdo (x,0), = 0;
(iii) (0,x)g € um inteiro ndo negativo;
(iv) (0, x)e = (x,0)c-
Demonstracao. Ver [11] p. 20 — 21. O

Proposicao 1.1.14. Seja G um grupo e Zrr(G) = {x1 = la, X2, -, Xr}-
Entao, Irr(G) € uma base ortonormal de FC(G) com respeito ao produto

(7)6"

Demonstracao. A demonstracao segui dos teoremas 1.1.11 e 1.1.13. O]

Assuma 6 um carater do grupo G e Zrr(G) definido como na proposigao
acima. Entao, 0 = a;x1 + -+ + a;x, onde ay,...,a, € NU{0} e

(0. x)6 = Y ailxi: Xy)g = 4
=1

Se o produto for a; # 0, isto mostra que x; ¢ uma componente de ¢ com
multiplicidade a;. De certa forma, o produto (, ), nos fornece informa-
¢oes sobre componentes em comum existentes nos caracteres que realizam o
produto. Deste fato segue a seguinte defini¢ao.
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Definigdo 1.1.15. Seja Irr(G) = {x1 = 1, X2, - - -» X} € sejam 0 = a;x1 +
ceFapxy e =bixi + -+ bexe, com a;b; € NU{0}, caracteres do grupo
G. Defina por

0( )¢ = cixa + caxa+ -+ + o,
onde ¢; = min{a;.b;} .

Em palavras, a interseccao acima ¢é a soma das componentes comum entre
0 e v multiplicadas por ¢;.

Observacgao 1.1.16. Note que

T

(97 w)G = Z aibj(Xia Xj)G’ = Z CLzbZ

ij=1 i

Ao supormos (0,v), > 1, entio 0 e 1 possuem componentes em comum.
Agora se (0,1)g = 1, entdo 0 e 1) tém uma dnica componente irredutivel em
comum,; chamemos esta componente por x,. Neste caso, o valor de cs serd
exatamente 1, ou seja, o resultado de (Y = xs € um cardter irredutivel.

Assuma que ¢ : G — GL(n,C) é uma representagdo matricial do grupo
G e H < G. Denotamos por ¢ |, a aplicagao da representagao ¢ restrita
aos elementos h € H. Chamemos a fungao ¢ |, por ¢ restrita a H.

Definig¢ao 1.1.17. Seja G um grupo e H < G. Suponha ¢ € FC(H). Denote
por 0% a funcao de classe induzida para G definida por

1 o(xgr™), sexgr~'e H

0 (g) = TH]| Zgoo(mgmfl), onde ©°(rgr~ ') =
veG 0, se xgr~t ¢ H

Lema 1.1.18 (Reciprocidade de Frobenius). Seja G um grupo e H < G.
Suponha que 0 € FC(H) e p € FC(G). Entao,

<9G7 QD)G = (97 ¥ \LH)H
Demonstracao. Ver [11] p. 62. O

Proposigao 1.1.19. Seja G um grupo e H < G. Suponha ¢ um cardter de
H. Entio, ¢ é um cardter de G com grau |G/H|p(1).

Demonstragao. Tome x € Zrr(G), entdo x J,, € um carater de H e pelo lema
1.1.18

0 S <§0>X \I/H)H - (SDG7X)G'
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Segue do teorema 1.1.13 que ¢ & um carater de G, pois o produto acima é
um inteiro nio negativo. Ja o grau de % ¢é obtido por

¢ |H|Zso (xlz7") = ,H’Zw = |G/H|p(1)

zeG zeG

como queriamos. ]

Teorema 1.1.20. Seja G um grupo e H < K < G. Entao, as sequintes
propriedades sao satisfeitas:

(i) Se 1,02 € FC(H), entdo (1 + 2) = of + ¢5;
(i) Se ¢ € FC(H), entio (%) = %
(iii) Se e FC(H) e x € FC(G), entio x - 9% = (x 1, )
(iv) Sex € FC(G), entio (x L) = x - 1%;
(v) Se x € FC(G), entdo (X 4y, X +u)y = 06X - 15) -

Demonstra¢ao. No item (i) temos

(1 +92)%(g) = |H| Z P1+ p2)°(zgr ")
zelG
= oS i)+ il )
zeG

= ¢ (9) + 5 (9).

No item (ii), considere y um qualquer carater irredutivel de G. Segue da
reciprocidade de Frobenius que

(@)% X)e = (@™ x4 ) = (0. (x ) L) = (oo x L) = (09, X) 6

Segue da proposicao 1.1.14 que ()% = %,
No item (iii)
(x¢%) (9) = T Z °(xga!
zeG
= T ZX rgr ) (xgx")
zelG
= (xdu 9

No item (iv), x15 = (x 4, 1m) = (x +)""
No item (v), (x. x1%)g = 06 ()% e = O X da) e O
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Teorema 1.1.21. Seja G um grupo e H < G. Suponha x um cardter de G.
Entao

X s X L) S UGTH|(XX) 6

com a igualdade se e somente se x(g) = 0 para todo elemento g € G\ H.

Demonstragao. Ver [11] p. 28. O

Vamos agora voltar as nossas atengoes para quando o nosso subgrupo
H for normal em . Usaremos a notacao H < G para mostrar que tal fato
acontece.

Definigao 1.1.22. Seja G um grupo e H<G. Suponhamos que p € FC(H)
e definamos a funcao @9 : H — C por

©(h) = p(ghg™"), onde g € G e h € H.
Chamemos cada @9 por conjugado de ¢ sob a acao de G.

Lema 1.1.23. Seja G um grupo e H < G. Assuma que ¢, € FC(H) e
X € FC(G). Para x,y € G, as sequintes propriedades sio satisfeitas:

(i) ¢ € FC(H);
(i) (¢7) =™
(i) (¢",0") g = (@, 9) 5
V) O ) = (X s ©) s
(vi) ¢® € um cardter se também ¢ o for.
Demonstragao. Ver [11] p. T8. O

Quando tivermos ¢ € Zrr(H), entao todos seus conjugados distintos sob
a acdo de G sdo irredutiveis pelo item (iii) do lema acima.
Seja G um grupo e H < G. Defina para ¢ € Zrr(H)

Zo(p) = {g € Gl¢’(h) = ¢(h), Vh € H},

o grupo de inércia de ¢ sob a agdo de G. Observe que H < Z(G) < G e caso
Za(p) = G, diremos que ¢ é um carater G-invariante.
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Teorema 1.1.24 (Clifford). Seja G um grupo e H<G. Suponha x € Zrr(QG)
com 0 uma componente irredutivel de x |, e = 0,04, ...,0, seus conjugados
distintos sob a acao de G. Entao,

t
Xba=e) 0,
=1

ondee=(x1,,0)y-
Demonstracao. Ver [11] p. 79. O

Teorema 1.1.25. Seja G um grupo e H <G. Suponha que 9 € Zrr(H) e
T =Za(V). Agora defina por

A={ eDrr(T) [ (Y Ly, D)y # 0} e B={x € Zrr(G) | (X 14, 9)y # 0}
Entao,

(i) Se v € A, entio Y é irredutivel;

(i) A funcdo v — Y € uma bijecio entre os conjuntos A e B;

(iii) Se ¢ = x com ¥ € A, entdo 1 ¢ a unica componente irredutivel de
X 4, que estd em A;

(iv) Sey® = x com ¢ € A, entio (V¥ },,9)y = (X 44,9) 5.
Demonstragao. Ver [11] p. 82 — 83. O

Teorema 1.1.26. Seja G um grupo e H<G com |G/H| = p primo. Suponha
X € Zrr(G) e 6 uma componente irredutivel de x |, com 61 = 6,0,,...6,
seus conjugados distintos sob a acao de G. Entao,

(i) x4, € irredutivel ou;

¢
(i) x 4,= ZQ“ onde t = p.

i=1
Demonstracao. Ver [11] p. 85 — 86. O
Seja G um grupo finito e seja H < G nao necessariamente normal. Um

carater ¥ € Zrr(H) é dito ser estendivel a G se existir um carater y € Zrr(G)
tal que x {y= 1.

Corolario 1.1.27. Seja G um grupo e H<G. Suponha que |G/H|=p é um
primo e Y € Irr(H) é G-invariante. Entdo, ¥ € estendivel para G.
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Demonstracdo. Seja x € Zrr(G) uma componente de ¥, entdo pelo teorema
1.1.24, x |, = eV para algum e, pelo teorema 1.1.26 e = 1. Entao, x |,= v
e portanto 1 é estendivel para G. O

Corolario 1.1.28. Sob as hipdteses do teorema 1.1.26. Denote por Iy =
X €Zrr(G) | (x 44.0)y > 1}. Entao, seque que:

(1) Se acontecer o item (i) no teorema 1.1.26, entdo |Zy| = p;

(2) Se acontecer o item (ii) no teorema 1.1.26, entio 0¢ € Irr(G) e
0% = 0F para qualquer conjugado distinto de 0 sob a acdo de G.

Demonstracao. Segue do teorema 1.1.26, para todo y € Zy acontece o caso
(i) ou (ii).

Suponha que acontece o item (i) do teorema 1.1.26. Entdo 6 é estendivel
para G pelo corolario 1.1.27. Assim, 09 = Z x e ainda 09(1) = |G/H|-0(1).

X€Zg
Agora 69(1) = Y x(1) e (1) = x(1), logo 69(1) = Y _ x(1) = |G/H|-x(1)
X€ZLy XE€Ty

implicando |Zy| = |G/H| = p, provando o item (1).

Agora suponha acontecer o item (ii) do teorema 1.1.26. Entao x J,=
p

ZQZ- e consequentemente Zg(0) = H, pois H < Zg(0) e |G/Za(0)| = p.
i=1

Agora considere T = H no teorema 1.1.25, entdao ¢ é irredutivel e além
disso,

07 () = (0°(y) = > (09 (aya™)

1
’ ’ zeG

1 o 1
= mze(gw?ﬂ '), (gr)=z2€G
zeG
1 o
= EZQ(ZQZ 1)

zeG

= 0¢
para qualquer conjugado 6; de 6. Isto conclui a demonstracao. [

Definicao 1.1.29. Se H <G e x € um cardter de G/H, entdo o cardter x
de G que € dado por

x(g) = x(Hg) (g9€G)

¢ chamado o elevado de x a G.
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Teorema 1.1.30. Assuma que H<G. Associando cada cardter de G/H com
seu elevado a G, obtemos uma bijecao correspondente entre o conjunto de
caracteres de G/H e o conjunto de caracteres x de G que satisfazem H <
Ker(x), onde Ker(x) ={g € G| x(9) = x(1)} € o nicleo de x. Deste modo,
caracteres irredutiveis de G/ H correspondem aos caracteres irredutiveis de G
que tém H no seu nicleo.

Demonstragao. Ver [14] p. 169. O
Teorema 1.1.31 (Mackey). Seja G um grupo e H, K < G. Considere D o

conjunto completo de representantes das classes laterais duplas Hr K satisfa-

zendo G = U HxK uniao disjunta. Suponha ¢ sendo um cardter de H e ¥

zeD
um cardter de K. Defina o cardter 9 em K* por 9 (k) = 9(zkz™'). Entao,

(1) 0 du= Z Ca *LHan>H;

zeD
(2) (SOG’ 19G)G = Z (‘10 ‘LHQKI ) v \l/Hr‘lKI )mew'
zeD

Demonstragao. A demonstragao do item (1) é encontrada em [10] p. 218 —
219.
No item (2) utilizemos a reciprocidade de Frobenius e temos

H
(QDG>§G)G = (90719G \l/H)H = 907 (Z 191: \l/HmKI> =

zeD I

= <90 ASE Z v \LHHKI> =
HNKY

zeD

- Z (90 J/HmKﬂﬂ ’ 192: \LHﬁKl')HﬂK'T‘

zeD

Isto conclui o teorema. O

1.2 Propriedades do Grupo Simétrico S,

Seja 2 um conjunto finito de elementos. Uma permutacao 7 sobre o conjunto
) é uma aplicacao bijetiva 7 : @ — 2 que denotamos por

()
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O conjunto de todas permutagoes em () juntamente com a operacao de
composicao de aplicagoes formam um grupo. Este grupo é conhecido como
grupo simétrico e denotemos por Sg. Em particular, se Q = {1,2,...,n}
denotaremos Sq por S,.

Definigao 1.2.1. Sejam iy, is, ..., i, k > 1 inteiros distintos em {1,...,n}.
Uma permutacao o € S, € um k-ciclo se

U(il) = iz,U(’ig) = ’ig,...,O'(’ij) = ij+1, j <ke O'(Zk) =1
e fiza todos os inteiros distintos de iy, is, ..., ix. Escrevemoso = (iy,ia, ..., 1),
mas também podemos escrever o sendo (i, ..., 0k, 01), - vy (Gky@1y---y0k_1)

porém todas essas escrituras denotam a mesma permutacdo o.

Um elemento 7 € §,, é um ciclo se for um k-ciclo para algum k. Dois
ciclos o0 e 7 sao ditos disjuntos se ¢ fixa todos os pontos movidos por 7 e
vice-versa. Em particular, ciclos disjuntos sempre comutam.

06 eT =
2 6 a
)

Exemplo 1.2.2. Tome dois ciclos em S,,, 0 = (

1 23 456
1 24356
Observemos que o e T sao de fato ciclos disjuntos e

5 1 3

o1 = (152)(34)(6) = (34)(152)(6) = 70,
verificando assim que o e T comutam.

Teorema 1.2.3. Cada elemento m € S,, possui uma escritura como produto
de ciclos disjuntos m = TiTy...T;, onde T, sao ciclos em S, com T; e T;
disjuntos para © # j. Esta escritura serd unica a menos da ordem dos ciclos
Tk -

Demonstragao. Ver [13] p. 5. O

Aplicamos sobre cada k-ciclo o € S,, uma funcao que chamemos por signo,
definida por

sqn(o) = 1, se k é impar
g 1 =1, seképar

Agora considerando m = 7y ... 7; a escritura de 7 por ciclos disjuntos. Defina
por

sgn(m) = H sgn(Ti).
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Segue do teorema 1.2.3 que o valor de sgn(7) é bem definido, pois o compri-
mento dos ciclos que aparecem na decomposicao de ciclos disjuntos de 7w sao
unicamente determinados por w. Diremos que a permutacao m é par quando
sgn(m) =1 e impar quando sgn(m) = —1.

Exemplo 1.2.4. Vejamos exemplos de permutacoes pares e impares. Tome
as sequintes permutacoes jd escritas em ciclos disjuntos a = (134)(25) € Ss,
b= (1)(236)(4)(578) € Ss, ¢ = (47)(125)(63) € S; e d = (12) € Sy. Calcule-

mos o signo em a,b,c e d
sgn(a) = =1, sgn(b) =1, sgn(c) =1 e sgn(d) = —1.
Entao, as permutacoes b e ¢ sao pares e as permutacoes a e d sao impares.

Seja m = 7y ...7; a decomposicao de m em ciclos disjuntos. Denotemos
por Iy, 1 < s <t o comprimento do ciclo 7,. Chamamos o conjunto (com
eventuais repeticoes) {ly,ls,...,[;} por estrutura ciclica de 7.

Exemplo 1.2.5. Seja m = (2,5,11)(1,8,9,12,15,16)(3,4,10,7)(6,13)(14) a
decomposicao de m em ciclos disjuntos em Sig. A estrutura ciclica de ™ €
{3,6,4,2,1} e temos sgn(n) =1-(—1)-(=1)-(—-1)-1=—1.

Duas permutacoes m e 0 em S,, sao ditas do mesmo tipo se elas tiverem
a mesma estrutura ciclica.

Exemplo 1.2.6. Tome (123) e (132) permutacées em S3. Facilmente obser-
vemos que (123) e (132) sdo do mesmo tipo. Em particular, (123) e (132)
sao conjugados em Ss. Esta conclusao também seque do prozimo teorema.

Teorema 1.2.7. Dois elementos e f em S, sao conjugados se e somente
se forem do mesmo tipo em S,.

Demonstragao. Ver [13] p. 8 — 9. O

Definicao 1.2.8. Seja C = {C; = 1,Cy,...,C.} o0 conjunto das classes de
conjugacao de S,. FEscolhamos como nosso representante da classe de con-
jugacao Cr, um qualquer elemento cuja estrutura ciclica satisfazer Iy > ly >
-+« > 1. Em particular, denotemos por C(w) a classe de conjugacdo de um
qualquer elemento ™ € S,,.

Importante observar que a soma dos elementos da estrutura ciclica de um
qualquer elemento em S,, deve ser n.

Definigao 1.2.9. Seja n um inteiro positivo e {\1, Ag, ..., \i} uma sequéncia
de inteiros positivos tais que N\ + Ao + --- + Ny = n. Defina por
A= (A, Ae, ..., ) e diremos que é uma parti¢io de n, se \; < A\;i_1 com

2 <i<t. Caso X\ for uma particio de n, entdo a denotamos por \ = n.
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Duas particoes A - n e a F n sao dita distintas, se existe algum 7 que
satisfaca \; # «;.

Teorema 1.2.10. Denote por Par(n) o conjunto de todas as parti¢oes do
inteiro n > 1. Existe uma bijecao [ entre os conjuntos Par(n) e C.

Demonstragao. Adote por 7; o representante da classe de conjugacao C; como
na defini¢do 1.2.8 e considere sua estrutura ciclica sendo {ly,...,l.}. Entdo
definimos a fungao f : C — Par(n) por f(C(7;)) = (l,ls,...,1;). Verifique-
mos se f é a funcao procurada.

A funcao f é bem definida. Tomemos 7; e 7; dois representantes da mesma
classe de conjugacao C;. Segue do teorema 1.2.7 que 7; e 7; sao do mesmo
tipo em S, e portanto f(C(7;)) = f(C(7;)).

A funcao f éinjetiva. Sejam 7; e 7; representantes das classes de conjuga-
cdo C(7;) e C(7j) em S,. Suponha que f(C(r;)) = f(C(7;)) = A uma partigao
em Par(n). Entdo, 7; e 7; s2o do mesmo tipo em S, e segue do teorema 1.2.7
que 7; e 7; sdo conjugados. Portanto C(7;) = C(7;).

A funcgdo f é sobrejetiva. Suponha o = (ly,ly,...,[,) uma particio em
Par(n). Formaremos um elemento v € S, tal que f(C(vy)) = a. Vamos a
esta formacao:

e Compondo o primeiro [i-ciclo, os inteiros de 1 a [;. Denotemos este ciclo
porv1 = (1,2,...,11);

e Compondo o segundo ly-ciclo, os inteiros de [; + 1 a (I; + [3). Denotemos
este ciclo por vo = (I1 + 1,11 + 2,..., 11 + 12);

e Compondo nesta forma até o r-ésimo [.-ciclo, formado por inteiros de
(h+lb+---+lL 1+ a(ly+l+---+1_1+1). Denotemos este ciclo por
Yo=U1+lb+ -+l + L+ lo+ L +2, e+ o+ ).

Facil ver que v = 7172 ---7v- € produto de ciclos disjuntos em &, e
f(C(y)) = a. Como 7 satisfaz a defini¢do 1.2.8 concluimos que f é sobreje-
tiva. Isto mostra que a fun¢do f é a bije¢do procurada entre C e Par(n). O

Segue do teorema acima que cada classe de conjugacao C; em S, corres-
ponde a uma tnica particdo A em Par(n). Neste caso, diremos que \ é a
parti¢ao associada a C;.

A cada partigdo A = (A\q, -+, A.) F n iremos associar uma tabela que de-
notemos por 1), constituida por caixas alinhadas horizontalmente, vertical-
mente sendo justificadas & esquerda, satisfazendo as seguintes propriedades:

e A linha 1, terd \; caixas;

e A linha 2, terd Ay caixas;
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e ...
e A linha r, terd )\, caixas.

Exemplo 1.2.11. Seja A = (4,3,3,2,2,1) uma particao do inteiro 15. Sua
tabela associada é

| — 4 caixas
— 3 caizas
— 3 caizas
— 2 caixas
— 2 caixas

— — 1 caiza

Tuzs221) =

Para A\ F n e T) sua tabela associada, iremos denotar por (73)! a sua
tabela originada da transposicao de linhas em T3 por colunas, da seguinte
maneira;:

e linha 1 de T} sera coluna 1 de (7))
e linha 2 de T} sera coluna 2 de (T))%;
o ...

e linha r de T) sera coluna r de (7))

Entéo é possivel associar a tabela (T))" uma sequéncia \' = (A}, ... L),
onde ! ¢ igual a quantidade de caixas na coluna i. Veja que ' é de fato
uma particao de n e chamemos por particao transposta de A. Além disso, os
valores das suas componentes A\! podem ser calculados facilmente sendo

S VAR

Uma particao ) é dita auto-associada se e somente se A = \!. Neste caso,
obviamente temos Ty = (T))".

Exemplo 1.2.12. Seja a particio A = (3,1,1) do inteiro 5. Entdo sua tabela
associada €

Tiza1) = || além disso (Ty)" =

Isto 6, \' = (3,1,1) = X\ e portanto \ € auto-associada.
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Exemplo 1.2.13. Na tabela do exemplo 1.2.11

(T3)" =

e a parti¢do transposta de A é \' = (6,5,3,1).

Observacao 1.2.14. Assuma que X\ = n € auto-associada. Suponha que
A= (A, A2, A) e XE= (A AL LU AL). Observe que o nidmero de colunas
em Ty é N\ = |{j | \; > 1}| =1, ou seja, exatamente o nimero de linhas de
Ty. Entao, o nimero de linhas e colunas na tabela associada T\ sao i1quais.

Agora em cada tabela associada T\ de uma qualquer particao A\ F n,
coloquemos no interior de cada caixa um inteiro de 1 a n sem repeticoes,
satisfazendo as seguintes propriedades:

e A ordem desses inteiros devem ser crescente nas linhas de esquerda para,
direita;
e A ordem desses inteiros devem ser crescente nas colunas de cima para

baixo.

Denotaremos essa nova tabela por Ty e chamaremos de tabela standard de
A. Observe que possivelmente existem para cada particao de n, distintas
tabelas standards.

Exemplo 1.2.15. A tabela do exemplo 1.2.11 podemos associar diversas ta-
belas standard, por exemplo duas delas sao

1[3[4]6] [1[2[3]5]
2|57 1168
81910 dEIn
1113 ¢ 1012
215 13[4

11 15

A partir de cada tabela standard, iremos dar origem a um subgrupo de
S, construido da seguinte forma. Considere X\ = (A1, Ag,..., \,) F ne TP
uma tabela standard e defina o seguinte subgrupo

S,\:SN1XSN2X"'XSN,,,,

onde N; = {inteiros da linha i} e Sy, o grupo de permutacoes realizadas
sobre N;. Chamemos S) de subgrupo de Young associado a particao .



28 CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Vemos que a cada particao A = n podemos associar varias tabelas stan-
dards, consequentemente distintos subgrupos de Young, porém todos esses
subgrupos sao conjugados em S,,. Logo para nossa teoria de representagoes
em S, subgrupos de Young possuem o mesmo caréter.

Entao para nossos estudos seguintes é necessario o conhecimento de ape-
nas um unico subgrupo de Young para cada particao de n.

Exemplo 1.2.16. No exemplo 1.2.15, associamos os sequintes subgrupos de
Young

52473,372,271) = 5{1,3,4,6} X 5{2,5,7} X 5{8,9,10} X 5{11,13} X 5{12,15} X 5{14} e
52,4,3,3,2,271) = 5{1,2,3,5} X 5{4,6,8} X 5{7,9,11} X 5{10,12} X 5{13,14} X 5{15}-
Seque do teorema 1.2.7 que os subgrupos de Young S£4’373’2’271) € 52/473’3’272’1)

sao conjugados em Sis.

Seja A F ne Sy, <&, um subgrupo de Young associado a A\. Sempre
podemos determinar pelo menos dois caracteres lineares (caracteres de grau
1) em S):

lg, S —=C onde 1, (m) = 1

S

gg, 1S = C onde ¢, (m) = sgn(m),

conhecidos por carater principal e carater signo respectivamente.
Tome Sy e Syt subgrupos de Young associados as particoes A e sua trans-
posta AL. Considere D um conjunto completo de representantes das classes

laterais duplas S\7Sy: onde S,, = U SymSyt. Segue do teorema 1.1.31 que

weD
15n 55"> = E (1 et )
<5A’ Sxt /) s, €D R iSAQ(SA”ﬁ’ Izt isk“(sv)ﬂ SAN(Syt)™
™
- S (1 e ) 1.1
WED( SANERT? TSNS SAN(S,t)™ ( )

onde denotamos por (Sy )™ = Syt

Por serem caracteres lineares em S, 1 syns,m € Esynes,r Acima, conti-

nuam sendo irredutiveis. Ja o resultado em (1.1), depende apenas de quando

— : ~ T A .
1Sm<skm = €5 s, Agora como a interse¢ao Sy N (Sx)™ é o produto direto

de grupos de permutacoes, entao estes dois caracteres irredutiveis 1 T
>\,

ec sao iguais se e somente se Sy N (Sy)™ = {1}. Portanto em (1.1)

SAN(S\e)T™
Sn Sn _
(1%,55%)&1 — ) 1. (1.2)

{reDISAN(S,e)"={1}}
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Logo nosso trabalho em determinar (1?’; , 5§?> , Tesume-se a saber o nlimero
X/ Sy

de classe laterais duplas SymSy: com a propriedade Sy N (Sy)™ = {1}.

Definigao 1.2.17. Sejam A = (A, Ay, ..., A\ Fnea=(a,a,...,a5) F
n. Defina por Aé o conjunto das matrizes n X n satisfazendo as sequintes
condicoes:

(1) Suas entradas possuem somente 0 ou 1;

(2) A soma das entradas da primeira linha serd Ay, da sequnda linha serd
Ao assim até r-ésima linha somando \,;

(3) A soma das entradas da primeira coluna serd oy, da sequnda coluna
serd oy até a s-ésima coluna somando o.

(4) Todas outras linhas e colunas devem ter somas de entradas iguais a 0.

Exemplo 1.2.18. Sejam A\ = (2,1) e a = (1,1, 1) particées de 3. FEntdo,
Ag = {Al, Ag, Ag} onde

110 101 011
Ai=|00 1], 4=[010]|cA={100
000 000 000

Teorema 1.2.19. Sejam A = (Ay,...,\) F nea = (a,...,a5) F n.
Considere Sy e S, seus subgrupos de Young respectivamente. Entao o nimero
de classes laterais duplas S\xmS, com a propriedade S\NwS,m~! = {1} € igual

a |A}].

Demonstragao. Ver [13] p. 20. O
Vejamos alguns exemplos aplicando o teorema 1.2.19.

Exemplo 1.2.20. No exemplo 1.2.18, comprovamos o resultado |A)| = 3.

Exemplo 1.2.21. Sejam A = (2,1,1) e a = (2,2) particoes de 4. Entao
|AX| = 2, sendo as matrizes

1100 1100
1000 0100
A=1lg 100 ¢“2=|1000
0000 0000
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Exemplo 1.2.22. Veremos agora um caso especial para esse calculo. Consi-
dere A = (3,2) e a = (2,2,1) = X partigoes de 5. Afirmamos que |A}.] =1,
isto €, veremos que eriste apenas uma matriz A satisfazendo a definicao
1.2.17.

Seja A € A esta nossa matriz, vamos a formagdo dela. Necessariamente
teremos:

e Na primeira linha, a soma das entradas deverd ser 3. Mas a parti¢cao
a possui apenas trés componentes, logo a unica op¢ao € colocar todos
0s 1's nas colunas 1 a 3. Entao a primeira linha de A ficard assim

[1 110 0];
e Na sequnda linha, a soma das entradas deverd ser 2. Entretanto, az = 1

e este 1 jd estd na coluna 3 da linha 1, logo a unica opgcao € colocar
todos 0s 1's nas colunas 1 a 2. Entao a sequnda linha de A ficard assim

[1 100 0];

e Nas linhas 3,4 e 5 devemos colocar todas entradas 0's.

Veja que existe A, porém foi formada sendo tinica. Portanto |A}| =1 sendo
esta matriz

A:

S O ==
S O ==
oSO O
O O OO

Observacao 1.2.23. Veja que os 1's da matriz A foram colocados de acordo
com a forma de sua tabela associada T(39) e completando a matriz A com as
outras entradas sendo todas 0's.

Proposigao 1.2.24. Sejam A = (A,..., M) Fnea=(a,...,a5) Fn. Se
M = q, entio |A)| = 1.

Demonstragdo. Temos que A) # (), pois podemos construir uma matriz
A € A). Entretanto, veremos que A é tinica. Vamos a essa construcao.

Temos que A\; = s e a; = |{j | \; > 1}| =r, por A ter r componentes e
a ter s componentes. Desta forma a linha 1 e coluna 1 de A ficam assim,

1— 1
r— 1 [1 -~ 1 0 - 0]
r+1 0 ¢ 1 -+ s s+1 -+ n °
n— |0 ]
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Vamos para a linha 2. Sabemos que A\ < A = s. Suponha que
Ao = s, entao a linha 2 fica assim

[1 e 1 0 0]
1« s s+1 -+ n

Se Ay = 51 < s, afirmamos que todos os 1's da linha 2 deverao ser colocados
nas colunas 1 a s1, ou seja, todas colunas em s; + 1 a s s6 conterao 0's, pois
a soma das entradas na linha 2 devera ser Ay = s;. Suponha que exista uma
coluna z com 1 <1 < sy, tal que nesta coluna a entrada seja 0. Entao existira
uma coluna p com s;+1 < p < s, tal que nesta coluna a entrada seja 1. Neste
caso a, = [{j | A; > p}| > 2 por ja existirem 2 linhas com 1’s na coluna
p. No entanto, para todo j > 2 nenhum \; > p porque A\, < ... < Ay < p,
contradizendo a;, > 2.

Fazendo esse processo até a linha r, obtendo que os 1's da linha r devem
ser colocados todos nas colunas 1 a A,. Desta maneira a matriz A terd a
seguinte forma

[l coe e e e e T 0 e 07— N
S | B | B R Vi
T 0 N | [ W

colocando os 1’s a mais esquerda possivel em cada linha, ou seja, os 1's da
matriz A terd a forma da tabela associada T). Além disso, a matriz A é a
Ginica a satisfazer a defini¢do 1.2.17 e portanto |A)| = 1. Concluindo assim
a demonstracao dessa proposicao. O

Segue da proposi¢ao 1.2.24 que na formula (1.2)

15,5 ) =1
<S>"€Sxt s,

De imediato pela observagao 1.1.16 feita na secao anterior, existe uma tnica
3 z S'n Sn
componente irredutivel em 13" ﬂgsﬂ.

Definicao 1.2.25. Seja A+ n. Tomemos por Sy e Syt subgrupos de Young
associados as particoes X\ e \' respectivamente. Defina por x» a inica com-
ponente trredutivel em 1‘;;1 ﬂsgzt sendo o cardter irredutivel associado a .

Consequéncia da definicao acima, y,t é o carater irredutivel associado a

particao A\! sendo obtido como componente irredutivel em 1‘39" N 6‘3”'.
At A
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Teorema 1.2.26. Seja n > 1. Entdo {x» | A F n} € o conjunto completo
dos caracteres irredutiveis de S,,.

Demonstragao. Ver [13] p. 52. O
Vamos agora a determinar qual é o grau do carater x,, A n.

Definicao 1.2.27. Seja A - n e T sua tabela associada. Defina por h;\’j um
numero natural localizado em Ty na linha © coluna j sendo

hij = (0 n® de linhas a baizo de i) + (o n® de colunas a direita de j) + 1

O valor hg\J» ¢ chamado de comprimento de gancho. Em particular, se
hz’»\J- = q chamemos hz’-\J por g-gancho. Coloquemos agora no interior de cada
caixa de posigao (i, 7) em T} seu respectivo comprimento de gancho hﬁj. De-
notemos esta tabela por H, e chamaremos por grafico de ganchos de A\. E
importante ressaltarmos uma propriedades em H,: os inteiros serao estrita-
mente crescente nas linhas da direita para esquerda e nas colunas de baixo
para cima. Nosso préoximo capitulo usard muito o grafico de ganchos, mas
neste sua necessidade resumi-se apenas em determinar o grau de x.

Exemplo 1.2.28. No exemplo 1.2.11, seu grdfico de ganchos é

1]

4
2
1

Huz3221) =

|P—‘OO>J>©\]CO
=N O

Teorema 1.2.29. Seja A\ - n. Considere x o cardter irredutivel associado
a A e Hy seu grafico de ganchos. O grau de x € dado por

n!
0,J
i?j

Demonstracao. Ver [13] p. 56. O

Exemplo 1.2.30. No exemplo 1.2.28, seque do teorema 1.2.29 que o grau de
X(4,3,3221) €

(1> 15! 15!
X(4,33,2,2,) (1) = 433221)  0.72.0.5.43.92.14
[, 1T 9.7 6.5-48.22-1

i7j

= 128700.
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Segue do teorema 1.2.29 que no grupo S,, os Unicos caracteres lineares
sdo os caracteres associados as particoes A = (n) Fne X = (1,...,1) F n.
Deste modo, x\ = 1s, ou x» = €5, € 0 mesmo caso para x . Porém segue da
definicao 1.2.25 que x) = 1s, ﬂg‘sg"t = 1g, e com isso yxt = 1‘;; Nes, =€s, -
Portanto x () € X(1,..,1) 880 em S, Aos respectivos caracteres principal e signo.

Importante observarmos que a propriedade x = €5 - x» ¢ valida para os
caracteres lineares, entretanto nao resume s6 a eles como mostra o préoximo

teorema.

Teorema 1.2.31. Sejam A - n e x\ seu cardter irredutivel associado. Entao,
Xat = €5 " XA

Demonstragao. Segue do teorema 1.1.20

Sn
1S . — Sn
S <5Sn s, 1SA) =ege
Sn
S _ . — 15n
Csn gskt o (68" \Lsxt 85»&) o 15)\157

utilizando os fatos de y, = 15" (&% e e, ser um carater linear
Sy S)\t Sn

Sn . _ ~Sn
E:Sn 15')\ - E:Sn XA _'_ e - 85')\ €

Sn _ 1S
€s, €' = Es, Xat ... =17,

At

entao eg - xXx = 5‘3: N 1?; = Xat- Portanto xxe = €, - xa. Concluindo a
demonstracao do teorema. O

Vemos pelo teorema acima que os caracteres y, e yxt diferem apenas pelo
signo, ou seja, em elementos pares de §,, ambos caracteres sao iguais.

Definicao 1.2.32. Seja n um numero natural. Defina para n > 2 o grupo
A, ={rm €S, | sgn(r) = 1}. Em outras palavras, A, ¢é o conjunto das
permutacoes pares em S, € o chamaremos por subgrupo alternado de S,,.
Agora paran =1, §; = A} = {1}.

E bem conhecido que A,, ¢ um subgrupo normal em S, e para todo n > 2,
180/ An| = 2, isto &, |A,| = 2.

Lema 1.2.33. Considere A\ = n e x seu cardter irredutivel associado. Entao,
Xa da, = Xt Lo, para todo X € Par(n). Alem disso, se 0 € Irr(A,) € uma
componente do cardter xx |, , entdo acontece uma das seguintes opgoes:

e 0 é S, -invariante;
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e 0 possui apenas dois conjugados distintos, 6 e 002 . Além disso, o grupo
de inércia s, (0) = A,.

Demonstragao. Segue imediato do teorema 1.2.31 que x |, = x|, para
todo A € Par(n).

Agora para qualquer 0 € S, \ A,, 0 = (12)w com w € A,. Assim, para
qualquer r € A, e 0 € S,

6° (1) = 019 (1) = A((12) wrw1(12)) = 61 (7).
€ An

Desta forma, ou 0 é S,-invariante ou entdo Zs, (6) = A, pois (12) ¢ A,.
Neste caso, 6 e #1?) sio os tinicos dois conjugados distintos de 6 por aplicacio
do teorema 1.1.26 item (ii) e p = |S,,/Zs, ()| = 2. O

Veremos com o proximo teorema, sob quais condi¢oes a particao \ +
n terd seu carater irredutivel associado y, ainda irredutivel no subgrupo
alternado A,,.

Teorema 1.2.34. Seja n > 21. Considere A\ = n e x seu cardter irredutivel
associado. Suponha que 0 € uma componente irredutivel de xx |, . Entao,

(1) Se X # X, entao xx L, = X Lo, = 0 € irredutivel e 05" = X\ + Xt;
(2) Se X=X, entao x|, = xn 1, =0+ 612) ¢ 95 = y,.

Demonstracao. Segue do teorema 1.1.26 juntamente com o lema 1.2.33 as
seguintes opcoes:

1) xx o, = xoe L, = 0 & irredutivel ou;

(i) X da, = X0t by, = 0+ 012,

Defina por Zy = {xa € Zr7(Spn) | (Xa +4,,0); = 1}
No item (1), A # A'. Entdo, x # x pelo teorema 1.2.26. Se acontece
o caso (ii), isto &, xx 4. = xar 4, = 0 4+ 01, segue do corolario 1.1.28 que

g5 = (0(12))8" ¢ irredutivel. Como, por Frobenius,

(0, 05")s, = 1= 0o, %),

entdo 5" = yx = xa, contrariando a nossa hipotese de A # \'. Portanto
Xx du,= Xat by, = 0 & irredutivel em A,. Além disso, segue do corolario

1.1.28, |Zy| = 2 e portanto #5" = Z Xa = Xx T Xxt-
Xa€ZLy
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No item (2), A = A". Entéo, y, = xxt pelo teorema 1.2.26. Se acontece o
caso (i), isto &, xa |, = xat |, = 0, entao

1= (X)\ \LAnaXA \LAn)An < |Sn/"4n|(X>\7X>\)Sn =2.

Segue do teorema 1.1.21 que para algum g € S, \ A, temos xa(g) # 0.
Entretanto, pelo teorema 1.2.31 segue que xx = x» - €5 € portanto

xa(z), sexe€ A,
Xat(z) = )
—xa(z), sex ¢ A,

Como xa(g) # 0 para algum g € S, \ A,, entdo y, # xat contrariando a
hipotese de A = X' e portanto xx |, = xx |, =0+ 612 Além disso, pelo
corolario 1.1.28 segue que #5» = (9(12))% = y\. Concluindo a demonstracio
do teorema. [

Sabemos que o conjunto Zrr(S,) é realizado sobre o corpo C, mas mos-
traremos agora que de fato Zrr(S,) ja é realizado sobre Z (anel dos niimeros
inteiros).

Definicao 1.2.35. Sejam G um grupo finito e C; uma classe de conjugacao
de G. Denotamos por Q o corpo dos niimeros racionais e faremos as sequintes
definicoes:

o C; € dita classe real se ¥ g € C; seu inverso g—! € C;;

e Um qualquer cardter x € Zrr(G) € dito real se x(9) = x(9), Vg€ G
ou racional se x(9) € Q, V g € G.

Seja L uma extensao finita sobre corpo K. Um elemento a € L é separavel
sobre K se « é algébrico sobre K e o seu polindmio minimal p(z) é separavel
(nao possui raizes miltiplas). A extensdo L é dita separavel se todo elemento
a € L é separavel.

Uma extensao L de K diz se o corpo de decomposicao de um polinémio
p(x) € Klz] se for o menor corpo onde p(z) se decompdes num produto de
termos de grau 1. Podemos denotar por L = K(ay,...,a,), onde ay, ..., a,
sao as raizes de p(z) em L. A extensdo L é dita normal se para todo polinémio
irredutivel p(x) € K|x] que possui uma raiz em L, L contém seu corpo de
decomposicgao.

Dizemos que L é uma extensao de Galois de um corpo K se L é uma
extensao de dimensao finita, normal e separavel sobre K.

Seja L uma extensdo de Galois de um corpo K e seja p(x) € K[z] um
qualquer polindbmio que tem L como seu corpo de decomposicao. Indexemos
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a L um grupo que tem a agao de permutar as raizes de p(z) € L e fixar todos
os elementos de K. Este grupo é conhecido como grupo de Galois e iremos
denota-lo por Gal (L/K).

Lema 1.2.36. Seja G um grupo finito e sejam {C,,C,,...,C.} suas classes
de conjugacao e {x,, Xy, ---, X, } Seu conjunto completo de caracteres irredu-
tiveis complexos. Seja A um grupo com acao de permutagoes sobre estes dois
conjuntos. Assumindo que:

(1) Para cada o € A e cada i, C{* é algum Cj;
(2) x%(g9) = x,(g%) para todo g € G, a € A e todo i.
Entao,

(i) Para qualquer o € A, o nimero de classes de conjugagoes fixadas por
a € igual ao niumero de caracteres irredutiveis firados por «;

(ii) O namero de drbitas de A em {C,,...,C.} €igual ao nimero de drbitas

de A em {x,,...,X,}
Demonstragao. Ver [6] p. 67. O

No lema acima a priori precisamos somente que o corpo em questao con-
tenha todos os caracteres irredutiveis do grupo GG, mas sem perda de gene-
ralidade podemos sempre assumir nossos caracteres sendo realizados sobre

C.

Lema 1.2.37. Assuma que K € um corpo de caracteristica zero e G € um
grupo finito. Seja L O K uma extensdo de Galois e o corpo de decomposicao
do polinomio monico x/! — 1. Para qualquer inteiro m com (|G|, m) = 1,
tomemos a,, € Gal(L/K) tal que ¥ = £™, onde & € alguma raiz |G|-ésima
da unidade. Entao,

X (g) = x(9™)

para todo cardter irredutivel x de G realizado sobre L e todo g € G.
Demonstracao. Ver [6] p. 115. O

Teorema 1.2.38. Seja G um grupo finito e sejam {C,,C,,...,C.} suas clas-
ses de conjugacdo € {X,, Xy, -, X, } seu conjunto completo de caracteres ir-
redutiveis complexos. Entao,

(a) O numero de caracteres irredutiveis reais € igual ao nimero de classes
de conjugacao reais em G
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(b) As seguintes propriedades sao equivalentes:

(1) Todo cardter complezo de G é racional;

(ii) Para todo inteiro m com (m,|G|) =1 e todo g € G, temos g e g™
conjugados.

Demonstragao. No item (a) define A = {1,a} o grupo de ordem 2, como
sendo o grupo de permutagio em G por ¢* = g~! e em Zrr(G) por X& =X
Entao, L

Xi'(9) = xilg) = xi(g™") = xi(9")-
O resultado desejado segui do lema 1.2.36 item (i).

No item (b) tome £ como uma raiz primitiva |G|-ésima da unidade e m um
inteiro com (m, |G|) = 1. Escolhamos «,,, € Gal(Q(§)/Q) tal que, £ = £™.
Considere B o grupo multiplicativo formado pelas classes residuais modulo
|G| dos inteiros co-primos com |G|, entdo B = Gal(Q(£)/Q). Denotemos por
m a classe residual do inteiro m em B. Faremos agora m agir em G por
g™ = g™ e em Zrr(G) por X' (g9) = x*"(g). Com esta agdo estamos nas
hipoteses do lema 1.2.37, entao

XT(9) =X (9) = x.(g™) = x.(g™)-

Agora estamos nas hipoteses do lema 1.2.36. Entao, (i) acontece se e somente
se B fixa todos os caracteres irredutiveis, algo que acontece se e somente se B
tem 7 orbitas em Zrr(G) (r € o niimero de classes de conjugagao de G). Segue
do lema 1.2.36 item (ii) que isto acontece se e somente se 3 tem r érbitas nas
classes de conjugacao, ou equivalente a estar dizendo que B fixa todas classes
de conjugacgio de G, ou seja (ii) acontece. Isso conclui a demonstracao. [

Como consequéncia desse teorema segue o imediato corolario.

Corolario 1.2.39. A tabela de caracteres irredutiveis de S,, € realizada sobre

7.
Demonstracao. Tome m = n! —1 e m € §,. Entao, (m,n!) = 1e 7™ =
7l = q'r=! = 771 para todo 7 € S,. Segue do teorema 1.2.38 item (b)

que todo carater irredutivel é racional. No entanto, € bem conhecido que
todo inteiro algébrico racional é de fato um inteiro, entao para toda A - n
temos xa(7m) € Z, Vr € S, . O

Procuremos agora em S,, e em A,, a propriedade de cada classe ser real.
Qualquer grupo que satisfaz tal propriedade é dito ambivalente.

De fato, o grupo §,, ¢ ambivalente para todo n natural, pois todo elemento
7 € S, tem seu inverso 7! do mesmo tipo, entao segue do teorema 1.2.7 que
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7 e ! sao conjugados. Mas o que podemos dizer sobre a ambivaléncia do

seu subgrupo normal A,,7 A resposta é que A,, nao é ambivalente para todo
n. Iremos agora determinar para quais inteiros n, o grupo A,, ¢ ambivalente.

Defina para qualquer m € S, o subgrupo Cg, (7) = {7 € S, | 77 = 77},
chamado de centralizador de m em S,,. Além disso, para melhor compreensao
denote Cgs, (7) a classe de conjugacdo de m em S,, e por C4, () a classe de
conjugacao de m em A,. Importante observar que devido o grupo A, ser
normal em S, para todo o € S,, temos 0 A,0~! C A,. Consequentemente
ou Cg,(m) C A, ouCs,(m) C S, \ A, para cada m € S,,.

Considere Cg, (m) C A,, sabemos que |Cs, (7)| > |C4, ()
|8"|
ICs,, (m)”

e |Cs,(m)] =

‘Csn ™ ]
G (o] < 2, pois

[Sn] [ Al [Sn] [Cs, ()]
< — < — —= < 2.
= Cs. (M) |Ca, ()] ~ [Cs, ()] Can(m)] —

Csp ()] _
G (m)] = 20U

|Cs, ()]
Temos &2,

2|C 4, ()| se e somente se

Além disso, Cy, (7) é um subgrupo em Cg, (7) e

Ca,. ()

[Csp(m)] _
[Ca, (M) 1.

= 2 se somente se Cg, (m) = C4, (7). Pois |Cg,(7)] =

Entao,

Sy A,
‘C&l(ﬂ)‘ = Q‘C[A ‘<7T)| = |C|_A (L_)| <:>an(71') = CAn<7T) por CAH('/T) - an(ﬁ).
Ja o caso ||gj”((:))l| = 1 se e somente se Cg, (7) se dividir em exata-

mente duas classes de conjugacao de A, de mesma ordem ‘Cs’éﬂ De fato,
|Cs,(m)] = |C4,(m)| se e somente se

sl Al e A
Co = 1Gaml “[Cam ~ 2 [Cam)]

= |Ca, (7).

A outra classe citada é formada pelos elementos Cg, (1) \ C4, (7). Neste caso
chamamos Cg, (1) de classe dividida de S,.

Entao a verificagdo do subgrupo alternado A,, em ser ambivalente, esta
relacionada em mostrar que as classes dividas de §,, sao todas reais.

Lema 1.2.40. Seja Cs, uma classe de conjugacao de S, e A\ sua particao
associada. Suponha Cs, C A,. Entao, Cs, € uma classe divide de S, se e
somente se A possuir somente componentes impares mutualmente co-primas.

Demonstragao. Ver [13] p. 12. O

Exemplo 1.2.41. As classes de conjugacao associadas as particoes (3, 1),
(17,5,3),(11,7,3,1) sdo exemplo de classes dividas em Sy, Sa5 € Saa.
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Vamos entao ao teorema que mostra para quais n > 2, o grupo alternado
A,, & ambivalente.

Teorema 1.2.42. Os grupos As, As, Ag, A9 € A4 sao os unicos grupos
alternados ambivalentes.

Demonstracio. Veja que Ay = {1}, logo nada a demonstrar neste caso. Su-
pomos n > 3. Tome 7 um elemento de A,, e Cs, (1) sua classe de conjugagao
em S,,. Considere A = (Ay,..., \) a particao associada a Cg, (7). Escrevemos
T =(iy...0x).--(J, - Jx) por ciclos disjuntos e definimos o elemento

Ve = (iQixl)(i'ai)\lq) ce (j2j)\t)(j3j)\t—l> s

que chamamos por conjugador padrao de m ou quando convir conjugador
padrao da classe Cgs, (7). Observe que o elemento 7, satisfaz a propriedade
v,y ' =n"! para todo 7 € A,.

Nosso primeiro objetivo ¢ verificar quando o elemento v € A,. Note
que v, € A, se e somente se o nimero de componentes A\; em \ congruentes
a 3 mod 4 for par. Pois considere A\, em A. O conjugador padrao vy, ird
decompor o ciclo em 7 de comprimento A, em % permutagoes impares
de comprimento 2. Assim caso A, = 3 mod 4 a paridade de % ¢ fmpar.
No entanto, se A tiver um ntimero impar de componentes \; congruentes a
3 mod 4, ~v_ terd signo impar. Portanto _ é par se e somente se A\ possuir
um numero par de \; congruentes a 3 mod 4. Note ainda que o conjugador
padrao tem signo invariante sobre as classe de conjugacao de S,,.

Suponha que toda classe divida Cg, (w) de S, tenha seu conjugador padrao
sendo par. Entdo, A, ¢ ambivalente. Pois para todo 7 € Cs,(w), 7,77, ! =
71, Portanto as duas classes de conjugacao de A, geradas com a divisao de
Cs, (w), sdo reais em A,,.

Agora suponha que alguma classe divida Cg, (3) em S, tenha seu conju-
gador padrao sendo impar. Neste caso, A,, nao é ambivalente. Pois considere
o0 €Cs,(8) eac A, tal que aca™ = o7, Deste modo,

aca”t =07t = y,00, = 0= a 07, a = (o e)o (e ) T
contradizendo Cy, (0) = Cs, (o), isto porque a7, ¢ A, por 7, ser impar.
Portanto Cs, (/) nao ¢ real em A,.

Entao isto mostra que 4, com n € {5,6,10, 14} sdo ambivalentes. Pois
as unicas classes divididas em questao sao

(13,1) F 14
(5)F5, (51) 6, g i’; t 18 . (11,3)+ 14
’ (9,5) F 14
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Nestas particoes o nimero de componentes congruentes a 3 mod 4 sao 0 ou
2. Portanto o conjugador padrao nas classes associadas a estas particoes é

par.

Resta-nos mostrar que para cada n ¢ {5,6,10,14} temos uma classe
dividida tal que seu conjugador padrao seja impar. Listemos abaixo essas
classes:

Para n = 4k com k € N, encontramos a classe dividida associada a
parti¢do (4k — 1,1). Nesta parti¢do, 4k — 1 =3 mod 4 e 1 # 3 mod 4.
Portanto o signo do seu conjugador padrao é impar;

Paran = 4k+1 com 2 < k € N, encontramos a classe dividida associada
a particao (4k—3,3,1). Nesta particao, 4k —3 # 3 mod 4, 3 = 3 mod 4
e 1 # 3 mod 4. Portanto o signo do seu conjugador padrao é impar;

Paran = 4k+2com 4 < k € N, encontramos a classe dividida associada
a particao (4(k—1)—3,5,3,1). Nesta particao, 4(k—1)—3 # 3 mod 4,
5# 3mod4, 3 =3mod4 el # 3mod4. Portanto o signo do seu
conjugador padrao é impar;

Paran = 4k+3 com k € NU{0}, encontramos a classe divida associada
a particao (4k+3). Nesta particdo, 4k+3 = 3 mod 4. Portanto o signo
do seu conjugador padrao ¢ impar.

Isto conclui a demonstracao do teorema. O]



Capitulo 2

Uma Conjectura de Alvis

Neste capitulo vamos mostrar a prova dada por Michael J.J. Barry e Michael
B. Ward em [2] para a Conjectura de Alvis.

2.1 A conjectura

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo finito e seja S um subconjunto de Zrr(G).
O conjunto S € dito ser uma cobertura de G, se para cada primo p divisor
de |G|, ezistir um cardter x em S tal que p divide x(1). Caso G tenha uma
cobertura, denotemos por cn(G) o minimo das cardinalidades das coberturas
de G, que chamemos por nimero de cobertura de G.

No artigo [1], D.L. Alvis e M.J.J. Barry estudaram o niumero de cobertura
dos grupos finitos simples. Os resultados deles foram que se G ¢ um grupo
nao abeliano finito simples, entdo c¢n(G) < 3. Em particular para os grupos
alternados, eles mostraram que cn(A,) < 2 se n > 6. No final deste artigo,
eles conjecturam um resultado geral mais forte, que ficou conhecido como
Conjectura de Alvis.

Teorema 2.1.2 (Conjectura de Alvis). Para cadan > 15, o grupo A, possui
um cardter irredutivel cujo grau € divisivel por todo primo p < n.

A demonstragdo dessa conjectura é dada por todas as seguintes segoes e
serd resumida no final deste capitulo.

2.2 Escolha da particao de n

Ao longo de todo este capitulo assuma n sendo um nimero natural.

41
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Definigao 2.2.1. Para todo n > 1 defina k(n) sendo o unico inteiro positivo

k satisfazendo k* < n < (k+1)?, isto é, k(n) = |\/n] a parte inteira de \/n.
k—1

Suponha que k = k(n) seja impar. Defina por a; = k + —5— +1—-ie

forme as seguintes sequéncias:
Ay = (a1, a9,...,a;), se k? = n;
Ay = (a1 +1,a0+1,...,a5+ 1,a541,...,a5),se K2+ j=nel <j<k;

Ay = (a1 +2,a2+2,...,0;+ 2,01+ 1,...,ap,+1),se K> +k+j=ne
1<j<k.

Lema 2.2.2. As sequéncias Ay, Ay e Az sao particoes de n.

Demonstracao. Note que em todas sequéncias A, Ay e A3, as componentes
j& estao em ordem nao crescente. Tome por A} a i-ésima componente de A;.

Primeiro mostremos que A; é uma particao de n. Neste caso, basta verificar
k

se E A} = n. Vamos ao calculo

i=1

U i k—1
§:A5::§:(k+_§_+l_i
=1 i

=1
k
E—1
= —_— 1 —
k(k—l— 2 +> ;z
_ 4k k(k+1
2 2
= k2

entdo A; é uma particao de n = k2.
Compare Ay e A;. Observe que Ay é obtido de A; adicionando 1 nas
primeiras j componentes. Assim em Aj

k
> A =K+,
=1

entdo A, é uma particao de n = k2 + 5.

Agora compare Az e A;. Observe que As é obtida de A; adicionando 2
nas primeiras j componentes, e adicionando 1 em todas componentes de j+1
a k. Assim em Aj

k
S A=K+ 25+ (k—j) =k +k+],
=1
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entdo Az é uma particio de n = k? + k + j. Com isto concluimos a demons-
tracao do lema. ]

Suponha agora que k = k(n) seja par. Defina por

k k
k—|—§—z’, sel§i§§

a; = )

k k
k:+§+1—i, se§+1§z’§k

e forme as seguintes sequéncias:

By = (ay,as,...,a;), se n = k%

By :(al,...,ag_j,ag_jﬂ—i—l,...,ag+1,a%+1,...,ak), sen=Fk +je
1<j<f-1

B3 :(al,a2+1,...,a§—i—l,agﬂ,...,ak_l,ak—i-l),sen:k2+§;

By = (aj,as + 1,...,a% + 1,a§+1,...,ak,j,1,ak,j + 1,...,a; + 1), se

_ ko4 s k.
n=k+5+jel<j<g -1
Bs = (a1 +1,...,ap+1),se n=k*> + k;

Bs = (a1+1,...,ak j+1,ag_j+1+2,...,a§+2,a§+1—|—1,...,ak+1),se

_ . . k .
n=k+k+jel<j<i-1
Br; = (a1+1,a2+2,...,ax+2,ar 4 +1,...,ap_1+1,a;+2),sen = k:2+k+§;
2 2

Bg = (a1+1,a2+2,...,ag+2,a§+1+1,...,ak_j_1+1,ak_j+2,...,ak+2),
sen:k2+k+§+j61§j§§— :

By = (a1 +2,...,ax +2), se n = k* + 2k.

Observe que para k(n) = 2 a desigualdade 1 < j < @ — 1 nao é

satisfeita. Neste caso, tome as seguintes sequéncias By = (2,2), Bs = (3,2),
B5 = (3,3)7 B7 = (4, 3) e Bg = (47 4)

Lema 2.2.3. As sequéncias By, Bs, ..., By sao particoes de n.
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Demonstracao. Novamente note que em todas as sequéncias By, B, ..., By
as componentes estao em ordem nao crescente. Tome por B! a i-ésima com-
ponente de B;. Primeiro mostremos que By é uma particao de n. Vamos ao
calculo

k
1=

6k + 2k k(k+ 1)
1 2
6k + 2k — 2k — 2k
1

kQ

4k? B
i
entdo B; é uma particdo de n = k2.
Compare By e By. Observe que By é obtida de B; adicionando 1 em
todas as componentes de g —Jj+1la g Assim em By

k
> By=k+,
=1

entdo By é uma particao de n = k? + j.
Compare Bs e By. Observe que B3 é obtida de B; adicionando 1 em
todas as componentes de 2 a g e na componente k. Assim em Bj

k
, k k
Bi=k4+(-—1)+1=k+-
; : +<2 )+ + 3

entdo Bs é uma particdo de n = k* + £.

Compare By e B;. Observe que B, é obtida de By adicionando 1 em todas
as componentes de 2 a % e em todas as componentes de k — j a k. Assim em
By

= k k
ZB§:k2+<§—1>+(j+1):k2+§+j,
=1
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entao By ¢ uma particao de n = k% + g +7J.
Compare Bs e By. Observe que Bs é obtido de B; adicionando 1 em
todas as k componentes. Assim em Bjs

k
Y Bi=k+k
=1

entdo B é uma particao de n = k? + k.
Compare Bg e By. Observe que Bg é obtido de B; adicionando 1 em
todas as componentes de 1 a % — j e em todas as componentes de g +1ak,

e ainda adicionando 2 em todas as componentes de % —j+1la % Assim em
Bg

. k k
ZBé:k2+<§—j)+§+2j:k2+k+j,
i=1

entdo Bg é uma particao de n = k? + k + ;.

Compare B; e B;. Observe que B; é obtida de B; adicionando 1 na
componente 1 e em todas as componentes de §+1 a k—1, e ainda adicionando
2 em todas as componentes de 2 a g e na componente k. Assim em By
a k k k k
Y Bi= k2+1+(5 —~ 1) +2 (5 — 1) +2 = k2+1+§—1+k—2+2 = k2+k+§,
i=1
entdo B; é uma particao de n = k? + k + g

Compare Bg e B;. Observe que Bg é obtida de B; adicionando 1 na
componente 1 e em todas as componentes de g +1ak—j —1, e ainda

adicionando 2 em todas as componentes de 2 a g e em todas as componentes
de k —j a k. Assim em Bg

k

> Bi = k2+1+(g—(j+1))+2<§—1>+2(j+1)

=1

k
= k2+1+§—j—1+k—2+2j+2

k
= k2+k+§+j,

entdo Bg ¢ uma particao de n = k? + k + g +7.
Agora o tltimo caso. Compare By e B;. Observe que By é obtida de By
adicionando 2 em todas as k componentes. Assim em By

k
> Bi=k+2k,
=1
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entdo By é uma particao de n = k*+2k. Com isto concluimos a demonstracao
do lema. O

Defini¢ao 2.2.4. Seja n > 1 e seja o, a sequinte particao: se k(n) for
impar, entio o, é uma das partigoes Ay com (t = 1,2,3) respeitando as
condigoes associadas a Ay; se k(n) for par, entdo o, € uma das particoes By
com (t =1,2,...,9) respeitando as condi¢oes associadas a By.

Proposicao 2.2.5. Sejan > 2 e seja Xq, 0 cardler irredutivel de S, associ-
ado a particao a,. Entao Xa, ., € irredutivel quando:

e x(n) € impar,
e k(n) € par en # 4.

Demonstragao. Segue pelo teorema 1.2.34 que X, |, ¢ irredutivel se, e
somente se, a particao «, nao é auto-associada. Pelo observacao 1.2.14 é
suficiente mostrar que sua tabela associada T, tem o nimeros distintos de
linhas e colunas.

Supomos k = k(n) impar. Entao o nimero de colunas em T,, é um dos
seguintes valores:

kE—1
ai, a; + 1 ou ay + 2, onde a, :k—l—T.
Ja a quantia de linhas é sempre k.

Se k£ > 1, o menor nimero acima de colunas é k + % > k. Neste caso a
quantia de colunas é sempre maior do que a de linhas em 7,, . Para k =1,
temos n = {2,3}, as = (2) e a3 = (3). Portanto x,, = ls,, € assim a
restricao a A, continua a ser irredutivel.

Agora supomos k sendo par. Entao o nimero de colunas em 7, é um
dos seguintes valores:

k
ai, a;+1ouay + 2, 0ndea1:k+§—1.

Enquanto a quantia de linhas é k sempre. Resolvendo a inequacao k-+ g —-1>

k encontramos k > 2. Ja para k = 2, a, é auto-associada somente para
ay = (2,2). Concluindo a demonstragao da proposi¢ao. O

Definigao 2.2.6. Paran > 9 sejam A\ F n e x o cardter irredutivel de S,
associado a particao X. Definimos por P, o conjunto nao vazio de todos 0s
primos < n, e por P(\) o conjunto de todos os primos < n que dividem o
grau de X .
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Pelo teorema 1.2.34 para demonstrar o Teorema 2.1.2 (Conjectura de Al-
vis) é suficiente exibir uma particdo A - n nao auto-associada tal que P(\) =
P,.. Mostraremos que, exceto para n = 17,18, 19, 20,22, 23, 24, 25,32, 43, po-
demos considerar como A a parti¢do «,. Assim a proposicao 2.2.5 implicaré
o resultado. Agora para os valores de n restantes, encontraremos uma outra
particao apropriada A para completar a demonstracao.

2.3 O conjunto P(ay,)

Veja quando k(n) = 1 e n > 2, temos x,, = ls, € assim P(ay,) = 0 # P,.
Para k(n) = 2, temos ay(1) =2, as(1) =5 =ag(l) e az(1) =2-T=ag(l) e
com isso Py = {2,3} # {2}, para n = 5,6 temos P, = {2,3,5} # {5} e para
n="7,8 temos P, = {2,3,5,7} # {2,7}.

Assuma daqui em diante x(n) > 3. Denotemos por -, o maior compri-
mento de gancho em H,,, e utilizemos x(n) e 7, para particionar o conjunto
P, em trés subconjuntos:

e Primos em {2,3,...,k(n)} que chamamos de primos pequenos;
e Primos em {k(n)+1,k(n)+2,...,v,} que chamamos de primos médios;
e Primos em {7, + 1,7, + 2,...,n} que chamamos de primos grandes.

Observe que pela maneira que sao definidas as particoes «,,, o conjunto
P(ay,) nao é vazio para k(n) > 2, isto devido x,, (1) > 1 nestes casos. Se
k(n) = 2, vimos acima que P,, # P(«,) para todo n.

Mostraremos nas proximas segoes que a partir um certo n sempre vamos
ter P, = P(ay,), e para os casos onde a igualdade ndo acontecer encontrare-
mos uma partigdo adequada \, b n tal que P()\,) = P,,.

Definicao 2.3.1. Sejan > 9 e seja g um inteiro positivo. Defina por L(n, q)
o conjunto dos inteiros | tais que q aparece na linha l de H,, , e por LR(n,q)
o maior inteiro em L(n,q). Se L(n,q) = 0, entao ponha LR(n,q) = 0.
Defina ainda por NH(n,q) o nimero de vezes que q ocorre em H,,,.

2.3.1 Primos médios quando x(n) é impar

Para toda esta subse¢do suponha k = k(n) impar e também é necessério
assumir que n > 25, isto é, k > 5. Agora, separe em cinco maneiras distintas
o modo em que n é expressado em funcao de k, que sao eles:

ny = k2, ne =k>+7j com1l<j<Ek,
ng=k>+k+jcoml1<j<k, ng=k+k e
n5:]€2+2k
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Lema 2.3.2. Seja g um inteiro em {k+1,k+2,...,v,}. Entao q ocorre nas
trés primeiras colunas em H,,, (nas duas primeiras quando n = k*, n = k*+k
oun = k*+ 2k). Em particular, isso vale se q for um primo médio.

Demonstracao. Para fazer referéncia sublinhemos a linha j em todos os gra-
ficos de gancho abaixo.

Comecemos por n; = k?. Neste caso, a,, = A;. O grafico de ganchos
Ha,, possui pelo menos trés colunas com k linhas, isto porque a tltima
componente em «,, éigual a % > 3 quando k£ > 5. Segue abaixo as duas
primeiras colunas

7711_2(]{_2) ’7711_2(]{_2)_1
7n1_2(k_1) 7711_2<k_1)_1

O gancho 7, éigual a a;+(k—1) = 22 e todos os inteiros de 7, —2(k—1)—1

a Y,, ocorrem nestas duas colunas. Como

5k — 3 5k — 3 —4k + 2 kE—1
Yoy =2k = 1) — 1= == 2k + 1= ) Tl .

< k,

entao g ocorre em alguma dessas duas colunas.

Proximo caso é ng = k> +j com 1 < j < k. Neste caso, ap, = As. O
grafico de ganchos H,,, possul no minimo trés colunas com k linhas, por a,,
e ay,, ter em comum a tultima componente. Segue abaixo as trés primeiras
colunas

Tna Yy — 1 Yng — 2
Ty — 2 Yy — 3 Yng — 4
Yoy —2(j — 1) Yoy — (2 = 1) Yng — 27

Yoo — G +1) =1) Y, =20 +1) Ym,—2(+1)—1"

Tne — (Q(k - 1) - 1) Tno — 2(k - 1) Yo — 2k +1
Yoy — (2k — 1) Yy — 2k Yy — 2k — 1

O gancho 7, é igual a 5’“2—’1 e todos os inteiros de 7v,, —2k — 1 a -, ocorrem
nestas trés colunas. Como

ok — 1 ok —1—4k—-2 k-3
2 2 2

< k,
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entao ¢ ocorre em alguma dessas trés colunas.

Proximo caso ¢ ng = k> + k+ j com 1 < j < k. Neste caso, a,, =
As. Note que Tan3 ¢ obtida adicionando uma caixa & direita em todas as
linhas de Ty, . Isto mostra que H,,, é obtido adicionando uma nova coluna
a esquerda de H,, , onde cada comprimento de gancho dessa nova coluna
satisfaz hZTS = hZTZ + 1. Entao o grafico de ganchos H,,,, possui no minimo
quatro colunas com k linhas. Segue abaixo as trés primeiras colunas

Tna + 1 Tna Yo — 1
7712_1 '7712_2 7”2_3

Tna — (2<J — 1) — 1) Tna — 2(] - 1) Tna — (2] B 1) )
Tng — 2] Tng — (2<] + 1) - 1) Tno — 2(] + 1)

Tna — Q(k - 2) Yrno — (Q(k - 1) - 1) Tna — 2(k - 1)
Yno — Q(k - 1) Yno — (Qk - 1) Tna — 2k

Observe que o gancho v,, é igual a 7,, +1 = % +1= le e todos os

inteiros de 7,, — 2k a 7y,, + 1 ocorrem nestas trés colunas. Como

5k — 1 S5k—1—4k k-1
e — 2k = — 2k = = < k.
P)/ 2 2 2
entao ¢ ocorre em alguma dessas trés colunas.
Proximo caso é ny = k* + k. Neste caso a,, = Ay;. Com a mesma

Justificativa anterior, H,, € obtido adicionado uma nova coluna a esquerda
. . «
de H,, , onde cada comprimento de gancho dessa nova coluna satisfaz h; ;* =

Q ~ , . s
h;1* +1. Entao, o grafico de ganchos H,,,, possui no minimo quatro colunas
com k linhas. Segue abaixo as duas primeiras colunas

Yy +1 Tna

Yny — 1 Y1 — 2
7n1_2(j_2)_1 7n1_2(j_1)
Yoy —2(7—1)—1 Yoy — 27

Yny —2(k—3)—1 Yra _2<k_2)

Yra —2([6—2)—1 Tn1 _2<k_1)
Observe que o gancho 7, é igual a v,, +1 = Lz_l e todos os inteiros de
Yn —2(k — 1) a y,, + 1 ocorrem nestas duas colunas. Como

5k — 3 Sk—3—dk+4 k41
Yo = 2= 1) = S 2k 2 = . L ;r

<k,
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entao ¢ ocorre em alguma dessas duas colunas.

O ultimo caso é ny = k* + 2k. Neste caso, a,, = As. Como no caso
anterior, H,, ¢ obtido de H,, , mas agora adicionamos duas colunas a
esquerda de H,, , onde cada comprimento de gancho dessas novas colunas
satisfaz h;.> = h;.' + 1 com s € {1,2}. Entdo, o gréfico de ganchos Ha,,
possui no minimo cinco colunas com k linhas. Segue abaixo as duas primeiras
colunas

Yny 2 Yy + 1
Tra Y1 — 1

7711_2(]{:_3) 7n1_2(k_3)_1
’Vn1_2(k_2) 7711_2(]{:_2)_1

O gancho v, ¢ igual a 7,, +2 = £ e todos os inteiros de 7, —2(k —2) — 1
a Yn, + 2 ocorrem nestas duas colunas. Como

k— k—3— 4k k
%1—2(kz—2)—1:¥—2k+3:5 32 0 ;3

<k,

entdao ¢ ocorre em alguma dessas duas colunas.

Se agora considerarmos ¢ um primo médio, por definicao ¢ é um inteiro
em {k+1,k+2,...,7,} e segue o caso particular e encerra a demonstragao
do lema. O

Lema 2.3.3. Seja n tal que k* < n < k* +2k. Se q é um inteiro em {k +
LE+2,...,7}, entao LR(n+1,q) > LR(n,q). Em particular, LR(ns,q) >
LR(ny,q) para todo inteiro 1 <t < 4.

Demonstracao. Sejam «,, e a,,1 as particoes de n e n + 1 respectivamente
como na definicao 2.2.4. A tabela associada Ty, ., ¢ obtida de T,,, por adici-
onamento de uma caixa na extremidade direita de alguma linha. Considere
v essa linha. Agora, comparemos H com H,, e facamos as seguintes
observagoes sobre H

Ant1

An41°

e Todos comprimentos de gancho na linha v sao aumentados em 1, e
também hé o aparecimento de um gancho de comprimento 1 na extre-
midade direita da linha v;

e Todos comprimentos de gancho na coluna acima da caixa adicionada
sao aumentados em 1;
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e Agora todos outros comprimentos de gancho sao iguais aqueles de H,, .
Dentre esses estao:

(a) Os comprimentos de ganchos nas trés primeiras colunas das linha
1 awv—1, pois a menor quantidade de colunas na particao «,, é 3,

que acontece quando «,, = Aq;

(b) Todos comprimentos de ganchos nas linhas v+ 1 a k.

Feitas essas observagoes, segue do lema 2.3.2 que ou

(i) LR(n+1,q) = LR(n,q), se LR(n,q) > v; ou

(ii) LR(n+1,q) > LR(n,q), se LR(n,q) <wv.

Portanto LR(n+1,q) > LR(n,q), concluindo a demonstracao deste lema.

Lema 2.3.4. Seja q = k+ 2i (i > 1) um inteiro impar em {k + 1,k +
2,...,v}. Entao, temos os sequintes valores de LR(n,q), dependendo da

classe residual de k mod 4.

n Y.  Paridade 7, LR(n,q)
k=1mod4
k2 5k’2—3 impar 3]6:—1 _Z
B+, 1<j<k —5’“2_1 par —3’“2’1 —
3k:jl —i se q < 5k2+5 _ 2.]
K24+k+74,1<i<k 5’“2—+1 impar
3]2‘(-5_2' se q > 5k2+5_2j
k=3 mod 4
12 5k2—3 par 3k471 i
3k4—1_2~ se q < 5k2+3_2j
K244, 1<j<k 5k2_1 impar
3/@2—377; Squ 5/92-&-372]'
+k+j, 0<j<k 3EH  par 3ht3 _

Demonstra¢ao. Vamos utilizar a mesma notagao do lema 2.3.2.
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Comecemos por n; = k2. Segue do lema 2.3.2 que as duas primeiras
colunas em H,,, sao

Tna Tny — 1
Tn1 — 2 Tn1 — 3

7711_2(]._1) 7n1_2(j_1)_1
’7”1_2j 7”1_2j_1

Se k = 1 mod 4, o gancho ,, é impar. Entao, os inteiros impares de

Yy —2(k—1) a,, ocorrem na coluna 1. Deste modo LR(ny,v,, —2(m—1)) =
m para 1 <m < k. Como ¢ > k é impar, considere LR(n1,q) = m e entao

5k — 3
5k — 2k —3+4
20+ 2m = 5 +
3k+1
m = I — i = LR(ny,q).

Se k = 3 mod 4, o gancho 7, é par. Entao, os inteiros impares de ,, —
2(k—1)—1a,, —1 ocorrem na coluna 2. Deste modo LR(ny,¥,, —2(m —
1)—1)=mparal <m < k. Como q > k é impar, considere LR(ny,q) =m
e entao

5k —3

k— 2k — 2
2t 4+2m = > St
2
3k —1
m = 1 — i = LR(ny,q).

O proximo caso é ny = k? +j com 1 < j < k. Segue do lema 2.3.2 que as
trés primeiras colunas em H,,,, sao

Vs Yo — 1 Yno — 2
P)/nz_z 7712_3 7“2_4
Tng — 2(] - 1) Tng — (2] - 1) Yno — 2j

7n2_(2(j+1)_1) 7n2_2(j+1) 7n2_2(j+1)_1

Yo — (2(k - 1) - 1) Tna — 2<k - 1) Yno — 2k +1
Yoy — (2k — 1) Yy — 2k Yny — 2k — 1
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Se k = 1 mod 4, o gancho v,, é par. Entao, os inteiros impares de 7, —
(2j — 1) a 7y,, — 1 ocorrem nas linhas 1 a j da coluna 2, e os inteiros impares
de Yy, — (2k—1) a 45, — (2(j +1) — 1) ocorrem nas linhas j+1 a k da coluna
1. Deste modo LR(ng,Vn, — (2m — 1)) =m para 1 <m < k. Como ¢ > k é
impar, considere LR(nsy,q) = m e entdo

ok —1

g=k+2i = v,—(2m—-1)= —2m-1) =
bk —2k—1+2
204+ 2m = 5 +
3k+1
m = Z_ —i = LR(ny,q).

Se k = 3 mod 4, o gancho ~,, ¢ impar. Entao, os inteiros impares de
Yne — 2(7 — 1) a 7y,, ocorrem nas linhas 1 a j da coluna 1, o inteiro impar
Yn, — 27 ocorre na linha j da coluna 3, e os inteiros impares de v,, — 2k a
Yy — 2(J + 1) ocorrem nas linhas j + 1 a k da coluna 2. Deste modo

m+1, se0<m<j—1
LR(ng, v, —2m) =

m, se j <m<k

Como ¢q > k é impar, considere LR(ny,q) = m e entdo

bk —1
g=k+2i = v,—2m= —2m =
5k —1—2k
214+ 2m = —
3k—1 .
m = — 1.
4
Portanto,
3k—1 bk +3
i seq <=2 —1) = S
LR(”27Q): I 2
3k +3 5k + 3
2_ —i, seq>v—2(j—1) = 2+ —2j

Préximo caso é ng = k> +k + j com 1 < j < k. Segue do lema 2.3.2 que
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as trés primeiras colunas em H,,, sao

VYna +1 Yna Vo — 1
Yny — 1 Yng — 2 Yny — 3

Y= G =D =1 m=20-1) (2 —1)
Tng — 27 Tne — (2(3 + 1) - 1) Tne — 2(] + 1)

Yne — 2(k - 2) Yne — (2(k - 1) - 1) Yo — 2(k - 1)
Yne — 2(k - 1) Tne — (2k - 1) Yna — 2k

Se k = 1 mod 4, o gancho 7,, = v,, + 1 é impar. Entdo, os inteiros
impares de 7y, — (2(j — 1) — 1) a 7, + 1 ocorrem nas linhas 1 a j da coluna
1, o inteiro impar 7,, — (27 — 1) ocorre na linha j da coluna 3, e os inteiros
impares de v,, — (2k — 1) a vy, — (2(j + 1) — 1) ocorrem nas linhas j + 1 a
k da coluna 2. Agora, comparemos H,,, com H,, e fagamos as seguintes
observacoes:

e Ha o aparecimento do gancho impar 7, +1 = 7,,, em H,,, na posigao
(1,1);

e Todos os inteiros impares de v, — (2(j —1) = 1) a ¥, — 1 em H,,,,, tém
uma ocorréncia numa linha abaixo em respeito a Ha,,,;

e Todos os inteiros impares de 7,, — (2k — 1) a v,, — (25 — 1) ocorrem
em mesmas linhas em H,, e H

ng -
Entao,
LR(ns,q), S€ ¢ < Ypy — (20 —1)—1) = 5k+5_2j
LR(n3,q) =
LR(ny,q) +1, seq>m,— (20 —1)—1) = 5k +5 —9j
Portanto,
3k+1 | 5k +5 ,
1 —1, seq< -2
LR(n3,q) =
3k:5 i seq> 5k +5 9

Veja que esta funcao é bem definida, pois o tnico problema talvez seria
em ¢ = Yps, N0 entanto LR(ng,Vn,) = 0 pois L(ng,v,,) = 0 e portanto
LR(ng,’)/nS) =1.



2.3. O CONJUNTO P(a) 55

Se k = 3 mod 4, o gancho 7,, = v, + 1 é par. Entao, os inteiros impares
de v, —2(5 — 1) a 7,, ocorrem nas linhas 1 a j da coluna 2, e os inteiros
impares de 7,, — 2(k — 1) a 7,, — 2j ocorrem nas linhas j + 1 a k da coluna
1. Agora, comparemos H,,,, com H,, e fagamos as seguintes observagoes:

e Todos os inteiros impares de 7,, — 2(j — 1) a 7,, ocorrem em mesmas
linhas em H,,,, € Ha,,;

e Todos os inteiros fmpares de v,, — 2(k — 1) a v,, — 2j em H,, tém
uma ocorréncia numa linha abaixo em respeito a ‘H

Qng
Entao,
LR(ns,q) +1, seq <7y, —2j
LR(ns3,q) = .
LR(ns, q), seq > —2j+2
Portanto,
3k +3
i —1, seq<Y,—2J
4 3k+3
LR(ns3,q) = — LR(ns,q) = TR
3k+3 .
1 -1, seq>Yp—27+2

Proximo caso é ny = k* + k. Segue do lema 2.3.2 que as duas primeiras
colunas em H,,, sao

Yny + 1 Tna
TYni — 1 Yy — 2
7n1_2<j_2>_1 7”1_2(J_1)

’7711_2(]{_3)_1 7n1_2(k_2)
Yoy —2(k—2) =1 v, —2(k—1)

Se k =1 mod 4, o gancho 7, = v,, + 1 é par. Entao, os inteiros impares
de vp, —2(k — 1) a 7y, ocorrem na coluna 2. Agora, comparemos H,,, com
Ha,, € vejamos que todos os inteiros fmpares de v, —2(k —1) a 7, ocorrem
em mesmas linhas em H,, e H,, . Entao,

3k+1

YRR

Se k = 3mod 4, o gacho v,, é impar. Entao, os inteiros impares de
Yo, — 2(k —2) — 1 a 7,, + 1 ocorrem na coluna 1. Agora, comparemos H
com H,, e fagamos as seguintes observagoes:

LR(TL4,(]) = LR<n17Q) =

Qny
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e Ha o aparecimento do gancho fmpar v,, +1 = 7,,, em H,,, na posigao
(1,1);

e Todos os inteiros impares de v,, —2(k —2) — L a y,, — 1 em H,, tém
uma ocorréncia numa linha abaixo em respeito a H

Qny *
Entao,

3k—1 3k+3
= -1+ 1= — 1.

4 4

LR(n4,q) = LR(n1,q) + 1

O altimo caso é ns = k? + 2k. Segue do lema 2.3.2 que as duas primeiras
colunas em H,,,  sao

Yny T 2 Yny +1
Yn1 Tni — 1

You —2(7—1) m, —2(j—1)—1

7n1_2(k_3) 7”1_2(]{7_3)_1
- ) %11_2(]{;_2)_1
Se k = 1 mod 4, o gancho 7,, = 7v,, + 2 é impar. Entao, os inteiros

impares de 7, —2(k —2) a 7,, + 2 ocorrem na coluna 1. Agora, comparemos
Ha,, com H,, e facamos as seguintes observagoes:

anl

e Ha o aparecimento do gancho fmpar v, +2 = v, em H,, na posigao
(1,1);

e Todos os inteiros impares de v,, — 2(k — 2) a v,, em H,, tém uma

ocorréncia numa linha abaixo em respeito a H,,,_.

Entao,

3k+1 | 3k+5 .

Se k = 3 mod 4, o gancho v, = 7,, +2 é par. Entao, os inteiros impares
de v, —2(k —2) — 1 a 7,, + 1 ocorrem na coluna 2. Agora, comparemos
Ha,, com H,, e facamos as seguintes observagoes:

e Ha o aparecimento do gancho impar v, +1 = 7,,, em H,,_ na posigao
(1,2);
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e Todos os inteiros impares de v,, —2(k —2) =1 a v,, — 1 em H,, tém
uma ocorréncia numa linha abaixo em respeito a H

Ong *
Entao,
3k —1 3k+3
LR(ns,q) = LR(n1,q) + 1= —— —i+ 1= : —i.
Concluimos assim a demonstragao deste lema. ]

Nosso proximo passo serd encontrar cota superior para N H(n,q), onde
g=k+2i (i >1).

Lema 2.3.5. Nas hipdteses do lema anterior, temos as sequintes cotas su-
periores para NH(n,q), dependendo da classe residual de k mod 4.

n Cota Superior Estrita quando
k=1mod4
k244, 0<j<k—1 32EH 0<jeqe{k+1,...,2k—1}
K+ k St -
P+k+j, 1<j<k 3EEB_ j<keqe{k+1,...,2k—1}
k=3 mod4
k244, 0<j<k-—1 38 j=0ou0<jeqe{k+1,...,2k—1}
K+ k Et8 _ -
P+k+j, 1<j<k 3EE_ j<keqelk+1,...,2k—1}

Demonstragcao. Observe que cada comprimento de gancho ocorre no maximo
uma vez por linha, desse modo NH(n,q) < LR(n,q). Assim, naturalmente
uma cota superior de NH(n,q) segue de imediato do lema 2.3.4. Também
segue do lema 2.3.4 que essa cota é estrita quando k¥ = 3 mod 4 e n = k2.
Vamos agora encontrar os outros casos que essas cotas sao estritas.

Utilizemos a mesma notagao do lema 2.3.4.

Comecemos por ny = k* +j com 1 < j < k — 1. Pela maneira que &
formada a partigao ay,, temos em H,,  a existéncia de um bloco retangular
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de tamanho j x (k — j + 1) de comprimento de ganchos pares, como segui
abaixo

2%k ok —1) ...  2j
ok —1)  2k—2) ... 2(—1) o
dh—j+1) 2k—j) ... 2

onde o gancho 2k ocorre na linha 1 e o gancho 2 ocorre na linha j de H,,,, .
Observe que existem pelo menos duas colunas de comprimento de ganchos
pares acima, pois k —j + 1 > 2.

Note que o comprimento de gancho 2j ocorre na mesma coluna que o
gancho 2 (veja em (2.1)). Como o gancho 2 ocorre na penultima caixa da
linha j de H,,,,, temos 2j ocorrendo na coluna Ag —1=k+ % +1—-5+1-1.
No entanto, o gancho 2k ocorre k — j colunas a esquerda de 27, com isso, 2k
ocorrenacolunak%—%%—l—j—(k—j):%23.

Assuma g € {k+ 1,k +2,...,2k — 1}, entdo ¢ — 1 e ¢ + 1 sdo pares
consecutivos em {k,k + 2,...,2k}. Assim, pelo menos uma linha em (2.1)
contendo ambos inteiros g—1 e ¢+1. Seja r esta linha. Como os comprimentos
de ganchos em qualquer linha sao estritamente decrescentes, em particular
na linha r, assim r ¢ L(ns, ¢). Entao,

Skz_l—i, se k=1 mod 4
NH(n27Q)<
3]6;—3_2_7 se k=3 mod 4

Proximo caso é ng = k? +k+j com 1 < j < k—1. Sabemos que o gréafico
de ganchos H,,,, € obtido adicionando uma coluna a esquerda de H,,, , com
isto Ha,, continua a ter o bloco retangular de tamanho j x (k —j + 1) de
comprimento ganchos pares, como mostrado em (2.1).

Assuma g € {k+ 1,k +2,...,2k — 1}, entdo a mesma linha r obtida no
caso anterior satisfaz r ¢ L(ng,q), e portanto

Sk:5—i, se k=1 mod 4
3]6;—3_2_7 se k =3 mod 4

Juntamente com a observacao feita no inicio concluimos a demonstracao
do lema. n
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Observacgao 2.3.6. Continuando nas hipoteses do lema acima, veja que os

Unicos possiveis miltiplos de q em H,, sao q e 2q, porque o maior valor que
5k+1

Yn assume nestes casos é 5 s mas

S5k+1 bk+k 6k

Lema 2.3.7. Sejam q = k+2i (i > 1) e 2q inteiros em {k+1,k+2,...,v,}.
Entao temos as sequintes cotas superiores para N H(n,2q).

n Cota superior Estrita quando
k=1mod4
E+4,0<ji<k E+3 24 j=0

R4k+j, 1<j<k 532 -

k=3 mod4

K2+, 0<j<k k94 -

P 4k+j, 1<j<k 55— -

Demonstrag¢iao. Por NH(n,q) < LR(n,q) e devido a repetidas aplica¢oes do
lema 2.3.3, NH(n,q) é no maximo LR(k*+2k,2q) quando n = k*+k+j com
0 <j <k, e no maximo LR(k? + k,2q) quando n = k* + j com 0 < j < k.
Continuemos utilizar a mesma notacao do lema 2.3.2, e comecemos por
ns = k? 4+ 2k. Segue do lema 2.3.2 que as duas primeiras colunas em Ha,,
sao
Tns Tns — 1
Yns — 2 Yns — 3

ryns_z(k_2) 7”5_2(]{;_2)_1
/yns_z(k_l) ’7n5_2(k_1)_1

Note que 2¢ = 2(k+2i) > 2k +4 > 53 =5, —2(k—1) — 1, entdo 2q ocorre
em alguma das colunas acima. Como 7,, > v, para t € {1,2,3,4}, segue
que 2q ocorre sempre em uma das duas primeiras colunas em H,,, .

Se k = 1 mod 4, o gancho v,. é impar. Entao, os inteiros pares de 7, —
2(k—1) —1 a 7,, — 1 ocorrem na coluna 2. Deste modo LR(ns,¥,, — 2(m —

1)—1) =m para 1 <m < k. Como 2¢q > k é par, considere LR(ns,2q) =m
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e entao
bk +1
2¢=2(k+2i) = Yp;—2(m—-1)—1= i —-2m+1=
Sk+1—-4k+2+ &
2m =
2
k+3
m = % —2i = LR(ns,2q) > NH(ns,2q).

Se k = 3 mod 4, o gancho ,, é par. Entao, os inteiros pares de ,, —
2(k —1) a yp, ocorrem na coluna 1. Deste modo LR(ns, v, —2(m—1)) =m
para 1 < m < k. Como 2q > k é par, considere LR(ns,2q) = m e entao

S5k +1

20 =2(k+2i) = Y, —2(m—1)=
ok +1—4k+4+4 8
—
2
k+5

mo= - 2i = LR(ns,2q) > NH(ns,2q).

—2m+ 2 =

2m =

O proximo caso é ny = k? 4+ k. Segue do lema 2.3.2 que as duas primeiras
colunas em H,, sao

Tng Tng — 1
Vg — 2 Vg — 3

7n4_2(k_2) '7”4_2(1{;_2)_1
7714_2(]{:_1) 7n4_2(k_1)_1

Se k = 1mod 4, o gancho ~,, é par. Entao, os inteiros pares de ~,, —
2(k—1) a ~yp, ocorrem na coluna 1. Deste modo LR(n4, v, —2(m—1)) =m
para 1 <m < k. Como 2q > k é par, considere LR(n4,2q) = m e entao

ok —1
2¢=2(k+2i) = Y, —2(m—1)= —2m+2 =
Sk—1—4k+4+8i

2m =
2
k+3
m = %— i = LR(ny,2q) > NH(ng4,2q).

Se k = 3 mod 4, o gancho 7, é impar. Entao, os inteiros pares de v, —
2(k—1) =1 a v,, — 1 ocorrem na coluna 2. Deste modo LR(ny,v,, —2(k —
1)—1) =mpara 1 <m < k. Como 2¢q > k é par, considere LR(n4,2q) =m



2.3. O CONJUNTO P(ay) 61

e entao
. bk —1
2q=2(k+2i) = v, —2(m—-1)—-1= —2m+1=

bk —1—4k+2+8i

2m =

2

k+1

m = % — 2i = LR(n4,2q) > NH(nyg,2q).

O tltimo caso é n; = k? para obtermos o caso estrito em n = k% + j com
J = 0. Segue do lema 2.3.2 que as duas primeiras colunas em H,,, sdo

Yn1 Yni — 1

’Ynl -2 ’Ynl - 3
%11_2(]{_2) 7n1_2(k_2>_1
Yoy —2(k—=1) Ay, —2(k—1)—1

Se k =1 mod 4, o gancho 7, é impar. Entao, os inteiros pares de ~,, —
2(k—1)—1a~,, —1 ocorrem na coluna 2. Deste modo LR(ny,y,, —2(m —
1)—1) =mpara 1 <m < k. Como 2¢q > k é par, considere LR(ny,2q) =m
e entao

ok —3
2 =2(k+2i) = vnl—Z(m—l)—lzT—2m+1:>
bk —3—4k+2+4+ &
2m =
2
k—1 .
m o= —= - 2i = LR(ny,2q) > NH(ny,2q) =
k+3
NH(ny,2q) < % — 21.
Juntamente com a observagao inicial concluimos a demonstracao do lema.

]

Antes de prosseguirmos, necessitamos introduzir um teorema de teoria dos
numeros que ¢ crucial para demonstrar o principal resultado dessa subsecao.
Além disso, daremos dois lemas adicionais que sao muito tteis.

Teorema 2.3.8. Para cada n € N a decomposicao em primos distintos de

n! € dado por
n! = H p%(”)7

pG’Pn

o0
onde os expoentes ay(n) sao calculados por a,(n) = Z {%J
p
m=1
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Demonstragao. Ver [16] p. 41. O

Lema 2.3.9. Suponha que i,j,k,l inteiros com i > 1 e k > 2] — 37 — 12,
entao

k+2i+)k=3i+D)<E+G+I-Dk+(1-3)7+2).
Demonstracao. Basta simplesmente expandir e completar o quadrado em i
da seguinte forma: (k+2i+ j)(k —3i+1) ¢ igual a
E* 4+ (j 4+ Dk + jl — 6i* — (k — 21 + 3j)i

. (k=20 +39)2 (B —=20+3)\?
= k2+(]—|—l)k+ﬂ+M—6<Z+u)

24 12
k — 20 + 34)2 k—20+35)\>
< k2+(j+l)k+jl+—( 24+ J) —6<1+—( 1; ‘7))

= B+ G+Hl-Dk+(1-3)(G+2).

Lema 2.3.10. Suponha que i, j,k,l sejam inteiros, entao

k+1 25k% + (205 + 100 + 40)k + (25 + 1 +4)?
(k+2z_+j)(3 + —z’+1)§ 5k* + (20 + 04;)20) +(2j i+

Demonstracao. Novamente basta expandir e completar o quadrado da se-

guinte forma: (k+ 2i + j) (£ — i+ 1) ¢ igual a

25K + (205 + 100+ 40)k + (25 +1+4)° (. k=2 +1+4 2
32 8
25k + (207 4+ 100 + 40)k + (25 + 1+ 4)?
= 32

]

Proposicao 2.3.11. Assuma que k > 7. Sep=Fk+2i (i > 1) é um primo
médio em Py, entdo p divide x,, (1).

Demonstracdao. Por k* <n < k* + 2k e p ser um primo médio, temos
p=k+2i=p* =k*+4ki+4i* > k> + 4k +4 > k* + 2k > n.

Entao segue do teorema 2.3.8 que o expoente de p na decomposi¢ao primaria
de n! é
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J& sabemos que os tinicos multiplos de p em H,, sao p e 2p pela observacao
2.3.6. Assim, uma vez mostrado que NH (n,p) + N H(n,2p) (o namero total

n
de comprimentos de ganchos multiplos de p) for menor do que | — |, seguira

que p divide o grau do carater x,,. Pois segue do teorema 1.2.29 que

H Uav(n) pL%J H o (n)

Yo (1) = n! _ vePa _ vEPn\{p}
|} A 17
1,7 1,] (2%

Tomando por C' o produto de todos coeficientes dos multiplos de p, obtemos

p L%J H Ua” (n)
vEPR\{p}
CpNH(n,p)+NH(n,2p) H hzo’f;

{4.31h3 % #p,2p}

H vau(n)

| | ~(NH(n.p)+ NH(n2p)) __vEPa\{P}

c I my

{i.G1hem #.2p}

Xan<1) =

= P

Entao, se {ﬁJ > (NH(n,p)+NH(n,2p)), pdivide xq,(1). A fim de mostrar
p
essa desigualdade, basta verificar se p(NH(n,p) + NH(n,2p) + 1) < n.

Caso 1. Suponha que 2p é um comprimento de gancho em H,,. Veja que o
maior valor possivel de v, é % Assim,

Yo _5k+1 Bk+1 3k—5 8k—4
< = =2k —1
> ST 1 T4 T 4 k-1,

e portanto p < 5+ < 2k — 1. Isto nos permite explorar as cotas estritas no
lema 2.3.5.
Comecemos por n = k*+j com 0 < j < k. Usando as cotas superiores dos

lemas 2.3.5 e 2.3.7 quando possivel as cotas estritas, NH(n,p) + NH(n,2p)
¢ no maximo:

(i) (L —d)+ (B2 —2i—1) =k — 3i, quando j =0 e k = 1 mod 4;

(i) (L —i—1)+ (B2 —2i) =k —3i, quando 0 < j < k e k =1 mod 4;
+

(iif) (3 —7—1) + (B — 2{) = k — 3¢, quando j < k e k = 3 mod 4;
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iv) (3B — )+ (B2 —2)) =k —3i+ 1, quando j = k e k = 1 mod 4;
4 4

(v) (B2 —4)+ (B2 —2i) =k —3i+ 1, quando j = k e k = 3 mod 4.

Em (i),(ii) e (iii) temos pelo lema 2.3.9,

p(NH(n,p) + NH(n,2p) +1) = (k+2i)(k—3i+1) =
EP4+(1-Dk+(1-3)2=

<
< kK’—4<n.

Em (iv) e (v) temos ainda pelo lema 2.3.9,

p(NH(n,p) + NH(n,2p) +1) = (k+2i)(k —3i +2) =
FP+2-1Dk+(2-3)2=
K +k—2=n—2<n (como j=k).

IA A

Portanto em todos casos acima, temos p(NH (n,p) + NH(n,2p)+1) <n
como queriamos.

Agora suponha n = k> +k+j com 1 < j < k. Usando as cotas superiores
dos lema 2.3.5 e 2.3.7, quando possivel usar as cotas estritas, temos que
NH(n,p)+ NH(n,2p) é no maximo:

(vi) (SkIB 1)+(%—22’):k‘—3i+1quandoj<l<:ek:Elmodél;
(vii) (22— —1)+ (B2 —2i) =k — 3i+ 1 quando j < k e k = 3 mod 4;
(viii) (2EE2 — ) + (52 — 2i) =k — 3i + 2 quando j = k e k = 1 mod 4;
(ix) (3]“:3 ) + (k+5 2i) =k —3i+2 quando j = k e k = 3 mod 4.

Em (vi) e (vil) temos pelo lema 2.3.9,

p(NH(n,p)+ NH(n,2p)+1) = (k+2i)(k—3i+2) =
< B+ 2-Dk+(2-32=
< K+k-2<n.

Em (viii) e (ix) temos ainda pelo lema 2.3.9,

p(NH(n,p) + NH(n,2p) + 1)

(k+2i)(k—3i+3) =
< B+ B-Dk+(B3-32=
< k* 42k =n (como k = j).

Portanto nos casos acima p(N H(n,p)+ NH(n,2p)+ 1) < n. Isto encerra
a prova do caso 1.
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Caso 2. Suponha que 2p agora nao seja um comprimento de gancho em H,,, .
Assim, NH(n,2p) = 0 e basta mostrar p(NH(n,p) + 1) < n.
Suponhamos primeiro & = 3 mod 4. Pelos lemas 2.3.5 e 2.3.10, temos
p(NH(n,p)+ 1) é menor ou igual a

3k +3 25k + 70k + 49
(h+2i) (222 ) < 2T ORFA) (2.2)
32
P X 25k2+70k+49 __
Procurando as raizes da equagio do segundo grau 2505528 — k2 encon-

tramos k = (544+/2). Por k ser um inteiro positivo, ao fazermos o estudo de
sinais para a inequagao 25’“22# < k2, encontramos k > (5+4\/§) ~ 10.66.
Assim se k > 11, p(NH(n,p) + 1) < k* < n. Entretanto, para completar a
prova para k = 3 mod 4, resta-nos verificar apenas quando £ = 7. Assuma
entao k = 7.

Sen = k?® = 49, v = 16 e os primos médios sio 11 e 13. Agora
escrevendo esses primos na forma 7+ 2i, temos ¢ igual a 2 e 3. Segue do lema
2.3.5 que NH(n,11) <3 e NH(n,13) < 2, entao p(NH(n,p) + 1) é menor
ou igual a:

e 11-(3+1)=44<49,sep=11,
e 13-(2+1)=139<49,se p=13.

Agorasen = k> +j=49+joun =k +k+j=56+jcom1l <
J <k, vy, éigual a 17 e 18 respectivamente, e os primos médios sao 11,13
e 17. Escrevendo esses primos na forma 7 4 2i, temos ¢ igual a 2,3 e 5
respectivamente. Segue do lema 2.3.5 que NH(n,11) <3, NH(n,13) <2 e
NH(n,17) <1, entao p(NH(n,p) + 1) é menor ou igual a:

e 11-(3+1)=44 <k?>+1=50,sep=11;
e 13-(2+1) =139 <50, se p=13;
o 17-(14+1)=34<50,se p=1T7.

Por tdltimo se n = k* +k = 56 ou n = k% + 2k = 63, ~,, novamente é igual
a 17 e 18 respectivamente, e os primos médios sao 11,13 e 17. Escrevendo
esses primos na forma 7 + 2i, também novamente i é igual a 2,3 e 5. Segue
do lema 2.3.5 que NH(n,11) < 4, NH(n,13) < 3 e NH(n,17) < 1, entao
p(NH(n,p)+ 1) é menor ou igual a:

o 11-(44+1)=55< k*+ k=056, sep=11;

e 13-(3+1)=52<56,sep=13;



66 CAPITULO 2. UMA CONJECTURA DE ALVIS

e 17-(1+1)=51<56,se p=1T.

Isto mostra que para todo k = 3 mod 4, de fato p(NH(n,p) + 1) < n.
Supomos agora k = 1mod 4. Se n = k% + j com 0 < j < k, segue dos
lemas 2.3.10 e 2.3.5 que p(NH(n,p) + 1) é menor igual a

(2.3)

32

k+1 25k> k+ 2
(k:+2i)<3 il —z’+1)§ Oh” 50k 5.

2 2
Observe que 220k20 o BLREEY < 2 para k > 11. Entretanto, para

completar a prova para este caso, resta-nos verificar quando k = 9 na expres-
sdo (2.3). Assuma entdo k =9, e temos

(5-9+5)* 502

= 1 =09
32 33 <81=9

p(NH(n,p)+1) <

Agora sejan = k?>+k+j com 1 < j < k. Segue dos lemas 2.3.10 e 2.3.5
que p(NH(n,p) 4+ 1) é menor igual a

2
3k+5_i+1)§25k +90k:+81' (2.4)

o o

. - 2
Procurando as raizes da equagio 22K F20AH8L — 12 L L 1 1 encontramos

32
k = % VT Por k ser um inteiro positivo, ao fazermos o estudo de sinais

para a inequagao W < k% 4+ k + 1, encontramos k > M ~ 9.06.
Assim se k > 10, temos p(NH (n,p) +1) < k? + k+1 < n. No entanto, para
completar a prova para este caso resta verificar apenas k = 9.

Assuma entao £k = 9. Desta forma, n = 90+ 7 com 1 < j < k. Neste caso
v, € igual a 23, e os primos médio sao 11,13,17,19 e 23. Escrevendo esses
primos na forma 9 + 2¢, temos que ¢ ¢ igual a 1,2,4,5 e 7 respectivamente.

Segue do lema 2.3.5 que

N [3k+5 .
p(NH(n,p)+1)§(k+2z)< 1 —2+1). (2.5)
Assim, ao substituir os valores de ¢ em (2.5), temos que p(NH(n,p) +1) é
menor ou igual a:
o 11-8=88<091,sep=11;
e 13-7=91=091,sep=13;

e 17-5=85<91,sep=1T;
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e 19-4=76 <91, se p=19;
e 23-2=056 <91, se p=23.

Portanto para n = k> + k+ j com 1 < j < k, de fato p(NH(n,p) +1) <n
Isto conclui o caso 2 e completa a demonstracao desta proposicao. O

Agora vamos ver o que acontece se k(n) = 3,5, casos que nao foram
considerados na proposicao acima. Veja as tabelas abaixo

Para x(n) = 3

n A | Xan(1)

0 | (4,3,2)]2°-3-7

10](5,3,2) | 2-32-5

11](54,2) 232511

12](5,4,3) | 20-3-11

13](6,4,3) 3% 5-11-13

14](6,5,3) |3-5-7-11-13

15](6,5,4) [2-3-5-7-11-13

Para k(n) =5
n an Xa, (1)
25 | (7.6,5,4,3) | 27-5-11-13-17-19- 23
26 | (8,6,5,4,3) [2°-3-5%-7-11-13*-17-19-23
27 | (8,7,5,4,3) | 22-3%-5%.7%-11-13%-17-19-23
28 | (8,7,6,4,3) [ 2-3>-5%-7°-11-13%-17-19-23
29 | (8,7,6,5,3) [ 2°-3%-5-7%-11-13%-17-19-23-29
30| (8,7,6,5,4) | 2°-32-5.7-11-132-17 - 1923 29
311(9,7,6,5,4) | 22-3*.5%.72.11-13-17-19-23-29 - 31
32(9,8,6,5,4) [ 24.3%.5%.7.13-17-19-23-29- 31
331(9,8,7,5,4) | 24-32.5%.7.11-13-17-19-23-29- 31
34 1(9,8,7,6,4) [ 2%-3%-5*.7-11-13-17%-19-23-29-31
( )

351(9,8,7,6,5) | 21-3.5-7-11-13-17%-19-23-29 - 31

Observacgao 2.3.12. A proposicao 2.3.11 € verificada para todo k(n) > 3 im-
par e n > 15, exceto para n = 25,32. Nestes dois casos, temos de considerar
uma particao diferente N\, que é encontrada em [1] :

25 (14,4,3,3,1) 2.3-5-7-112-13-17-19- 23
32 | (18,4,3,2,2,1,1,1) [ 2°-3*-5-7-11-13-17-19- 31

Note que A\, nao é auto-associada, mostrando que X, |4, € irredutivel.

Encerramos assim o caso onde x(n) é impar.
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2.3.2 Primos médios quando x(n) for par

Para toda esta subsecao suponha k = k(n) par e n > 16, isto é, k > 4. Tam-
bém separemos em cinco maneiras distintas o modo em que n é expressado
em funcao de k, que sao eles:

Lema 2.3.13. Seja g um inteiro em {k + 1,k +2,...,7,}. Entdo q ocorre
nas duas primeiras colunas em H,, . FEm particular, a mesma conclusao é
obtida se q for um primo médio.

Demonstragao. Comecemos por n; = k%> +j com 0 < j < % — 1. Neste
caso, a,, € igual a By ou By. O grafico de ganchos ’Hanl possui pelo menos

trés colunas com k linhas, isto porque as componentes BY e BY sdo iguais a

% > 3 quando k > 4. Segue abaixo as duas primeiras colunas
’Ynl P)/nl - 1
Y1 — 2 Tni — 3
7n1—2((@;1f1)—1) Ty — 2 (%;Jfl)—l)—l
e —25=j-1)  =2mj-n-1
7711_2((%_-)_1)_1 7”1_2<<§_j+1)_1>
7711_2((]{;_2)_1)_1 ’7n1_2((k_1)_1)
7711_2((]{:_1)_1)_1 7n1_2(k_1)

onde a linha sublinhada é a nimero g—j. O gancho v, éiguala a;+(k—1) =
&2’4 e todos os inteiros de v,, — 2(k — 1) a 7,, ocorrem nestas duas colunas.

Como

k—4 k—4k—4+4 kK
Vm—Q(k:—l)——E)Q —2k+2:5 5 * :§<k5>

entao ¢ ocorre em alguma dessas duas colunas.
Proximo caso é ny = k% + g +7com(0 <y < %— 1. Neste caso, a,, é igual
a Bz ou By. O grafico de ganchos H,,, possui pelo menos quatro colunas
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com k linhas. Segue abaixo as duas primeiras colunas

Vna Vo — 1
Yng — 1 Yng — 2

g =2k —j—3) ~1) =1y —2((k—j—2)—1)
w2k = =2 =1 =1 o —2A(k—j—1)—1)
7n2_2(<k_j_1)_1) 7n2_2((k_j_1)_1)_1

Ty = 2((k = 2) = 1) Ty = 2((k=2) = 1) =1

Ty = 2((k =1) = 1) Ty = 2((k=1) = 1) =1
onde a linha sublinhada é a nimero &£ — 5 — 1. O gancho ~,, ¢é igual a 5’“2—_4
e todos os inteiros de 7,, — 2(k — 1) — 1 a =y, ocorrem nestas duas colunas.
Como

5k — 4 Sk—dk—446 k42
T = 2k 1) = 1) =1 =S5 9k 3= ) o _ ‘;

<k,

entao ¢ ocorre em algumas dessa duas colunas.

Proximo caso é ng = k> +k+ j com 0 < j < g — 1. Neste caso, a,, €
igual a B ou Bg. Note que T, é obtida adicionando uma caixa a direita em
todas as linhas de 7,,,, . Isto mostra que H,,,, é obtida adicionando uma nova
coluna & esquerda de H,, , onde cada comprimento de gancho dessa nova
coluna satisfaz h?TS = hf”l” + 1. Entao, o grafico de ganchos H,,,, possui no
minimo quatro colunas com k linhas. Segue abaixo as duas primeiras colunas

Tny +1 Ty

’7711_1 7n1_2
o =2 —j =2 = 1) =1 =2t —j—1)—1)
Yo —20G—j -1 =1 =1  , —2(E-45)-1) |,
7n1_2(§_j)_1) 7“1_2«%_])_1)_1
Yoy — 2((k —2) = 1) Yoy —2((k—2)—1)—1
Yo —2((k = 1) = 1) Yo —2((k—=1)—1)—1

onde a linha sublinhada é a nimero g — j. O gancho 7,, é igual a 5’“7’2 e

todos os inteiros de 7y,, —2((k—1)—1) —1 a 7,, ocorrem nestas duas colunas.
Como

5k — 4 Sk—dk—4+6 k42
B =2k =1) = 1)~ 1= 2% 9k +3= e

<k,
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entao ¢ ocorre em alguma dessas duas colunas.

Préximo caso é ny = k2> + k + % +j7com 0 <5< % — 1. Neste caso,
ap, € igual a By ou Bs. Com mesma justificativa anterior, o H,,, € obtido
adicionando uma nova coluna a esquerda de H,, , onde cada comprimento
de gancho dessa nova coluna satisfaz hfﬁ“‘ = hfﬁ” + 1. Entao, o gréfico de
ganchos H,, possui pelo menos cinco colunas com k linhas. Segue abaixo

as duas primeiras colunas

Tnp + 1 Vg — 1
Yz Yna — 1

g =2k —j=3)=1) Ay —2(k—j—3)—1)—1
Ty =2k =G -2 -1) g -2k—j-2-1) -1,
7n2_2((k_j_2)_1)_1 ’Ynz_z((k_j_l)_l)

Yoy — 2((k —3) — 1) — 1 g — 2((k — 2) — 1)
7”2_2((k_2)_1)_1 7712_2((k_1)_1)

onde a linha sublinhada é a nimero £ — 57 — 1. O gancho 7,, é igual a &2’2 e

todos os inteiros de 7, —2((k—1) —1) a 7,, + 1 ocorrem nestas duas colunas.
Como

-4 —4k -4 4
ok —2k+4:5k k2 +8:k—2|—

’7712_2((]{:_1)_1): <k7
entao g ocorre em alguma dessas duas colunas.

O ultimo caso é ns = k? + 2k. Neste caso, a,,. = By. Com mesma justifi-
cativa dos casos anteriores, H,,, ¢ obtida de H,, , porém agora adicionamos
duas novas colunas & esquerda e especialmente aqui n; = k2, isto &, j = 0.
Cada comprimento de gancho dessas novas colunas satisfaz h?f;% = hff;” +1
com s € {1,2}. Entdo, o grifico de ganchos H,,_ possui no minimo cinco
colunas com k linhas. Segue abaixo as duas primeiras colunas

7711 + 2 ’ynl + 1
Vna Yy — 1
7n1_2§ ’Yn1_2§_1 )
7111_2%_1 7”1_2(5—’_1)

’7n1_2(k:_2)_1 7n1_2(k_1)
Yo, —2(k—1) =1 Yo, — 2k
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onde a linha sublinhada é a nimero g O gancho v, é igual a 57’“ e todos os
inteiros de 7,, — 2k a 7,, + 2 ocorrem nestas duas colunas. Como

entao ¢ ocorre em alguma dessa duas colunas.

Se agora considerarmos ¢ um primo médio, por definicao ¢ é um inteiro
em {k+1,k+2,...,7,} e segue o caso particular e encerra a demonstragao
desse lema. ]

Lema 2.3.14. Seja n tal que k* < n < k* +2k. Se q é um inteiro em {k +
Lk+2,...,7}, entéo LR(n+1,q) > LR(n,q). Em particular, LR(ns,q) >
LR(ny,q) para todo inteiro 1 <t < 4.

Demonstragao. Proceda em forma anédloga ao lema 2.3.3. [

Lema 2.3.15. Seja g =k +2i — 1 (¢ > 1) um inteiro impar em {k + 1,k +
2,...,v}. Entdo, temos os seguintes valores em LR(n,q), dependendo da
classe residual de k mod 4.
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" Tn Paridade v, LR(n,q)
k=2mod 4
k2 4 5’“2*4 impar 3]%2 —1
3k+6 kt4 i
2 k| . Sk—4 < e se q <+ 2
E*+ 54 2 !mpar {3"'3"2—1 seq>%+2j
3k+6 _ < 3k 4 95
24 ki 5k—2 4 Loseqs sy J
+k+ 5 par 32§ seq> 425
Prrbbes B2 opa
k2 + 2k Sk impar k46 _
k=0mod 4
k2 +j Sk=4  har M i seq < B2 405
2 i seq>2%242j
K45+ # par -
K24+ k4 5k2—2 {mpar 31%4 _
3k+8 k16 i
9 k. o 5k—2 S ge q < E0 425
k" +k+5+5 5= impar {3”{::*‘1—1 seq>%+2j
3k+8 _ < 3kt2
k2 + 2k 8% pa PR
+ 2 par 3t se q > 3EE2

Demonstracao. Iremos utilizar a mesma notacao do lema 2.3.13.

Comecemos por n; = k*+ j com 0 < j < g — 1. Segue do lema 2.3.13

que as duas primeiras colunas em H,, sao

Vna P)/nl_]‘
Yny — 2 Yny — 3
T = AE =G =D =1) =2 —j -1 - 1) -1
Y —2(3 —J — 1) T —2(5 -5 —1)—1
T =25 =) -D-1 oy —-2G-5+1)-1)
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Se k = 2mod 4, o gancho ,, é impar. Entao, os inteiros impares de
Yy —2(£ —j—1) a7, ocorrem nas linhas 1 a £ — j da coluna 1, e os inteiros
fmpares de y,, —2(5 —j —1) av,, —2((£ — j + 1) — 1) ocorrem nas linhas
E—j+1ak dacoluna 2. Deste modo LR(ni,v,, —2(m — 1)) = m para
1 <m < k. Como q > k é impar, considere LR(ny,q) = m e entdo

5k — 4
g=k+2i—1 = 7, —2(m—1)=
Sk—4+4-2k+2 3k+2

2 2

k+2
m = 32— —i = LR(ny,q).

—2m+2 =

20+ 2m =

Se k = 0 mod 4, o gancho v,, é par. Entao, os inteiros impares de 7, —
2((5—j—1)—1) — 1 a7, ocorrem nas linhas 1 a £ — j — 1 da coluna 2,
e os inteiros impares de v, —2((k —1) = 1) = lay, —2((5 —j)—1)—1
ocorrem nas linhas g —Jj+1akdacoluna 1. Deste modo

k
m, Selgm<§—j—1
LR(ny,Yn, —2(m—1)—1) =

k.
m—+ 1, seg—jgmgk

Como ¢q > k é impar, considere LR(ny,q) = m e entdo

ok —4
g=k+2i—1 = v, —2(m—-1)—-1= —2m+1=
‘ bk —4+2-2k+2 3k
2i4+2m = = =
2 2
3k
m = — —1
4
Portanto,
3k k. 3k +2 .
T seq>”ym—2<(§—j—1)—1): 5 + 27
LR(?’L17Q):
3k +4 k 3k +2
< 2 (=z—Jg—-1)—-1) = 2j
1 SedsTm ((2 J ) ) 5 + 2

IA

O proéximo caso é ng = k? + g +jcom0<j< % — 1. Segue do lema



74 CAPITULO 2. UMA CONJECTURA DE ALVIS
2.3.13 que as duas primeiras colunas em H,,,, sao

Vno Yna — 1
Yng — 1 Vng — 2

g =2k —j—3) ~1) =1 oy —2((k—j—2)—1)
=2k =G =2 -1 =1 oy —2((k—j—1) -1
= Ak =D =1) w2k —F -1 1) 1

g — 2((k — 2) — 1) o — 2k —2) = 1) — 1
oy — 2k — 1) — 1) oy — 2k — 1) — 1) — 1

Se k = 2 mod 4, o gancho 7,, ¢ impar. Entao, o inteiro impar ~,, ocorre
na linha 1 da coluna 1, os inteiros impares de 7, — 2((k —j —2) — 1) a
Yn, — 2 ocorrem nas linhas 2 a k — j — 2 da coluna 2, e os inteiros impares
de vp, —2((k—1)—1) ay,, —2((k—j—1) — 1) ocorrem nas linhas k — j a
k da coluna 1. Deste modo

m, sel<m<k—j5—1
LR(ng,Yp, —2(m —1)) = :
m+1, sek—j—-—1<m<k

Como g > k é impar, considere LR(ny,q) = m e entao

bk —4

g=k+2i—1 = ~,—2(m—-1)=
Bk—4+4—2k+2  3k+2

—2m+2 =

2i4+2m =

2 2
3k+2 .
m = — q.
4
Portanto,
3k +2 ) k+4 )
1 seq>Yp, —2(k—j—1)—1)= —— +2j
LR(”?aq): k- k

3k+6 : +4 )

Se k = 0 mod 4, o gacho v,, é par. Entao, os inteiros impares de v,, —
2((k—j—2)—1)—1a~,,—1 ocorrem nas linhas 2 a k—j —1 da coluna 1, e os
inteiros impares de v,,, —2((k—1)—1)—1 a v,, —2((k—j—1)—1) — 1 ocorrem
nas linhas k—j a k da coluna 2. Deste modo LR(ng, v,,—2(m—1)—1) = m+1
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para 1 < m < k—1. Como g > k é impar, considere LR(ny,q) = m + 1 e
entao

bk — 4

Sk—4+2-2k+2 3k

2i4+2m = 5 5
3k
m = T 1
Portanto,
LR(ny,q) = 3k2_4 — 1.

O proximo caso é ng = k> +k+j com 0 < j < % — 1. Segue do lema
2.3.13 que as duas primeiras colunas em H,,,, sao

Yns +1 Vs
'Ynl_l 7711_2
o =25 == 1) =1y —2(E—j—1) 1)
'7711_2((%_]_1)_1)_1 7n1_2((§_j)_1>
7n1_2(§_j)_1) 7711_2«%_])_1)_1
= 2(k=2) = 1) =2k —2)—1)—1
=2k —1)—1) e —2((k—1) 1)1

Se k =2 mod 4, o gancho v,, = v,, + 1 é par. Entao, os inteiros impares de
Yoy —2((£ —j —1) = 1) av,, ocorrem nas linhas 1 a £ — j — 1 da coluna 2,
e os inteiros impares de v,, — 2((k—1) — 1) a v,, — 2((k — j) — 1) ocorrem
nas linhas % —Jj+1akdacoluna 1. Agora, comparemos H,, com H,, e
facamos as seguintes observagoes:

e Todos os inteiros impares de 7, —2((%£ — j — 1) — 1) a 7,,, ocorrem em
mesmas linhas em H,, e Ha,,;

e Todos os inteiros fmpares de v, —2((k—1) — 1) a vy, —2((£ —j) — 1)
em H,, tém uma ocorréncia numa linha abaixo em respeito a H

Oéns
Entao,

k 3k

LR(n?n Q) =

k 3k .
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Portanto,
3k+2 . - 3k Yy
—1 se —
1 125
LR(”37Q) - I 1
3 6 3
Z —1, seq< > + 27

Se k = 0 mod 4, o gancho 7,, = v, + 1 é impar. Entao, os inteiros

fmpares de 7, —2((§ —j — 1) = 1) = 1 a 7,, + 1 ocorrem nas linhas 1

k

a 5 —j da coluna 1, e os inteiros impares de 7,, —2((k —1) —1) -1 a

Yn-1—2((4 —j) —1) — 1 ocorrem nas linhas £ — j+1 a k da coluna 2. Agora,

comparemos H,, com H,, e facamos as seguintes observacoes:

e Ha o aparecimento do gancho impar v,, + 1 = 75, em H,,,, na posi¢ao
(1,1);

e Todos os inteiros impares de v, — 2((% —j—1)—1)—1la~y, —lem
Ha,, tém uma ocorréncia numa linha abaixo em respeito a Ha,,,;

e Todos os inteiros fmpares de 7,1 — 2((k — 1) — 1) — L a y,, — 2((% —

j) —1) — 1 ocorrem em mesmas linhas em H,, e Ha,,-

Entao,
k 3k — 2
LR(ny,q) +1, seq> v, 2((§—j>—1>—1: 5
LR(”&Q) =
k 3k —2
LR(n17Q)7 Squfyrn 2(<§_j> _1) —1= 9
Portanto,
3k 1 3k +4 o q> ELEPY
— = = —1
1 1 q J
3 _
R 1, se g < + 23
4
Isto é,
3k + 4
LR(ns,q) = Z— — 1.

Opréximocasoén4:k2+k+§+jC0m0§j§g—l. Segue do lema
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2.3.13 que as duas primeiras colunas em H,,,, sao

Ty + 1 Tna
Tna Yo — 1

g =2k —j—3)=1) vy —2(k—j—3)—1)—1
'7n2_2((k_j_2)_1) 7%2_2<(k_j_2)_1)_1
7n2_2((k_j_2)_1>_1 7n2_2((k_j_1)_1)

g = 2(k —3) — 1) — 1 o — 2((k —2) — 1)
7n2_2((k_2)_1)_1 7”2_2((k_1)_1)

Se k = 2 mod 4, o gancho 7, = V., + 1 é par. Entao, os inteiros impares
de vn, —2((k—j —2) — 1) a y,, ocorrem nas linhas 2 4 k — 7 — 1 da coluna
1, e os inteiros impares de v,, — 2((k — 1) = 1) a v, —2((k —j — 1) — 1)
ocorrem nas linhas £ — j a k da coluna 2. Agora, comparemos H
H., e facamos as seguintes observacoes:

com

Qngy

Qny

e Todos os inteiros impares de v,, —2((k —j —2) — 1) a 7, em H
tém uma ocorréncia numa linha abaixo em respeito a H

Ong
Qny s

e Todos os inteiros impares de v,, —2((k—1)—1) a v,, —2((k—j—1)—1)
ocorrem em mesmas linhas em H,,, ¢ H

Qny*
Entao,
. k+4 _
LR(n2,0) +1, e g >y, = 2(k=j=1) = 1) = == +2j
LR(TL4,q) =
. k+4 ,
LR(n2,q), se ¢ <y~ 2(k—j —1) = 1) = —— +2j
Portanto,
3k+2 3k+6 k44 »
—i+1= 1 —1, Seq>T+2‘7
LR(n47q) = k .
3k +6 4
: - se ¢ < % +2j
Isto é,
3k+6

4
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Se k = 0 mod 4, o gancho v,, = 7, + 1 é impar. Entao, o inteiro impar
Yn, + 1 ocorre na linha 1 da coluna 1, os inteiros impares de v, — 2((k — 7 —
3)—1)—1a,, —1 ocorrem nas linhas 2 a k —j — 2 da coluna 2, e os inteiros
impares v,, —2((k —2)—1) =1l ay,, —2((k—j —2) — 1) — 1 ocorrem nas
linhas k& — j a k da coluna 1. Agora, comparemos H,,, com H,, e fagamos
as seguintes observagoes:

e Ha o aparecimento do gancho impar v, +1 = 7,,, em H,,, na posigao
(1,1);

e Todos os inteiros impares de v,, —2((k —j —3) —1) — 1 a v, — 1
ocorrem em mesmas linhas em H,, e Ha, ;

e Todos os inteiros impares de v,, —2((k —2) — 1) — 1 a v,, — 2((k —
j—2)—1)—1em H,, tém uma ocorréncia numa linha abaixo em
respeito a H

Qny*
Entao,
. k+6 :
LR(ns, q), 5 ¢ > Yoy —2A(k—j—2) = 1)~ 1= "= +2j
LR(’I’L4,Q):
, k+6 4
LR(ns,q) + 1, seq§7n2—2((k;—]—2)—1)—1:_2 + 25
Portanto,
3k+4 < >k+6+2,
_/l/ —
4 ’ q 5 J
3 4 3 8 6
S iti= I — i, Seq§%+2j

O tltimo caso é ng = k% +2k. Segue do lema 2.3.13 que as duas primeiras
colunas em H,,,  sao

’y’nl + 2 fynl + 1
7”1 ”Ynl - 1
7n1_2(§g1> 7711_2(%?1)_1
'Yn1_2§ 7n1_2§_1
’Yn1_2§_1 %1—2(§+1)

’7n1_2(k_2)_1 ’7n1_2(k_1)
Yoy = 2(k—1) =1 Yoy — 2k
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Se k£ = 2mod 4, o gancho v,, = v, + 2 é impar. Entao, os inteiros
impares de v,, + 2% a Yn, + 2 ocorrem nas linhas 1 a g da coluna 1, e os
inteiros fmpares de 7,, — 2k a v,, — 2(4 + 1) ocorrem nas linhas £ + 1 a
k da coluna 2. Agora, comparemos H,, com H,, e fagamos as seguintes

observacoes:

e Ha o aparecimento do gancho impar 7, +2 = 7, em H,,_ na posigao
(1,1);

e Todos os inteiros impares de v, —2k a7, em H,, tém uma ocorréncia
numa linha abaixo em respeito a H,,,_.
sl

Entao,

3k+2 3k+6
= —1+1= — 1.

4 4

LR(TLBa Q) = LR(nlv q) + 1

Se k = 0 mod 4, o gancho v,, = 7,, + 2 é par. Entao, os inteiros {mpares
de v,,, —2(5 —1) — 1 a y,, + 1 ocorrem nas linhas 1 a £ — 1 da coluna 2, e os
inteiros fmpares de 7,, —2(k —1) — 1 a 7,, — 2% — 1 ocorrem nas linhas £ +1
a k da coluna 1. Agora, comparemos H,, com H,, e fagamos as seguintes
observacoes:

e Ha o aparecimento do gancho impar v, +1 = 7, em H,,_na posigao

(1,2);
e Todos os inteiros impares de v,, —2(k —1) =1 a y,, — 1 em H,, tém
uma ocorréncia numa abaixo em respeito a Ha,,, -
Entao,
3k +4 ] - 3k —2
—1, se
1 Iy
LR(ns,q) = LR(ny,q) + 1= .
3k +38 i seq < 3k —2
T
Concluimos assim a demonstragao deste lema. ]

Determinemos agora as cotas superiores para NH (n, q).

Lema 2.3.16. Assuma que k > 8. Seq=Fk+2i—1 (i > 1) é um inteiro
impar em {k+ 1,k 4+ 2,...,v,}, entao temos as sequintes cotas superiores

para NH(n,q), dependendo da classe residual de k mod 4. Em todos o0s casos,
0<j<i-1
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k=2mod4
n Cota Superior Estrita quando
K+ 3t g q € (k,2k—3]
K+E+5 3ht2 g q € (k,2k -7
k2 +k+j 3hE6 g q € (k,2k — 3]
RR+k+5+5 30— q € (k,2k — 5]
k? + 2k 346 g q € (k,2k — 3]

k=0mod 4
k243 Shtd g q € (k,2k —3]
K+E5+5 Skt g q € (k,2k — 5]
k2 +k+j 3htd g q € (k,2k — 3]
s {00 DRDZES 0T
k? + 2k Shtd q € (k,2k — 5]

Demonstracao. Utilizemos a mesma notacao usada no lema 2.3.13.

Comecemos pelo caso n; = k*>+j com 0 < j < % — 1. As cotas superiores
para N H (ny, q) seguem direto do lema 2.3.15. Encontremos agora para quais
g essas cotas sao estritas.

Pela maneira que é formada a parti¢ao ay,, temos em H,, a existéncia
de um bloco retangular de tamanho (4 —

ganchos pares, como segui abaixo

j4) % (£ + j) de comprimentos de

2k—2  2%k—4 ... k—2j
2%k—4  2k—6 ... k—2j—2

: : . : ’ (2'6)
k+2j k+2j—-2 ... 2

onde o gancho 2k — 2 ocorre na linha 1 e o gancho 2 ocorre na linha % —jde
Ha,, - Observe que existem pelo menos quatro colunas de comprimento de
gancho pares acima, pois g +5 >4
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Note que o gancho k—2j ocorre na mesma coluna que o gancho 2 (veja em
(2.6)). Como o gancho 2 ocorre na peniltima caixa da linha £ — j em Ho,, s

temos k — 2j ocorrendo na coluna Bff1 —1=k+%—(t—j)=k+jcom
t € {1,2}. No entanto, o gancho 2k — 2 ocorre % + j — 1 colunas & esquerda
de k —2j, com isso, 2k — 2 ocorre na coluna (k+j)— (§+j—-1)=£4+1> 5.

Assuma ¢ € {k+ 1,k + 2,...,2k — 3}, entdo ¢ — 1 e ¢ + 1 sao pares
consecutivos em {k,k + 2 ... 2k — 2}. Assim, pelo menos uma linha em
(2.6) contém ambos inteiros ¢ — 1 e ¢ + 1. Seja r esta linha. Como os
comprimentos de ganchos em qualquer linhas sao estritamente decrescentes,
em particular na linha r, r ¢ L(nq,q). Entdo,

3k:4—i, se k=0 mod 4
NH(”laQ)<
SkZQ—i, se k =2 mod 4

Vamos agora ao caso nz = k?+k+jcom 0 < j < g—l. As cotas superiores
para N H (ns, q) seguem direto do lema 2.3.15. Encontremos agora para quais
q essas cotas sao estritas.

Ja sabemos que H,,, € obtido adicionando uma coluna a esquerda de
Ha,,, com isto H,,,, continua a ter o bloco retangular de tamanho (% —J) %
(£ 4 j), como mostrado em (2.6).

Assuma g € {k+ 1,k +2,...,2k — 3}, entdo a mesma linha r obtida no
caso anterior satisfaz r ¢ L(ns, q) e portanto

4
3/{:2— —1, se k=0mod 4
3]{;6—2', se k= 2mod 4

Préximo caso é ny = k2 + g +7com0< g < % — 1. As cotas superiores de
NH(ng,q) para k = 0 mod 4 ou k = 2 mod 4 com ¢ > %—1—2‘7 seguem direto
do lema 2.3.15, restando encontrar a cota superior para N H(ny, q) quando
k=2mod 4 com g < k—;‘l +27. Além disso falta encontrar para quais q essas
cotas sao estritas.

Pela maneira que é formada a parti¢ao ay,, temos em H,, a existéncia
de um bloco retangular de tamanho (kK —2 — j) x (j + 1) de comprimento
de ganchos pares, como segui abaixo juntamente com as colunas de ganchos
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impares ao seu redor

2k —3 | 2k—4 2k—6 ... 2k—25—4|2k—-25—-T7
2k—5|2k—6 2k—8 ... 2k—27—6|2k—25—9

: : P : : , (2.7)
2j+5|2j+4 2j+2 ... 4 1
2j+312j+2 25 ... 2

onde o gancho 2k — 4 ocorre na linha 2 e o gancho 2 ocorre na linha £ —j —1
de H,,,,. Observe que existem pelo menos uma colunas de comprimento de
ganchos pares acima, pois j +1 > 1.

Note que o gancho (2k — 25 — 4) ocorre na mesma coluna que o gancho 2
(veja em 2.7). Como o gancho 2 ocorre na tltima caixa da linha k—j —1 em
Ha,, > temos 2k —2j —4 ocorrendo na coluna B 7 = (k+E—k+j+1)+1=
E4+j+2comt e {3,4}. Entretanto, o gancho 2k — 4 ocorre j colunas a
esquerda de 2k—2j—4, logo, 2k—4 ocorre na coluna (§+j+2)—j = §—|—2 > 6.

Assuma g € {k+ 1,k +2,...,2k — 5}, entdo ¢ ocorre na coluna mais a
esquerda em (2.7), pois 2j + 3 < 2(5 — 1) + 3 = k + 1. E facil observar
que se j > 1, vemos em (2.7) que o gancho ¢ nao ocorre na linha acima de
sua ocorréncia, pois teriamos duas colunas de comprimentos pares em (2.7).
Agora se j = 0, teriamos em (2.7) apenas trés colunas, onde a coluna de
comprimento de ganchos pares serd a coluna central como mostrado abaixo

2k —3 | 2k—4 | 2k -7
2k—=5|2k—6|2k—-9

Neste caso, cada comprimento de gancho par na coluna central tem compri-
mento 1 menor do que o gancho a esquerda e comprimento 3 maior do que
o gancho a direita. Desse modo, é facil ver que o gancho ¢ continua a nao
ocorrer na coluna acima de sua ocorréncia.

Entao, existe uma linha r € H,,, que satisfaz r ¢ L(n, q). Para comple-

mentar o resultado, veja que se assumirmos k£ = 2 mod 4 com g < % + 27,
temos k£ > 10 e

k44 ki + 4 2 3k
SR VIS I (AT N L YA Y
=5 tags——+ (2 ) 5 = g



2.3. O CONJUNTO P(a) 83

Com isso,
,<3k+4—i, se k=0 mod 4
NH(nz,q) <3k+2—z’, sek52m0d4comq>#+2j.
\§3k+2—i, sek52m0d4comq§#+2j

Faltando somente o caso estrito em k£ = 2 mod 4 para ¢ < + 25 com
ge{k+1,k+2,...,2k—T7}. Ja assumindo estas hipoteses e lembrando que
k > 10, temos a seguinte cota inferior em j

k+4
2

1 E+4\ k-
jzg(k—i—%—l— +) 6

= , > 2.
5 1 +12

Neste caso, existem em (2.7) no minimo trés colunas de comprimento de
ganchos pares, como visto que a quantidade de coluna é 5 + 1. Isto mostra
que o gancho ¢ nao ocorre nas duas linhas acima de sua ocorréncia. Assim,

3k+6 . 3k+6 . 3k+2 .
—1—2< —71—1= — 1.

NH(nz,q) < LR(ng,q) —2 = 4 4

Préximo caso é ny = k> +k+ g +jcom(0 <)< g— 1. As cotas superiores
de NH(ny,q) para k = 2mod 4 ou k = 0 mod 4 com ¢ > @ + 27 seguem
direto do lema 2.3.15, restando encontrar a cota superior para NH(ng,q)
quando £k = 0 mod 4 com ¢ < % + 27. Além disso, falta encontrar para
quais ¢ essas cotas sao estritas.

Sabemos que H,,,, € obtido adicionando uma coluna a esquerda de H,,,,
logo H.,,, continua a ter o bloco retangular de tamanho (k —2—j) x (7 +1)
de comprimento de ganchos pares, como mostrado em (2.7).

Assuma g € {k+ 1,k +2,...,2k — 5}, entdo a mesma linha r obtida
no caso anterior satisfaz r ¢ L(n4, q). Isto ja mostra as cotas estritas para
k=2mod 4 e k=0 mod 4 quando ¢q > % + 2j. Além disso, ji determina
a cota superior em k£ = 0 mod 4 quando ¢ < # + 27 a menos para k = 8,
qg = 13 e j = 3, pois nestas condicoes ¢ = 2k — 3 e ocorre na linha mais
acima em (2.7) diferente de qualquer outro ¢ < %, onde sempre temos
g < 2k — 5. Analisemos esse caso restante onde ngy = 82 +8+4+3 =79 e
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are = (12,12,11,10,10,9,8,7), com grafico de ganchos H,,., abaixo

19]18[17|]16]15[14[13
18|17]16[15|14[13(12
16[15/14[13]12]11]10
14{13/12]11]10
13]12]11]10] 9
11]10[9 |87
91817[6]5
716151413

N NS BN

—|wlo|os|oo|SD
—|co| x| o |00

DO H= | OH| 00| O
— Q0| O ~J| 00

3:-8+8

Encontremos acima NH(79,13) =5 = —3 = LR(79,13) e portanto

3k+6
< —

i, se k=2mod4
4

k+4 k

<32_ -1, Sek50m0d4comq>%6+2j
NH(n47Q)

3k +4 k+6
< i — 1, sek50m0d4,q§%+2je(n4,q)7é(79,13)
57 se (n4JQ) = (79713)

Faltando o caso estrito em k = 0 mod 4 para g € {k+1,...,2k —7} com
q < # + 2j. Ja assumindo estas hipoteses, temos a seguinte cota inferior
em j

2 )~ !

>_ — —
j 2<k+2z 1 )

que é no minimo 2 a menos quando k=8 e i = 1.

Assuma k£ > 8,7 > 1 ou j > 2. Nesta condi¢oes, as duas linhas encontra-
das anteriormente em H,,, que nao tém a ocorréncia do gancho ¢, continuam
a satisfazer essa mesma propriedade em H,,, . Entao,

3k+8 3k+4
—i—1= — .

NH(ny,q) < LR(n4,q) —2 < LR(ny4,q) — 1 = 1 :

Agorase k=8, i=1e 75 =1, entdo ¢ = 9 e ny = 77 com grafico de
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ganchos H,,, igual a

19[18[17|16]15[14[13
18|17]16[15]14[13[12
16{15[14[13]12]11
14]13[12]11]10
12]11]10
10(98

=Ty

— 0| O ~J| 00

ol || oo| S|

©
oo
-J
IS EN{ =)
wo|| |00
ICIINIGH BN | 3=
ol ||| 5

_ 3-8+4
- 4

Encontremos acima NH(77,9) = 4 < 6 — 1. Portanto estrito

€como queriamos.

O tltimo caso & ns = k* + 2k. As cotas superiores de NH(ns,q) para
k =2mod4 ou k = 0mod 4 com g > ?”“TH seguem direto do lema 2.3.15,
restando encontrar a cota superior para N H(ns, ¢) quando k = 0 mod 4 com

q < 3’“2—“ Além disso, falta encontrar para quais ¢ essas cotas sao estritas.

Sabemos que o grafico de ganchos H,,, ¢é obtido adicionando duas colunas
a esquerda de H,, , onde especialmente n; = k2, isto ¢, 7 = 0. Com isto
Ha,, continua a ter o bloco retangular de tamanho g X % de comprimento
de ganchos pares, como segui abaixo juntamente com sua coluna de ganchos

impares mais a esquerda.

% —1[2k—2 2%k—4 ... k

% —3|2%—4 2%k—6 ... k—2

2%k —5|2%k—6 2k—8 ... k—4 (2.8)
k+1 | k k-2 .. 2

onde o gancho 2k — 2 ocorre na linha 1 e o gancho 2 ocorre na linha % de
Ha,, - Observe que existem pelo menos quatro colunas de comprimento de
ganchos pares acima, pois g > 4.

Assuma g € {k+ 1,k +2,...,2k — 3}, entdo a mesma linha r obtida
em H,, satisfaz r ¢ L(ns,q). Para complementar o resultado, veja que se

assumirmos k£ = 0 mod 4 com ¢ < %, temos k > 8 e

=2k — 3.

by
1> 7% =>"7 2

<3k+2<3k+2+(§ ):4k—6
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Portanto
( k
<3 +6—i, se k=2 mod 4
3k +4 3k +2
NH(ns,q) § < + —1, se k=0mod4 com q > 2+ - .
4 2
SBkI — 1, Sek:EOmodélcomquk;
\

Faltando somente o caso estrito em k¥ = 0 mod 4 para ¢ € {k+ 1,k +
2,...,2k =5} com ¢ < &;2 Note que o gancho g ocorre na coluna mais a
esquerda em (2.8), isto juntamente com o fato de ter no minimo 4 colunas
de comprimento de gancho pares em (2.8), mostra que ¢ nao ocorre nas duas
linhas acima de sua ocorréncia. Entao,
3k+8 . 1 3k+4

— 17— 1= 1.

NH(ns,q) < LR(ns,q) —2 < 1 1

Concluimos a demonstracao deste lema. O

Observacao 2.3.17. Nas hipdteses do lema acima, o maior valor possivel
para vy, € %, mas
ok bdk+k 6k
— < = — =3k < 3q.
2 2 2 I
Isto €, os unicos multiplos de g em H,, sao q e 2q.

Lema 2.3.18. Suponha k > 8 e sejam q = k+2i— 1 (i > 1) e 2q inteiros

em {k+ 1,k+2,...,v.}. FEntdo temos as sequintes cotas superiores para
NH(n,2q).
n Cotas superiores Cotas superiores
k=2mod4 k =0mod 4
2 : k+6 . k+4 .
2 ‘ ~ k+6 4 k+8 ~

Demonstracao. Utilizando-se de que NH(n,2q) < LR(n,2q) juntamente
a repetidas aplicacoes do lema 2.3.14, segue que NH(n,2q) ¢ no maximo
LR(K*+k,2q) quando n = k*+j com 0 < j < k e no maximo LR(k*+2k,2q)
em todos os casos.
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Utilizemos a mesma notacao do lema 2.3.15, e comecemos por ns = k2 +
2k. Segue do lema 2.3.15 que as duas primeiras colunas em H,,, sdo

Tns Yns — 1
Vs — 2 Vs — 3
7n5_2(<§_ )_1) 7"5_2(<§_1)_1)_1
7"5_2(5_ %15_2(%_1)_1
Tos —2(E—1) =1 %5—2((%“)—1)
Yos —2(E+1) —1) =1 4, —2(t+2) -1

B
o
|
[\]
—~
—~
o
|
—
~—
|
—_
~—
|
—_
2
S
o
|
[\)
—~
oy
|
[S—y
~—

Note que se ¢ > k > 8, temos

k 5k 3k+2 4k
o) 1< k1= 9ok < 9.
Yns (2 ) =5 k+ 5 <2 k < 2q

Portanto 2¢q nao ocorre abaixo da linha % em todos os graficos de ganchos
Ha,, Parat € {1,2,3,4,5}.

Se k = 0 mod 4, o gancho 7, é par. Entao, os inteiros pares de 7,, —2(%—
1) a y,, ocorrem nas linhas 1 a g da coluna 1. Deste modo LR(ns, vn, —2(m—
1)) =mparal <m < g Como 2q > k é par, considere LR(ns,2q) = m e
entao

5k
2q=2k+41—-2 = 'yn5—2(m—1):7—2m—|-2:>

Sk+4+4—4k
2m = 2 —4Z:>
k+8
m = % —2i = LR(ns,2q) > NH(ns,2q).

Se k = 2 mod 4, o gancho 7, é impar. Entao, os inteiros pares de 7, —
2(£ —1) — 1 a y,; — 1 ocorrem nas linhas 1 a £ da coluna 2. Deste modo
LR(ns,Yp; —2(m —1) —1) = m para 1 < m < £ Como 2¢ > k é par,
considere LR(ns,2q) = m e entao

5k
2q=2k+4i—2 = 7n5—2(m—1)—1:7—2m+1:>

ok +2+4 —4k
2m = i _5 — 4 =
k+6
m = % —2i = LR(ns,2q) > NH(ns,2q).
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Proximo caso é ng = k? + k. Segue do lema 2.3.15 que as duas primeiras
colunas em H,,,, sao

Tns Yng — 1
Yng — 2 Yng — 3
=26 1) e 2((5 1) 1) 1
e =35 -1) 1
7n3_2(§_1 -1 7713_2<(§+1>_1>
Yoy —2(E+1)—1) =1 4 —2((5+2)—1)
Vg —2((k=1)—1) =1 Vng — 2(k — 1)

Se k = 0 mod 4, o gancho 7,, é impar. Entao, os inteiros pares de v, —
2(% — 1) — 1 a ~,, — 1 ocorrem nas linhas 1 a g da coluna 2. Deste modo
LR(ns,Yp, —2(m —1) —1) = m para 1 < m < £ Como 2¢ > k ¢ par,
considere LR(ns,2q) = m e entdo

5k — 2
20=2k+4i—-2 = v, —2(m—-1)—1= —2m+1=
Sk —2+4+2+4—4k .
2m — 2 —47/:
k+4
m = % —2i = LR(ns3,2q) > NH(ng,2q).

Se k = 2 mod 4, o gancho 7, é par. Entao, os inteiros pares de v, —2(%—
1) & Y, ocorrem nas linhas 1 a £ da coluna 1. Deste modo LR(ng, Yy, —2(m—
1)) =m paral <m < % Como 2q > k é par, considere LR(n3,2q) = m e
entao

Sk —2
2q=2k+4i—2 = v, —2(m—1) = —2m+2=
bk —2+4+4—4k :
k+6
m = % —2i = LR(ns3,2q) > NH(ns, 2q).

Juntamente com a observacao inicial concluimos a demonstragao do lema.

]

Proposicao 2.3.19. Assuma que k > 8. Sep=k+2i—1 (i >1) é um
primo médio em P, entao p divide Xq, (1).

Demonstracao. Segue da proposicao 2.3.11 que ¢ suficiente mostrar que
p(NH(n,q) + NH(n,2q) +1) < n.
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Caso 1. Suponha que 2p é um comprimento de gancho em H,, . Neste caso,
nao podemos ter k = 8, pois teriamos

ok 5-8
— =—<10.

4 4 =

Em particular, o caso especial (n,q) = (79,13) do lema 2.3.16 nao ocorre.
Assumindo entao k > 8 e 2¢ < 7, < %, temos

§<p<

N
A

—~

5k 5k  3k—28 8k—28

gs — <

2k —T7.
4 4+4 4 b1

Isto nos permiti usar as cotas estritas do lema 2.3.16.
Usando as cotas superiores dos lemas 2.3.16 e 2.3.18 quando possivel as
cotas estritas, p(NH(n,p) + NH(n,2p) + 1) é no maximo:

(1) (B2 —i—1)+ (2% —2)) =k —3i+ 1 quando k* < n < k> + ke

k =2 mod 4;

(i) (BEH —i—1)4+ (B2 —2i) =k —3i+ 1 quando k> < n < k*+ ke
k =0 mod 4;

(i) (2 —i—1)+ (B8 —2)) =k —3i+2 quando k* +k <n < k®*+2k e
k =2 mod 4;

(iv) (3 —i—1)+ (B8 —2)) =k —3i+2 quando k> + k <n < k*+2k e
k =0 mod 4;

Segue do lema 2.3.9 que p(NH (n,p) + NH(n,2p) + 1) é no maximo

(k+2i—1)(k—3i+2) <k*—1 < nnos casos (i) e (i), e
(k+2i—1)(k—3i+3) <k*+k < nnos caso (i) e (iv).

Terminando assim a verificacao para o caso 1.

Caso 2. Suponha que 2p nao seja um comprimento de gancho em H,,,. Neste
caso NH(n,2p) = 0, sendo agora suficiente mostrar p(NH(n,p) + 1) < n.
Comecemos assumindo k& = 8. Analisando o caso especial (n,p) =
(79,13), vemos que 13- (NH(79,13) + 1) = 13-6 = 78 < 79. A partir
de agora assumimos (n,p) # (79, 13). Desta forma, 7, ¢ no méximo %2 = 20
e os primo médios podem ser 11,13,17 e 19. Escrevendo esses primos na
forma 8 4+ 2¢ — 1, temos ¢ igual a 2, 3,5 e 7 respectivamente. Segue do lema
2.3.16 que p(NH(n,p) + 1) é menor igual a:

o (8+42i—1)(NH(8,p)+ 1) = (7+2i)(8 — i) = 66, se p = 11;
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o 8+2i—1)(NH(8,p)+1)=(T+2i)(8—1) =065, se p=13;
e 8+2i—1)(NH(8,p)+1)=(74+2i)(8 —i) =51, se p=1T;
o (8+2i—1)(NH(8,p)+1)=(7T+2i)(8 —1i) =38, se p=19.

Assim para n > 66 ou ¢ igual a 5 ou 6, temos p(N H (n,p) + 1) < n, restando
entao n igual a 64 ou 65 e ¢ igual a 2 ou 3. Para estes casos olharemos
diretamente em seus graficos de ganchos.

Para n = 64, temos que agqy = (11,10,9,8,8,7,6,5) com H,,, sendo

18]17]16[15|14(12(10
16[15/14(13|12
14{13]12]11]10
12]11]10
11]10[ 9
918]|7
716]5
5413

513[1]
3[1
1

D[ ||Co

=W = | O | 0O

DO H= | OY| 00| O
— Q0| O ~J| 00

Computando as ocorréncias de 11 e 13 encontremos

11(3+1) =44 < 64, quandop =11
p(NH(n,p) +1) = :
13(2+1) =39 < 64, quando p =13

Para n = 65, temos que ag; = (11,10,9,9,8,7,6,5) com H,,, sendo

18]17]16[15]14(12(10
16[15/14(13|12

12 3[1]

10
14[13[12[11[10[ 8

7

5

3

1

6
411
2
1

13]12]11]10
8

=W || Co

11]10
918
716
N

=Wty co

| O ~J[©
Q| O ~T| O

6
4
2

Computando as ocorréncias de 11 e 13 encontremos

11(3+ 1) =44 < 65, quando p =11
p(NH(n,p) +1) = :
13(3+ 1) =52 < 65, quando p =13

Portanto se k = 8, temos p(NH(n,p) + 1) < n.
Agora assuma k > 8. Usando os lemas 2.3.16 e 2.3.9, p(NH(n,p) + 1) é

no maximo:
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(a) (k+2i—1)(2 —j41) < BELI0EHS quando k=2 mod 4 e k? < n <
k? + k;

b) (k+2i—1)(3EL —j4+1 gwquandokEQmodéLeijLkS
2 ok 1 32
n < k7 + 2k;

o) (k42— 1) (34 —j 4 1) < 25E2460k4+36 (yando k=0 mod 4 e k > 8;
1 32

25k2+40k+16 < 25k24-60k+36
32 32 :
25k24+60k+16 __
32 -

w. Por k ser um inteiro positivo, ao fazermos o estudo de sinais da
inequagao 25]‘32?# < k2, temos k > w ~ 9.13. Assim se k£ > 10,
p(NH(n,p) + 1) < k? < n nos itens (a) e (c).

Para o item (b), procurando as raizes da equacao do segundo grau

2 . . .
BELMEOL — |2 4 k, encontramos k = 2232 Por k ser um inteiro posi-

tivo, ao fazermos o estudo de sinais da inequacao 25"32?# < k%2 4k, temos
k> 252 =8, Assim se k > 8, p(NH(n,p) +1) < k* + k < n. Concluindo
a demonstracao dessa proposicao. O

Primeiramente veja que Agora procurando

as raizes da equagao do segundo grau k2, encontramos k =

Agora veremos o que acontece quando k(n) é igual a 4 e 6, casos que nao
foram considerados na proposicao acima. Vejamos nas tabelas abaixo

Para k(n) =4
n | an el
16 | (5,4,4,3) | 22-32-5-7-11-13
17](5,5,4,3) [ 27-3-5-11-13-17
18| (5,5,4,4) | 22-3%-11-13- 17
19 (5,5,5,4) | 22-3%-11-13-17-19
20 | (6,5,5,4) | 22-3-52.11-13-17- 19
21[(6,6,5,4) [2-3-52-7-11-13-17- 19
22 | (6,6,5,5) | 2-3%-7-11?-13-17-19
231 (6,6,6,5) | 22-3-112-13-17-19 - 23
24 | (7,6,6,5) | 22-3%-112-13-17-19 - 23
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Para x(n) =6
n ay, Xan (1)
36 | (8,7,6,6,5,4) [23.3%.5%.73.11-13-17%-19-23-29-31
37| (8,7,7,6,5,4) [ 23.37.52.73.11-13-172-19-23-29-31- 37
38 | (8,8,7,6,5,4) [28-3%.5.72.11-13-17%-19%-23-29-31-37
39 | (8,8,7,6,5,5) | 2%-32.5-73.11-13%2-17%-19%.23-29-31-37
40 | (8,8,7,6,6,5) | 2°-3%.5%.7-11-132-17%2-192-23-29-31-37
41 | (8,8,7,7,6,5) | 27-3-52-7-11-13%-17%-192-23-29-31-37-41
42 (9,8,7,7,6,5) | 2%-32.5%.7%.11-13%-17%2-192.23-29-31-37-41
43 ] (9,8,8,7,6,5) | 2°-3%.52.72.132.172.192-.23-29-31-37-41-43
44 ] (9,9,8,7,6,5) | 213.3%.5.7-11-13-172-192.23-29-31-37-41-43
45 | (9,9,8,7,6,6) | 2%-32-5%.72.11-13-17%-192-23-29-31-37-41-43
46 | (9,9,8,7,7,6) | 2%-3%.5%.7-11-13-17%.19%7-232.29-31-37-41-43
471 (9,9,8,8,7,6) | 25-3%-52.7-11-13-17%-197-23%2-29-31-37-41-43 - 47
48 [ (10,9,8,8,7,6) | 26-3%.52.72.11-13-17%2-192-232.29-31-37 - 41 -43 - 47

Observacao 2.3.20. A proposicao 2.3.19 € verificada para todo n > 16
e k(n) par, exceto para n = 17,18,19,20,22,23,24,43. Nestes oito casos,
temos de considerar a parti¢cao X\, encontrada em [1] :

17| (7,4,3,1,1,1) | 2-3-5%2.7-11-13 - 17

18 (9,6,2,1) 2.32.5.7-11-13-17

19| (8,5,4,1,1) [2%2.3.5-7-11-13-17-19

20 | (8,7,3,1,1) [2%.3.5.7-11-13-17-19

22 | (13,5,2,2) |2-3%2-5.7-11-13-17-19

23 | (12,5,2,2,2) [22-3-5-7-11-13-17-19-23

24 | (12,5,4,2,1) [ 2-3%-5%.7-11-13-17-19-23
43| (9,8,7,7,6,6) | 26-3-52-7-11-132-17%-19%2-23-29-31-37-41-43

Note também que aqui N, nao € auto-associada, entao Xy, da, € irredutivel.
Finalizamos esta subsecao com o seguinte teorema.

Teorema 2.3.21. Seja n > 15 e p um primo médio em P,. FEntdao existe
uma particao A = n nao auto-associada tal que todo p divide xx(1).

Demonstracao. Para n > 49, as proposicoes 2.3.11 e 2.3.19 mostram que
tal particao \ é de fato a nossa particao «,,. Agora para 15 < n < 48,
segue das observagoes 2.3.12 e 2.3.20 que A continua a ser a nossa particao
g, exceto para n = 17,18,19, 20, 22, 23,24, 25,32,43. Nestes dez casos, a
particao procura é a particao A\, mostrada nas observagoes 2.3.12 e 2.3.20. [

Particularmente, se olharmos nos graus dos caracteres y, com A - n para
15 < n < 48 do teorema acima, verificamos que de fato todos primos < n
dividem y,(1). Entao, para primos pequenos resta analisar se para n > 49
todos primos pequenos dividem y,(1).
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2.3.3 Primos Pequenos

Seja A\, uma qualquer particao de n. Claramente, somente um ntmero finito
de ntimeros naturais ¢ aparecem em H,, . E também claro que ¢ deve ser
< 4. Quando ¢ nao aparece em H,, (ou seja, H,, nao possui nenhum g-
gancho) diremos que A, é um g-core. De outro lado, se para um determinado
q natural )\, nao seja um g-core, é sempre possivel obter a partir de A, uma
particao de um inteiro m < n que seja um g-core. Neste caso, denotemos por
[An]y €ssa particao.

Mostremos agora como obter [A,],. Primeiramente, observe que nenhuma
particao é um 1-core, pois o elemento da tltima coluna da ultima linha de
H,, € sempre 1. Seja ¢ > 2 e seja A\, uma particao que nao seja um g-core.
Suponha que o inteiro ¢ aparece na posi¢ao (i,7) em H,,, isso significa que
hf‘; = ¢. Chamemos por ¢-aro o sub-diagrama formado de todas as caixas
em T, de posicao (r,s) tal que, r > i e s > j. Formemos assim dois tipos
de g-aro:

e ¢-aro simples, quando o g-aro é formado apenas por caixas da linha 7 e
da coluna j; ou

e ¢-aro nao simples.

O método que utilizamos para obter o [A,], é eliminar os ¢g-aros em T),
com a seguinte regra:

e Elimine todo o g-aro, se for simples; ou

e Elimine o g-aro com excec¢ao da caixa de posi¢ao (i, 7), se for nao sim-
ples.

Nao existe tnica forma na eliminagdo desses g-aros, mas a parti¢do [A,], €
tinica e independe dessa ordem, como pode ser visto em [13] se¢ao 2.7. Veja
o exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.22. Seja (7,5,4,3,2) F 21. Seu grdfico de ganchos H 75432
é

110[8]6]4[2]1]
8171531
6]5[3]1
NEE

211
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Claramente (7,5,4,3,2) nao é um 3-core. Encontremos agora o [(7,5,4,3,2)]3.
Simbolizemos por (=) eliminagdo e por (o) conservacao de caizas.

oOfo]jO0|O|[O]|O | @) | oOfojJOo|O|O]|O | @) |
oOfO0]J]O|O|O oOfOo|]O|—|—
oO[fO0]O|O O[O |O|—
Of—|— (]
ol— 3-aro simples — [° 3-aro simples —
O|l|O0fO|O |—|—|—| O|l]O0]|]0O|O
O|lO0|O O|0|—
O|lO0|O oO|l—|—
(o] (]
O] 3-aro simples — 2] 3-aro nao simples —
O|O | O |

(O o] O|O|

L[ ]rfe]o
@)

3-aro simples, finalmente obtendo |°1° ,

um 3-core com grifico de ganchos

514]2[1]
2

—_

Portanto [(7,5,4,3,2)]3 = (4,2) - 6. Note que se mudarmos a ordem das
eliminacoes dos 3-aros teriamos a mesma particao resultante.

Chamemos por ¢-peso a quantidade de g-aros excluidos até obtermos o
g-core. No exemplo acima, o 3-peso ¢ 5. Note que o 3-peso foi igual a quan-
tidade de multiplos de 3 que ocorre em H (75 432). Segue dessa observacao o
préoximo teorema.

Teorema 2.3.23. Sejam N\, uma qualquer particio de n e 2 < q € N.
A quantidade de muiltiplos de q que ocorre em Hy, € igual ao q-peso. Em
particular, A\, € um q-core se, e somente se, nenhum comprimento de gancho
em H,, € divisivel por q.

Demonstracao. Ver [13] p. 86. O

Segue do teorema acima que n > ¢ - (¢-peso) para qualquer g-gancho de
Ha, -
O lema a seguir nos mostra em determinadas circunstancias qual é a
relagao entre a poténcia p® de um primo p < k que pode ocorrer em H,, e a

poténcia p® a satisfazer p® < n < pP*l.
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Lema 2.3.24. Seja n > 32 e seja p um primo < k = k(n) com p # 5 se

5k + 1
100 < n < 124. Tome a e b inteiros definidos por p* < i
p° <n < p"*l. Entio a <b.

a+1 e

<p

Demonstracao. Seja ¢ um inteiro positivo satisfazendo p¢ < k < p°*!. Cla-
ramente b > 2¢, pois n > k% e p?® < k? < peth+L,
Primeiro assuma que p = 2. Entao,

5-20+1<5k+1<5-26+1+1 5~20+1+3-2C+1_8-20+1

— 20+3
2 - 2 = 2 = 2 2 ’

implicando a < ¢+ 2. Se ¢ > 2, entdo b > 2¢ > ¢+ 2 > a. Assuma agora
cigual a 1 ou 2. Deste modo, 2! <k < 22! = 5<k<Te % igual a
13, % e 18 respectivamente. Portanto neste caso, a deve ser é igual a 3 e 4,
mas b > 5 por 2° < n, entdo b > a.

Agora assuma p sendo um primo impar. Entao,

5-pi+1 _5k+1 5.ptl41 5.petl 4pett

< :36+1< c+2
5 =5 < 2 2 p=P

implicando a < ¢+ 1. Se ¢ > 2, entao b > 2¢ > ¢+ 1 > a. Resta verificar
apenas quando ¢ =1 e a igual a 1 ou 2.

Quandoc=1ea =1, temos b > 2c =2 > 1= a. Agora quando ¢ =1
e a =2, temos p*> < &;1 —p < 5’“2—“ Procurando as raizes da equacao
do segundo grau abaixo

5k+1 10k —2
N 2+ == — 200k2 — 3205k — 617 = 0

encontramos k = % V689~ Por k ser um inteiro positivo, ao fazermos o

6414251689
80

5k+1 10k—2
2 < 5

5= > achamos k >

estudo de sinais para a inequagao
16,21. Assim assumindo k > 17, segue

Sk+1 [5k+1 Bk+1 10k—2 50k% —2 1
3 < : < : = R ,
P=""5"""\V"9 =773 25 50 95 ="

Portanto b > 3 > 2 = a. Agora assumindo 5 < k£ < 16, temos 32 < n < 288
e 13 < 5’"’2—“ < %. Assim por a = 2, temos p = 3 ou p = 5. Vejamos o que
acontece em cada um desses casos:

e Sep=3ec=1temos 3' <k <3?=5<k<8= 32<n<80.
Assim b=3 > 2 = q;
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e Sep=>5ea=2, temos 5* =25 < B — | > 2 — £ > 10, pois k
¢ um inteiro. Assim n > 100. No entanto, os inteiros em [100, 124] sao
excluido quando p = 5, portanto n > 125 mostrando b > 3 > 2 = a.
Encerrando a demonstracao desse lema.

]

Teorema 2.3.25. Seja n > 32 e seja k = k(n). Se p é um primo pequeno
em P, entao p divide X, (1).

Demonstracao. Para cada inteiro positivo r, defina por D, (p") a quantidade
de comprimento de ganchos em H,, que sao divisiveis por p". Segue do
teorema 2.3.23 que D, (p") é igual ao p"-peso. Assim

n
n> Do, (p) -7 = Da,(p) < 7
Note que D, (p") é um inteiro, logo D,, (p") < L%J para cada 7.
Agora considere ¢ > 2 um numero natural. Denotemos por z,(t) o expo-
ente de p na fatoracao primaria de ¢, desse modo

7 (H h;'f;) - Tf;vam e =3 K

r=1

Como D, (p") < L%J para cada 7, segue que z, (H hf‘;) < z,(n!) para
2%
cada p.
Sabemos que o maior comprimento de gancho em H,, é 7, que pode ter

valores

5k—3 5k—1 bk+1

2 2 73

5k —4 bk —2 5k )
, e — quando k é par.

2 2 2

Assuma que d, b, a sao inteiros positivos definidos por p? < v, < p?ti,
pt < L < petl e pb < p < pP™! respectivamente. Pela maneira que sdo
definidos, claramente d < a pois para cada k temos 7, < &;1

Segue do lema 2.3.24 que a < b para todo n > 32 com p # 5 quando
100 < n < 124, mas isto implica pela observacao acima que d < b. Agora
para p = 5 quando 100 < n < 119 ainda temos d < b, pois nestes casos
T =230u24 = 5 < 7, <5%eb?<100,...,119 < 5%, mostrando que
b=2ed=1.

quando k é fmpar, ou
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Entao suponha que n > 32 com p # 5 quando 120 < n < 124. Temos
visto que nestes casos d < b, isto implica p® > p®! > 4, e mostra que

D,, (") =0<1< L%J Logo para cada p

p (H h;j;) < xp(nl). (2.9)

i,
Tomando por C o coeficientes de p’”f'(nw h?»?), obtemos

H v¥e (n!)

Xan(l) — pxp("!)—xp(ni,j hf?) veP\ip} —, onde s € N.
c II ns

i,5lhg 7 #sp”

Portanto segue de (2.9) que p divide x,,(1). Para concluir a demonstra-
¢cao resta analisar os casos p = 5 quando 120 < n < 124. Nestes casos,
mostraremos a validade da proposicao para cada n.

Para 120 < n < 124, listemos abaixo seus respectivos graficos de ganchos.
Se n = 120, temos a0 = (16,15,14,13,12,12,11,10,9,8) e Ha,,, igual a

25[24]23[22[21]20[19]1816[14{12[10] 7[5 [3 [ 1]
23|22|21|20[19{17|18|16/14{12/]10 311
21]20[19[18[17|16[15[14/12[10 1
19[18[17]16{15[14]13{12[10
17]16[15]14{13[12]11|10
16{15[14|13[12[11]10
14{13]12]11]10{9 | 8
12]11]1019 | 8
10[9(8|7|6

81716[5]4

=[O~

N = | Y| 00

=[O = | Y| 00

=[] O 00

— || O ~J| 00

W[ OO
=[O 3| ©

6
4
2

Se n = 121, temos aj9; = (16,15,14,13,12,11,10,9,8,7,6) e H,,,, igual a

[u—
—_

26|25(24]23|22|21]19[17]115]13 5[3]1]
24123(2221|20[19|17]15|13[11
22|21|20[19[18|17|15[13]|11
20[19(18|17|16{15[13]11
18]17]16[15(14/13|11
16[15]14(13|12[11
14/13]12/11]10
12]11]110[ 98
10918
81716
654

=[O~
w
—_

=W OO

WO J|©

WO J|©

WO J|©

=[SV BN | Ne
I [PV BN | Ne)

WO |©
WO J|©

6
4
2
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Se n =122, temos a9 = (17,15,14,13,12,11,10,9,8,7,6) e H,,,, igual a

27|2625|24|23|22|20[18|16
24123|22|2120]119(1 715|113
22121)20[19(18|17[15[13|11
20[19[18|17]16[15[13]11
18|17]16[15/14[13]11
16[15/14[13]12/]11
14{13]12]11]10
12]11]10{9 |8
10[9 |8
81716
6154

6[4[2]1]
31
1

—=[o| Ot co

—lwola NS

[
=W YO o

—[—
WO O |

=l J|©

WO J|©

=W O[O

WO |©
WO J|©

6
4
2

Se n = 123, temos aj93 = (17,16,14,13,12,11,10,9,8,7,6) e H,,,, igual a

27|26|25|24/23|22(20[18|16
25[24)23|22[21)20(18[16|14
2221)20[19[18]17[15[13
20(19]18[17]16/15[13[11
18[17]16[15/14[13]11
16[15/14[13]12/]11
14{13]12]11]10
12]11]10[9
109|817
8|716]5
615143

A[3]1]
2

6
4
1

—|wo|wt|oo| 5
—|co|on| oo

—lwlao|N3SIS

—[—
=W OY O o i~

o SN SN (=1

=[O | ©

(PN [SA N [N}

DO~ | Oy 0O
= WO J|©

Se n = 124, temos aj94 = (17,16,15,13,12,11,10,9,8,7,6) e H,,,, igual a

27]26|25[24]23[22/20[18[16[14[12[10[ 8 |6 [ 5[ 3] 1|
25|24]23|22|21]20(18|16[14{12/]10{ 8 |6 |4 |3 |1
23[22)121120(19]18|16[14|12{10[8 |6 4|21
2019)18[17[16/15[13[11|9 [ 7|5|3|1
18]17]16[1514{13[11)9 |7 [5|3[1
16[15/14[13]112]11]9|7[5|3 |1
14]1312]11]110[9 | 7|5]3 |1

12]11)10[9 87531
10(918]7|6|5]3]|1

817165431

6]5]4[3]2]1

Note que z5(n!) = [2| + |&] = 24 +4 = 28 e 25([[;; 757) = Da,(5) +
D,,, (5%) = 25 para todo 120 < n < 124, mostrando que 5 divide X, (1). Isto
encerra a demonstracao do teorema. O]
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Demonstracao do teorema 2.1.2 (Conjectura de Alvis). Suponha que n > 15.
Tomemos a particao A igual a «,, exceto para n = 17,18,19,20, 22,23, 24,
25,32,43. Para esses casos restantes, tomemos A igual a A\, mostrada nas ob-
servacoes 2.3.12 e 2.3.20. Note que A é nao auto-associada e portanto x {4,
é irredutivel. Os teorema 2.3.21 e 2.3.25 mostram que todos os primos peque-
nos e médio no conjunto P, dividem x,(1). Agora seja p um primo grande
em P,. Como em H) nao existe nenhum p-gancho devido p > ~, e p ocorrer

em n!, temos que p é um divisor de I ”!ha . Entao, segue do teorema 1.2.29

i,J 1,7
que p divide x,(1). Isso encerra a demonstracao da Conjectura de Alvis. [
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Capitulo 3

Degree Graphs

Vamos neste capitulo dar uma idéia bésica sobre grafos e estudar um em
particular, conhecido por Degree Graph. Esse grafo no principio foi estudado
para grupos soliveis e s6 a pouco teve estudos mais aprofundados em outros
tipos de grupos. Iremos apresentar alguns desses estudos para alguns grupos
simples. Referéncias para Degree Graph é [10] capitulo 30 e [19] capitulo 18.

3.1 Conceitos basicos sobre grafos

Para esta se¢do recomendamos a referéncia [5].
Seja K um conjunto e seja [K]? o conjunto de todos os pares {a,b} tais
que a,b € K.

Definicao 3.1.1 (Grafo). Um grafo T' é um par (V(I'), A(T")) consistindo de
um conjunto de vértices V(T') # 0 e um conjunto de arestas A(T) C [V]?,
onde cada aresta é determinada por uma funcao incidéncia Yr : V. — [V]2

Um grafo T é dito orientado (ou dirigido) se o conjunto de arestas forma-
rem um conjunto de pares ordenados, ou equivalente a dizer que existe uma
fungao O : A(T') — V que chamemos de origem e uma funcao D : A(T') — V
que chamemos de destino, e todas arestas a = {u,v} € A(I") serem direcio-
nadas por estas fungoes, onde O(a) = u ¢ dito ser a origem de a ¢ D(a) =v
o destino de a. Ja para grafos nao orientados (ou nao dirigidos), a aresta
{u,v} e {v,u} denotam a mesma aresta a.

Em um grafo I': uma aresta com mesma ponta sao chamadas de loop e
uma aresta com distintas pontas um link; dois link’s com as mesmas pon-
tas sdo chamadas paralelas. Os vértices u,v de um aresta a = {u,v} sdo
chamados de adjacentes ou incidentes de a.

101
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Definicao 3.1.2. Um grafo I' € dito ser completo se e somente se o conjunto
de vértices V(') sao todos adjacentes (ou todos incidentes de alguma arestas).

Pela definicao acima obviamente nao faz sentido analisar completude em
grafos unitarios ou vazios (grafos com um ou nenhum elemento no conjunto
de vértices).

Um subgrafo ¢ de um grafo I" é qualquer grafo tal que V(®) C V(I') e
A(D) C A(D).

Definigao 3.1.3 (Grafo Simples). Um grafo T' é dito ser simples, se nenhuma
aresta em A(L) é um loop e se nenhum par de arestas forem paralelas.

Para grafos nao ordenados, sua simplicidade se da pelo fato somente de
nao existir loop’s, j4 que nao sao consideradas arestas paralelas.

Exemplo 3.1.4. Seja T' o par V(T') = {nimeros primos} e A(T') C [V(T)]?
definida pela fungao incidéncia Uy : 'V — [V(T)]* unindo os vértices u,v
se seus quadrados forem impares. O conjunto V(I') é infinito e todos seus
elementos sao adjacentes exceto com o vértice 2, pois 2° = 4 € par.

Os grafos comumente sao expressados por desenhos, com vértices geral-
mente sendo pontos e arestas sendo um segmento (reto, curvo, circular, etc)
ligando os vértices adjacentes.

Definicao 3.1.5. Definimos por um caminho C' em um grafo I', um subgrafo

simples formado pelo par (V(C), A(C)) com
0 #£V(C)={xo,x1,...,21} € A(C) = {xox1, 119, . .., Tp—121 },

onde 0s x; sao todos distintos. Os vértices xog e x sao chamados de pontas
€ T1,%2,...,Tp_1 de interior do caminho C.

Naturalmente um caminho C' é expresso por xoxi---x, e chamado de
caminho zy a x; ou simplesmente caminho x¢y — x,. Além disso, xox - - - xg
e TpTp_1- -+ To denotam o mesmo caminho. Dois ou mais caminhos sao ditos
independentes, se nenhum deles contém um vértice interno do outro. Dois
caminhos xy — x5 sao independentes se, e somente se, x( € I SA0 Seus UNicos
vértices em comum.

Um par de vértice {u,v} sdo ditos conexos se existir um caminho u — v
os ligando.

A distancia dr(u,v) no grafo I para dois vértices u,v em V(I') ¢ o menor
comprimento do caminho u — v (o comprimento é a quantidade de arestas
ligando os vértices). Caso tal caminho v — v nao existir, entao diremos que
dr(u,v) = oo. Em particular, se o grafo for completo todos seus caminho
tém comprimento 1.
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Definicao 3.1.6. Um grafo I' com no minimo dois vértices é dito ser conexo
se para qualquer par de vértices forem vértices conexos em I, e desconexo
caso contrdrio.

No entanto, em um grafo I' se V(I") for unitéario ou vazio nao faz sentido
verificar sua conexividade. Particularmente, um grafo é completo se e so-
mente se for conexo e todo caminho tiver comprimento 1. Mas note que s6
a conexividade de um grafo nao garante sua completude. Veja o exemplo a
seguir.

Exemplo 3.1.7. Seja ® o par V(®) = {1,4,7,10} e A(®) C [V (®)]? definida
pela fungdo incidéncia Vg : V(@) — [V(®)]? unindo vértices u,v se |u — v|
€ impar. O grafo ® fica assim

Note que o grafo ® € conexo porém nao € completo devido os pares de vértices
4,10 e 1,7 nao serem vértices adjacentes.

Em um grafo conexo I', definimos por diametro o
d(T") = max{dr(u,v) | u,v € V(I')}.

Caso I' é desconexo, entdo d(I') = max{dr(u,v) | u—v é um caminho de I'}.

Seja ' um grafo. Chamemos por componente conexa [';, um qualquer
subgrafo conexo maximal de I". No caso em que V(I';) é unitario, chamemos
['; de componente unitaria. Como podemos ver, um grafo I' desconexo,
sempre pode ser particionado em componentes conexas e unitarias.

3.2 O Degree Graph

Vamos agora definir um importante grafo que é conhecido por Degree Graph.
Este grafo tem um estudo completo para grupos finitos simples feito por Do-
nald L. White em [21, 22, 23, 24] sobre completude, conexividade e diametro
de tais grafos. Vamos nesta secao apresentar alguns desses resultados.

Definigao 3.2.1 (Degree Graph). Seja G um grupo finito e seja cd(G) o
conjunto dos distintos graus dos caracteres irredutiveis de G. O Degree Graph
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A(G) € o grafo simples nao orientado formado pelo par (p(G), A(A(G)), onde
p(G) € o conjunto dos primos divisores dos elementos de cd(G) e A(A(G))
consiste dos pares {p,q} tais que pq divide algum o € cd(G).

Vejamos alguns resultado para Degree Graphs em grupos soliveis.

Teorema 3.2.2. Se G um grupo solivel, entao A(G) tem no mdzimo duas
componentes conezas. (Aqui estamos considerando componente unitdria sendo
coneza)

Demonstracao. Ver [10] p. 413. O

Teorema 3.2.3. Seja G um grupo soluvel. Entao as seguintes propriedades
sao satisfeitas:

(a) Se A(G) € conexo, entdo d(A(G)) < 3; ou

(b) Se A(G) tem duas componentes conezas Ay e ANq, entdo A; € unitdria
ou completa para i =1, 2.

Demonstracao. Ver [19] p. 243. O

Para mais resultados sobre Degree Graphs em grupos solaveis vejam em
[10] capitulo 30 e [19] capitulo 18.

Vamos agora estudar os Degree Graphs em grupos finitos simples. Co-
megamos com um exemplo nos grupos A,.

Exemplo 3.2.4. Seja H = A5 e G = A;. Pelo teorema 1.2.29 ou pelo Atlas
[4] computamos os conjuntos cd(H) = {1,2% 3,5} e cd(G) = {1,2-3,2-7,3-
5,5-7,2-5,3-7}. Com isso p(H) ={2,3,5} e p(G) ={2,3,5,7}, com seus
Degree Graphs a sequir

A(H) = 2e A(G) = Se
NP

Note que A(H) nao é conexo e portanto nao é completo. Mas A(G) é com-
pleto, pois € conexo e todo caminho tem comprimento 1.
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3.2.1 O Degree Graph de alguns Grupos Finitos Simples

Enunciemos a seguinte classificacdo para grupos finitos simples. Cada grupo
finito simples é isomorfo a um dos seguintes grupos:

e Um grupo ciclico Z, com ordem prima p; ou

e Um grupo alternado A,, com n > 5; ou

e Um grupo simples do tipo Lie cléssico ou excepcional; ou
e Um dos 26 grupos esporadicos.

Mais informagoes sobre essa classificagao veja em [25].
Comecemos enunciando um importante teorema para a analise dos Degree
Graphs para grupos finitos simples.

Teorema 3.2.5 (It6-Michler). Seja G um grupo nao abeliano finito simples
e seja (G) o conjunto dos primos que dividem a ordem de G. Entao p(G) =

7(G).
Demonstragao. Ver [19] observagao 13.13. O

Segue do teorema acima que para todo grupo G nao abeliano finito sim-
ples, se cn(G) = 1 entdo seu Degree Graph é completo.

Ompleto a menos

Proposicao 3.2.6. Paran > 5, o Degree Graph A(A,) € ¢
=0, = 4 temos

de n igual a 5,6 e 8. Para n = 2,3 temos p(A,)

p(As) = {3}.

Demonstragao. O teorema 2.1.2 (A conjectura de Alvis) mostra que o grafo
A(A,) é completo para n > 15 devido ter o nimero de cobertura igual a 1.
Para n = 2,3 os caracteres irredutiveis sao todos lineares, logo o conjunto
p(A,) = 0. Para n = 4, facilmente vemos que o conjunto p(A4) = {3} pelo
teorema 1.2.29 ou pelo Atlas [4]. Paran = 5,7, o resultado segue do exemplo
anterior. Para n = 6, 8, segue do teorema 1.2.29 ou pelo Atlas [4] que

cd(Ag) = {1,5,2°,3% 2.5}

cd(Ag) ={1,7,2-7,2*-5,3-7,2*-.7,5-7,3*-52°.7,20 2.5.7}.

Com isso p(Ag) = {2,3,5} e p(As) = {2,3,5,7}. Desta forma, os Degree
Graphs ficam assim
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A(Ag) = 2e A(Ag) = %
e \ He e \
NS

Te

He

Agora facamos abaixo uma tabela considerando os outros valores de n.
Nela exibiremos uma adequada cobertura para mostrar que os grafos A(.A4,,)
sao completos

(5,1,1,1,1) 5-7

9 20.3%.5.7 (5,4) 2-3-7
(5,2,2) 23.3.5

10 27.3%.52.7 (4,3,3) 210=2-3-5-7

11 27.3%.57. 711 (5,3,2,1) 2310=2-3-5-7-11
(9,2,1) 320=25.5

12 29.3%.52.7.11 (7,1,1,1,1,1) 462=2-3-7-11
(6,5,1) 1155 =3-5-7-11
(10,1,1,1) 220 =2%.5-11

13| 22.3%5.52.7-11-13 (7,4,2) 6006 =2-3-7-11-13
(4,3,3,2,1) 15015 =3-5-7-11-13
(5,1,1,1,1,1,1,1,1,1) 715=5-11-13

14 | 210.35.52.72.11-13 | (8,5,1) 6006 =2-3-7-11-13
(8,4,1,1) 13650 =2-3-52-7-13

Veja como fica os Degree Graphs de A(A,,) paran =9,10

[\~
[ ]

w
L]

I\

ANV4

N
[ ]

Agora veja o A(A,,) paran = 11,12
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)

N
7

w
[
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N
[ ]
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—_
[ ]
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Por ultimo veja A(A,,) para n = 13,14

2e

AN

e 50

Te 11le

N7

13e

Facilmente se nota que todos os trés Degree Graphs desenhados acima sao
completos. Com isto encerramos a demonstragao dessa proposicao. O]

Uma pergunta natural é a seguinte. Se n > 2, para quais valores de n os
grafos A(S,,) sdo iguais a A(A,,)? A resposta para quando A(A,,) é completo,
segue do teorema 1.2.29 que mostra que para cada caracteres irredutiveis da
cobertura S utilizada para mostrar a completude de A(A4,); ou tem o mesmo
grau quando fazemos a indugao dele a S,,, ou tem o grau multiplicado por
2. Consequentemente a cobertura S mostra a completude de A(S,,). Agora
para responder os casos quando A(.A4,,) nao sao completos, fagamos o estudo
dos Degree Graphs dos grupos simétricos S,,.

Proposicao 3.2.7. Os Degree Graphs A(S,) (n > 2) sdo completos, exceto
para n = 2,3,4,5,0.

Demonstra¢ao. Como dissemos anteriormente para qualquer valor de n tal
que o grafo A(A,) é completo também teremos o grafo A(S,) completo.
Entao segue da proposicao 3.2.6 faltar verificar apenas n = 2,3,4,5,6,8.
Para estes n, os graus dos caracteres irredutiveis de S, sao encontrados nos
apéndices de [13].

Comecemos olhando na tabela de caracteres de S;. Como sao todos
caracteres lineares p(A(Sz)) = 0. Para n = 3, p(A(S3)) = {2} ¢é unitario.
Para n = 4, o conjunto cd(S,) = {1,2,3}, isto é, todo par de vértices sdo
desconexos. Para n = 5, o conjunto cd(Ss) = {1,22,5,2-3}. Paran =6, o
conjunto cd(Sg) = {1,2%,32,5,2-5}. Veja abaixo esses dois Degree Graphs

A(Ss) = % A(Sg) = %
/ AN
3e He e 5e

O dltimo caso é n = 8. As partigoes (5,1,1,1),(3,3,2), (4,2,1,1) tém para
seus caracteres irredutiveis associados os respectivos graus: x(s11,1)(1) = 5-7;
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X332 (1) =2-3-T; e xa2,1,)(1) =2-3%-5. Formando uma cobertura de Sg
adequada para mostrar que o Degree Graph A(Sg) é completo

2e

e He

N
N

Te

Isto completa a demonstracao dessa proposicao. O]

Pelas proposi¢oes 3.2.6 e 3.2.7, para n > 2 os Degree Graphs A(A,,) e
A(S,,) sao distintos somente para n = 3,4, 5, 8.

Vamos agora estudar os Degree Graphs dos grupos simples esporadicos.
Veja na tabela abaixo os nomes dos 26 grupos esporadicos, notacao adotada
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e suas ordens:

109

Nome Notacao | Ordem
Mathieu My, 24.32.5-11
" My |260-33.5-11
" Moo 27.32.5.7-11
" Mos 27.32.5.7-11-23
" Moy, 210.33.5.7.11-23
Janko Jq 23.3.5.7-11-19
Hall-Janko Jo 27.3%.52.7
Janko J3 27.35.5.17-19
" Ju 221.33.5.7-113.23-29-31-37-43
Suzuki Suz 213.37.52.7.11-13
Higman-Sims HS 29.3%2.5%.7-11
McLaughlin MeL | 27-35.5%.7.11
Conway Cos 210.37.5%.7.11-23
" Coy [218.36.5%.7.11-23
" Coy [2%0.3%.5%.72.11-13-23
Fischer Figy 217.39.52.7.11-13
" Figs | 218.38.52.7.11.13-17-23
" Fi,, 221.316.52.73.11.13-17-23-29
Held He 210.33.52.73.17
Lyons Ly 28.37.56.7.11-31-37-67
Rudvalis Ru 21.33.5%.7.13-29
O’Nan O'N 29.34.5.73.11-19-31
Harada-Norton HN 21 .36.56.7.11-19
Thompson Th 215.310.5%.72.13.19- 31
Baby Monster B 241.313.56.72.11.13-17-19-23-31-47
46 . 920 | =9 . =6 2 3
Monster v 2%0.30.57.7°.11°.13°-17- 19-

23-29-31-41-47-59-71

Nao entraremos em detalhes sobre defini¢des e propriedades para estes gru-
pos, mais informagoes veja em [25]. Ja as tabelas de caracteres irredutiveis
de todos os grupos esporadicos sao encontradas no Atlas [4], facilitando assim
o estudo dos Degree Graphs para estes grupos.

Teorema 3.2.8. Seja G um grupo simples esporddico. A menos de G igual a
My, Mag, Jy, temos que A(G) é um grafo completo. Para os Degree Graphs

nao completos temos: d(A(Myy)) = d(A(Mas)) = 2; e d(A(J1)) = 3.

Demonstracao. Nesta prova, todos os caracteres utilizados sao encontrados
em [4] e dados com a mesma notagao 14 enunciada.
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Para os grupos Cog, Coy, Fige, Fisg, Fii,, HN,Th, B, M, encontramos nas
tabelas de caracteres irredutiveis os seguintes graus:

Grupos | Graus do caréter

CO2 X28(1):233571123

Coi | xs6(1)=22-3-5-72-11-13-23

Fiss | xa43(1)=2-3%.5-7-11-13-17-23

Fiby, | x3(1)=2-32-5-72.11-13-17-23-29

HN | x(1)=2%-32.5.7-11-19

Th x39(1) =2-3-5%.7-13-19-31

B Xes(1) =2%2-3%.5-72-11-13-17-19-23 - 31 - 47

M | xiss(1)=27-3%.5-7*-112-13%-17-19-23-29-31 - 41 - 47-59 - 71

Para esses grupos, segue pelo teorema 3.2.5 que o nimero de cobertura é
igual a 1, e dessa forma seus Degree Graphs sao completos.

Para os grupos M12, MQQ, M24, JQ, J3, J4, SUZ, HS, MCL, 003, H@, Ly, RU, O'N
encontramos uma adequada cobertura para cada grupo, como podermos ver

abaixo:
Grupos | Graus

xs(1) =5-11

M, x11(1)=2-3-11
xi3(1) =2°-3-5
Xs(1) =5-11
xe(1) =3+ 11

Mo xr(1)=2-7-11
xs(1)=2-3-5-7
Yo()=2-5-7-11
x14(1) =32-5-23

Mo X (1) =24-32.2
xos(1) =3-7-11-23
X7(1> = 32 -7

J xs(1)=2-5-7
X1w0(1)=2-3%-5
Yo(1) =2%-3-17

J3 X10(1) =2%2-3-5-19
x13(1) =5-17-19
X19(1) =3-5-7-11-23-31-43

Ja Xo5(1) =2-3-5-7-29-31-37-43
Xa2(1) = 22.32.113.23.29. 37
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Continuacao da tabela

x3(1) =22.7-13

Suz | xe(1)=22-3%-5-11
x13(1) =3-5-7-11-13
xa(l) =2-7-11
Xao(1) =23.3%.5.7
x3(1)=3-7-11

MeL| xs(1)=2-5-7-11
x12(1) = 2%-3% .53
X13(1)22332711

003 XQQ(l) = 53 -11-23
Xor(1) =2%.32.5.7.23
X12(1) =27-3-3-5

He | x17(1)=3%-7%-17
Xos(1) =22-52.7-17
Xo(1)=2-7-11-37-67

Ly | xw0(1)=3-5-31-37-67
xs3(1) =2%-3%.5.7-11-31-67
x1(1) =23-3%. 53

Ru | xzu(1)=2%2-5.7-13-29
x12(1) =3%-11-19-31

O'N | xo5(1)=2-3".5.7-31
X20(1) =2°-5-7-11-19

Nestes casos, é facil observar que os Degree Graphs sao completos. J& para
os grupos restantes My, M3 e Jq, os Degree Graphs nao sao completos como

mostremos a seguir.
Para M, temos cd(My;) = {1,2-5,11,24,22.11,3%-5,5- 11}. Assim

A(Myy) é
20
110/

Note que de fato Mj; nao e completo e d(A(Miq))=2.
Para Mo, temos cd(Mayz) = {1,2-11,3%-5,2-5-23,3-7-11,11-23,2-5-
7-11,27-7,2-32.5.11,32 5. 23,2 - 11 - 23}. Logo A(Mas) &
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| |
A

3e

2\

Desta forma, o A(Ma3) ndo é completo e d(A(Maz)) = 2.
Para Ji, temos cd(J;) = {1,2%-7,22.19,7-11,2%-3.5,7- 19,11 - 19}.

Assim A(Jy) é

2e

\

Se

3e
Te 1le

d

Claramente A(J;) nao é completo e d(A(J;)) = 3. Concluindo a demonstra-
¢ao desse teorema. O]

/

19e

Para os grupos do tipo Lie, trés boas referéncias seriam [3], [17] e [25] para
uma melhor compreensao da classificacao destes grupos. Dentre os grupos
de tipo Lie estao os grupos lineares, simpléticos, unitarios e ortogonais que
sao conhecidos por grupos classicos de tipo Lie. Geralmente esses grupos nao
sao simples, mas encontramos simplicidade nos quocientes centrais de seus
subgrupos como veremos a seguir. Com a ajuda das tabelas de caracteres
irredutiveis encontradas em [7, 8 20] faremos o estudo dos Degree Graphs
para os grupos simples lineares, simpléticos e unitérios. Comecemos pelos
grupos lineares simples.

Grupo Linear Simples. Seja F, um corpo finito de ordem ¢ = p*, onde
p ¢ um primo e k > 1, e seja V um [y -espaco de dimensao n. Como ja
dissemos anteriormente GL(V') é identificado com o grupo GL(n,q) (grupo
das matrizes n x n invertiveis sobre IF,). Denotemos por

SL(n,q) ={M € GL(n,q) | det(M) = 1},
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este & o grupo Especial Linear. Seja Z(SL(n,q)) seu centro, o grupo quo-
ciente SL(n,q)/Z(SL(n,q)) ¢ chamado Projetivo Especial Linear que ¢ deno-
tado por PSL(n,q). Os grupos GL(n,q), SL(n,q), PSL(n,q),e PGL(n,q) =
GL(n,q)/Z(GL(n,q)) o grupo Projetivo Geral Linear, sdo chamados por gru-
pos lineares.

A ordem dos grupos projetivos especiais lineares é

n

1 ,
_ n(n—1)/2 i1
MDC(n,q—1)" 1@ -0,

1=2

|PSL(n,q)|

Os grupos PSL(n,q) sao simples exceto para os casos PSL(2,2) = S3 e
PSL(2,3) = A,. Existem alguns isomorfismos entre grupos PSL(n,q) com
outros grupos, veja alguns mais importantes

PSL(2,4) = PSL(2,5) = As
PSL(2,7) = PSL(3,2)
PSL(2,9) = Ag
PSL(4,2) = As.

Mais detalhes sobre simplicidade e isomorfismos em PSL(n,q) veja em [25]
p. 45— 50.

Utilizando a tabela de caracteres irredutiveis de PSL(2,q) encontrada
em [6] e PSL(3,q) encontrada em [8], faremos o estudo dos Degree Graphs
A(PSL(n,q)) paran = 2, 3.

Pelo teorema 1.1.30 podermos encontrar os graus dos caracteres irredu-
tiveis de PSL(2,q) pela tabela de caracteres irredutiveis de SL(2,q), que é
dada em [6] capitulo 38. Entdo, se ¢ = p* > 5 & impar, € = (—1)@1/2 temos

cd(PSL(2,q)) = {Lq— l,q,9+1, q_ge},

ou
cd(PSL(2,q)) = {1,2F — 1,28 2" 11}, se ¢ = 2", k > 2.

Teorema 3.2.9. Seja G = PSL(2,q), onde ¢ > 4 é uma poténcia de um
pPrimo p.

(1) Se q € par, entao A(G) € desconexo. O grafo A(G) tem duas com-
ponentes conezas w(q — 1), w(q + 1) e uma unitdria que é {2}. As
componentes conezxas (q—1) e w(q+1) formam um subgrafo completo

de A(G).

(2) Se g > 5 € impar, entao A(G) € desconexo. O grafo A(G) tem uma
componente conexa w((q — 1)(q + 1)) e uma unitdria {2}.
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(a) A componente coneza w((q—1)(q+1)) forma um subgrafo completo
se e somente se ¢ — 1 ou g+ 1 for uma poténcia de 2.

(b) Se ambos q—1 e ¢+ 1 nao forem uma poténcia de 2, entao m((q—
1)(q + 1)) poderd ser particionado como {2} UM U P, onde M =
m(qg—1)—{2} e P = w(q+ 1) — {2} sdo ambos conjuntos nao
vazios. O subgrafo de A(G) que corresponde a cada conjunto M, P
€ completo. Além disso, todos os primos em M, P sdo adjacentes
a 2, mas nenhum primo em M € adjacente a qualquer outro primo
em P.

Demonstracdo. Se g = 2F, k > 2, entdo
cd(G) = {1,2F —1,2F 2% 1-1}.

Como 2% — 1 e 2% 4+ 1 sdo coprimos, entdo A(G) é desconexo. Mas como
podemos ver existem duas componentes conexas e uma unitaria em A(G),
que sao

{2}, m(2F — 1) e w(2% 4 1).

Observe que para cada componente conexa existe um grau divisivel por to-
dos primos dessas componentes. Logo cada componente conexa forma um
subgrafo completo de A(G). Isto mostra o item 1).

Se ¢ = p* > 5 & impar, entdo

cd(G) = {1,q—1,q,q+1,q7+6}-

Agora 2 divide ambos ¢ —1 e ¢+ 1, e 2= divide ¢+ € (igual a ¢ — 1 ou ¢+ 1).
Logo A(G) é desconexo e possui uma componente conexa m((q — 1)(q¢ + 1))
e uma unitaria 7(q) = {p}.

Seja M =n(¢—1)— {2} e P =m(q+ 1) — {2}. Dessa forma, M DC(q —
1,g + 1) = 2, assim nenhum primo em M é adjacente a qualquer outro
primo em P, porém, cada primo em 7((¢ — 1)(¢ + 1)) é adjacente a 2 em
A(G). Podemos expressar o subgrafo de A(G) gerado por m((q¢ — 1)(¢ + 1))

da seguinte forma,
2e
Me Pe

Com isso temos:

e Se ¢ — 1 ou ¢+ 1 for uma poténcia de 2, entao M ou P é vazio, e o
subgrafo da componente conexa m((¢ — 1)(¢ + 1)) é completo.
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e Se ambos ¢ — 1 e ¢+ 1 nao forem poténcias de 2, entao M e P sao nao
vazios. Assim o subgrafo da componente conexa m((¢—1)(¢+1)) é nao
completo, e ainda pode ser particionado como {2} UM U P .

Completando a demostragao desse teorema. [

O proximo caso é descrever os Degree Graphs para os grupos simples
PSL(3,q). Note que PSL(3,2) = PSL(2,7), logo se ¢ = 2, o grafo
A(PSL(3,2)) é descrito no teorema 3.2.9 pelo item 2) letra (a) devido
g+ 1=8 =23 Entdo seu Degree Graph é como segue abaixo

A(PSL(3,2)) = %

S

3e Te

Teorema 3.2.10. Seja G = PSL(3,q), onde ¢ > 2 € uma poténcia de um
pPrimo p.

(1) A(PSL(3,q)) ¢ completo se e somente se q € impar e q— 1 = 2'37 para
algum 1> 1, j > 0;

(2) (a) Seq=4 entao A(PSL(3,4)) €

Qe

30—\50
N

(b) Seq# 4, entio p(PSL(3,q)) = {p}Ur((q—1)(g+1)(¢*+¢+1)). O
subgrafo de A(PSL(3,q)) corresponde a w((q—1)(q+1)(¢*+q+1))
€ um grafo completo, e p € adjacente a precisamente estes primos
dividindo q +1 ou ¢* + ¢+ 1.

Demonstracao. Se ¢ = 4, entao G = PSL(3,4) e sua tabela de caracteres
irredutiveis é dado no Atlas [4]. Com isso temos o seguinte conjunto de graus

cd(G) ={1,2*-5,5-7,3%-5,3%- 7,20}

Logo o grafo A(G) é como dissemos no item 2) letra (a). Note que este grafo
nao é completo, assim 1) é mostrado para este caso.
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Se ¢ = 3, entdo G = PSL(3,3), e ainda pelo Atlas [4] temos
cd(G) = {1,2%-3,13,2*,2-13,3% 3 -13}.

Portanto segue abaixo que A(G) é completo como dissemos em 1)

Neste caso, p=3,¢q—1=2,¢g+1 =4, e ¢*+q+1=13. Logo p(G) =
{3tUum(2-4-13) = {3} U{2,13}, com isso segue 2) letra (b) para este caso.
Assuma agora que ¢ = p* > 4. Segue do artigo [8] que

(*+q+1)
MDC(3,q—1)

1, ¢ qlg+1), @+q+1, ¢(PF+q+1), (g+1)
cd(G) =

(@+D(@+q+1), (=)@ +q+1), (g—1)%(¢+1)

Assim todos os primos dividindo ¢ — 1, ¢ + 1, ou ¢ + ¢ + 1 sdo adjacentes
em A(G), e p é adjacente a precisamente estes primos dividindo ¢ + 1 ou
PHqg+1l.SejaQ =7(q—1),Q =7n(g+1) e Q =n(¢>+q+1). Vejao
que temos até agora para o grafo A(G)

pe

Qe \@+-
N

Isto ji mostra o item 2) letra (b). Note que A(G) ¢ completo se e somente
se p for adjacente a todos os primos dividindo ¢ — 1, mas isto aconteceré se e
somente se cada primo dividindo ¢ — 1 também dividir ou ¢+ 1 ou ¢*> +¢q+1,
devido existir em cd(G) os elementos ¢(q+1), q¢(¢>*+q+1). Fazendo algumas
analises temos

Qlo

1 seq é par
MDC’(q—l,q—i—l):{ 2 se g é impar
1 seq# 1mod3

MDC(q—1,¢+q+1) {3 se ¢ =1mod 3



3.2. O DEGREE GRAPH 117

Assim para g > 4, o grafo A(G) é completo se e somente se nenhum outro
primo além de 2 ou 3 dividir ¢ — 1, isto &, se e somente se ¢ — 1 = 237 para
algum ¢ > 0, j > 0. S6 este fato ja garante a completude de A(G), mas
mostraremos que para isso g é sempre fmpar, ou seja, ¢ > 1.

Supondo que ¢ — 1 = 23/ e ¢ é par, entdo ¢ = 2™ para algum inteiro
positivo m, assim ¢ — 1 = 2™ — 1 = 37, ou seja, i = 0. Dessa forma:

e Ou j =0 e q =2, contradizendo ¢q > 4;

e Ou 2™ — 1 é divisivel por 3. Se 2™ — 1 ¢ divisivel por 3, temos 2™ =
1 mod 3, mas como 2 = —1 mod 3, isto implica que m = 2r é par e
3 =2"—-1=(2"—1)(2" +1). Entdo, 2" — 1 e 2" 4+ 1 sdo poténcias
de 3 e sdo coprimos, isto implica 2" — 1 =1. Assimr =1, m = 2, e
q = 2™ = 4, contradizendo ainda o fato de ¢ > 4. Segue entao o item
1) para ¢ > 4. No entanto, basta observar que para ¢ = 3, o item 1)
também é satisfeito. Completando a demonstracao desse teorema.

]

Os proximo grupos que iremos estudar seus Degree Graphs sao os grupos
simpléticos e unitarios. Estes dois grupos sao formados pelas isometrias que
respeitam uma forma sesquilinear f que iremos definir a seguir.

Definicao 3.2.11. Seja F, um corpo de q elementos e seja o um auto-
morfismo de F,. Uma forma sesquilinear em um Fg-espago V' € um mapa
[V xV — F, satisfazendo

fOu+ov,w) = Af(u,w)+ f(v,w)
flu, oo +w) = N f(u,v) + f(u,w)

f € simétrica se a« =id e f(u,v) = f(v,u);

f € anti-simétrica se a =id e f(u,v) = —f(v,u);

o f ¢ hermitiana se o tem ordem 2 e f(u,v) = f(v,u)*

o [ ¢ alternada se f(v,v) = 0.

Em um corpo F 2 de ¢* elementos, o automorfismo « é definido por 2* =
T = x4

Seja V' um [F-espaco. Dizemos que u,v € V sao perpendiculares se
f(u,v) = 0 (que é equivalente a f(v,u) em cada caso), onde f é definida
como uma das anteriores formas sesquilinear. Neste caso denotemos por
u L v. Escrevemos

S+t ={veV|v Ll sparatodosc S},
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para qualquer subconjunto S de V. S+ é chamado de espaco perpendicular
de S em V. O radical de f, denotado por rad(f) é o conjunto V-+. A forma
f é dita nao-singular se o radical é {0}, e singular caso contrario.

Se f é uma forma sesquilinear em um espago vetorial V', uma isometria de
f (oude V| se f ésub-entendida) é um mapa linear invertivel g : V- — V que
preserva a forma f no sentido que f(g(u), g(v)) = f(u,v) para todo u,v € V.
O conjunto de isometrias formam um grupo que depende das propriedades
da sua forma sesquilinear, dois desses grupos sao os simpléticos e unitarios
que definiremos agora.

Grupos Simpléticos Simples. Os grupos simpléticos Sp(2m, q) sdo os gru-
pos de isometrias de uma forma sesquilinear f anti-simétrica, alternada e
nao-singular sobre V & ]Fgm, isto ¢, os subgrupos de GL(2m, q) formados
pelos elementos ¢ tais que f(g(u),g(v)) = f(u,v) para todo u,v € V. A
ordem de Sp(2m, q) é

m

[T - =g [J(@* - D.

i=1 i=1
Observe que Sp(2,q) = SL(2,q). Os grupos PSp(2m, q) sao definidos sendo
o quociente de Sp(2m, q) pelo seu centro Z(Sp(2m, q)). Sua ordem é igual a

o T - 1/
i=1
onde d = MDC(2,q — 1). Os grupos PSp(2m,q) sao simples para todo
m > 2 e para m = 2 com g > 2. Mais informacoes sobre essa simplicidade
veja em [25].

Grupos Unitarios Simples. O grupo Geral Unitario GU(n, ¢*) é definido
como o grupo de isometrias de uma forma sesquilinear f hermitiana e nao-
singular sobre o F2-espago V/, isto &, o subgrupo de GL(n, ¢*) consistindo dos
elementos g que preserva a forma f, no sentido que f(g(u),g(v)) = f(u,v)
para todo u,v € V. A ordem de GU(n, ¢*) é

n n

[[d '@ = (1)) =g 2] = (=1)").

i=1 =1

GU(n, ¢*) tem um subgrupo de indice ¢+ 1 consistindo de todos os elementos
com determinante 1, chamado de grupo Especial Unitario e denotado por
SU(n,q*). Os grupos PSU(n, ¢*) sao obtidos do quociente de SU(n, ¢*) pelo
seu centro Z(SU(n,q?)), sua ordem é

n(n—1)/2 1 n(n—1)/2 M

(CclerTi H(qz —(-1)) = QT [« - ),

1=2
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onde d = M DC(n, q+1). Observe que PSU(2,¢*) = PSL(2,q), entdo vamos
considerar n > 3. Os grupos PSU(n,¢*) para n > 3 sao simples exceto em
PSU(3,2?) que ¢ um grupo solivel de ordem 72.

Vamos agora estudar os Degree Graphs para alguns grupos simples destas
duas familias de grupos.

Comecemos para os grupos simpléticos simples. Os Degree Graphs dos
grupos simpléticos para m = 2 e ¢ > 2, é feito com a ajuda da tabela de
caracteres irredutiveis de Sp(4, q) dada em [7] e [20].

Teorema 3.2.12. Seja G = PSp(4,q) um grupo simplético, onde q € potén-
cia de um primo p. Se G € simples, entao A(G) é um grafo completo.

Demonstra¢ao. Se ¢ = 2, temos PSp(4,2) = Sg e ja conhecemos que seu
Degree Graph é nao completo.

Se ¢ = 3, entdo |PSp(4,3)| = 26-3%.5 e segue do Atlas [4] que Zrr(PSp(4, 3))
tem um carater x;; (notagao utilizado em [4]) tal que x1;(1) =30=2-3-5.
Assim cn(PSp(4,3)) = 1 mostrando que A(PSp(4,3)) é um grafo completo.

Assuma agora ¢ > 3. Se ¢ é par, entdo MDC(2,q — 1) = 1, as-
sim PSp(4,q) = Sp(4,q). Olhando na tabela de caracteres irredutiveis de
Sp(4,q) em [7], temos

p(PSp(4,q)) ={m(q) = p,7(q—1),7(q+ 1), 7(¢" + 1)}.

Ainda por [7] obtemos um cobertura de PSp(4,q) formada pelos caracteres
X5(k), x11(k) e x13(k) (notagao utilizada em [7]) com seus respectivos graus
iguais a (¢ — 1)*(¢+ 1), q(¢—1)(¢* +1) e ¢(q+ 1)(¢* + 1). Denotemos por
Q =7(g—1), Q" =n(g+1) e Q =x(¢> +1), podemos expressar o grafo
A(S4(q)) para g par, da seguinte forma

pe

I\
N4

Qe
Neste caso, o grafo A(PSp(4,q)) é completo.
Agora se ¢ > 3 & impar, entdao M DC(2,q — 1) = 2, assim PSp(4,q) =
Sp(4, q)/{% id}. Utilizando o teorema 1.1.30 encontramos os caracteres irre-
dutiveis de PSp(4, q) da tabela de caracteres irredutiveis de Sp(4, ¢) dada em

[20]. Ao observar as tabelas de caracteres irredutiveis de PSp(4, q) obtidas
em [7] e [20], temos que o conjunto p(PSp(4,q)) ndo depende da paridade de
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g. Além disso, como no caso anterior conseguimos uma cobertura formada
pelos caracteres x1(j), x7(q) e xo(k) (notagao utilizado em [20]) com os mes-
mos graus do caso anterior (¢—1)%(q+1)%, q(¢—1)(¢*+1) e q(¢+1)(¢>+1)
respectivamente. Com isso concluimos a demonstracgao. O

A dltima familia de grupos a ter o Degree Graph analisado serdo os grupos
unitarios simples. Para n = 2, sabemos que PSU(2,q?) = PSL(2,q) ¢ ja
conhecemos seu Degree Graph, entdo vamos agora estudar o caso n = 3.

Teorema 3.2.13. Seja G = PSU(3,¢*) um grupo unitdrio, onde q > 2 é
uma poténcia de um primo p. Fntao

1) O grafo A(G) é completo se e somente se q satisfazer ¢+ 1 = 2'37 para
algum 1 >0, j > 0;

2) Seq>2, entio p(G) = {p}Ur((¢—1)(qg+1)(¢> —q+1)). O subgrafo
de A(G) corresponde a componente conexa w((q—1)(¢+1)(¢*> —q+1))
¢ completo, e p € adjacente a precisamente estes primos dividindo g — 1

ouq* —q+1.

Demonstracao. Para ¢ > 2 a tabela de caracteres irredutiveis de G' é encon-
trada em [8]. Dessa tabela temos

(*—q+1)
MDC(3,q+ 1)

1L, ¢ qlg—1), ?—q+1, q(®—q+1), (¢g—1)
cd(G) =

(=D —q+1), (¢+ (¢ —q+1), (¢+1)*(g—1)
Assim todos os primos dividindo ¢ — 1, ¢+ 1, ou ¢*> — ¢ + 1 sao adjacentes em
A(G) e p é adjacente a precisamente estes primos dividindo ¢—1 ou ¢* —g+1.
Denotando por Q- =m(¢— 1), Q* =7(¢+1) e Q =7(¢*> —q+1). Vejao
que temos até agora em A(G)

@-/ Qe
N

Isto ja mostra o item 2). Note que A(G) é completo se e somente se p for
adjacente a todos os primos em 7(g 4 1), mas isto acontece se e somente se
cada primo dividindo ¢ + 1 também dividir ¢ — 1 ou ¢*> — ¢ + 1, devido existir

p
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em cd(G) os elementos q(q—1) e ¢(¢* —q+1). Fazendo algumas observagoes
temos
) 1 seqépar
MDC(g-1,g+1) = { 2 se q é impar
1 seq# —1mod 3

2 _ =
MDC(g+1,¢" —q+1) {3 se ¢ = —1 mod 3.

Assim A(G) é completo se e somente se nenhum outro primo além de 2 ou
3 dividir ¢ + 1, isto é, se e somente se ¢ + 1 = 2'3/ para algum i > 0, j > 0.
Isso conclui a afirmacdo 1) e termina a demonstracao do teorema. ]

Resumimos esse capitulo no seguinte corolério.

Corolario 3.2.14. Seja G um grupo simples alternado, esporddico, ou um
dos simples grupos cldssicos de tipo Lie PSL(2,q), PSL(3,q), PSp(4,q) ou
PSU(3,¢%), onde q é uma poténcia de um primo p. O grafo A(G) ¢ desconexo
se e somente se G = PSL(2,q). Em todos outros casos A(G) € conezo, seu
diagmetro é no mdximo 3, e completo exceto nos sequintes casos:

1) d(A(G)) = 3 somente se G = Ji;
2) d(A(G)) =2 se G € isomorfo a:

(CL) MH, M23 ou Ag,’

(b) PSL(3,q) onde q > 2 € par ou q é impar e ¢ — 1 é divisivel por
algum outro primo além de 2 ou 3; e

() PSU(3,q¢%) onde q > 2 e q+ 1 € divisivel por algum outro primo
além de 2 ou 3.

Demonstracao. Segue da proposicao 3.2.6 que se GG isomorfo a um grupo sim-
ples alternado, isto é, G = A,, com n > 5, A(G) é conexo exceto para G = A,
com n = 5,6, e completo exceto para G = A,, com n = 5,6,8. Como disse-
mos anteriormente As; = PSL(2,4) e Ag = PSL(2,9) e seus Degree Graphs
sao desconexos como podemos ver na proposicao 3.2.6. Isto juntamente com
o teorema 3.2.9 mostra que A(G) é desconexo se G = PSL(2,q). Mas ainda
falta mostrar a unicidade de G com esta propriedade.

Se GG é isomorfo a um grupo simples esporadico, segue do teorema 3.2.8
que A(G) é conexo para todo G, e completo exceto para G isomorfo a
My, Mas ou Jy. Nestes casos, d(A(Miy)) = 2 = d(A(Mas)) e d(A(Jy)) =
3 como podemos ver no teorema 3.2.8. Isto juntamente com o fato de
d(A(Asg)) = 2 pela proposigao 3.2.6 conclui o nosso item 2) letra (a).
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Se G & isomorfo a um grupo linear simples PSL(3, q), segue do teorema
3.2.9 que A(G) é conexo, e completo se e somente se ¢ ¢ impar e g — 1 = 2°3/
para algum ¢ > 1, j > 0. Nos casos que A(G) nao é completo, temos
d(A(G)) = 2 pelo item 2) letra (b) do teorema 3.2.9, mostrando o nosso item
2) letra (b).

Se G é isomorfo a um grupo unitario simples PSU (3, ¢*), segue do teorema
3.2.13 que A(G) é conexo, e completo se e somente se g+1 = 2°3/ para algum
i > 0,7 > 0. Nos casos que A(G) nao é completo, temos d(A(G)) = 2 pelo
item 2) do teorema 3.2.13, mostrando o nosso item 2) letra (c).

Entao concluimos que A(G) ¢ desconexo se e somente se G = PSL(2,q)
e encerramos a demostracao desse corolario. O]

Donald L. White com os artigos Degree Graphs of Simple Groups Excep-
tional Lie Type [22], Degree Graphs of Simple Linear e Unitary Groups [23],
Degree Graphs of Simple Orthogonal and Symplectic Groups [24], e Degree
Graphs of Simple Groups [21], mostra o estudo completo sobre os Degree
Graphs para grupos simples. Nestes artigos, ele constréi graus necessarios
para mostrar a completude dos Degree Graphs de certos grupos simples cuja
tabela de caracteres irredutiveis nao é completamente conhecida.

O corolério 3.2.14 também tem uma versao completa para grupo simples
no artigo [21], que em relagao ao nosso corolario muda de fato muito pouco
como o leitor pode comparar.

Corolario 3.2.15 (Versao completa do corolario 3.2.14). Seja G um grupo
finito simples. O grafo A(G) € nao-conezxo se e somente se G = PSL(2,q)
para alguma poténcia prima q. Se A(G) € conexo, entdo d(A(G)) é no md-
zimo 3 e A(G) € um grafo completo exceto nos sequintes casos:

1) O d(A(G)) =3 se e somente se G = Jy;

2) 0 d(A(G)) = 2 se e somente se G é isomorfo a um dos sequintes
grupos:
(a) O grupo esporddico de Mathieu My ou Mag;

(b) O grupo alternado As;

(¢) O grupo de Suzuki ?>Bsy(q?), onde ¢* = 2*""1 e m > 1,

(d) O grupo linear PSL(3,q), onde ¢ > 2 € par ou q € impar e ¢ — 1
€ divisivel por outro primo além de 2 ou 3;

(€) O grupo unitdrio PSU(3,¢*), onde ¢ > 2 e ¢+ 1 é divisivel por
outro primo além de 2 ou 3.
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