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RESUMO

O Método dos Elementos de Contorno Rapido com Expansao em

Multipélos Aplicado a Problemas de Condugao de Calor

Autor: Luciana Moreira Braga
Orientador: Eder Lima de Albuquerque
Programa de Pés-graduagao em Ciéncias Mecanicas

Brasilia, Setembro de 2012.

Este trabalho apresenta uma formulacao do método dos elementos de contorno
rapido com expansao em multipoélos e sua aplicacao em problemas de conducgao
de calor. Primeiramente é feita a descricao da formulacao direta do método
dos elementos de contorno para a equagao de Laplace considerando funcgoes
de forma constantes, lineares continuas e quadraticas continuas. Entao, a
formulacao do método dos elementos de contorno rapido com expansao em
multipolos é desenvolvida usando variaveis complexas e a expansao das solu-
¢oes fundamentais em séries de Taylor. Uma vez que as matrizes de influéncia
nao sao montadas de maneira explicita, é necessario usar um método iterativo
para resolucao de sistemas lineares. O método dos minimos residuos genera-
lizados foi o escolhido, com base em trabalhos prévios. E feita uma descricio
da estrutura hierarquica de dados ultilizada e do algoritmo implementado. A
validacao é realizada comparando os resultados com resultados obtidos utili-
zando a formulacao direta do método dos elementos de contorno. E analisada
a influéncia do ntimero de termos na expansao em série de Taylor na aproxima-
¢ao da solugao fundamental e no calculo das matrizes de influéncia. O custo

computacional de ambas as formulac¢oes sao comparadas.
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ABSTRACT

The Boundary Element Method with Fast Multipole Applied to Pro-

blems of Heat Conduction

Author: Luciana Moreira Braga
Supervisor: Eder Lima de Albuquerque
Mechanical Science Graduate Program

Brasilia, September, 2012.

This paper presents a formulation of the fast multipole boundary element
method and its application to a problem of heat conduction. Firstly, the di-
rect boundary element formulation for the Laplace equation is described con-
sidering constant, continuum linear and continuum quadratic shape functions.
So, the fast multipole boundary element method is developed using complex
variables and Taylor series in the expansion of fundamental solutions. Provi-
ded that influence matrices are not explicitly obtained, it is necessary the use
of an iterative method to solve the linear system. The generalized minimum
residue method (GMRES) was chosen based on previous work. The hierarchi-
cal data structure and the implemented algorithm are described. Validation
is carried out through comparison of results obtained by both formulations:
the direct boundary element method and the fast multipole boundary element
method. It is analysed the influence of the number of terms in the series ex-
pansion on the computation of fundamental solution and influence matrices.

The computational cost of both formulations are compared.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Os métodos rapidos dos elementos de con-

torno

O sucesso de simulagoes numéricas ao lado do acelerado desenvolvimento
dos computadores e da complexidade dos problemas de engenharia tém le-
vado a uma constante demanda por calculos de alta precisao em problemas de
grande dificuldade na modelagem matematica. Para satisfazer as novas exi-
géncias de aplicagoes industriais, o nimero de graus de liberdade N de uma
aproximacao deve ser suficientemente grande. Um valor tipico para /N hoje em
dia pode alcancar varios milhoes. Este tamanho tende a aumentar ainda mais
no futuro, uma vez que muitos problemas de interesses praticos ainda s6 podem
ser tratados pelos métodos numeéricos existentes em sistemas computacionais
com varios processadores em paralelos e uma grande capacidade de memoria
para armazenamento dos dados. Mesmo com a evolucao dos computadores,
algoritmos nos quais o numero de operacoes aumentam assintoticamente com
o namero de graus de liberdade, como N? ou mesmo mais que isso, nao sao
aceitos em programas comerciais, pois 0s mesmos nao sao capazes de analisar
problemas em larga escala (problemas com milhoes de graus de liberdade). Se
a proxima geracao de computadores contar com duas vezes mais memoria que

os atuais, é natural que os usuarios queiram resolver problemas com duas vezes



mais graus de liberdade do que os que sao resolvidos atualmente. Entretanto,
um algoritmo com complexidade quadrética requer quatro vezes mais memo-
ria para se resolver um problema com duas vezes mais graus de liberdade. A
mesma anélise é feita quando se considera o custo computacional representado
pelo tempo de processamento ou pelo numero de operagoes com pontos flu-
tuantes. Uma vez que a velocidade de processamento tende a aumentar com
o passar do tempo, é natural que o desejo do usuério seja rodar problemas
cada vez maiores em tempos cada vez menores. Desta forma, é de fundamen-
tal importancia que os algoritmos sejam capazes de resolver problemas com
complexidade linear ou quase linear, ou seja, com uma complexidade que seja

igual a N ou no maximo igual a N log N.

Em problemas de larga escala, tanto o método dos elementos finitos (MEF)
quanto o método das diferengas finitas (MDF) tém como gargalo a resolugao
de um sistema linear que, no caso deste método, é esparso e simétrico. Estes
sistemas lineares sao resolvidos preferencialmente por métodos iterativos que,
ao contrario dos métodos diretos, nao mudam a esparsidade do sistema durante
o célculo. Devido a simetria e a esparsidade, ambos os métodos possuem
complexidade quase linear, tanto na montagem da matriz quanto na resolugao

do sistema linear.

O método dos elementos de contorno (MEC) baseia-se na solugao de equa-
¢Oes integrais sobre o contorno oriundas de equagoes diferenciais que regem o
problema. A formulacao dessa equacao integral necessita de uma solugao fun-
damental que corresponde a resposta em um ponto do dominio a aplicagao de
uma for¢a em outro ponto deste. O MEC apresenta-se como uma alternativa
ao MEF, com a vantagem de precisar apenas da discretizagao do contorno da
regiao estudada, reduzindo a ordem da dimensao do problema e oferecendo
facilidades na modelagem de contornos de geometria complexa e de condigoes
de contorno nao uniformes. Além disso, a utilizacao do MEC é ideal para
problemas cujos dominios sao infinitos ou onde é necessaria apenas a discre-
tizacao de uma parte do contorno, pois a solucao fundamental requerida pelo
método ja considera a influéncia do infinito e semi-infinito. Também é ideal

para problemas cujas respostas possuem altos gradientes como, por exemplo,



mecanica da fratura e propagacao de ondas, sendo utilizado ainda em anélises

estruturais, térmicas, acusticas, elastodinamicas, fluidos, etc.

Apesar da facilidade de modelagem dos problemas, a eficiéncia do MEC
tem sido um grande entrave no que diz respeito & analise de modelos em grande
escala. Enquanto o MEF é usado rotineiramente para resolver problemas com
varios milhoes de graus de liberdade, o MEC, por muito tempo, limitou-se a
resolver problemas com alguns milhares de graus de liberdade. Isso porque,
embora haja a redugao da dimensao do problema, em geral, o MEC produz
matrizes densas e nao simétricas que necessitam de operagoes com complexi-
dade O(N?) para gerar a matriz dos coeficientes e operagoes de complexidade
O(N?) para resolver o sistema linear por meio de métodos diretos. Por sua
vez, métodos numéricos iterativos apresentam complexidade O(N?) para a re-

solugao de sistemas lineares densos e nao simétricos

Uma das primeiras tentativas de se melhorar o desempenho das formula-
¢oes do MEC foi através da técnica da decomposicao do dominio e do uso de
computacao paralela. Esta técnica foi usada para estudar problemas potenciais
por Kamiya et al. [1], Davies e Mushtaq [2], e Mai-Duy et al. [3], problemas
nao homogéneos por Popov e Power [4], condugao de calor, linear e nao linear
por Divo et al. [5], Ingber et al. [6], e Erhart et al. [7], problemas de fluido
viscoso por Power e Mingo 8|, dentre outras aplicagoes. Na decomposi¢ao em
subdominios, o dominio do problema é dividido em subdominios, cada um com
o seu contorno. Assim, sdo criadas interfaces artificiais entre dois subdominios
que aumentam o niamero de graus de liberdade do problema. Entretanto, exis-
tem vérias vantagens que a decomposicao de dominio propicia ao MEC. Como
o tamanho do sistema linear associado a cada subdominio ¢é significativamente
menor, a memoria necessaria para o armazenamento das matrizes é reduzida,
conforme mostrado por [6] e [7]. Para algoritmos nao iterativos, a decomposi-
¢ao do dominio pode fornecer sistemas lineares esparsos (veja os trabalhos de
[4] e [9]). Para métodos iterativos, a decomposi¢ao de dominio ¢ extremamente
facil de paralelizar, uma vez que um algoritmo sequencial do MEC pode ser
usado em cada subdominio e as tinicas comunicacoes paralelas necessarias sao

a atualizacao das condi¢oes de contorno da interface artificial e a verificacao



do critério de convergéncia [6]. Apesar destas vantagens, nao existe um algo-
ritmo robusto que seja capaz de fazer a decomposicao geométrica adequada
de dominios complexos. A decomposicao do dominio é deixada a cargo do
usuario, tornando o pré-processamento muito mais trabalhoso. Uma outra
desvantagem da divisao em subdominios com o uso de computagao paralela é
o custo financeiro para se montar clusters de processadores. Uma estagao de
trabalho com véarios processadores tem custo elevado, o que pode inviabilizar

a aplicabilidade desta técnica.

Uma alternativa ao uso de estacoes de trabalho com clusters de processa-
dores é o uso de placas graficas para o processamento matricial. Conhecidas
como GPUs (graphical processing units), seu custo financeiro é consideravel-
mente menor que a montagem de clusters de processadores. A aplicagao de
GPUs na computagao cientifica tem crescido nos tltimos anos. A fabricante de
placas graficas NVIDIA tem sido uma das principais promotoras deste movi-
mento com o desenvolvimento de uma arquitetura computacional denominada
CUDA (computer device unified architeture). Os trabalhos de [10] e [11] mos-
tram o impacto do uso de GPUs no célculo de problemas de iteracao de mul-
tiplos corpos, usando ou nao algoritmos réapidos. A razao de velocidade entre
o processamento sem e com o uso de GPUs sao relatadas como superiores a
100. O uso de GPUs com o método dos elementos de contorno foi inicialmente
proposto por [12]. O primeiro uso de GPUs junto com algoritmos réapidos de

elementos de contorno foi proposto por [13].

O método da decomposi¢gao em subdominio junto com processamento pa-
ralelo reduz muito o tempo de processamento e, em menor quantidade, a ne-
cessidade de memoria para armazenamento das matrizes. Entretanto, este
método nao muda a complexidade do método dos elementos de contorno que
continua sendo O(N?). A reducao da complexidade requer o uso de algorit-
mos que tornam possivel a resolucao de sistemas lineares sem que se tenha que
calcular todos os termos das matrizes de influéncia [G] e [H] do método dos ele-
mentos de contorno. Uma vez que estas matrizes sao cheias e nao simétricas, a
sua montagem ¢ de complexidade O(N?). Os algoritmos rapidos baseiam-se na

aproximacao destas matrizes por procedimentos de complexidade quase linear.



Alguns destes métodos se baseiam na aproximacao explicita das solugoes fun-
damentais e, por conseguinte, dos termos das matrizes de influéncia, por uma
soma finita de fungoes separaveis que pode ser vista como uma aproximacao
das matrizes por blocos de matrizes de baixo posto. Esta aproximacao permite
uma rapida multiplicagao de vetor por matriz que pode ser explorado com o
uso de métodos iterativos para a resolucao de sistemas lineares. Estes blocos
podem ser armazenados de forma eficiente, de maneira a reduzir a quantidade
de memoria necessaria. Entre os métodos que fazem a expansao explicita das
solugoes fundamentais pode-se citar o método rapido dos elementos de con-
torno com expansao em multipélos (MECMP) e o método de agrupamento de

painéis (panel clustering method).

Beylkin et al. [14] foram os primeiros a reconhecer que as bases wavelet
podem ser vantajosas para a discretizacao das equacgoes integrais. Isto levou
ao desenvolvimento de uma nova classe de algoritmos rapidos para o método
dos elementos de contorno, principalmente para as formulagoes baseadas em
técnicas de Galerkin. Esta nova classe de algoritmo nao requer expansoes das
solucoes fundamentais em séries. Esses algoritmos empregam as bases wavelet
para interpolacao tanto da func¢ao de forma dentro de cada elemento quanto
a distribuicao de erros dentro do elemento fonte. Uma boa descrigao desta
técnica é apresentada por Lage e Schwab [15], que também propoe quadra-
turas numéricas especificas para a integracao. Problemas com 10° graus de
liberdade foram resolvidos sem acesso a memoria externa do computador. A
base desta técnica esta no fato que a transformada réapida de wavelet remove
a redundancia de campos distantes através da compressao dos mesmos. Mas
este processo s6 pode ser aplicado apds as matrizes terem sido montadas por
meios convencionais. Basicamente, este procedimento tira vantagem do fato
da matriz original, que ¢ densa, possuir uma matriz esparsa correspondente.
Esta matriz esparsa é calculada através da transformada de wavelet. Entre-
tanto, como as matrizes precisam ser montadas antecipadamente, este método
nao reduz o tempo de montagem das matrizes de influéncia, procedimento que

continua tendo complexidade O(N?).

Proposto por Rokhlin [16] ¢ Greengard [17] na década de 1980, o método



rapido de expansao em multipélos (MRMP) é considerado um dos 10 algorit-
mos mais importantes para a computacao cientifica desenvolvidos no século
XX. Inicialmente aplicado a problemas fisicos de potencial eletrostatico ou
gravitacional governados pela equagao de Laplace em duas ou trés dimensoes,
este método foi combinado ao MEC, produzindo entao o MECMP. Com esta
combinacao, foi possivel aplicar o MEC para problemas de grande escala com

vantagens sobre os métodos tradicionais, tais como o MEF e o MDF.

A ideia basica do MECMP é a tradugao das iteragoes de no-a-né (ou
elemento a elemento) para célula-a-célula, onde essas células possuem uma
estrutura hierarquica tipo arvore em que as menores células (folhas) contém um
ntmero prescrito de elementos do contorno. O agrupamento desses elementos
nas células e a expansao das solugoes fundamentais em séries multipolos fazem
com que ocorra a reducao do custo computacional. Além disso, é utilizado um
método iterativo para a resolucao de sistemas lineares, geralmente o método
dos minimos residuos generalizados (GMRES - Generalized Minimal Residual
Method) que dispensa o armazenamento da matriz dos coeficientes na memoria
do computador. A relagao entre o MRMP e o MEC ocorre devido & semelhanga
deste dltimo com os problemas da fisica de particulas, problemas estes que o
MRMP surgiu para resolver. Dessa forma, o MECMP que é a combinacao
entre o MRMP com o MEC é uma alternativa para suprir a deficiéncia do
MEC no que diz respeito a sua complexidade, possibilitando a resolugao de
problemas, até entao, inviaveis pelo MEC convencional devido ao elevado custo
computacional. A complexidade reduz de O(N?) para O(N) ou, no méaximo,
para O(NlogN), que é a complexidade do MEF e do MDF. O livro do Liu
[18] traz uma descri¢ao detalhada do MECMP, juntamente com um codigo em

Fortran da formulagao pontencial bidimensional.

Para problemas de elasticidade 2D, ha varias aplicagoes de MECMP. Gre-
engard et al. [19, 20| desenvolveram uma formulagdo do MECMP baseada nas
equacoes biharmonicas da elasticidade bidimensional. Eles aplicaram a formu-
lacao de varidvel complexa de Sherman para resolver a equagao biharménica e
fizeram aplicagoes em vérios problemas de grande escala. Pierce e Napier [21]

desenvolveram uma abordagem espectral de multipélos que tem caracteristicas



comuns com o0 MECMP. Nesta abordagem, um reticulado (grid) é gerado e a
expansao em série de Taylor das integrais é feita nos pontos do reticulado. A
interpolagao destes valores fornece os valores nos pontos de colocacao. Esta
abordagem é de complexidade O(N LogN). Richardson et al. [22| propuseram
um método espectral similar usando as equacgoes de deslocamento e tragao na
forma regularizada. A representacdao em variaveis complexas dos termos das
integrais e a expansao em multipolos foram originalmente propostas para pro-
blemas bidimensionais por |23, 24]. Liu [25] apresentou uma formulacao nas
quais os momentos para elasticidade bidimensional sao escritos em uma forma
compacta, com todas as translacoes simétricas, o que favorece a eficiéncia do
método. Neste mesmo trabalho, problemas de grande escala de elasticidade
2D, com o numero total de graus de liberdade superior a um milhao, foram
resolvidos em um laptop com 1 GBytes de memoéria. Wang e Yao [26] também
estudaram problemas de mecéanica da fratura usando o método dos elementos
de contorno dual com expansdo em multipolos. No trabalho [27], os autores
estudaram problemas bidimensionais com miltiplos dominios usando apenas a
equacao integral de deslocamentos. Em outro trabalho, usando a formulagao
complexa [28], foi apresentado um algoritmo para o calculo preciso de proble-
mas elasticos envolvendo véarias trincas e nao homogeneidades circulares em

um plano infinito.

Embora o MECMP seja eficiente para resolver problemas de larga escala,
sua principal desvantagem é que é necessario o conhecimento prévio da ex-
pansao da solugao fundamental em séries. Além disso, todos os termos da
série precisam ser calculados com antecedéncia com uma dada precisao e de-
pois integrados, o que demanda modificagoes significativas nos codigos padroes
de elementos de contorno ja implementados. Do ponto de vista algébrico, a
integracao de solugoes fundamentais degeneradas, ou seja, das solugoes funda-
mentais expandidas em séries, pode ser vista como uma aproximacao de blocos
das matrizes de influéncia por matrizes de baixo posto. Esta ideia possibilitou
o desenvolvimento de novos métodos puramente algébricos para a aproximacao
das matrizes de elementos de contorno de problemas de larga escala. Tyrtysh-

nikov [29] percebeu que a aproximagao das matrizes do método dos elementos



de contorno por matrizes de baixo posto pode ser feita com o calculo de ape-
nas algumas linhas e colunas pré-selecionadas de blocos das matrizes originais.
Desta forma, surgiu a ideia dos métodos rapidos puramente algébricos que é
dividir as matrizes do MEC em submatrizes de posto e cheio e baixo posto.
A escolha 6bvia para a obtencao de matrizes de baixo posto é a decomposi-
¢ao da matriz em valores singulares. Entretanto os métodos de decomposicao
em valores singulares sao computacionalmente caros, de complexidade O(N?),
o que inviabiliza o seu uso. Uma alternativa é a obtencao destas matrizes
usando a aproximacao cruzada adaptativa (ACA) que é uma aproximagao da
decomposi¢ao em valores singulares, porém bem mais barata, de complexidade
O(Nlog N). O ACA, desta forma, tem se estabelecido como uma técnica efe-
tiva para resolver problemas de matrizes nao simétricas e cheias, decrescendo
significativamente o custo de montagem e de operacoes de multiplicacao por
vetor [30]. A solugdo do sistema linear é acelerada pelo célculo de somente
poucas entradas da matriz original. O ACA tem sido aplicado a problemas de
acustica governados pela equagao de Helmholtz [31, 32|, problemas eletromag-

néticos [33, 34, 35|, elasticidade plana [36] e mecénica da fratura [37].

Para muitos usuarios e mesmo pesquisadores do MEC, o uso de elementos
de contorno com funcoes de forma de ordem menor demanda um niimero maior
de nos para obter uma precisao semelhante a de uma formulag¢ao com elemen-
tos com fungoes de forma de ordem maior. Entretanto, nao foi encontrado na
literatura uma anélise do quanto a ordem da funcao de forma influencia na
precisao dos resultados. Esta analise passa a ser importante no MECMP, uma
vez que, dada ao grande nimero de expansoes necessarias, o uso de elementos
de contorno com fungoes de forma de baixa ordem (constante de preferéncia)
¢ muito conveniente. Por este motivo, nesta dissertacao é feita primeiro uma
analise da influéncia da ordem das fungoes de forma na resposta do MEC pa-
drao. Em seguida, a formulacao do MECMP é detalhada. A influéncia na
resposta obtida do ntimero de termos de expansao da série é também ana-
lisada. Finalmente, é feita uma comparacao quanto ao custo computacional
do MECMP com o MEC padrao. E notado que para problemas de pequena

escala o MEC padrao possui um custo computacional menor que o MECMP.



Entretanto, devido a sua complexidade, a partir de um certo nimero de graus
de liberdade, o custo do MEC padrao passa a ser maior que o MECMP. Esta

diferenca do custo tende a ser consideravel para problemas de larga escala.

1.2 Organizacao do trabalho

A sequéncia deste trabalho é dividia em 4 outros capitulos.

O capitulo 2 apresenta uma breve revisao sobre a formulacao classica do
MEC para problemas bidimensionais governados pela equacdo de Laplace. E
detalhada a obtencao e a discretizacao da equacao integral de contorno. Trés
tipos de elementos de contorno sao considerados: elementos constantes, ele-
mentos lineares e elementos quadraticos. O capitulo termina com uma descri-
¢ao da formulagao de elementos de contorno constante onde todas as integrais

sao calculadas analiticamente.

O capitulo 3 descreve a formulagao do MECMP onde inicialmente é feita
uma descricao matematica da teoria requerida pelo método e a deducao das
equagoes para as expansoes e para os momentos multipélos. Em seguida, é
feita uma descri¢ao do algoritmo implementado e, por tltimo, algumas anéalises

relevantes sobre o método.

No capitulo 4 sao mostrados os resultados e discussoes referentes a apli-
cacao do MEC padrao e do MECMP para alguns problemas presentes na lite-
ratura. E feita uma analise da influéncia da ordem dos elementos na precisio
dos resultados considerando o MEC padrao. Em seguida, é feita uma analise
da influéncia do ntmero de termos na expansao da solugao fundamental no
calculo das matrizes de influéncia. Por fim, é feita a comparacao do custo
computacional do MEC padrao com o MECMP.

No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes sobre o trabalho realizado e

também algumas propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

O Método dos Elementos de

Contorno

2.1 Introducao

Este capitulo descreve com detalhes a formulacao do MEC para problemas
bidimensionais de conducao de calor. Primeiramente a equacao governante do
problema, que é a equacao de Laplace, é deduzida através de consideracoes da
fisica do problema. Em seguida, a solu¢gao fundamental da equacao de Laplace
é calculada. Entao, a equacao integral de contorno ¢ deduzida e discretizada,
obtendo-se a formulacao do método dos elementos de contorno. Trés tipos
de elementos sao considerados: elementos constantes, elementos lineares e ele-
mentos quadraticos. Por fim, é deduzida uma formulacao de elementos de

contorno onde todas as integrais sao calculadas analiticamente.

2.2 Equacao de Poisson para transferéncia de

calor

A condugao de calor é regida pela lei de Fourier, uma equagao determinada
experimentalmente que relaciona o gradiente da temperatura com a taxa de

conducao de calor no tempo.
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Para o caso da conducao de calor unidirecional, conforme mostra a Figura

2.1, @, é a quantidade de calor transmitida na direcao x e t é o tempo.

—>
—>
—>
—

o | 7| T

> TQ > T

Figura 2.1: Transferéncia de calor de Ty para T}.

O fluxo de calor na direcao x é dado por:

Qo =5

Assim, a energia térmica que flui através de um corpo de secao transversal A,

¢é definida como: T
), = — kAL 0
Q AI’ )

onde k£ é a condutividade térmica do material, A é a area e T7 e Ty sao as

temperaturas nas faces paralelas da placa.

Fazendo Az — 0, segue que:

. T, —T,
Q. = —kA lim ——2,

Az—0 Ax

da qual é obtida:
Q. = —kA (2.1)
e oz’ '

que ¢ a equacao da quantidade de calor transferida por conducao na unidade

de tempo.

Generalizando para um caso 3D e considerando a taxa de conducao de

calor por unidade de area, pode-se definir:
- 1 . - . - -
q= a(@ﬂ + Qyj + sz)

11



onde @, Qy € Q). sao os fluxos de calor nas diregoes z, y e z, respectivamente.

Assim
(f _ dLA{ de(@Ta (Z}_be ng)}
- (oS5 T3,
q = —kVT, (2.2)
onde 5 5 5
- (a_n a_yﬂ&z)

é o operador gradiente.

Da primeira lei da termodinamica segue:
Qe + Qg = Qs + U7

onde Q., @, e @, sao os fluxos de calor que entra, que é gerado e que sai do

sistema, respectivamente, e U é a variacao da energia térmica do sistema.

Para um caso unidimensional, conforme Fig.(2.1), a 1" lei da termodina-

mica é dada por:

Qu E

.
.
.
P
T dy
.

Figura 2.2: Fluxo de calor unidirecional.

12



em que ¢, ¢ a geragao de calor por unidade de volume, ¢ o calor especifico, p

or

a densidade do material e T' = 5

Isolando ¢,dV e considerando a temperatura como estaciondria, isto é,

T = 0, segue:

G,dV = %dm. (2.3)

Substituindo a Eq.(2.1) na Eq.(2.3), obtém-se:

: 0 oT
godrdydz = I (—kA%) dz.

Como A = dydz e considerando k constante em todo material, tem-se:

_ 0*T
G = ko

Expandindo para o caso 3D, segue:

o*T 0T  0°T dy
b b = L,
ox?  Oy?> 022 k

que ¢é conhecida como equagao de Fourier para conducao de calor. Esta equagao

ainda pode ser escrita como:

2T _ _@
\V4 =
onde 52 52 o2
2T — o . -
v (8:52 * 0y? * 8z2>

é o operador laplaciano.

Quando ¢, = 0 a equagao de Fourier se reduz a V*T' = 0 que é conhecida
como equacao de Laplace.
2.2.1 Solucao fundamental para a equagao de Laplace

A solucao fundamental, que é a base da formulacao do MEC, para a equa-

¢ao de Laplace, corresponde a resposta da temperatura em um meio infinito

13



quando a fonte de geracao de calor é concentrada em um ponto. Matemati-
camente, ela corresponde a solucao particular analitica da equacao de Fourier
quando o termo nao homogéneo (termo referente a geracao de calor) ¢ igual

ao delta de Dirac, ou seja:

2k o(z —d)
VI = - (2.4)

Uma funcao que satisfaz essa equagao é dada por:
T* = Alnr, (2.5)

em que r é a distancia entre o ponto onde a fonte de calor é aplicada (ponto
fonte) e o ponto onde a temperatura ¢ medida (ponto campo) e A é uma

constante a se determinar.

Sem perder generalidade, considere o sistema de coordenadas com origem

no ponto fonte, conforme Fig. 2.3.

y A
(z,y)

.
Ponto campo

sY

(;Ud, yd) Ponto fonte

Figura 2.3: Distancia r entre o ponto fonte eo ponto campo.

Da figura pode-se notar
r=/r?+ Y2
Como
T = Alnr

or* _Aa(lnr)ﬁ
or or Oz
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Calculando o termo % segue

or  Or?+y* x x

8_ZE or ,/:Ij2—|-y2_;.

8T*_A1x &

Assim

or  rr %
Da mesma forma, pode-se mostrar que:
o°’Tr A Ax?
ox?  r2 rd
or- Ay
oy r2’

o’T* A 2Ay2
ayQ o 72 rd

Dai, segue que:

o*T*  9*T* 1 222 1 22
+ =Al=-——+—=——],
0x? Oy? 72 r4 72 rd
1 2 2
V2T = 24 (ﬁ—x :;y ) (2.6)
5(z—0)

Como V2T* = ( para qualquer ponto exceto o ponto de aplicacao da fonte,
segue que:

V2T* = 2A8(x — 0). (2.7)
Igualando as equagoes (2.4) e (2.7) com (z4,y4) = (0,0), segue:

— 1

da qual obtém-se o valor de A, dado por:

1

A=——.
2k

Substituindo o valor de A na Eq.(2.5), segue que:

—1
T = %lnr.

15



Contudo, a fim de obter uma formulagao numérica esteticamente melhor
¢ comum considerar:
—1
"= ——1nr. 2.8
2k (28)

Considerando que o sistema de referéncia tem origem em uma posicao qual-

quer, r é dado por:

y A
(z,9)
Y feovo " Ponto campo
Yd oo Ponto fonte
: (24, Ya)
Tq X T

Figura 2.4: Posi¢oes dos pontos fonte e campo.

r= /(@ =)+ (y — ya)?, (2.9)

onde (x4, yq) sdo coordenadas do ponto fonte.

Fluxo de calor através do contorno

Define-se fluxo de calor através do contorno pela expressao
q=qri, (2.10)

onde ¢ é a quantidade de calor que passa através do contorno por unidade de
tempo e por unidade de area. Substituindo na Eq.(2.10) o valor de 7 dado pela
Eq.(2.2), obtém-se



onde g—z ¢ a derivada da temperatura na direcao do vetor normal ao contorno

17.Dessa forma, é possivel definir a solucao fundamental para o fluxo de calor

dada por:

*

T*
q = ka

Y on

Substituindo na Eq.(2.11) o valor de T* dado pela Eq.(2.8), segue:

._ 119 d
¢ =5 [8_x (lnr)nm—ka—y(lnr)ny] :

Calculando o termo & (Inr), obtém-se

g(lnfr) _Olnror
Oz - Or Oz’
Substituindo na Eq.(2.13) o valor de r dado pela Eq.(2.9), tem-se:
0 10 1
%(h””) = T or [(z = 2a)* + (y — ya)?]? ,
1 (x — zq)
" (@ = 2a)* + (y —ya)?)2
N Gt )
oo
0 T — X4
g(ln r) = o
De modo anélogo, tem-se:
9 Y —Ya
8_y(ln r) = R
Substituindo a Eq.(2.14) e a Eq.(2.15) na Eq.(2.12), segue:
.1
q = 272 {(J" - xd)”:ﬂ + (y - yd)ny]a

que é a solucao fundamental de fluxo.

2.3 Equacao integral de contorno

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Nesta secao seré desenvolvida a equagao integral de contorno para a equa-

¢ao de Laplace. Esta equagao sera, posteriormente, discretizada em elementos

de contorno, obtendo-se entao a formulagao do MEC.
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Dada a equacao de Laplace
VT =0, (2.17)

multiplicando a equagao (2.17) por uma fungao peso w(zx,y) e integrando sobre

o dominio A, assume-se que o resultado da integral ¢ zero (método dos residuos

/ / (VT)wdA = 0,
2 2
G B -
82T

Pelo teorema de Gauss-Green, tem-se:

/fxynwds— gi

ponderados). Assim, tem-se:

onde f é uma funcao qualquer, n, é a componente na direcao x do vetor 77
normal ao contorno s da area A. Aplicando o teorema dado na primeira parcela
da Eq.(2.18), tem-se:

o (0T
/—wnmds /A% (8:10 )dA

Aplicando a regra da derivada do produto de fungoes, tem-se:

or 0T oT dw

Escrevendo os termos da equacao de forma conveniente, segue:
o*T oT oT dw
De modo anédogo, obtém-se:
T T T
gy wdA = ?} wnyds — g—yg—ZdA (2.20)

Substituindo as Eqs.(2.19) e (2.20) na Eq.(2.18), tem-se:
orT orT OT Ow 3T Ow
= el A —
/S(aanz—i- aywm,) ds — / <(9x o 8y ay)d 0.
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Simplificando

aor OT Ow 8T ow
— - —-— A= 2.21
aans /A (8:6 ox oy 8y> d 0 (2.21)

Considerando as igualdades:

(9T aw
¢ oT 0 82
w
——dA = A. 2.2
N (9yd / 6ynyd8 8y =5 yd (2.23)

Substituindo as equagoes (2.22) e (2.23) na equagao (2.21), tem-se:

Ow Ow Pw  w
/—wds—/(T%nijTay )dS+AT<@+82)dA 0,

/—wds—/ a—ds+/TV2wdA: 0. (2.24)
871 A

Com o objetivo de obter uma equacao integral que nao possua integrais
de dominio (integrais de area) a funcdo w deve ser escolhida de forma que a
integral de dominio da Eq.(2.19) desapareca. Qualquer fungao harmoénica, ou
seja, fungao que o laplaciano é igual a zero, satisfaz essa exigéncia. Contudo,
por razoes numeéricas, a escolha mais adequada é a funcao cujo laplaciano é o
delta de Dirac.

Sz — xq)
2 - ——,—
Viw = ? ,
o que implica que w = T*. Entao tem-se:
or or* [—0(z — x4)]
—T*ds — T——=dA 2.2
s on /S on /A k 7 (2:25)

onde x4 é a coordenada do ponto fonte. Tomando o ponto fonte no interior do

dominio A, pela propriedade do delta de Dirac, tem-se:

T, oT* T(ra,ya)
%T ds ST I ds i = 0.

Multiplicando os termos por —k, obtém-se:

ar ., kOT" B
/ k%Td —|—/ST( o )ds—l—T(wd,yd)—O,
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T(xq,yq) = /Tq*ds — /qT*ds. (2.26)

A Eq.(2.26) é a equagao integral de contorno quando o ponto fonte encontra-se

no interior do dominio.

A fim de considerar o ponto (x4,y4) no contorno, faz-se uma pequena

modificagdo no mesmo, conforme Fig. 2.5:

\. Arco de circunferéncia

Figura 2.5: Contornos original e adaptado.

Assim, tem-se:

(x4, ya) =/ Tq*ds—/ T*qu+/ Tq*ds—/ T*qds. (2.27)

Conforme visto na Eq.(2.16):

. 1

¢ = 55l@ = zo)na + (y = ya)ny ],

com 7 = [(x — 24)* + (y — ya)?], logo

0
* : 1
/8* Tq*ds = /91 T27rr2 [(z = za)ny + (y — ya)nylds.

Em s*, tem-se:

7= (= za)i + (y = ya)J,

7 =1 =z —2a)? + (y — ya)?,

P (r — xdﬁ*‘ (y — yd)j
/r‘ 9

20



onde 7 € um vetor unitario. Quando r, = (z — z4) e 7y, = (y — yq) tem-se:

o ret + Tyj
n=—"}72
r
com
Ty Ty
Ng=— € Ny=—
,
Assim

s 0 r T
Tgds = | —— ( e —y> .
/s* gas /91 27?2 " r +ry7“ c

Observando que r = ¢ para qualquer 6, portanto;

0 2,2 0
> T fry+r > T

/ Tq*ds :/ 5 ( y) edf :/ —db.
g% 01 277'5 19 61 27

Fazendo ¢ — 0, T" assume o valor de T'(d). Por fim, tem-se

[y = HO0=0)

A mesma anélise deve ser feita para:

0
2 -1
/T*quZ/ — Inrgrdf.
o g, 27T

Como r = ¢ = constante, tem-se:

-1 02
T qgds = —«¢1 do.
/s* qds 27rk:6n8/91q

Fazendo ¢ — 0, tem-se:

™

/ T*qds = 0.

Voltando a equacao original, segue:

/S*T qds = ﬂll_rgalna(@ —0y),

T(x4,ya)(02 — 01)

™

0y — 0
T(xdhyd) [1 - M} - /Tq*dS—/T*QdS,

2T

T(xq,yq) = /Tq*ds — /T*qu + — 0,
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Figura 2.6: Angulo interno do contorno.

2 — (65 — 0
T(z4,ya) {—W (0, 1)} = /Tq*ds—/T*qu.

2

Conforme a Fig.(7), 6;,; € o angulo interno do contorno.

Assim: ;
mtT(xd,yd) = /Tq*ds — /T*qu,
27 s s

que é a integral de contorno quando o ponto fonte pertence ao contorno.

Quando o ponto fonte nao pertence ao contorno nem ao dominio, devido

a propriedade do delta de Dirac, tem-se:

/Tq*ds — /T*qu = 0. (2.28)

Generalizando, a equagao integral de contorno pode ser escrita como

cT(xq,yq) = /Tq*ds — /T*qu, (2.29)
onde
1, se (z4,y4) € ao dominio
c=q %t se (zq,y4) € ao contorno
0, se (x4,yq) ¢ ao dominio ou ao contorno
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Quando o ponto fonte encontra-se em ponto suave do contorno, isto é, nao

¢ um canto, tem-se:

(2.30)

2.4 Discretizagao das equagoes integrais de con-

torno

Basicamente, a formulacao do MEC transforma equagoes diferenciais em
equacgoes integrais no contorno, eliminando, assim, a discretizacao do dominio.
Essas integrais podem ser resolvidas de forma numérica e analitica com a
integracao feita ao longo do contorno, que ¢é discretizado através da divisao do
mesmo em elementos chamados elementos de contorno nos quais as condig¢oes

de contorno sao prescritas.

Uma vez obtida a integral de contorno, o préximo passo é a discretizacao
desta equacao de forma que as integrais ao longo deste contorno sejam escritas

como a soma das partes deste contorno, ou seja:

Figura 2.7: Discretizagao do contorno em n partes.

S=58+8+...+5,.

Desta forma, a equagao integral de contorno (2.29) é escrita como:
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cT(xg,yq) = Z/ Tq*ds — Z/ T*qds. (2.31)
g=1"7%i j=1"%;

2.5 Calculo da temperatura e do fluxo em pon-

tos Internos

A temperatura e o fluxo em pontos internos, ou seja, em pontos no inte-
rior do dominio €2 podem ser calculados facilmente uma vez que os valores do
contorno ja foram calculados previamente. Para isto, basta considerar que o
ponto fonte esta localizado no interior do dominio e usar a equagao integral
(2.26). Uma vez que todas as integrais sao calculadas no contorno, a tinica va-
riavel desconhecida é a temperatura no ponto fonte, ou seja, no ponto interno.
Ja para o célculo do fluxo, é necessério derivar a equagao (2.26) em relagao as

coordenadas do ponto fonte, ou seja:

T (w4,ya) 0O [/qu*ds _ /SQT*dS} : (2.32)

8xd N al’d
0T (z4,Ya) oq" orT*
—= = | T ds — ds. 2.33
8fL‘d s 8$d y Sq(‘?xd s ( )
onde:
oT* Ty
= —-—— 2- 4
Oxq  2mkr?’ (2.34)
orT* Ty
= 2.35
Oyqg  2mkr?’ (2.35)
oq* _ [ng (r2 — rz) + 21,1y (2.36)
0xy4 2mrd ’
e
% — |:’I'Ly (_Tz + T;) + 2’!’LI’/’xT’y} (2 37)

g 2mrd
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2.6 Elementos de contorno constantes

Na discretizagao utilizando elementos constantes, a geometria é aproxi-
mada por segmentos de retas com um né no meio de cada elemento. Dessa
forma, considere que as partes do contorno si, ss, ..., S,, sejam aproximadas
por segmentos retilineos e que ao longo destes segmentos, tanto a temperatura

quanto o fluxo sejam assumidos como constantes.

Figura 2.8: Aproximagao do contorno por segmentos de retas.

O no6 j sempre estard na posi¢ao central do elemento j (serd sempre em

.~ 1 ~ . . .
uma regiao suave do contorno, portanto ¢ = 3). A equacao integral ¢ aproxi-

mada por:
1 ) n n
Zp() — . * _ , *
A CENEDS T/q dP] > [qJ/F_T dr|,  (2.38)
Jj=1 J j=1 J
onde ¢ corresponde ao n6 do i-ésimo elemento. Dai, tem-se:
1 ] n n
——7® T; | ¢dl'| = : / T*dT|. 2.39
: (:cd,yd)Jr; j/qu ] ;[qj . (2.39)

Chamando
“dI’, se 1#£]
H, = Jr, # J
-3+ frj g dl', se i=j
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Gij = / T*dr
I‘,

pode-se escrever a equacao matricial da seguinte forma:

n

n

> [HyT) =[Gyl

J=1

J=1

(2.40)

(2.41)

A fim de ilustrar como se aplica as condigdes de contorno e se calcula

as variaveis desconhecidas sera analisado um problema de conducao de calor

unidirecional com uma discretizagdo de um elemento por lado (veja a Figura

2.9).

Figura 2.9: Temperatura e fluxo na placa.

Neste caso, as variaveis conhecidas e desconhecidas no contorno do pro-
blema sao dadas pela Tabela(2.1).

Tabela 2.1: Qualificagao das variaveis em cada no.

no6 || variaveis conhecidas | variaveis desconhecidas
1 T ¢
2 P Ty
3 T as
4 qa T

Considerando que o ponto fonte esteja no né 1 e subescrevendo com uma
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barra as variaveis conhecidas, tem-se:
HyTy + HioTy + Hi3Ts + HiyTy = Gy + Giage + Gi3qz + Gada,

onde T e ¢ sdo termos conhecidos. Como ha apenas 1 equacdo e 4 variaveis
desconhecidas, deve-se gerar mais trés equacoes. Para isso, basta colocar o
ponto fonte em cada um dos nés. Por esta razao a escolha da func¢ao peso w
deve ser aquela que o lapalciano é igual ao delta de Dirac e nao do laplaciano

igual a zero. Assim, tem-se:

Para o ponto fonte no né 2, tem-se:

Ho Ty + HooTy + HosTy + HosTy = Gorq1 + Goao + Gazqs + Gaada.

Da mesma forma, faz-se o ponto fonte nos nés 3 e 4. As equagoes obtidas

podem ser escritas na forma matricial, como:

Hy Hyy Hiz Hig T G G2 Giz Gu q1
Hy Hiyy Haz Hoyy | Ga G Gaz Goy q2
Hs3 Hsy Hsz Hsy T; B G311 Gz Gzz Gay qs
Hy Hpp Hyz Hyg T, Gu Gu Giz Gy qa

que pode ser escrito resumidamente como:

[H{T} = [GHa}- (2.42)

Separando os termos conhecidos dos desconhecidos, segue:

—Gn Hia —Giz Huy ¢ —Hy G —Hiz Gu T
—Go1 Hypy —Gay Hyu Ty | | —Hn Gy —Hy Gu P
—Gs1 Hzy —Gs3 Hi ¢ | | —Hu Gy —Hsy Gy Ty
—Gun Hip —Gi3 Hy Ty —Hy Ga —Hiz Gu qa

Assim, pode-se escrever
[Al{z} = {b}, (2.43)
ou ainda
{z} = [A]7{b}. (2.44)
Dali, resolve-se o sistema linear acima e calcula-se os valores das variaveis des-

conhecidas.
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2.6.1 Integracao das matrizes [H] e [G] quando o ponto
fonte nao pertence ao elemento
A integragao dos termos das matrizes [H] e [G] quando o ponto fonte nao

pertence aos elementos ¢ uma integracao regular que pode ser realizada usando,

por exemplo, quadratura de Gauss. Esta integracao é descrita a seguir:

e Matriz G

Das Egs.(2.8) e (2.40), tem-se
G = — [ par (2.45)
= — nr :
T ok r;

onde

r=/(r— 24+ (y — ya)?,
(4,yq) s@o as coordenadas do ponto fonte e (x,y) as coordenadas dos pontos
campo (pontos de integracao ou pontos de Gauss).

Considerando o elemento j conforme Fig.(11), tem-se:

\ (72, 72)

X

(z1,301)

Figura 2.10: Sistemas de referéncia global e local respectivamente.



onde ¢ sao os pontos de Gauss no intervalo [—1, 1].

A interpolagao linear é dada por:

C—at b { z(=—-1)=z =z1=0a(-1)+0
x(=1)=xy =x9=0a(1)+Db,
de onde obtém-se
= (.1'2;1‘1)5_‘_1'1;1'2.
Assim
r = % (T2 — 21)§ + (21 + 22)]
1
y = 3 [(y2 — y1)€ + (y1 + vo2)]

comz(§ =—1) =z, 2§ =1)=a, y(§=—-1) =mey(E=1) =y e

dl’ = \/dx? + dy?.

My

Figura 2.11: Fungoes de forma para elementos lineares continuos.

Apos algumas manipuagoes algébricas, obtém-se:

x = N1 (&)z1 + No(§)xo
y = Ni(§)y1 + Na(§)ye,

onde Ni(§) e Ny(€) sao as fungoes de forma lineares continuas dadas por (Fig.
2.11):
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1
N, = 5(1 — &) (2.46)
e
1
Ny = 5(1—1—5). (2.47)
Dividindo ambos os termos da igualdade por d¢, obtém-se:
ar_ (e (dyy?
¢ dé dé
d_33:$2—951 o @:yz—yl
d¢ 2 d¢ 2
Assim:

d_F: Tg — T1 2+ Y2 — 1 2
d& 2 2
dr’

1 1
ac =5 V(w2 — 951)2v+ (y2 — yl)i = §L,

L
onde L é o comprimento do elemento. Portanto,

I dr
~3ng | i€z (2.48)

Usando integracao de Gauss, a Eq.(2.48) pode ser escrita como:

Gij =

| PG Jr
Gij = ~5.7 Z {ln[m]d—fwg} , (2.49)

(=1

onde wy sao os pesos de Gauss e N PG o ntimero de pontos de Gauss.
e Matriz [H]

Considerando o ponto fonte nao pertencente ao elemento, tem-se:

1
H;; = ——(ryng dl’ 2.50
J /Fj oy (rane + 1yny) ( )
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Sentido anti-horédrio

Sg

|

- Sy

|

(72, 92) _

S
(z1,91)

Figura 2.12: Sentido de numeracao dos nos.

Assumindo o sentido anti-horéario para numeracao dos nés, conforme Fig.

s .

13, observa-se que o lado esquerdo do vetor tangente ¢ igual ao interior do
dominio enquanto que o lado direito ¢é igual ao exterior do dominio. Dessa
forma, o vetor normal 7 aponta para o exterior do dominio. Além disso, os

vetores 7 e § sao peperdiculares entre si, portanto
(ﬁfr;"‘ ﬁyj)(gx;‘i‘ gyf) =0
Dessa forma, pode-se fazer:
Ng =8y € MNy= —5;,

portanto
ou ainda,

que resulta

—5y8; + S35y = 0.

Observando que, se:
5, >0 e s,>0=mn,>0 e n, <0,

tem-se:
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Como o vetor § é unitario, tem-se:

(w2 — 1)7 + (12 — 01);

§= ,
V(w2 —21)? + (2 — y1)?
S _T2— M o s _Y2—n
’ L Y L
Logo:
1 Y reng 4+ ryn, dT
Hi' — xlly Y y_d
2772 /1 72 dé &
onde,

re=(x—zq) e 1y=(y—ya)
Usando integragao de Gauss, a Eq.(2.50), pode ser escrita como:
NPG
1 TeNg + Tyny, dl
H,, = |— L e _ 2.51
J [47T ; T2 dg(")e] ( 5 )
2.6.2 Integracao das matrizes [H] e [G] quando o ponto

fonte pertence ao elemento

Neste caso, se tratando de elementos constantes, a integracao é feita de

forma analitica, ou seja:

e Matriz H
Hyy — _l i TNy + TyNy T
2 27T T T
Como
TyNg + Tyny = 7.7 = 0
1
" Hz'j = —= (252)
2
e Matriz G
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Da Eq.(2.48), tem-se:

1
=—— Inrdl’ 2.
G 2k Jr, nr (2.53)

Assim, tem-se:

L
1 2
GZ] = _ﬂQ/O In rdr

1
= —— (—r+rlnr)

[~

0

1 L L L .
= —— <—§+§1D§+0—11_I>I(1)7‘1n7’).

L L
- —(1-mZ=
7Tk‘( n2)

2.7 Elementos de contorno lineares continuos

Na discretizagao por elementos lineares, a geometria é aproximada por um
polindmio do 1° grau, necessitando de dois nos em cada elemento, um em cada
extremidade do elemento. A temperatura e o fluxo também sao aproximados

A . 0 ~ L, . L, . .
por um polinémio de 19 grau. A formulacao é isoparamétrica, ou seja, as
mesmas fungoes de forma usadas para interpolar a geometria sao também

usadas para interpolar as variaveis fisicas (temperatura e fluxo).

Figura 2.13: Elementos lineares continuos.
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Neste caso, a equagao integral é dada por:
cT(xq,ya) = /Tq*dS — /T*qu.

Discretizando em elementos de contorno lineares continuos, segue:

Nelem Nelem
T(xa,ya) = Y / Tq*dl| — > / T*qdl
j=1 |/l j=1 |/l

Observando-se que 1" e ¢ sao assumidos com variagao linear ao longo do
elemento, ou seja,
T = NlTl -+ N2T2

q = Niq1 + Naga.

onde 77 é a temperatura no no local 1, T, a temperatura no noé local 2, ¢; é o
fluxo no no6 local 1 e ¢y é o fluxo no no local 2, N; é a funcao de forma 1 e Ny
é a funcao de forma 2.

Da mesma forma, segue:

r = Nll’l + NQIQ
y = Niy1 + Noyo

Escrevendo na forma matricial, segue:

A equacao integral discretizada é entao escrita como:

j=1 2 j j=1 q2

cT(l‘d,yd)In‘elem /F[Nl NQ} [?]-q*df _”i” /FT*[NI NQ] [(h Ldr
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Como T1, Ty, q1 e g2 sao valores nodais, segue:

Nelem T Nelem
CT(%d,y(D = Z / [ N1 N2 :| q*dF ! — / |: N1 N2 ] T*dr @ ]
j=1 L 2 j=1 Ly Q2 i
que pode ser escrito da seguinte forma:
Nelem
T q1
cI'(x4,Yq) = [ hy  he ] - [ g1 92 } )
j=1 T2 . q2 .
j J
onde
hl = qu*dF,
Ly
h2 - NQq*dF7
Ly
g1 = NlT*dF
Ly
e

92:/ NQT*dF
Lj

Aplicando a formulagao desenvolvida no problema de conducao de calor
abordado anteriormente Fig.(2.9), as condi¢oes de contorno e as variaveis des-
conhecidas sao dadas conforme mostrado na tabela 2.2. Note na Tabela 2.2
que a temperatura ¢ continua no né j. Por sua vez, of fluxo ¢; pode ser des-
continuo, ou seja, o fluxo ¢, antes do né j pode ser diferente do fluxo q}i,
depois do n6 j. Entretando, dada a ordem da equacao diferencial de Laplace

(segunda ordem), apenas uma variavel pode ser desconhecida por no.

Considerando o ponto fonte no né 1, a equagao integral é descrita como:

T

+ b, .

1

g g][”

q1
ol [?] -
2 2 |,
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Tabela 2.2: Qualificacao das variaveis em cada n6 para o problema dado.

no || variaveis conhecidas | variaveis desconhecidas
1 T qt Qf
2 T, g a5
3 L, g a5
4 T, qf qq

Usando o namero do né global, segue:

Ty = [y | 2 + b by | [Tz SR [Tz +
o [E]Lo wl[2] 1o w2
o a | E]-[a w], [ 2],

¢y = (hi + ho) T+ (ho1 + h12) T + (hag + hi3) Ts + (hos + hi4) Ty —
Hy, Hyo Hys Hyy
d a —d —a d a —d —a
— g1147 — 92192 — 9129 — 92293 — 91343 — 92394 — 91494 — G244

Escrevendo as matrizes G e H globais, segue:
aTy = HiuTh + HioDs + Hi3Ts + HiuTy — Gugl — Giags —

— Glzﬂg — Guds — G15q§ — Gieqy — G17Cﬁ — G134y

Fazendo:

H,;, set1#£ 7]
HZJ — J ~ #]
—cIl; + H;j, sei=7]

segue a forma matricial:
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Tl Qf
TQ 5
Hyy Hyy Hiz Hy } - = [ Gy G -+ Gig .
Ts :
T, a7

Observa-se que hé 1 equagao e 4 variaveis desconhecidas. A fim de gerar
mais 3 equagoes, basta colocar o ponto fonte nos outros 3 nés. Dai é obtida a

seguinte equagao matricial:

Hyy Hyp Hiz Hy T G G -+ G Qil
Hy Hyy Haz Hay Ty . G G -+ Gag 4
H3 Hsy; Hsz Hzy T | : c : :
Hy Hipp Hyzs Huyg Ty Gy Gaa -+ Gug a

Manipulando a equagao matricial de forma que os termos desconhecidos fiquem

todos do lado esquerdo e os demais termos do lado direito, segue:

-G =G —Gis —Gig q
—Gy =Gy —Gos —Gayg qs5
. . . . qg

-Gy —Gy —Gis —Gag qy

que pode ser escrito na forma linear como:
[A{z} = {b}
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2.7.1 Integracao das matrizes [H] e [G] quando o ponto

fonte nao pertence ao elemento

A integracao dos termos da matrizes [H] e [G] quando o ponto fonte nao
pertence ao elemento é regular e nao apresenta grandes diferencas em relagao a
integragao do elemento constante (veja a segao 2.6.1). Para evitar a repetigao

desnecessaria, a integracao para o elemento linear nao seré detalhada.

2.7.2 Integracgao da matriz |G| quando o ponto fonte per-

tence ao elemento

A integracdo da matriz [G] quando o ponto fonte pertence ao elemento é

feita analiticamente, da mesma forma do elemento constante.

Conforme ja visto, a geometria do elemento é aproximada por:

1 1
r = Nll'l + NQ!L’Q = —(1 — f)l’l + —(1 + f)xg

2 2
I S o ARSI % (22— 7)€+ 20+ 21]  (2.54)
(§
1
y=3 (2 —y1) €+ y2 + ) (2.55)

A coordenada z do ponto fonte é dada por 24 = x(§ = &) e ya = y(§ = &),
sendo que &; = —1 para o ponto fonte no n6 1 e §; = +1 para o ponto fonte

no n6 2. Dali, tem-se:

Tqg = % [(1’2 — LZ'1> €d + T2 + 1'1] s (256)

Ya = 5 [(y2 — y1) &a +y2 + 1] (2.57)

DN | —
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r=/(z—24)>+ (y — ya)> = /12 + 12, (2.58)

onde

Ty =& — Xg =

% [(x2 — 21)€ + 29 — 1] — {% [(z2 — x1)8a + 22 + xl]} (2.59)

= 3 — )€~ &) (2:60)

Da mesma forma, tem-se:

Ty = %(yz —y1)(€§ — &) (2.61)

r= \/B(x2 —x1)(€ — gd)r + [%(yz — )€ — &) 2

= %(5 — &)V (T —21)2 + (Y2 — )2 = %(5 — &)L (2.62)

Os termos da matriz [G] sdo dados por:

glz/ T N,dr (2.63)
F.

J

g2 =/ 1" Nodl. (2.64)
F.

J

Desta forma, tem-se:
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ar
r

; dg
| L1
= | onk log(r)5 5 (1 = €)d¢
_ L[ £ — &
=3 _llog {L ( 5 )1 (1=¢)d¢ (2.65)
e Ponto fonte nono 1: £ = —1.

o= { / 1 log (“Tl) (1-gdc+ [ log (L) (1 - §>d§] (2.66)

Fazendo
_ 5%1 ~ Z_Z _ % (2.67)
tem-se:
mE=-1)= "0 =0 (2.68)
me=1)="1-=1 (2.69)
E=2n—1=1-¢=1-2n+1=2(1—-1n) (2.70)

Dai, tem-se:




o= E - log<L>} ; (2.72)

A integral go nao é singular quando o ponto fonte é o n6 1 pois Ny = 0 no

noé 1, onde T* — oc.
e Ponto fonte no n6 2: £; = 1.

A integral g; nao é singular quando o ponto fonte é o n6 2 pois N; = 0 no

no6 2, onde 7" — oc.

! dr ! dl’
/ N T —d§ = / NoT*—dE (2.73)
-1 A€ lgen S L P
Desta forma tem-se:
L |3

2.7.3 Meétodo indireto para o calculo da diagonal da ma-

triz [H]

Os termos singulares da matriz [H] também podem ser calculados de ma-
neira analitica, da mesma forma como foi feita para elementos constantes.
Entretanto, como os nés agora encontram-se nas extremidades do elemento, e
nao mais no centro, o ponto fonte pode nao pertencer a um contorno suave caso
seja um no de canto. Dai, deve-se calcular o angulo interno 6;,; pois o termo ¢
da equagao (2.29) nado é mais igual a 1/2. Embora este calculo nao apresente
grandes dificuldades, existe uma implementacao alternativa que normalmente
é a preferida quando se trata de elementos continuos. Esta implementacao
nao faz a integragao de maneira explicita mas usa uma propriedade da matriz
[H] decorrente da modelagem de um corpo sob temperatura constante. Sem
perder a generalidade, considere que todos os nés de um corpo encontre-se com
a temperatura T = 1. Neste caso, o fluxo serd nulo em todos os nos, ou seja,

q = 0 em todos os nos. Desta forma, a equagao matricial é reescrita como:
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[HI{1} = [G]{0} (2.75)

onde {1} é um vetor com todos os elementos iguais a 1 e {0} é um vetor com

todos os elementos iguais a zero. Neste caso, é facil perceber que:

N
> Hyj=0, parai=12 .. N (2.76)

=1
onde N é o namero de nos.

Dai, os termos da diagonal da matriz [H] pode ser calculado da seguinte

forma:

N
Hj; =Y Hy, comi # j, parai=12 .., N, (2.77)

j=1
uma vez que todos os termos de fora da diagonal sao integrais regulares e ja

foram previamente calculados.

2.8 Quadratura de Gauss logaritmica

Conforme ja mostrado, o MEC apresenta algumas integrais de fungoes sin-
gulares (fungoes que tendem ao infinito). No caso da formulagao desenvolvida,

as integrais singulares sao de dois tipos:

1. Na matriz [G] ela é da forma logr que ¢ chamada de singularidade fraca

(integral impropria);

2. Na matriz [H] ela ¢ da forma 1 que é chamada de singularidade forte

(integral no sentido do valor principal de Cauchy);

Diante disso, o tratamento da singularidade forte pode ser feita de ma-
neira indireta devido as propriedades da matriz [H], conforme foi mostrado na

segdo 2.7.3. No caso da matriz [G], ha duas possibilidades, ou deve-se tratar
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numericamente ou de forma analitica, sendo que essa tltima s6 é recomendada
para elementos constantes ou lineares. No caso de fun¢oes de forma de ordem
maior, as expressoes tornam-se muito extensas e dependendo da complexidade
da solucao fundamental, o tratamento analitico é invidavel. Dessa forma, o

tratamento numérico é recomendado.

Integrais singulares da ordem (log r) podem ser avaliadas eficientemente
pela quadratura de Gauss com uma transformagao de varidveis cubica, con-
forme proposto por Telles [38], que cancela exatamente a singularidade loga-
ritmica. Uma outra possibilidade é o uso da quadratura logaritmica de Gauss
[39] que esta entre os métodos numéricos mais utilizadas para o tratamento de
integrais com singularidade fraca em problemas bi-dimensionais (logr). Neste

método, as integrais improprias sao aproximadas da seguinte forma:

/0 fla)nade =3 () (2.78)

onde p; =pesos de Gauss logaritmico.

A literatura referente ao MEC apresenta tabelas com valores para os pesos

e pontos para a quadratura de Gauss logaritmica no intervalo [0, 1].

Maiores informacgoes sobre essas integrais poderao ser encontradas no ca-

pitulo 17 do livro do Kane [40].

2.9 Elementos de contorno quadraticos continuos

Na discretizacao utilizando elementos quadraticos a geometria é aproxi-
mada por uma fungao quadratica ao longo de cada elemento, sendo necessarios

trés pontos nodais por elemento conforme mostrada na Fig. 2.14.

Assim temperatura e fluxo sdo aproximados da seguinte forma:

T - N1T1+N2T2+N3T3
q = Niqi + Naga + N33

43



Figura 2.14: Elementos quadréticos continuos.

onde T3 é a temperatura no né local 1, Ty a temperatura no né local 2, T5 a
temperatura no noé local 3, ¢; é o fluxo no no local 1, ¢, é o fluxo no noé local
2, g3 € o fluxo no no6 local 3, N; é a funcao de forma 1, N, é a funcao de forma

2 e N3 ¢é a funcao de forma 3.

As fungoes de forma quadraticas continuas Ny, Ny e N3 sao dadas por
(Fig. 2.15):

N=SE-) (2.79)
Ny=(1-§)1+6=1-¢ (2.80)
N; = g(f +1) (2.81)

Neste caso, a equacao integral é dada por:
cT'(d) = /Tq*dS— /T*qu.

Discretizando em elementos de contorno quadraticos continuos, segue:

Nelem Nelem
T(d)=> / Tqrdl| = ) / T*qdl
j=1 [/Ts j=1 [/Ts
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—1 0 +1

Figura 2.15: Fungoes de forma quadraticas continuas.

Da mesma forma, segue:

r = Nll’l + NQIQ + Ngl’g
y = Niy1 + Naya + Nsys

Escrevendo na forma matricial, segue:

Ty
T:[N1 N, Ng} T
15

q1
q:[Nl Ny N3] q2
q3

A equacao integral discretizada é entao escrita como:

T,
Nelem
T(d) =y / [Nl N, Ng} 7, | ¢tdr
Jj=1 r T3
j
Nelem q:l
_ /T*[N1 N, Tg} o | dr (2.82)
=t ' ]



Como T4, Ty, T3, q1, g2 € q3 sao valores nodais, segue:

T
Nelem
T(d) =Y / [Nl N, Ng}q*dr T
= T |
j
Nelem ql
-3 /[N1 Ny Ny [T | g |,
j=1 |71
as | .
j
que pode ser escrito da seguinte forma:
Nelem Tl ql
CT(d):Z [hl ha ha} T —[91 () 93] 42
= T | a3
j
onde
hlz/ qu*dF,
L
hgz/ Ngq*dF,
¥
ha= [ Nag'ar.
¥
g1 = NlT*dF,
Lj
gg_/ NQT*dF
Ly
e

932/ NgT*dF
Ly
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2.9.1 Integracao das matrizes [H] e [G] quando o ponto

fonte nao pertence ao elemento

A integracao dos termos da matrizes [H| e [G] quando o ponto fonte nao
pertence ao elemento é regular e nao apresenta grandes diferencas em relagao a
integragao do elemento constante (veja a segao 2.6.1). Para evitar a repeti¢ao

desnecessaria, a integracao para o elemento quadratico nao sera detalhada.

2.9.2 Integracao da matriz [H]| quando o ponto fonte per-

tence ao elemento

A integracao dos termos da matriz [H| para elementos quadraticos con-
tinuos é feita de maneira indireta, conforme ja descrito na secao 2.7.3 para

elementos lineares continuos.

2.9.3 Integracao da matriz [G] quando o ponto fonte per-

tence ao elemento

Conforme ja mostrado, a coordenada x de um ponto pertencente a um

elemento quadrético é aproximada por:

xr = leL‘l + NQIEQ —|— N3.173 = g(f — 1)1’1 —|— (1 — 62)1[‘2 + g(f —I— 1)ZL‘3
1 1
= 552 (le — 21’2 -+ .leg) + 55 (LUg — 231) + X9 (284)
Da mesma forma, tem-se:
1, 1
y= 55 (Y1 — 2y2 +y3) + 55 (Y3 —y1) + 12 (2.85)

O ponto fonte tem coordenada (24, yq), sendo x4 = z(§ = &) e yg = y(§ =
&4). Desta forma, tem-se £, = —1 para o ponto fonte no n6 1, {; = 0 para o

ponto fonte no n6 2 e e §; = +1 para o ponto fonte no né 3. Dai, tem-se:
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1 1
Ty = 553 (r1 — 229 + x3) + 5&1 (3 —x1) + 29

1 1
Ya = 553 (y1 =292+ ) + 58 (15 — 1) + 12

r= (e =)+ (y —ya)? = 12+ 12

onde
1,5 9 1
Tx=$—$d=§(§ — &) (xl—2$2+$3)+§(5—§d)($3—$1)

TwZ%(ﬁ—fd) (71 — 229 + 23) (§ + &a) + 3 — 7]

Da mesma forma, tem-se:

= 5 (€~ &) [ — 20+ ) (€ + &) + 5 — )]

"= % (& = &a) {[(z1 — 229 + 3) (€ + &a) + 3 — 1)’

+ (1 —2y2 +y3) (§+ &) +ys — ?J1]2}5

Chamando

ra=5(§— &)

rp = {[(x1 — 22y + x3) (£ + &) + 23 — 1]

+ [ — 2y2 + y3) (€ + &) +y3 — wi)*}

NI
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tem-se que

U (2.95)
onde rg > 0.
9] = / T*[Ni Ny NgJdU=[g g s (2.96)
onde
g = / T* Nydl, (2.97)
L;
Ly
e
g3 = / T* N3dl. (2.99)
r

J

A integral g; é dada por:

dar

d§
dl’
/ - IOg TAT‘B)Nl—df
12 €
dl’
27'(']{3 B [IOg(T’A) + log(TB)] Nld_gdg 91s + 9ins (2100)
onde
-1 dr
J1s = 51 10g<7”A)N1d—€df (2.101)

é uma integral de singularidade fraca que sera integrada usando quadratura

de Gauss logaritmica e
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S 1l (rg) N drdf (2.102)
= — og(r — .
Jins ok |, g\"B 1d§

é uma integral regular (nao singular) que sera integrada usando quadratura de

Gauss padrao.

e Ponto fonte no no 1: {5 = —1.
-1 [t 3 dl’
J1s = ok ) log(rA)§(§ - 1>d_§d§ (2.103)
Fazendo
_&+1 dn 1
n=" :>d§_2 (2.104)
tem-se:
—1+1
N =-1)= ; =0 (2.105)
1+1
nE=1) = ——; =1 (2.106)
E=2—1=1-¢=1-2p+1=2(1—1n) (2.107)
=28y (2.108)
Dai, tem-se:
-1 [t dl d¢ -1 /! dl’
9= 5% |, log (1) Nl(ﬁ(n))d—g%dn = %/0 log (1) Nl(f(n))d—gdn
(2.109)

As integrais go e g3 nao sao singulares quando o ponto fonte é o n6 1 pois

Ny = N3 =0 non6 1, onde T% — oo.
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e Ponto fonte no n6 2: £; = 0.

TA:&—di_ggo:g (2.110)
ne= oy [ osimeie = o [ tontena e
—% _11 log(Q)Ngili—zdﬁ = Gos1 + G252 (2.111)
onde
-1 [t dl’
G252 = 5 » log(Q)NQd—gdf (2.112)

é uma integral regular e pode ser integrada usando quadratura de Gauss pa-

drao.

ar

-1 1
Gos1 = ﬂ/l log(f)Ngd—gdi (2.113)

é uma integral com singularidade fraca e deve ser calculada usando quadratura

de Gauss logaritmica através da seguinte transformacao:

dn

h=¢= 01 (2.114)
tem-se:

n(E=0) =0 (2.115)

nE=1)=1 (2.116)

ng_fd:g:g (2.117)



Dai, tem-se:

-1 [t n dr d¢ -1 [t dl
g =2 o [ g () Naten) G o = = [ 1o ) Nat(o)) G
(2.118)

As integrais g; e g3 nao sao singulares quando o ponto fonte é o n6 2 pois

N; = N3 =0 no n6 2, onde T% — oo.
e Ponto fonte no né 3: {; = 1.

As integrais ¢g; e g2 nao sao singulares quando o ponto fonte é o né 3 pois

N1 = Ny =0 no no6 3, onde T* — .

! dr ! dl’
N T —d¢ :/ N3T*—d¢
/_1 T N T

Desta forma, a integral g3 nao precisa ser calulada quando o ponto fonte

(2.119)

§a=1

é o n6 3 pois usa-se o valor calculado da integral g; quando o ponto fonte é o

noé 1.

2.10 Integracao analitica com elementos cons-
tantes

Conforme mostrado por Banerjee [41], a integragao analitica dos elemen-

tos da matrizes [H] e [G] pode ser feita facilmente considerando um sistema

de coordenadas 'y’ com origem no ponto fonte e com o eixo ' paralelo ao

elemento. Desta forma, tem-se:

-1
G = Tdl' = — In rdl’ 2.120
=Y (2120)

Da figura 2.16, tem-se:

r = hsect
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(25, ¥5)
Elemento _—

rB

AS
as

TA vy

Ponto fonte

v

v

QB 0 9A !

A

Figura 2.16: Sistema de referéncias usado para o calculo das integrais analiticas

T2Ng + TyNy = 7 COS 0
' =rcosf
y =rsinf

dy' = dS = hsec? §d0

~1 —1 [
— Inrdy = — In(h sec ) hsec® Odo (2.121)
2k AS 2k 04

Gij =
—h 05
Gij = Dy [tan 6 (In |(hsec O] — 1) + 6h] (2.122)

27

04

Da mesma forma, tem-se que:

%:/fﬂ:— LLH@W:—/rmhw%M@ﬂ$
r AS

2m Jr, r? 2w r?

J
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0
1 (%8 hsecfcosf 05 b

1 1
o e T hsec? 0dl = — dd = —160 2.124
Hij 27 /QA h2sec2f oo 27 /9A 27 9] ( )

0a
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Capitulo 3

O Método dos Elementos de
Contorno Rapido com Expansao

em Multipolos

3.1 Primeiras Nocoes

Diante da formulacao do MEC exposta no Capitulo 2, transforma-se as
equagoes integrais de contorno em equacoes algébricas que, por fim, sao es-
critas na forma de um sistema linear dado pela equagao (2.43). Conforme ja
mencionado, a constru¢do da matriz [A], que geralmente é densa e nao simé-
trica, requer operagoes de complexidade O(N?), que também ¢ vélida para o
espago exigido da memoria para o seu armazenamento. Além disso, a solucao
do sistema de equagdes descrito pela equagao (2.43) utilizando eliminagao de
Gauss requer operagoes de complexidade O(N?3). Mesmo optando pela utiliza-
¢ao de métodos iterativos, a resolugio ainda requer operacoes de O(N?). Sao
esses fatores que ocasionam a ineficiéncia do MEC no que se refere a resolucao
de problemas em larga escala.

O MECMP abrange dois aspectos importantes: a utilizacao de métodos itera-
tivos para a resolugao de sistemas lineares (no caso é usado o GMRES) para
resolver o sistema dado pela equacao (2.43) e a utilizaggo MRMP para ace-

lerar o produto entre a matriz [A] e o vetor {x} de termos desconhecidos em
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cada iteracao, sem que haja o armazenamento completo da matriz [A]. Outra
caracteristica do MECMP ¢é a adogao do MEC convencional para os elemen-
tos proximos ao ponto fonte através das integracoes diretas e a utilizagao do
MRMP para os elementos longe do ponto fonte através das expansoes multi-
polares.

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram a comparagao entre o MEC convencional e o
MECMP, onde os pontos sao os nos e as linhas sao as iteragoes. Pode-se
observar que as iteracoes diretas do MEC convencional sao substituidas por
iteragoes expandidas, isto é, enquanto no MEC convencional as iteragoes sao
elemento-a-elemento no MECMP as interacoes sao entre grupos de elementos.
Dessa forma, pode-se perceber uma consideravel reduc¢ao do ntimero de opera-
coes.

A reducao do custo computacional é alcancada por meio da expansao das

i nnnn

Figura 3.2: [teragoes no
Figura 3.1: Iteragoes no MEC. MRMP.

solugoes fundamentais que se encontram na equagao integral de contorno. Es-
sas expansoes podem ser de vérias formas, sendo adotada principalmente a
expansao em séries de Taylor. Desse modo, fazendo a expansao da solucao fun-
damental T™* que compoe a equagao integral de contorno dada pela Eq.(2.29),
pode-se escrever:

[ T xiaGodstx) = Y7k [ Tk xaGdsx), (31

i Se

onde x. = (., y.) ¢ 0 ponto de expansdo, S. ¢ um subconjunto de x longe de x,
e Xq = (Tq,yq) € o ponto fonte. Fazendo uma comparagao entre os dois lados
da Eq.(3.1) é possivel notar que na integral do lado esquerdo utilizada pelo

MEC convencional qualquer alteragao na posi¢cao do ponto x, exige uma nova

o6



avaliacao, enquanto que na expressao do lado direito utilizada pelo MECMP
quando S. esta longe de x, a integral deve ser avaliada uma tnica vez, ja que
o termo dependente de x4 esta fora da integral devido a introdugao do ponto
de expansao x.. Dessa forma, a relagdo direta entre X e x4 é interropida no
MECMP, que com a aplicacao dessas e de outras expansoes corroboram para

a reducao do custo computacional.

3.2 Meétodo dos elementos de contorno rapido
com expansao em multipélos para proble-

mas de potencial em 2 dimensoes

Figura 3.3: Pontos de expansao do MRMP.

Considerando a solucao fundamental de temperatura 7™ que compoe a

equacao integral de contorno

/ T* (x4, %)q(x)ds(x) (3.2)

c

onde x, é o ponto de expansao, S. € um subconjunto de S longe de x4. Intro-
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duzindo, por conveniéncia, notagao complexa, tem-se:

Xqg=> 20 = Tq+1Yq

X=2z = T-+1y.
Dessa forma, pode-se escrever:

T* (x4, %) = Re[T"(z0, 2)]. (3.3)

onde Re[z] representa a parte real do nimero complexo z.

A partir da Eq.(2.8), pode-se escrever em coordenadas complexas:

T*(20,2) = —ﬁ In(z — 2p). (3.4)

Desse modo, a integral descrita em (3.2) pode ser escrita como:

/ T*(z0, 2)q(z)ds(z). (3.5)

c

3.3 Operacoes do MECMP

3.3.1 Expansao em multip6los (momentos)

Dada a equagao

1
T*(20,2) = ~57 log(zo — 2). (3.6)

Supondo z, um ponto préximo ao ponto z (ponto campo) e ||z —z.|| < ||z0— 2|,

a Eq.(3.6) pode ser escrita como:

T* (20, 2) = ——— [log(zo _2) +log (1 _ A% )1 (3.7)

2wk 20 — Zc

() 59

Fazendo
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e expandindo o segundo logaritmo em série de Taylor de modo a avaliar log(1—

§), tem-se:
1 1 / 1 1 1 1 1 n
P(z) = log(l)+ {Oglf )} (== 1)+ {%f) } (z—1)% + {Oi(, )1 (3.9)
1 1 "(ordem  m)
(z =1 4+ [Oi(, )} (z—1)",
P(z) = (z—l)—1(z—1)2+—(z—1)3—---—i—l(z—l)k
2 3 k ’
1 1
PU=€) = (1=¢=1)= 31612 +5(1—E—1f =t (1€~ 1)
S 3
et —f ————— _ —
2 3 l
portanto,
ogl-§)=->_ % [g<t (3.10)
=1
Substituindo a Eq.(3.10) na Eq.(3.7), pode-se escrever:
1 o0
T*(20,2) = o lz:; Oi(z0 — ze) L1z — zc), (3.11)
onde, por conveniéncia, sao introduzidas duas fungoes auxiliares:
I
I(z) = % 1> 0;
: 3.12
(i—1) (3.12)
Ol(z) = Sl ) [ > 1a
com Ogy(z) = —log(z) e derivadas que satisfazem
I'(2) =I_1(2), [>1;
1(2) = L (2) (3.13)
0)(z) = —=0y41(2), [>0;.
Tem-se ainda as seguintes propriedades:
! !
Lz 4 2) =Y Diem(2)Im(22) = Y In(20)Tm(22),
mojo m=0 (3.14)
Oz +22) =Y (=1)"Op(21)Im(z),  para |z < |zl;.
m=0
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Observando a Eq.(3.11), pode-se notar que os pontos zg e z, sdo separados
devido a introducao do ponto de expansao z.. Essa separacao é a base do

MECMP, pois acaba com a relacao direta entre os pontos fonte e campo.

Prova
T*(29,2) = 271rk [O0(z0 — ze)Io(z — ze) + O1(20 — ze)[1(2 — 2z) + O2(20 — 2zc)
I(z —2z.) + O3(20 — zc)La(z — 2c) + -+ - + On(20 — 2c) In(2 — 20) +
(z — 2.) (2 — 2.)? (2 — z.)3

1
= _— —1 — Zc
27rk[ og(20 = %) + (20— 2.)  2(z0—2:)% 3Nz — 2.)3 N

(n =Dz = z)"

Tt nl(zo — z¢)"

portanto, (3.7)=(3.11).

Dessa forma, a integral da solucao fundamental 7™ pode ser escrita como:

| TGoaiasts) - ﬁ

c

Z Oi(z0 — ze) 1 (2 — zc)] q(2)ds(z),

= %k Z O(z0 — 2) Mi(2e), (3.15)
que ¢é a expansao multipolo, onde

Mi(z) = /S (= — 2)q(2)ds(2) (3.16)

sao os momentos proximos ao ponto z. independentes da posicao de zy e s6 pre-
cisam ser calculados uma tnica vez, ja que depende apenas dos pontos campo

z e de expansao z..

A expansao da solucao fundamental de fluxo ¢* é dada por:

ar
¢ (z) = —k e —k(ng +iny) = —kn(z)q (3.17)
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onde

, AT
==

(3.18)

n(z) = ng +in, (3.19)

Desta forma, a solugao fundamental ¢* em variaveis reais ¢ dada por:

¢ (x,%4) = Re[q" (20, 2)] = nzRe[¢'] — nyLn[q] (3.20)

onde Im|z] representa a parte imaginaria do nimero complexo z.

Da equagao 3.11, tem-se que:

/ 1 0
q = ﬁ Z - 1 Ol(ZO - Zc)Il—l(Z - ZC) (321)

Dai, tem-se que:

Das Eq.(2.29) e Eq.(3.11), tem-se:

/s q (20, 2)T(2)ds(z) = % Z O1(z0 — ze) Ni(ze), (3.22)
o =1

onde

Ni(z) = /S () (2 — 2)T(2)ds(2). (3.23)

3.3.2 Translagcao momento-para-momento (M2M)

Supondo um ponto 2, para o qual é movido o ponto z., conforme ilustrado
na Fig. 3.3, a translagao M2M para a integral da solugao fundamental de

temperatura 7™ é dada como segue:

M) = /h@—4M@%@>

(&

ZQLJM@—4J+@—¢Mq@M%@- (3.24)
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Aplicando a féormula binomial

m=0

(a+b)" = Y ( " ) a”ph " (3.25)

a equacao anterior, obtém-se:

Mi(z;) = Zfz_i(z — o) Mi(z). (3.26)

De modo analogo, a translagao M2M é aplicada a integral da solug¢ao funda-

mental de fluxo ¢*.

3.3.3 Expansao local e translagao momento-para-local (M2L)

Supondo um ponto z;, proximo ao ponto fonte zy conforme Fig.(3.3), com

|20 — 21| < |z — 21|, segue da expansao multipolo descrita na Eq. (3.15):

/S T* (20, 2)(2)ds(2)

- DRCTCEESATIES
= ﬁ Z Oy [(21 — ze) + (20 — 20)] Mi(2c). (3.27)

Aplicando a equagao (3.14) com z; = zp, — 2z, € 29 = 29 — 21, obtém-se a

seguinte expansao:

/ T* (20, 2)g(2)ds(2) = ﬁ S Li(en) Iz — 21), (3.28)

(&

que é a expansao local, onde os coeficientes sao dados pela seguinte translacao

M2L:
(=)

Ll(zL) - 2

> Orim(zr = 20) Min(2). (3.29)

De modo analogo, a translacao M2L é aplicada para a integral da solucao

fundamental de fluxo ¢*, ou seja, dos termos da matriz [H].
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3.3.4 Translagao local-para-local (L2L)

Supondo um ponto 2} para o qual o ponto de expansao local z;, ¢ movido

conforme Fig. (3.3). A partir da expansao local descrita na Eq.(3.28) com p

termos, obtém-se:

/S T*(20, 2)q(2)ds(z) = zﬂkZLl ) (20 — 21)

= ﬂ Z Li(zp) I [(z0 — Z/L) + (Z/L — 2)] {3.30)

Aplicando a férmula binomial e a relagao
=0 m=0 m=0[=m

obtém-se

/ T (20, 2)a(2)ds(z) = 5 D L)z — 7).

c

cujos coeficientes sao dados a partir da translacao L2L:

Z[m 1 —ZL L (ZL)

Fazendo o = m — [, a Eq.(3.33) pode ser escrita como:

p—l1

L,(2, — z0)Liyo(2L).
—0

Q

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

De modo analogo, a translacao L2L é aplicada a integral da solugao funda-

mental de fluxo ¢*.

3.4 Algoritmo

Passo 1: Discretizacao

Discretizar o contorno S de modo analogo ao MEC convencional, usando ele-

mentos constantes.
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Passo 2: Determinar a estrutura hierdrquica (arvore) da malha.

Essa estrutura esta organizada em células da seguinte forma: Primeiro
constroi-se um retangulo circunscrito a malha, que é a célula do nivel 0. Depois
o retangulo é dividido em 4 retangulos iguais. Destes 4 retangulos, os que
contém noés no seu interior sao considerados células do nivel 1. Mais uma
vez dividi-se cada célula do nivel 1 em 4 retangulos iguais e os retangulos que
possuem nods no seu interior sao as células do nivel 2. Divide-se entao as células
de nivel 2 em 4 retangulos e repete-se o procedimento de refinamento da arvore
até que seja alcangada a quantidade minima de nos por célula (veja a Figura
3.4). A estrutura de células pode ser representada na forma de uma arvore
hierarquica quaternaria (veja a Figura 3.5). As células que ndo podem mais

ser divididas sao chamadas de células folhas.

Figura 3.4: Estrutura de células cobrindo os elementos de contorno (Fonte:

[18]).

Passo 3: Calculo dos momentos multipolo
O célculo dos momentos multipolo é dado pelas Eqs.(3.16) e (3.23) conside-
rando o ponto z. como o centro das células. Para as células do nivel | que
nao sao folhas, os momentos multipolo sao calculados somando os momentos

multipolo de suas células filhas, aplicando a translacao M2M dada pela equa-
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Nivel 0

Figura 3.5: Arvore quaternaria hierarquica com as folhas representadas em
cinza (Fonte: [18]).

¢ao Eq.(3.24). Neste caso, z;, ¢ o centroide da célula pai enquanto que z¢ é
o centroide da célula filha. Note que os momentos devem ser calculados para

cada iteragao pois a integral contém os valores de fluxo e temperatura.

Passo 4: Calculo dos coeficientes das expansoes locais

Neste passo é preciso definir o que é lista de iteracao, células adjacentes
e células distantes de uma dada célula C'. Duas células de um mesmo nivel
[ sao ditas adjacentes se elas tém pelo menos um vértice comum. Se duas
céluas folhas forem de niveis diferentes, elas serao adjacentes se o pai de uma
das células folhas divide pelo menos um vértice comum com a outra célula
folha. Duas células sao ditas bem separadas em um nivel [ se elas nao forem
adjacentes no nivel [, mas suas células pais forem adjacentes no nivel [ — 1.
A lista de células bem separadas de uma célula C' de um nivel [ é chamada
de lista de iteracao. Uma célula é chamada distante de C' se seu pai nao é

adjacente ao pai da célula C' (veja a Figura 3.7).

Os coeficientes das expansoes locais sao calculados em todas as células a
partir do nivel 2 e seguindo a estrutura de arvore para baixo, até alcancar as
folhas. A expansao local associada a uma célula C' é a soma das contribuicoes
das células na lista iteracao das células C' e de todas as células distantes. As

contribuicoes da lista de iteragao sao calculadas pela translacao M2L, Eq.

65



7
R
‘ %
, éé
S
. \

6 i ? m
N . \
. N
s Jis N

LT

Expansao em multipélos
ffffffff + Translagdo momento para momento (M2M)

Centro das células pais
Centro das folhas

Figura 3.6: Expansoes em multipolos e translagoes M2M (Fonte: [18]).

(3.28), usando os momentos associados com as células na lista de iteragao.
As contribuigoes das células distantes sao calculadas pela translacao L2L, Eq.
(3.33) ou (3.34), para a célula mae de C' com o ponto de expansado sendo
deslocado a partir do centréide da célula mae de C' para o ponto C. Para
uma célula C' do nivel 2, usamos apenas a translacao M2L para calcular os
coeficientes da expansao local. A Figura 3.8 mostra como os coeficientes de
expansao local sao calculados seguindo a arvore de cima para baixo para a

célula C onde o nd 29 esté localizado.

Passo 5: Avaliacao das integrais de contorno
Deve-se calcular o lado direito da Eq.(3.1). As contribuigoes dos elementos que
pertencem a célula que contém o ponto fonte zy e as células que sao adjacentes
a C' sao calculadas pelo MEC convencional. A contribuicao de todo o resto
¢ dada pela expansao local Eq.(3.28) que, por sua vez, utiliza os coeficientes

calculados no Passo 4 (veja as Figuras 3.9 e 3.10).

Passo 6: Iteragoes da solugao

Neste passo, o vetor de valores desconhecidos do sistema dado pela Eq.(3.16)
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Células na lista de

interacio \

Célula C

Células distantes

. Células adja-
centes

%fi o

Figura 3.7: Caracterizacao das demais células em relagdo a célula C' (Fonte:

[18]).

é atualizado e o algoritmo volta ao Passo 3 até que a solugao convirja dentro

de uma tolerancia dada.

O algoritmo rapido multipolar discutido nesta sec¢ao é o algoritmo origi-
nal [23], conforme mostrado no livro [18], que ¢ eficaz para os modelos em que
os elementos sao aproximadamente do mesmo tamanho e distribuidos unifor-
memente em um dominio volumoso. Para modelos do MEC com distribuicoes
nao uniformes de elementos e especialmente com elementos grandes adjacentes
a elementos pequenos, os chamados MECMP adaptativos sao mais eficientes.
Neste caso, as defini¢oes das células adjacentes e células na lista iteragao sao
ainda mais refinados. As discussoes sobre os algoritmos adaptativos podem
ser encontrados em [42, 43, 44, 45, 46].

3.5 Matriz de pré-condicionamento

A aplicacao de um bom pré-condicionador é muito benéfico, se nao crucial,

para a convergéncia das solugoes de métodos iterativos de resolugao de siste-
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Figura 3.8: Expansoes M2L ¢ L2L no nivel 2 (Fonte: [18]).

mas lineares. Ao contrario dos métodos diretos, o tempo de processamento de
um método iterativo na resolucao de um sistema de equacoes lineares é im-
previsivel. A solucao pode convergir em algumas iteragdes para alguns casos,
enquanto que pode levar algumas centenas de iteragoes em outros casos, depen-
dendo do condicionamento do sistema. O niimero de iteracoes esta diretamente
relacionado com o nimero de condicionamento do sistema de equagoes. Para
acelerar o processo iterativo de solucao, ou seja, para reduzir o nimero de
iteragoes para uma dada tolerancia, uma matriz de pré-condicionamento deve
ser introduzida.

Usando uma matriz pré-condicionadora [M], o sistema original [A]{z} =

{b} & modificado da seguinte forma:

(IM]MA]) {=} = [M]H{b} (3.35)

para condicionamento & esquerda, ou para

([AM] ) [M){=} = {b} (3.36)
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——» Translagao M2L
——> Translacao L2L

= Centro da célula de nivel 2
o Centro das células de nivel 3

+  Centro das células de nivel 4

Figura 3.9: Expansoes M2L ¢ L2L nos niveis 3 ¢ 4 (Fonte: [18]).

para o condicionamento & direita. Ambos devem melhorar significativamente

o condicionamento do sistema.

O ideal é que a matriz de condicionamento [M] fosse a matriz [A] pois
o produto de [A]7![A] ¢ a matriz identidade que possui ntimero de condici-
onamento igual a 1, que é o melhor possivel. Neste caso, todos os métodos
iterativos convergiriam em apenas uma iteracao. Entretanto, obter a inversa
de [A] tem custo computacional maior do que a resolugao do sistema, o que
elimina a possibilidade da mesma ser uma matriz de condicionamento. Desta
forma, torna-se desejavel que o produto [M]~'[A] seja o mais proximo da matriz
identidade. Porém, a matriz [M] também tem que ser uma matriz facilmente
inversivel. As matrizes mais facilmente inversiveis sao as matrizes diagonais
cujas inversas sao calculadas em um sé passo, bastando inverter os termos das
diagonais. Em seguida, sao as matrizes bloco diagonais, cujo calculo da inversa

corresponde ao calculo da inversa de varias matrizes menores.

No caso do MECMP, uma escolha simples e eficaz que tem sido ampla-
mente utilizada na literatura, conforme mostrado por [18], e que foi adotada

neste trabalho, é a utiliza¢do como matriz de condicionamento [M]| uma matriz
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Figura 3.10: Calculo de todas as integrais para um dado ponto fonte (Fonte:

[18]).

bloco diagonal na forma:

Al (o] 0
| O MR )
o0 Al

em que [A]; ¢ uma submatriz de [A] com os coeficientes formados pelos pontos

fontes e elementos de uma folha, por avaliagao direta das integrais dentro dessa
folha.
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Capitulo 4

Resultados numéricos

4.1 Comparacgao entre os diferentes tipos de ele-

mentos de contorno
Para avaliar as formulagoes de elementos de contorno usando elementos
constantes, lineares e quadraticos, foi analisada a distribui¢ao de temperatura
em um cilindro e em uma placa retangular. No cilindro, as condicoes de

contorno sao constantes nos diametros externo e interno, enquanto na placa,

as condigoes de contorno variam em cada ponto do contorno.

4.1.1 Conducao de calor em um cilindro

Considere um cilindro com dimensoes mostrada na figura 4.1. O problema
foi discretizado com diferentes malhas, das mais grosseiras as mais refinadas.
Foi considerado r; = 1, r,=2, T'(r;)= 100 e ¢(r,)= -200, k = 1.

A solucao analitica para a temperatura é dada por:

T(r) =T(r:) — q(ro) rolog(r/r:) (4.1)

e para o fluxo por:
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q(r) = —q(ro)—. (4.2)

Figura 4.1: Dimensoes do cilindro

As figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram, respectivamente, uma malha de 16 nos
com elementos de contorno constantes, uma malha de 112 nés com elemen-
tos de contorno constante e uma malha de 16 nés com elementos de contorno
quadratico. Note que, para uma discretizagao grosseira, com 16 noés, a apro-
ximagao de uma circunferéncia com elementos quadraticos, que podem ser
curvos, é melhor satisfeita que com elementos retilineos (elementos constantes

ou lineares).

Os resultados foram avaliados em 4 pontos. Os dois primeiros pontos
sdo os pontos internos A e B, onde ry = (r; +1,)/2 = 1,50 e rg = (r; +
3r,)/4 = 1,75. Os dois outros sdo os pontos do contorno C' e D. O valor
da temperatura T e do fluxo ¢ nestes pontos foram calculados com diferentes
malhas e diferentes tipos de elementos e os resultados foram comparados com a
solugoes analiticas do problema para temperatura e fluxo, dadas pelas equagoes
(4.1) e (4.2), respectivamente. As figuras 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 ¢ 4.10 mostram

estas comparagoes.
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Figura 4.2: Malha de elementos de contorno com 16 nés com elementos cons-

tantes (8 no contorno externo e 8 no contorno interno)

25r

Figura 4.3: Malha de elementos de contorno com 112 nés com elementos cons-

tantes (56 no contorno externo e 56 no contorno interno)
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Tomou-se o cuidado para que o ntmero de nés fosse o mesmo em cada
comparacgao. Para isso, o nimero de elementos quadraticos foi a metade do
numero de elementos lineares e constantes. Além disso, para que a precisao
da integracao nao influisse na anélise, foi usado um ntmero grande de pontos
de integracao em todas as integrais do método dos elementos de contorno.
Todas as integrais foram calculadas com 16 pontos de Gauss que representa

um numero mais do que suficiente para uma integracao com boa precisao.

Figura 4.4: Malha de elementos de contorno com 16 nés com elementos qua-

dréticos (8 no contorno externo e 8 no contorno interno)
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Figura 4.5: Temperatura no ponto A.
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Figura 4.6: Temperatura no ponto B.
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Figura 4.7: Fluxo no ponto
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Figura 4.8: Fluxo no ponto B.
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Temperatura no ponto C
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Figura 4.10: Fluxo no ponto D.
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Analisando as figuras 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10, nota-se que todas as
formulacoes convergem para a solucao analitica conforme a malha é refinada.
Entretanto, nao se pode observar nenhum elemento que apresentasse conver-
géncia mais rapida em todos os casos. Para a temperatura nos pontos internos
A e B, os elementos quadraticos apresentaram a convergéncia mais rapida e
os elementos constantes a convergéncia mais lenta. Para o fluxo nos pontos
interno A e B, os elementos lineares apresentaram a convergéncia mais lenta
enquanto que os elementos constantes convergiram mais rapido no ponto A e
os quadraticos convergem mais rapido no ponto B. Nos pontos C' e D, per-
tencentes aos contornos interno e externo, respectivamente, os resultados para
elementos quadréticos foram analisados tanto em noés das extremidades dos
elementos quanto em nés do meio do elemento. No caso do ponto C', onde a
temperatura era a variavel desconhecida, a convergéncia mais rapida foi apre-
sentada pelos elementos constantes enquanto a mais lenta foi apresentada pelos
elementos lineares. No caso do ponto D, onde o fluxo foi calculado, a conver-
géncia mais rapida foi a dos elementos constantes, enquanto a mais lenta foi
apresentada pelos elementos lineares. Nos dois tltimos casos a convergéncia
para a malha de elementos quadraticos foi mais mais rapida nos nés do meio

que nos noés da extremidade dos elementos.
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Distribuicdo de temperatura

25¢
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Figura 4.11: Distribuigao de temperatura e fluxo de calor ao longo do cilindro.

4.1.2 Conducao de calor em uma placa

Considere uma placa retangular ABC' D conforme mostrado na figura 4.12.

Foi considerado k£ = 1. As condigoes de contorno na placa sao as seguintes:
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A E o) F B

Figura 4.12: Placa retangular.

1 0 0
q= _2_\/F (Cos§cosé+sin§sin9) em BC,
1 0 0
qg= _ﬁ (cos§sin9—sin§(5059) em CD,
1 0 0
q = ﬁ (cos§cose—|—sin§sin6) em DA,
T=0 em AO
=0 em OB.

A solucgao analitica para este problema é dada por:

0

u = \/Fcosi,

&V

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)



.9
Sin =

— 2 4.10
dy 2\/; ( )

As coordenadas dos pontos A e C' sdo, respectivamente (-1,0; 0,0) e (1,0;

1,0). O ponto E é o ponto médio do segmento AO e o ponto F' é o ponto
médio do segmento OB. O ponto G tem coordenada (-0,5; 0,5).

Da mesma forma que no exemplo anterior, a placa retangular também foi
discretizada com diferentes malhas, das mais grosseiras (24 nos) até as mais
refinadas (120 nés). Em todos os casos, os elementos usados tinham tamanhos
proximos porém nao iguais. O valor da temperatura T foi calculado nos pontos
F e G, o fluxo normal ao contorno ¢ foi calculado no ponto E e fluxos ¢, e gy,
nas diregoes = e y, respectivamente, foram calculados no ponto G. As figuras
4.13, 4.14, 4.15, 4.16, 4.17 mostram os valores das temperaturas e fluxos nestes

pontos.

0.76 T T
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—<&— Elementos Lineares
07al —%— Elementos Quadraticos | |
— — — Resultado Analitico
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Temperatura no ponto F
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Figura 4.13: Temperatura no ponto F'.
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Figura 4.14: Fluxo de calor normal ao contorno no ponto E.
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Figura 4.15: Temperatura no ponto G.
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Fluxo na dire¢do x no ponto J
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Figura 4.16: Fluxo de calor na direcao x no ponto G.
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Figura 4.17: Fluxo de calor na direcao y no ponto G.

A figura 4.18 mostra a distribuicao de temperatura e o fluxo de calor na

placa retangular.

O comportamento dos resultados obtidos neste exemplo sao, na maioria
dos casos, muito similares ao comportamento obtidos no exemplo anterior.
Todas as formulagoes convergem para a solucao analitica em todos os pontos
tanto para temperatura quanto para fluxo. Os elementos lineares se mostra-
ram com uma convergéncia um pouco mais lenta que os elementos quadraticos
e constantes, sendo que estes dois tltimos apresentam convergéncia muito se-
melhante, embora aproximem-se da solugao analitica por lados opostos (um
por cima e outro por baixo da soluc¢do analitica). No caso da Figura 4.14,
os elementos quadraticos e lineares apresentaram oscilagoes expressivas para
as malhas mais grosseiras que se estabilizaram com o refinamento da malha.
Estas oscilagoes também ocorreram de maneira menos expressivas na Figura
4.17.

A opcao desta dissertacao para o desenvolvimento da formulacao do MECMP
foi trabalhar com elementos constantes pois ¢ um elemento de formulagao mais

simples, cuja integrais podem ser facilmente calculadas analiticamente nos ca-
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Distribuicdo de temperatura
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Figura 4.18: Distribuigao de temperatura e fluxo de calor na placa.

sos onde a expansao nao € possivel. Dado o grande ntmero de expansoes
necessarias na formulacao do MECMP, o uso de elementos constantes se torna
ideal pois as expressoes obtidas pelas expansoes sao pequenas. Desta forma,
ganha-se em simplicidade na implementacao e em tempo de processamento du-
rante a execuc¢ao do programa. Além disso, dada a analise dos dois exemplos
anteriores, nota-se que, na maioria dos casos, mesmo para problemas de con-
tornos curvos e também de condigoes de contorno variaveis, a formulagao com
elementos constantes apresenta convergéncia mais satisfatoria que elementos

de mais alta ordem.
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4.2 Expansao das solucoes fundamentais em sé-

ries de Taylor

Esta secao tem como objetivo mostrar o efeito do aumento do ntmero
de termos na aproximagao das solucoes fundamentais. Para isso, considere
como coordenadas do ponto fonte o ponto (z4,yq4)=(1,0;0,0) e como ponto de
expansio (., y.)=(0,0;0,0). O vetor normal foi considerado @ = v/2/2i++/2/2]
e a condutividade térmica foi assumida como k& = 1. As Figuras 4.19 e 4.20
mostram as expansoes das solugoes fundamentais de temperatura 7™ e fluxo

q*, respectivamente, com 1, 5, 11 e 16 termos nas séries de Taylor.

0.8

—#— Soluc&o fundamental T

06k —<— Expansé&o com 1 termo
Expansdo com 6 termos

—%— Expansdo com 11 termos

051 Expansao com 16 termos
O Ponto Fonte
= 04 Ponto de expans&o

Figura 4.19: Expansao da solucao fundamental de temperatura 7.
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06 —%*— Expansdo com 11 termos
Expansdo com 16 termos
0.5 O Ponto Fonte

O Ponto de expansao

o 0.4
0.3
0.2
0.1

0 : : : : <

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.20: Expansao da solugao fundamental de fluxo ¢*.
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Note que as aproximagoes em séries se aproximam das solugoes funda-
mentais conforme se aumenta o nimero de termos na série de Taylor. A
aproximacao da solucao fundamental de temperatura se da de forma mais ré-
pida que a aproximacao da solu¢ao fundamental de fluxo. Isto se deve ao tipo
de singularidade destas solu¢oes fundamentais que ¢ uma singularidade fraca
no caso da solucao fundamental de temperatura e uma singularidade forte no
caso da solugao fundamental de fluxo. Esta analise mostra que deve-se buscar
um balango entre o niimero de termos da série, diretamente relacionado com a
precisao dos resultados e do custo computacional, que também aumenta com

o aumento do namero de termos usados na expansao em séries de Taylor.

4.3 Aproximacao dos termos das matrizes [G] e

|H| usando a expansao em séries de Taylor

Esta secao tem como objetivo demonstrar numericamente as operagoes
do MECMP e também o efeito do ntimero de termos na série de Taylor na
expansao das matrizes [H| e [G]. Para isso, sdo calculadas as matrizes [G]
e [H] para os elementos 15 e 16 da malha mostrada na Figura 4.21 quando
os pontos fontes sao os noés 2 e 3. A Figura 4.22 mostra a numeragao das
células. Neste problema assumiu-se o nimero méximo de elementos por célula
igual a 1. A Figura 4.23 mostra a numeragao dos nés junto com as células.
Primeiramente é calculada as matrizes usando o MECMP na seguinte sequén-
cia: calcula-se os momentos dos elementos 15 e 16 em relagao ao centro das
células 54 e 55, respectivamente (veja a Figura 4.22). Entao, usando as opera-
¢oes Moment2Moment, faz a translacao dos momentos para o centro da célula
37 que é o pai das céluas 54 e 55. Ai, soma-se os dois momentos, uma vez
que ambos estao calculados em relagdo ao mesmo ponto (centro da célula 37).
Em seguida, usando Momento2Local, calcula-se a expansao local L a partir
do momento do centro da célula 37 para o centro da célula 20 que é a célula
pai das células 38 e 39. As células 38 e 39, por sua vez, contém os pontos
fontes, que sdo os nds 2 e 3 (veja a Figura 4.23). Entao, faz-se a translagao

da expansao Local do centro da célula 20 para os centros das células 38 e 309.
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Depois disso, usando ExpansaoLocal, calcula-se as integrais das matrizes [G]
e [H]. Por ultimo, para comparar os resultados, foram calculadas as integrais
das matrizes [G] e [H| usando elementos de contorno padrao. A Tabela 4.1
mostra uma comparagao com o MECMP com diferentes ntimero de termos na

expansao em séries.

12

Figura 4.21: Malha de elementos constantes com nimero dos noés.
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Tabela 4.1: Comparacao entre o MECMP e o MEC.

Nimero de termos | [G] n6 2 | [H]n62 | [G] n6 3 | [H] n6 3
1 -1.1386 | -0.038664 | -1.0825 | -0.043696

2 -1.1279 | -0.040448 | -1.0809 | -0.045303

4 -1.1291 | -0.040087 | -1.0809 | -0.045075

6 -1.1291 | -0.040089 | -1.0809 | -0.045076

8 -1.1291 | -0.04009 | -1.0809 | -0.045076

MEC padrao -1.1291 | -0.04009 | -1.0809 | -0.045076

Pode-se notar na Tabela 4.1 que a solucao por séries de Taylor se torna
mais proxima do MEC padrao com o aumento de niimero de termos na série de
Taylor. A aproximacao é mais rapida para a matriz [G] do que para a matriz
[H]. Da mesma forma que na segao anterior, a aproximagao mais rapida se
deve ao tipo de singularidade da matriz [G] que é uma singularidade fraca,

enquanto a da matriz [H] é uma singularidade forte.

4.4 Comparacao do MEC com o MECMP

Considere o mesmo problema analisado na secao 4.1. Este problema
serd agora analisado tanto pela formulacao do MEC padrao quanto pela do
MECMP. Na formulacao do MEC padrao foi usada a formulagao de elemen-
tos de contorno constantes com todas as integrais analiticas. A resolugao do
sistema linear se deu através do método de elimina¢ao de Gauss utilizando
a subrotina fornecida por Brebbia e Dominguez [39], porém reescrita para o
MatLab. Na formulacao do MECMP foi utilizada como nimero méximo de
elementos em uma folha igual a 20 e o nimero de termos na expansao em mul-
tipolos igual a 15. Ambas as formulag¢oes foram implemantadas em MatLab e
nenhuma function do cédigo foi compilada. Os codigos utilizados foram base-
ados nos codigos presentes no livro do Liu [18] porém ambos, MEC padrao e
MECMP, reescritos do Fortran para o MatLab, versao R2009. O computador
utilizado foi um HP modelo 6360br, com processador Intel CORE i5 de 3,2

GHz. A memoria instalada era de 4 GBytes e o sistema operacional Windows
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7 de 64 bits. Foi utilizada a function gmres do MatLab para a resolugao do
sistema linear no MECMP. A tolerancia usada na function gmres foi igual a
107% e o ntimero méaximo de iteracoes foi igual a 15. Optou-se por nao usar
o comando barra invertida para resolver o sistema linear no MEC padrao por
se tratar de uma function ja compilada do MatLab, embora a mesma utilize
também métodos diretos de resolugao de sistemas lineares. O uso de fungoes
compiladas pode reduzir de maneira significativa o custo computacional. En-
tretanto, neste trabalho o objetivo era comparar as formulac¢oes em "igualdade
de condigoes", o que tornou o uso de functions nao compiladas ideal para este
tipo de anélise. Também nao foram usados comandos de programacao paralela
do MatLab.

A Figura 4.24 mostra a arvore criada para o problema de condugao de

calor no cilindro.

25¢

Figura 4.24: Estrutura de arvore para o problema de conducao de calor em

um cilindro.

A Figura 4.25 mostra a comparagao dos tempos obtidos usando o MEC
padrao e o MECMP. O tempo do MEC padrao compreende o tempo de mon-

tagem da matriz [A] e do vetor {b} e o tempo de resolucao do sistema linear.
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O tempo do MECMP compreende o tempo para montar a arvore de células,
para calcular o vetor {b} usando as opera¢oes do MECMP, para calcular a
matriz de condicionamento [M] e para a resolucao do sistema linear através do
método GMRES. A function gmres chama as functions do MECMP sem que,

em nenhum instante, a matriz [A] seja calculada de forma explicita.

Tabela 4.2: Operagoes contabilizadas no tempo de processamento.

MEC Padrao

MECMP

Montagem da matriz A;

Montagem da arvore hierarquica;

Montagem do vetor b;

Calculo do vetor b;

Resolugao do sistema linear

Calculo da matriz de condicionamento M,

Resolucao do sistema linear utilizando o GMRES;

400
350 B
300} —6— MECMP .
—<&— MEC padrdo
250 b
)
g 200} 1
1]
()
'_
150 B
100 B
50 R
0 I I I
0 500 1000 1500 2000 2500

NuUmero de nés

Figura 4.25: Comparacao do tempo de processamento (custo computacional)
entre o MEC padrao e o MECMP.

Como pode ser notado, o MEC padrao possui custo computacional menor
que o MECMP para problemas com poucos graus de liberdade. Com 160 nés,
o tempo de processamento do MEC padrao é 10 vezes menor que o MECMP,
sendo 0,1 s para o MEC padrao e 1 s para o MECMP. Com 800 nés, ambas
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Tabela 4.3: Numero de nés x Tempo de processamento em segundos.

N. de N6s | MEC Padrao | MECMP
160 0,1 1,0
800 11,8 11,8
1600 113,7 32,6
2240 312,6 78,0

as formulagoes resolvem o problema em 11,8 s. Para nimeros de nés maiores
que 800, o MECMP tem custo computacional menor que o MEC padrao. Esta
diferenga torna-se bastante significativa conforme o nimero de nés aumenta.
Por exemplo, para 1600 nos, o tempo gasto pelo MEC padrao é de 113,7 s
equanto que o MECMP é de apenas 32,6. Para o nimero de nés igual a
2240, o tempo de processamento para o MEC padrao foi de 312,6 s e o do
MECMP foi de 78,6 s, ou seja, o MECMP ¢é aproximadamente 4 vezes mais
rapido que o MEC padrao. A forma da curva do MEC padrao da uma boa
ideia da inviabilidade do mesmo para a resolucao de problemas de larga escala

(problemas com ntamero de graus de liberdade maior que 1 milhéo).

A forma nao tao suave da curva do tempo computacional do MECMP
pode ser explicada devido ao método iterativo GMRES convergir em mais ou
menos iteragoes. Este nimero de iteragoes variou entre 3 e 4 iteragoes externas
e entre 6 e 10 iteracoes internas. Nao existe, entretanto, uma relacao entre o
nimero de iteragoes e o numero de graus de liberdade. Por exemplo, para 1760
noés, o GMRES convergiu com 3 iteragoes internas e 7 externas. Ja para 1920

nos ele convergiu com 4 iteracoes externas e 6 iteragoes internas.
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Capitulo 5

Conclusoes e trabalhos futuros

5.1 Conclusoes

Este trabalho apresentou uma anélise de problemas de condugao de calor
bidimensional através do método rapido dos elementos de contorno com ex-
pansao em multipdlos e também através do método dos elementos de contorno
padrao. Foi feita uma comparacao da precisao dos resultados em funcao do
ntimero de nés usando elementos de contorno constantes, lineares continuos e
quadraticos continuos. Esta comparacao foi feita em dois problemas, um com
geometria curva e condi¢oes de contorno constantes ao longo da geometria e
outro com geometria retilinea porém com condi¢oes de contorno que variavam
ponto a ponto. Nao foi identificado nenhum elemento com taxa de convergéncia
superior em todos os casos analisados. Esta constatacao faz com que o uso de
elementos de contorno constantes seja bastante recomendada em formulagoes
de elementos de contorno, uma vez que é um elemento mais simples, com custo
computacional reduzido e que apresenta taxa de convergéncia semelhante aos

elementos de ordem maior.

Também foi apresentada uma formulagao do método dos elementos de
contorno constantes onde todas as integrais foram calculadas analiticamente.
Este procedimento, além de reduzir significativamente o custo computacional,

elimina também a necessidade de escolha de niimero de pontos de integracao
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que, para ser usado de forma eficiente, deve variar conforme a distancia entre

o ponto fonte e o elemento que esté sendo integrado.

Na formulagao apresentada para o MECMP, foram usadas varidveis com-
plexas e as solucoes fundamentais foram expandidas em séries de Taylor. A
influéncia do nimero de termos das séries de Taylor na aproximacao das so-
lugbes fundamentais de temperatura e de fluxo foi analisada. Notou-se que a
aproximacao da solucao fundamental de fluxo, por ter uma ordem maior de sin-
gularidade, tende a ficar mais longe que a aproximacao da solucao fundamental
de temperatura se for usado o mesmo niimero de termos na expansao. Entre-
tanto, para nao gerar complexidade no codigo, ambas sao aproximadas com o
mesmo numero de termos. A influéncia do nimero de termos nas integrais da
solugao fundamental também tem comportamento semelhante & aproximacao
das solugoes fundamentais, sendo que a matriz [H] necessita de mais termos

que a matriz [G] para uma aproximagao semelhante.

Por fim, foi analisado o custo computacional, medido através do tempo de
processamento do MECMP e do MEC padrao. Foi constatado que o MECMP
possui custo computacional maior quando o nimero de graus de liberdade ¢é
pequeno. Isto se deve ao nimero de operacoes extras que o MECMP tem
que fazer, tais como a construcao da arvore e da matriz de condicionamento.
Entretanto, com o aumento do ntmero de graus de liberdade este custo compu-
tacional se igualou por volta de 800 graus de liberdade e, a partir dai, o custo
computacional do MEC padrao ficou cada vez maior que o do MECMP. Desta
forma, o MECMP mostrou-se uma alternativa viavel para estender o uso do
MEC para problemas de larga escala, pois a sua complexidade torna-se apro-
ximadamente linear, ou seja, da mesma ordem de métodos tradicionalmente

usado para estes tipos de problema, tais como o MEF e o MDF.

5.2 Publicacoes
Este trabalho deu origem a duas publicacoes:

e L. M. Braga, E. L. Albuquerque, and L. Mancine. Boundary Element
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Method with Fast Multipole Expansion applied to problems of heat con-
duction with generation. In: XXXII Iberian Latin-American Congress on

Computational Methods in Engineering, 2011, Ouro Preto.

e L. M. Braga, C. T. M. Anflor, ; E. L. Albuquerque; The Fast Multipole
Boundary Element Method for topology problems. In: International

Conference on Boundary Element Techniques, 2012, Praga.

5.3 Trabalhos futuros

Como sugestoes de trabalho futuro, pode-se citar os seguintes topicos:

e Estender a formulagao do MECMP para a analise de problemas com
forcas de corpo, usando técnicas de transformacao de integrais de dominio
em integrais de contorno como, por exemplo, o método da integracgao

radial e o método dos elementos de contorno de reciprocidade dual.
e Estender a formulagao do MECMP para problemas nao lineares.
e Estender a formulagao para problemas anisotropicos.

e Investigar novos algortimos para a formagao da arvore e também da

matriz de condicionamento.

e Investigar a utilizacao de outros tipos de expansoes em séries no método

estudado.
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