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Resumo

O presente trabalho é baseado nos artigos de Tietédviinen e Low, Pitman e Wolff, onde
ambos investigam condig¢oes para solubilidade p-adica de formas aditivas, em n variaveis,
de grau k fmpar. E verificado para uma forma que, se n > [(log2)~'k log k], entdo esta
forma possui zeros p-adicos nao triviais, para todo primo p. Posteriormente, estudamos
sistemas de R formas de mesmo grau. Uma caracteristica importante deste trabalho ¢é
a técnica de particao de matrizes e uma definicao diferenciada de sistema normalizado,
diferente da introduzida por Davenport e Lewis. Com essa nova abordagem, temos uma

significativa melhora nos resultados obtidos por Davenport e Lewis.

Palavras-chave: formas aditivas, grau impar, matrizes particionaveis, normalizagao
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Abstract

This work is based on articles of Tietévidinen and Low, Pitman and Wolff, where both
investigate conditions for p-adic solubility from additive forms, in n variables, of odd
degree k. Tt is checked for a form that, if n > [(log2) 'k logk], then this form has
non-trivial p-adics zeros, for any prime p. Subsequently, we studied systems of R forms
with the same degree. An important feature of this work is the technique of matrices’
partition and a different definition of normalised system, different from that introduced
by Davenport and Lewis. With this new approach, we have a significant improvement in

the results obtained by Davenport and Lewis.

Keywords: additive forms, odd degree, particionable matrices, normalisation
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Introducao

Na década de 20, E. Artin apresentou a seguinte conjectura: Qualquer polinémio
homogéneo de grau k em n wvaridveis tem zeros p-ddicos desde que n > k?> + 1. Os
resultados de H. Hasse, em 1924, confirmaram a conjectura para formas quadraticas, (ver
[2]). Posteriormente, Lewis [14] verificou a validade da conjectura para formas de grau
trés. Varios outros resultados apareceram, mas em 1966, Terjanian apresentou uma forma
de grau quatro com 18 variaveis que nao possui zeros 2-adicos, o primeiro contra-exemplo

para essa conjectura, (ver [18] ou [10]).

Pesquisas na area continuaram e do encontro de H. Davenport e D. J. Lewis seguiu-se
uma série de resultados onde se buscava condi¢oes de solubilidade p-ddica nao trivial para

o caso particular de formas aditivas,

k k
F=axi+...+ayx, .

Em 1963, H. Davenport e D. J. Lewis |7] mostraram que: Toda forma aditiva de grau k
com coeficientes inteiros emn > k*+1 varidveis sempre possui zeros p-ddicos nao triviais.
Para tal, eles introduziram uma técnica importante, e até hoje muito utilizada, conhecida
como p-normalizagdo. Em [3|, Chowla foi o primeiro a mostrar que o niimero de variaveis
podia ser menor quando a poténcia k das formas fosse impar. Ele também foi o primeiro
a mostrar que o nimero de variéveis era da ordem de k log k. Pesquisas se seguiram na
tentativa de determinar qual constante acompanharia esse termo. Denotando por 1 essa
contante, Chowla e Shimura [4] mostraram que

1 2

<9< .
log2 = 7 log2

Tietavéinen [19] mostrou que essa constante ¢ 1/ log 2.



Introducao

Ainda com Davenport e Lewis, pesquisas foram desenvolvidas para sistemas de formas
aditivas, primeiro com duas formas e depois para R formas. Em conexao com seus estudos

sobre sistemas de equacoes diofantinas
FleQ...:FR:O,

eles investigaram condigoes que asseguravam a existéncia de solugoes nao triviais para

congruéncias
FlEFQE...EFREO (mOdps)

para toda poténcia de primo p®. Em [§8], eles mostraram condigbes para a solubilidade
p-adica para R formas de grau k e, em particular, quando k£ é impar, eles mostraram que
basta

n > [9R%k log (3RE)].

Ainda considerando R formas aditivas, Lewis Low, Jane Pitman e Alison Wolff mostra-
ram, para formas de grau impar, utilizando técnicas diferentes, que o nimero de variaveis

pode ser reduzido significativamente. Eles mostraram que

R%*k
> .
n > [log 5 log (SRk)}

A diferenga fundamental desse trabalho para o de Davenport e Lewis [8] esta no uso
da particao de matrizes, que consiste em uma especializacao de resultados sobre particao
de matroides, (ver [1]). E também, baseado nessa técnica, temos uma diferenciagdo no

conceito de sistema normalizado.

Nesta dissertagao, consideramos formas aditivas de grau k£ impar. Iniciamos nosso
trabalho com um estudo sobre somas exponenciais e apresentamos o resultado de Ti-
etavainen para uma forma aditiva. Descrevemos os métodos de particao de matrizes e de
normalizagao e apresentamos também o resultado de Low, Pitman e Wolff para R formas

como mencionado anteriormente.



Capitulo 1

Resultados Preliminares e Solubilidade

de uma Equacao Aditiva

1.1 Somas Exponenciais

Nesta secao discutiremos somas exponenciais, um método bastante utilizado para es-
timar o nimero de solugoes de equagoes de natureza aditiva. Utilizaremos este método

em alguns de nossos principais resultados neste e no proximo capitulo.

Definicao 1.1. Sejam G um grupo abeliano finito e U o grupo multiplicativo das raizes

da unidade em C. Todo homomorfismo y : G — U ¢é dito ser um carater de G.

Da definicao acima decorre que todo carater de G é uma fungao multiplicativa pois,

sendo Y um homomorfismo, ele satisfaz

xX(91 * g2) = x(91)x(92),

onde * denota a operacao em G.

Considere também a seguinte definigao:

Definicao 1.2. Seja y um carater de um grupo abeliano finito G. Entao

(i) Se x(g) = 1 para todo g € G, entao x ¢ dito ser o carater trivial denotado também

por Xo;
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(74) O carater conjugado de x, denotado por Y é definido por X(g) = x(9);

(74i) Sejam y e A dois caracteres em (. Definimos o produto de x por A como

(XA)(9) = x(9)A(g), para todos os g € G.

Seja G* o conjunto de todos os caracteres de G.

Lema 1.3. Com a operacao apresentada na Definicao 1.2, G* € um grupo finito com

elemento neutro xg.
Demonstrag¢ao: Seja 1 # xo e seja g € G. Entao ¥xo(g9) = ¥(g)xo(9) = ¥(g), e por
outro lado, xo¥(g9) = x0(9)¥(g) = ¥(g). Portanto, xo ¢ elemento neutro.

Seja |G| = n. Logo, para todo g € G temos que ¢" = e, onde e é o elemento neutro
de G. Logo, x(¢") = x(e) = 1 e desta forma, (x(g))" = 1. Mostrando assim que para
todo x € G* temos que X" = Yo logo, xx" ! = xo, ou seja, x ' = x"!. Portanto, G* é

um grupo finito. [ ]
Dos resultados acima podemos verificar as seguintes propriedades.

Proposicao 1.4. Considere x um cardter de um grupo abeliano finito G. Entao

(i) x(e) =1 ex(g7") =x(9)~" = x(9);

G* =
(i) Temos ¥ x(g) =4 11 97,
XEG* 0 se g#e
0
(iii) Temos 3" x(g) = € XFX0
geG |G| se X = X0
(w) |G*| =G
Demonstracgao:

(i) Por defini¢do, y : G — U é um homomorfismo de grupos, logo leva elemento

neutro em elemento neutro e x(¢71) = x(¢9)~!. E a igualdade x(g)~! = x(g) segue

do fato que x(g) é raiz da unidade.
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(i4) Seja g = e, por (i), x(e) = 1 para todo x € G*. Entao

doxle)= Y 1=1G".

xeG* X€G*

Por outro lado, se g # e, entao existe ¢ € G* tal que ¥(g) # 1. Logo

v(g) D xlg) =D Wx)9) =D xl9),

xE€G* XEG* xE€G*

pois ¥ x percorre o grupo G* quando y percorre G*. Portanto > x(g) = 0.
xEG*

(iii) Se x # xo, entao existe a € G tal que x(a) # 1. Portanto

x(@)> x(9) =) xlag) = > x(g),

geG geG geG

pois ag percorre G quando g percorre G. Assim obtemos

(x(a) = 1)) x(g) =0,

geCG
de onde concluimos que Y x(g) = 0, pois x(a) é diferente de 0 e 1.

geG

Por outro lado, se x = xo , temos

S wlg) =S 1=al.

geG geG

(iv) Por (i1), temos que

G 1= x(9)=>_> x(g) =Ial,

geG x€G* XEG* geG

onde a ultima igualdade segue de (iii).

Lema 1.5. Sejam p um primo, v € Z e £ € C uma raiz primitiva p-ésima da unidade.

Entao
pzfé_sx_ { p se x =0 (modp)

s 0 se c.c.



Capitulo 1. Resultados Preliminares e Solubilidade de uma Equagao Aditiva

p—1
Demonstrag¢do: Suponha que x = Ip. Logo £** = 1 e isto implica que Y 1 = p.
s=0

Caso contrario, temos mdc(z,p) = 1. Nestas condigdes, {* é também uma raiz primi-
tiva da unidade. Como &% # 1 e ()P = 1, entao (£*)P é raiz do polinémio y? — 1. Mas,

Y —1=(wy—1)w'+...+y*+y+1), portanto

p—1
(€)Y (€ () +1=) €7 =0.
s=0
[
Lema 1.6. Seja F' € Z[xy,...,x,] e considere a congruéncia

F(zy,...,2,) =0 (modp).

Seja N o nimero de solugoes da congruéncia acima. Entao

S F( )
_ sF(x1,...,xn
N p§ Y« .

s=0 (acl,...,xn)EIFg

Demonstracao: Temos que

pz_i Z st(ml ..... Tn) _ pz_i Z gsF(m,...,xn)_’_pz_i Z gsF(m ..... Tn) _ Np
s=0 s=0 ( —0

= (xl,.--ﬂ?n)EF;" T1yeens zn)E]F;L [CTTS In)E]Fg’
F(xzq,..., zn)=0 (p) F(xq,..., xn)Z0 (p)

p—1
pois, pelo Lema 1.5, > gsF @) — (),

s=0 (=1,..., zn)eJF;L
F(zy,...,on)#0 (p)

Portanto, temos o resultado desejado. |

Vamos considerar equacoes aditivas homogéneas de grau k£ como
F(xy,...,2,) = aiz¥ + ...+ a,2® =0 (modp), com mdc(a;,p) = 1.

Quando n > 2, temos a seguinte expressao para o numero de solugoes da congruéncia
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acima.

N — lz Z gsalxl—&— +anac

ps =0 x1,...,£n,=0

1 = = sayzh = sanxk
El(Ee) ()
s=0 x1=0 xn,=0

Vamos discutir as propriedades de somas da forma &V com s # 0 (mod p).
Y

p—1
Definigao 1.7. Sejam p um primo, k € Ne A # 0 (modp). Definimos T(A) = 3. A",
=0

onde ¢ é uma raiz primitiva p-ésima da unidade.

Seja m(x) o nimero de solucdes da congruéncia y* = x (modp). Vamos encontrar

uma formula explicita para m(x) quando z # 0 (mod p).

Seja g uma raiz primitiva moédulo p, isto é, € F, entao
r = ¢° (modp), (1.1)

onde o expoente b é unicamente determinado médulo p — 1. Seja y = ¢* (modp). En-

tao resolver a congruéncia y* =z (modp) é equivalente a resolver em v, a congruéncia

9" =g’ (modp).

Como ¢ é uma raiz primitiva moédulo p, temos que ¢g**=® = 1 (modp), e assim

kv—>b=0 (modp — 1), ou seja, kv =b (modp — 1).

A congruéncia kv = b (modp — 1) tem solugdo se, e somente se, d divide b, onde
d = mde(k,p — 1). Neste caso, existem d solugbes incongruentes modulo p — 1. Tal

resultado pode ser encontrado em [12].

Desta forma,

m(z) = { d se b=0 (modd) ‘ (12)

0 se c.c.
Vamos ainda encontrar uma férmula mais conveniente para m(x).

Definicao 1.8. Seja € uma raiz d-ésima da unidade. Definimos

(2) e se r=¢"
s\T) = 5
X 0 se z=0
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para s = 0,1,2,...,d — 1, onde b é determinado pela congruéncia (1.1). Esta funcao é
chamada de carater multiplicativo médulo p. Quando temos s = 0, denotamos por yq

como sendo o carater trivial.

Proposicao 1.9. Considere a fun¢ao xs. Entao

(i) xs € uma fung¢ao multiplicativa;

(ii) xs(1) =1 e xs(a™') = xs(a)™! para s =0,1,...,d —1;

d—1
(i1i) Temos . xs(x) =
s=0

d se ddivide b
0 c.c. ’

onde x = g°, x # 0(mod p) e d = mde(k,p — 1),

p—1
(iv) Temos > xs(x) =0, desde que s # 0.
=0
Demonstracgao:

(i) Note que y é multiplicativa pois, pela definigdo é homorofismo.

(74) Temos que
x(e) = x(ee) = x(e)x(e).
Logo x(e)(x(e) — 1) = 0, mas x(e) € C portanto, x(e) = 1.

Dado a € G, temos

Portanto, x(a™!) = x(a)

A prova de (i11) e (iv) seguem as mesmas idéias da prova da Proposigao 1.4, considerando

as devidas modificagoes. |

Desta forma, por (1.2) e pelo item (ii7) da Proposi¢ao 1.9 acima, temos que

m(x) =Y x.(@). (1.3)



Capitulo 1. Resultados Preliminares e Solubilidade de uma Equagao Aditiva

Da Definigao 1.7 de T'(A) e da expressao acima para m(x), segue que

-1 d—
T(A) = 3o = S ml@)e = m(0)+ 303 (e

1 s=0

3
L
T
L
’U
L

<
Il
)
8
Il
()
8
Il
n

E como m(0) = 1, temos que
p—1 d—1
N=1+ 33 e (1.4)

z=1 s=0

Definicao 1.10. Sejam y um carater multiplicativo médulo p e A € N. Defina a Soma

Gaussiana relativa a y por

Em particular, quando temos A = 1, denotamos 7, () simplesmente por 7(x).

Lema 1.11. Seja x um cardter nao trivial e suponha que mdc(A,p) =1, entao

X(M)7a(x) = 7(x)-

Demonstracgao: Pela definicao de 75 temos que

Wm0 = S r(Ane = 3 x(m)e =

Lema 1.12. Sejam x um cardter nao trivial, d = mde(k,p—1). Se mde(A,p) =1, entdo
d-1

T(A) = >2 7alxs)-

s=1

Demonstragao: Da expressao (1.4) obtemos

p—1 d—1 p—1 d—1
—1+Z€”+ZZ><S —Zf“+Zsz
r=1 s=1 =1 s=1
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Como mdc(A, p) = 1, segue pelo Lema 1.5 que Zz;é M = () e assim,

p—ld-1 p—1 d-1 d—1
T(A) = XS(x)gAx = XS(x>£Az = ZTA(XS)-
z=1 s=1 s=1 =0 s=1

Teorema 1.13. Sejam x um cardter multiplicativo médulo p, x # Xo, € mde(A,p) = 1.
Entao

ITa()| =P -

Demonstragao: Por hipotese x # xo e mdc(A,p) = 1, desta forma |x(A)| = 1 e con-

seqiientemente pelo Lema 1.11, temos que

ITO)] = [x(M)7a 0] = [X(N)] [7a 00| = [7a(X)] -

Portanto, é suficiente provar que

0O =p.

Considere a soma

S (0T 0.

Como [x(A)| =1, entao (x(A))~' = x(A). Além disso, pelo Lema 1.11, segue que

(x(A) 7' (x) =7a(x)

Assim

Logo,
()T (x) = T00T00) = 17 -

-1
Mas, novamente pela Defini¢ao 1.7 segue que 15(x) = > x(x) = 0, onde a tltima igual-
=0

dade é devida ao item (i) da Proposi¢ao 1.9. Portanto

Y onlonb) =) It = (-1 - (1.5)

10
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Por outro lado, pela Definicao 1.7, temos que

Pelo Lema 1.5

Mas como z,y € {0,1,...,p — 1}, entdo x = y (mod p) e isto implica que = = y.

E usando o fato que x(0) = 0, segue que

p—1 p—1 p—1 p—1
COETEVIED 3D B NC NS
A=0 =0 y=0 A=0
p—1
= p> Xz pZ\X = pp—1). (1.6)
z=0

Comparando (1.5) e (1.6) temos que
(p =10 =p(p = 1) eisto implica que |7(x)[* =p,
e assim concluimos a demonstracao.

p—1
Lema 1.14. Sejam d = mde(k,p—1) e T(A) = 3 €M com A £ 0 (modp). Entio
y=0

T(A)] < (d=1)V/p.
Demonstragao: Pelo Lema 1.12 temos que T'(A) = > 7a(xs). Dai

(M) =

S )| < 3 )

Mas sabemos pelo Teorema 1.13 que |7(x)| = /P, logo obtemos que

d

T =Y V= (d - )yp

S=

11
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O que conclui a demonstracao. [ |

Para nosso trabalho o que vimos sobre somas exponenciais e caracteres de grupo sao

suficientes, para mais detalhes veja [2] ou [15].

1.2 p-Normalizacao

Nesta secao descreveremos o método de p-normalizacao para uma forma aditiva. Con-

sidere o seguinte resultado.

Lema 1.15. Sejam vg,vy,...,v5.1 €E Ren =vy+ vy + ...+ vi_1. Vamos assumir que

Ug+i = v; para todo i € NU{0}. Entao existe r € N, tal que

tn
vr+vr+1+...+vr_1+t2? para t=1,2,... k.

Demonstragao: Temos que

(|\>‘
—_
e'l\b‘
—_

Il
o
<.
Il
=)

i

Desta forma, podemos supor, sem perda de generalidade, que n = 0 e o que temos que

provar € a existéncia de r tal que
Vp+Vpy1+ ...+ 0,144 >0 para t=1,2,..., k.

Vamos supor por contradicao que a conclusao seja falsa. Logo para todo t € N, existe
reNondet<r<t+k—1¢tal que vy +v1+ ...+ v, <O.

Como vale para todo t, tome t; e determine o respectivo r; que torna a afirmacao
falsa. Escolha também t, = r; + 1 e determine o respectivo 79, e assim sucessiva-

mente. Com isso, criamos uma seqiiéncia infinita de intervalos fechados e consecutivos,

T
[t1, 7], [ta, 2], ..., [ti, 7], - .. tais que para cada intervalo [t;, 7] temos _ v; < 0.
17}

Como esta seqiiéncia ¢ infinita, certamente existirao indices t,, tg onde t3 = t, + dk

12
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e portanto, por hipdtese, teremos v, = vy,. Logo

tB,1
E Vi = Uy, T V41t T Utk-1 T
to

Vtotk T Vtgtkt1 T oo+ Vpor—1 +

Vot (d—Dk T Vtgt(d-Dk41 + - + Vtoyar—1 =0,

pois, por hipotese, Zfrk_l v; = 0. Por outro lado,

tg—1 ra Ta+1 Tg—1 tay1—1 tat2—1 tg—1
E v, = E Ui"i_g Uz—i‘—f-g V; = E v; + E Uz—i‘—f—g V;
ta ta ta+1 tﬁ—l to ta+1 tﬁ*l

= U+ . TV 1+
'UtaJrl +...+'Uta+2_1+
'Utﬁ_1+...+vtﬁ_1 <O,

. tatjt+1—1 . . .~ .
pois thé v; <0, ja que toqj41 —1 = roq;. Temos portanto uma contradicao. Assim

se conclui a demonstracao do lema. |

O préximo resultado é, propriamente dito, o método da p-normalizagao e sua propri-

edade fundamental.

Lema 1.16. Seja F = a1x} + agzh + ... + a,2F uma forma aditiva de grau k em n

varidveis. Entao F' pode ser escrita como
F= FO +pF1 + ... —f-pk_le_l ,

onde I € uma subforma em v; varidveis, para j = 0,1,..., k=1, com todos os coeficientes

nao congruos a zero modulo p e onde vy, vy, ..., vk_1 satisfazem
tn
voF+ v+ ... F U > "’ parat=1,2,... k.

Desta forma, F € dita p-normalizada.

13
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Demonstracao: Vamos comegar escrevendo

_ Z i
F = p Fi7
i>0
onde F; sao formas nas variéveis z; de F' e ¢ ¢ a maior poténcia de p que divide a;, com a;

sendo o coeficiente de z;. Observe que todas as subformas F;’s possuem unidades p-adicas

como coeficientes. Podemos desta forma, assumir que
F=Fy+pF +...+p"F_,.

Pois, para os indices ¢ > k — 1, digamos ¢ = kt + r com r < k, substituimos as variaveis
z; de F; por p'z; = x; e entdo as incluimos a forma F,. E estas novas variaveis ainda

possuem unidades p-adicas como coeficientes.

ja v; o numer variavei I m, v v+ ...+ v = n. rtan
Seja v; 0 ero de variaveis de F;. Assim, vy + v + + Portanto,
aplicando o Lema anterior, temos que existe r tal que v, + v,41 + ... + v,_114 > tn/k
parat=1,2,... k. Vamos entao fazer a seguinte permutacao ciclica das variaveis de F"
substitua todas as variaveis =, das formas F}’s, com j < r, por x5 = pz’, e depois divida

a forma F' por p". Teremos assim

F
F* = o EoApF+...+p" TR+ p TR+ L

Assim, F* = F; +pFy+...+p" 1 F; | evi+vi+...+v/ >tn/k para t =1,2,... k.
Claramente se a forma F™* possuir zeros p-adicos, a forma F' também os tera. Portanto

podemos supor que F' tem a forma descrita e que

tn

U0+U1+.‘.+Ut_12 i

para t=1,2,...,k .

1.3 Solubilidade de uma Equacao Aditiva

Nesta secao vamos investigar condi¢oes para a solubilidade nao trivial de formas adi-
tivas

F(xy,...,0,) = a1zt + agah + .. + a2t =0, (1.7)

14



Capitulo 1. Resultados Preliminares e Solubilidade de uma Equagao Aditiva

onde k é impar, e ay,as,...,a, sao inteiros dados. Considere o seguinte resultado.

Lema 1.17. Seja F(xy,...,x,) € Zlz1,...,x,]. A congruéncia
F(zq,...,z,) = 0(mod p°®),
tem solugcao para todo s > 1 se, e somente se, a equagao
F(zy,...,2,) =0,

tem solucao em Z,, onde 7, denota o anel dos inteiros p-ddicos.

Demonstragao: Suponha que F(ay,...,a,) = 0 em Z,. Entao, para todo s, existem
inteiros ol ... ! tais que oy = a{”(modp?), ..., = o (mod p*), (ver [12]). Con-
seqientemente

0=F(\”,... o) = F(a,...,a,) = 0(mod p*), para todo s € N.

Reciprocamente, suponha que (ags), e ,agf)) seja uma seqiiéncia de solugoes das con-

gruéncias F'() = 0(mod p°), para todo s. Como em cada uma das coordenadas temos

uma seqiiéncia de inteiros p-adicos, podemos determinar uma subseqiiéncia convergente

{agsj )} para cada inteiro p-adico «;, (ver [12]). Assim temos que

Flag,...,an) = F(agsj), ..., o)) = 0(mod p*), para todo s; € N.

Logo [F(a1,...,ap)|, = 0, ou seja F(aq,...,a,) = 0, onde ||, denota a valorizagao

p-adica.
|

Portanto, pelo Lema 1.17, determinar condigoes para a solubilidade da forma (1.7) é

o mesmo que determinar condi¢oes para a solubilidade nao trivial da congruéncia
F(xy,...,7,) = a12h + aowh + ...+ a,2® = 0(mod p*) | (1.8)

para toda poténcia de primos p°®, onde s > 1.

15
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1.3.1 Lemas Importantes

Precisaremos do proximo resultado para demonstrar a Proposicao 1.19.

Lema 1.18. Sejam S(h, j) nimeros reais, com 1 <h <qg—1e1l<j<n, tais que

n q—1

> > Sh.j) =0,

j=1 h=1

n q—1

DD (S =K.

j=1 h=1

Entao

£y

(-t S(h.3)) > (g — D" — 2K

1

-1 n
1=

>
Il

Para a prova deste Lema, veja [20] pagina 4.
A préxima proposicao é o resultado fundamental dessa secao.

Proposicao 1.19. Seja G' um grupo abeliano aditivo finito de q elementos. Sejam G
para j =1,2,...,n subconjuntos de G tais que (i) 0 € G;; (ii)Se a € G, entao —a € Gj;
(111)|G;| = r, onde r > 3 para todo j. Se

- q¢—1)

2" > 2! 1.9
(r—1) (19)

Entao existem g1, 92, ...,9n € G, com g; € Gj, nao todos nulos tais que

Demonstragao: Seja G* = {xo,X1,---5Xq-1}, 0 grupo de todos os caracteres de G.

Entao, pela Proposicao 1.4, temos que

0 c.c.

ijxs@) :{ @ se9=0 (1.10)

16
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Seja H, algum dos subconjuntos Gy, ..., G,. Denote

Xs(H) = xs(h).

heH

Pela Definigao 1.1, temos que a parte real de x,(h) é sempre maior ou igual & —1, para todo
h € H. Como y(—h) é o conjugado de xs(h) no grupo das unidades de C, entao a soma
Xs(h) + xs(—h) nos da somente a parte real. Usando os fatos mencionados, lembrando

que xs(0) =1 e usando (ii) e (%), temos que
Xs(H) > —r+2. (1.11)

Além disso, por (1.10) e (i), segue que

EE:LXS(II):: jg: ji:;Xs(h):: q

Decorre de (4) da Definigao 1.2 e de (i) que

Xo(H) = Z Xo(h) = Z L=, (1.12)

heH heH
logo

q—1 q—1
D X:(H) =D x:(H) = xo(H) = q—r>0. (1.13)
s=1 s=0
Observe que, fixando h; € H temos
! q se hy =—h
>3l ) = { o (1.14)
hacH 5=0 0 c.c.,

por (i) e (#i), temos r possibilidades de escolha para h;. Por (i7), se temos hj, entéo

também temos hsy tal que hy = —h;.

Portanto )

s}

((H)? =D > Z_:xs(hl + h) = 1q. (1.15)

h1€H hocH s=0

»
Il
=)

17
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Observe novamente, por (iii), que

= Z sz(h1+h2>: Z ZlZTQ,

hi1€H hoeH hi1€H haoeH
Conseqiientemente,
qg—1 q—1
D G =D (x(H)) = (xo(H))* =rg =1 =r(g— 7). (1.16)
s=1 s=0

De modo a podermos usar o Lema 1.18, considere
S(h,j) =xs(Gj), u=r—2e K=nr(qg—r).

Segue por (1.11), (1.13), (1.16) que

qg—1 n
n 1 n—
DI =2+ x:(Gy) = (g —1)(r—2)" - an(r —2)" 2 (g—r) . (1.17)
s=1 j=1
Suponha, por contradi¢ao, que g1 + ... + g, # 0 se g; # 0, para algum j. Coloque
1 <a <n. Sejam iy,is,...,1i, diferentes elementos do conjunto {1,2,...,n}. Logo

9y +..-+3g, #0, ¢, €G; comalgum g; #0.

Desta forma, por (1.10), seque que
> oY S (e
9116G11 9io €Gi,, 5=0

ou equivalentemente,
-1

=)

[Tx:(G) =4 (1.18)

k=1

Il
=)

s

Observe ainda que

I =24 x(G)) = (r =2)" + (r = 2)"  (xs(G1) + - + Xs(G))+

Jj=1

#2752 (DI(GI(G) |+t (GG (G

i,j=1
i<j

18
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Decorre, da igualdade acima e de (1.18), que

[T =2+x:(G0) =3 =2+ 3 ((r=2)"(x(G1) + -+ x(G))
+ (rz CDXAGJm«%) Y (GG xi(G)

- )" +ng(r —2)" +(Z>q(r—2)"‘2+...+q
- qu—m"+nv—zw*+(;)@-2w4+.”+1):q@_2+1w.

Portanto
g—1 n

ST =2+ x:(Gy) = q(r—1)". (1.19)

s=0 j=1
Pela expressao (1.12) temos que xo(G;) = r para todo j € {1,2,...,n}. Logo

[0 —2+x0(G))=]]20r—1)=2"(r —1)".
7j=1 Jj=1
Da igualdade acima e pela expressao (1.17), segue que
qg—1 n 1
[10r =2+ x:(G) 2 2°6 = 1)" + (g = )(r = 2)" = 0*(r = 2)" (g —1)

s=0 j=1

Combinando o resultado acima com (1.19), temos

7»_2)” 1n2(r — 2)"2r(q — 1)

q > 2”+(q—1)(

r—1) 4 (r— 1)
> 2"+<1—TT11> {(q—l)—% . (1.20)

Como r > 3, segue que

(1.21)

Além disso, por inducao, temos

1 n
1 >1- (1.22)
r—1 r—1
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Logo, substituindo (1.21) e (1.22) em (1.20), temos

q22“+<1—£1>(q—1)[1—2<f—7121>} (1.23)

Vamos denotar por [ a seguinte expressao de (1.23)
n 3n?
=(1——— 1)1 —-—1.
= (=) o0 )

g—1>2"+5—1. (1.24)

Logo ¢ > 2" + 3, assim

Suponha que n = r — 1. Por (1.9), segue que

n

—>q—1,

4n q
Mas assim temos que

2?’L

— >2" -1,

4n

visto que # = 0 quando n = r — 1. No entanto, temos um absurdo para todo n positivo.
Suponha agora, que n > r — 1. Nessas condigoes é facil ver que 3 é sempre positivo.

Novamente usando (1.9), temos
2M(r —1
LAl U0 SRR
segue que
que nos d& uma impossibilidade.

Concluimos portanto, que devemos ter n < r — 1. Conseqiientemente, temos que

(¢ —1) n »3(¢ — 1)
> 4 1-— —-1—-n"—-
a ”(r I Y A E T
) (3n° +2n)(g — 1)
—1- >
r—1) ¢ 2(r — 1) ¢
que nos da uma contradicao. Desta forma o Lema esta provado. [ ]
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1.3.2 Teorema de Tietavainen

Definigao 1.20. Definamos I'*(k) como sendo o menor inteiro n com a seguinte pro-
priedade: para cada poténcia de primo p°® e cada seqiiéncia de inteiros aq,as,...,a,, a
congruéncia

F(xy,...,7,) = ai2h + agwh + ...+ a,2F = 0(mod p*) |

tem uma solugao com pelo menos um x; coprimo com p, para todo primo p.

A fim de determinarmos o coeficiente que acompanha klogk, como mencionado na

introducao, defina
¥ = limsup {I"*(k)(klogk)~'} , (1.25)

k—o0

onde k ¢é tomado sobre todos os k fmpares.

Seja k = p"kg, onde mdc(kg, p) = 1. Definamos

1 se 7=0
y=vkp) =S 7+1 se T>0ep>2 . (1.26)
T+2 se 7T>0ep=2

Denote por S,(k) o menor inteiro n tal que, sempre que a; ... a, # 0(mod p), entdo a

congruéncia
k

ay o + agrh + ..+ a,2® = 0(mod p?) | (1.27)
tem uma solug@o com pelo menos um x; coprimo com p, para um primo p fixado.

Desta forma, obtemos uma relacdo entre I'*(k) e S,(k). A relagdo a seguir foi obtida
por M. Dodson, (ver [9]).

Proposicao 1.21. Temos que
(k) <1+ kmax{S,(k) —1}.
p
Onde o mdzimo € tomado sobre todos os primos p.

Demonstragao: Seja F como em (1.7). Podemos considerar a forma F' p-normalizada,

isto ¢, satisfazendo as hipoteses do Lema 1.16. Assim, para a congruéncia (1.27), temos
F=Fy+pF +...+p"'F_; = 0(modp").
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Suponha que o nimero de variaveis n satisfaca
n > 1+ kmax{S,(k) —1}.
p

Como a forma F' é p-normalizada, temos que vy > S,(k). Onde, por definigao de S,(k),
podemos resolver a congruéncia Fy = 0(mod p”), com pelo menos uma das variaveis em Fj
divisiveis por p. Desta forma, temos uma solugao para (1.27), atribuindo o valor zero para
as variaveis de Fi,..., Fi_1. E, a partir dessa solugao médulo p?, podemos determinar

solu¢ao modulo p® para todo s > 0, (ver [10], Lema 4.6).

Como I'*(k) é o menor numero que satisfaz as hipoteses, entdo temos o resultado
desejado. |

Pelo Lema anterior, se conseguirmos determinar uma cota para S,(k), automatica-
mente estaremos determinando uma cota para I'*(k). Para isso, é suficiente provar o

seguinte resultado.
Teorema 1.22 (Tietdviinen). Para cada € > 0, existe um k() tal que

log k
S,(k) < (1+ g,

para todo k > ko(€) e para todo primo p.

Demonstragao: Considere a congruéncia (1.27). Suponha que k seja impar e suponha
também que a; ...a, Z 0(modp). A prova do caso p = 2 é trivial, pois isto implica
que v = 1, (ver (1.26)), e como D x(mod 2), temos uma congruéncia linear e esta
tem solucao sempre que n for par. Podemos assim supor que p seja impar. Denote por

d = mdc(p(p¥), k), onde ¢ é a fungao de Euler.

Seja L = Z/p“Z o anel dos residuos modulo p* e M o grupo aditivo das k-ésimas

poténcias da classe residual relativamente prima com p. Logo

©(p”)
5

Ll =p* e |[M|=
Seja assim,

G=L e Gi={0}u{y1<y<p’y= ajxf(modp‘”) com x; coprimo com p},

22



Capitulo 1. Resultados Preliminares e Solubilidade de uma Equagao Aditiva

para 1 < j <n. Desta forma,

o)

Gl=p o |Gl =r =1+

Como ¢(p¥) é par, entao ¢(p*)/d > 2 e por isso, r > 3. Pela Proposigao 1.19, com ¢ = p*
er—1= @(gw), temos que se
2n72 > n2 (pw - 1)5
e(p)

entao temos a solugao desejada. Mas, observe que

1 1 -1
o) =p ( p)_p (2) 5

Observando também que 6 < k, obtemos que

v —1
2 W10 gy

©(p?)

Logo, se
22 > 202k,

temos a solu¢ao desejada. Desta forma, se verificarmos que para n = (1 + €)logk/ log 2
temos 273 > n?k, para k > ko(e) suficientemente grande, entao teremos provado o Lema.
Mas

o+ =3 > (1+¢) log £ k<
- log 2
log k log k
1 —3)log2 > 21 1 log k
(( +€)1og2 3) 0g2 > 2log <( —|—€)10g2) +logk <

e loghk —2log (logk) > 2log(1+4¢€)—2log(log2)+3log2,

o que é verdade para k suficientemente grande.

Portanto, como S,(k) ¢ o menor n que garante a solubilidade da congruéncia (1.27),

para um p fixado, temos o resultado desejado. [
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Logo, pelo Teorema 1.22, temos que

k) < 1+ kmgx {S,(k) —1}

log k
< 14k 1 -1
< 1+ mgx{( +€)log2 }

log k
log 2

= k(1+e) —k+1

Portanto, pela expressao (1.25), lembrando que o limite é tomado sobre k impar, temos

9 = limsup {T*(k)(klogk) ™'}

k—oo
E(1+e)i2t —k+1
< og?2
= li‘isoﬁp{ klogk

\ L, L
= 1M su —
Do log2 T Klog2  logk | Klogk
1
log?2

Mostramos assim que ¥ < 1/log2 mas, como dissemos na introduc¢do, Chowla e

Shimura [4] mostraram que ¥ > 1/log2. Desta forma, obtemos a igualdade desejada.

Portanto uma forma aditiva de grau k, impar, em n varaveis tem solugao p-addica nao

trivial desde que
1

n >
~ log2

klog k.

Resultado obtido por Tietdvéinen em [19].
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Capitulo 2

Sistemas de R Formas Aditivas de Grau

Impar

Vamos considerar Fi, Fy, ..., Fr formas aditivas de grau k > 1 em n variaveis,
= k k k ~
F, (%) = Fi (21,29, ...,2,) = aj @y + @25 + ... +a;,x, (1 <i<R),

e a matriz dos coeficientes, denotada por A, de tamanho R x n, definida como

@11 - Qi1p
GRr1 - QRp

Neste capitulo consideraremos o caso do grau k ser impar. Provaremos algumas con-
di¢oes sobre o numero de variaveis e o grau das formas de modo a garantir a solubilidade

do sistema

Fl(:vl,...,mn) =0

FR($1,...,$n) = 0
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2.1 Matrizes Particionaveis

Seja A uma matriz R X n sobre um corpo K

cujas colunas dy, @y, . . . , G, sao vetores em K=. Para J C {1,2,...,n} denotamos por A;

a sub-matriz de A formada pelas colunas a; com j € J. Por exemplo,
A{1,4,6} = [a_i ay a_é]-
Para uma sub-matriz A; de A, nos escrevemos
r(Ay) = posto de A; = dimensao linear {aj;j € J}.

Definicao 2.1. Dizemos que uma matriz R xn, A, sobre um corpo K é m-particionavel se
n = Rm e as colunas de A podem ser rearranjadas de tal forma que a matriz obtida seja

da forma

onde cada A; seja uma matriz R X R nao singular, isto é, com determinante, em K,

diferente de zero, para cada 1 < i < m.

Lema 2.2. Sejam A uma matriz sobre um corpo K, m um inteiro positivo e t um inteiro
nao negativo. Suponha que
|J| <mr(A;)+t

para todo J C {1,2,...,n}, onde |J| denota a cardinalidade de J. Entao existem
81,52,...7Sm Q {1,2,...,7’L}

que particionam {1,2,...,n} e sao tais que
n < Z r(As,) +1t
i=1

A prova deste resultado encontra-se no Apéndice A.

O lema a seguir apresenta condigoes necessarias e suficientes para que uma matriz
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R x n possua uma sub-matriz m-particionéavel.

Lema 2.3. Sejam A uma matriz R X n sobre um corpo K e m um inteiro positivo. A

matriz A possui uma sub-matriz m-particiondvel R X Rm se, e somente se,

n—|J| >m(R—r(Ay)) para todo JC {1,2,...,n}. (2.1)

Demonstrag¢do: Como a matriz A é Rxn, o posto maximo de qualquer J C {1,2,...,n}
¢ R. Suponha que A tenha uma sub-matriz m-particionavel. Entao n = Rm + w, onde
w > 0. Assim, se 7 (A;) = R, entdo

n—|J|>0=m(R—r(Ay)).

Portanto, basta mostrar que vale (2.1) quando r (A;) =t < R. Note que o pior caso é
quando temos ¢t = 1 e o subconjunto com maior nimero de elementos que podemos ter
com esta condi¢ao é |J| = m + w, que equivale a considerar todas as colunas fora das m

sub-matrizes e uma coluna em cada uma das m sub-matrizes. Logo

v

m(R—1) <
> m(R—-1)<
m(R—1) > m(R-1)

n—(m+w)

V

Rm+w—-—m-—w

e temos a igualdade. Portanto a desigualdade (2.1) é satisfeita para todo J C {1,2,...,n}.

Reciprocamente, suponha que valha (2.1) para todo J C {1,...,n}. Agora notamos

que (2.1) pode ser reescrito como
lJ| <mr(A;)+n—mR

colocando t = n —mR temos |J| <m r(A;)+t para todo J C{1,2,...,n}. Pelo Lema

2.2, existem Sy, 59, ..., 9, C {1,...,n} que particionam n tais que
n<r(As)+r(As,)+...+7r(As,)+1.

Pela defini¢ao de t, segue que necessariamente devemos ter r (Ag,) = R. Assim, contém

sub-matrizes, R X R, nao singulares. E a sub-matriz

[A51’A52| s |ASm] )
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é m-particionavel. [ ]

Lema 2.4. Considere A uma matriz R x Rm sobre um corpo K. A matriz A € m-

particiondvel se, e somente se,

|J| <m r(Ay) para todo J C{1,2,...,n}. (2.2)

Demonstracao: E conseqiiéncia direta do Lema 2.3, tomando n = Rm. |

O lema a seguir mostra que para o estudo de sistemas de equagoes aditivas, podemos

nos concentrar no caso onde a matriz dos coeficientes é m-particionavel.

Lema 2.5. Seja K um corpo e suponha que para todo R,k € N ezista
m(R) = m(R,K, k),

com a sequinte propriedade: Todo sistema de R formas aditivas de grau k, com matriz
de coeficientes m(R)-particiondvel, tem solu¢io ndo trivial em K. Entdo todo sistema
Gy = Gy = ... = Gg = 0 de formas aditivas de grau k em n varidveis tem solu¢ao nao

trivial em K sempre que n > Rm(R).

Demonstragao: Podemos assumir sem perda de generalidade que m(R) seja minimal
para cada R e desta forma, a seqiiéncia (m(R)) é ndo decrescente. Utilizando este fato,

provaremos o lema usando indugao sobre R. Suponha R = 1. Entao A é da forma
A = [(IH a2 ... Cl,ln] 5

com n > m(1). Se ay; = 0 para algum j, nés obtemos uma solugdo # # 0 colocando

x;=1eux; =0 parai # j. Se todos os coeficientes sao diferentes de zero, a matriz

[all aiz ... alm(l)]?

¢ m(1)-particionavel e obtemos uma forma correspondente G; em m(1) variaveis colocando
x; = 0 para ¢ > m(1). Pelas hipoteses em m(1), existe uma solugao nao trivial de Gy = 0

em K, e assim temos uma solucao nao trivial para a forma considerada inicialmente.

Considere como hipotese de indugao que todo sistema de ¢ formas com no minimo

tm(t) variaveis, com t < R, tenha solu¢ao nao trivial em K.
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Considere um sistema de R formas, como descrito acima, em n varidveis com
n > Rm(R). Atribuindo o valor zero as variaveis excedentes, podemos assumir que
n = Rm(R). Se a matriz A deste sistema ¢ m(R)-particionavel, entdo por nossas hipote-

ses em m(R), existe uma solu¢ao nao trivial em K.

Por outro lado, se a matriz A ndo é m(R)-particionavel, procedemos como a seguir.
Pelo Lema 2.4, existe J C {1,2,..., Rm(R)} tal que

|J|>m(R)T(AJ) € R>’I“(AJ):t

Colocando z; = 0 para todo i ¢ J, obtemos um sistema de equagoes em |.J| variaveis com
matriz coeficiente A;. Desde que A; tenha posto ¢ menor que R, as R — t equagoes sao
combinacoes lineares das outras e o sistema é equivalente a um sistema de ¢ equagoes com
no minimo tm(t) varidveis. Como escolhemos t < R, segue da hipotese de inducao que
este sistema tem uma solugao nao trivial com os valores das variaveis em K e isto implica

em uma solucao nao trivial do sistema original de R equagcoes.

Portanto, se possuir solucao para todo sistema de t equacoes com t < R, também
possuira para sistemas de R equagoes. E assim a validade do lema, para todo inteiro

positivo, segue por inducao. ]

2.2 Normalizacao

Seja A uma matriz R x n, m-particionavel da forma

A= [Ai]Ag] .. [An], (2.3)
onde
detA; #0 (1 <j<m). (2.4)
Definimos .
A(A) = [ Idet4;] (2.5)
j=1

Definigao 2.6. Suponha que p seja um primo divisor de A(A). Uma p-operagao sobre
as formas inteiras Fi, Fy, ..., Fg, ou equivalentemente sobre a matriz A, é uma operacao

que modifica de maneira reversivel as formas consideradas e consiste dos seguintes passos:
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(i) Multiplicar a matriz A por uma matriz unimodular com entradas no conjunto
{0,1,...,p— 1}, onde uma matriz inteira unimodular é uma matriz com deter-

minante igual a unidade do corpo K considerado;
(#) Multiplicar no maximo n — R colunas por p*;

(744) Dividir uma ou mais linhas por p, obtendo coeficientes ainda inteiros.

O passo (i) corresponde a substituir o sistema inicial por um equivalente composto
por combinagoes lineares das formas originais. O passo (7i) corresponde a uma mudanga,

de variaveis
Lj = PYj

para os x;’s correspondentes as relevantes colunas.

Se um primo p divide A(A), entdo p divide pelo menos um dos det(A;)’s. Por outro
lado, se a matriz A; tem determinante igual a zero em F,, entao existe uma de suas linhas
que é combinacao linear das demais, assim aplicando a matriz unimodular adequada
podemos garantir que, (ver passo (1)), existe uma linha de A; onde todas as coordenadas
sao divisiveis por p, assim vemos que é possivel aplicar o passo (74) nessa situagao. Desta

forma, as p-operagoes definidas acima sao possiveis para todo primo que divide A(A).

Lema 2.7. Sejam Fi,..., Fr formas aditivas de grau k e matriz dos coeficientes A. Su-
ponha que A seja m-particiondvel. Seja p um primo divisor de A(A). Vamos denotar por

B a matriz obtida de uma p-operacao. Entao
A(B) — pkc_mlA<A),

onde ¢ denota o nimero colunas multiplicadas por p* el denota o nimero de linhas dividas

pOT P.

Demonstrag¢do: Temos que A = [A1]|As|...|An] e detA; # 0 para todo 1 < i < m.
Observe que multiplicar a matriz A por uma matriz unimodular U, nao altera o valor de
A(A), pois

UA=[UA|UAs|...|UA,]

e como detU = 1, temos os mesmos valores dos determinantes. Portanto nao temos
alteragao do valor de A(A).
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Agora, observe que multiplicar um ntimero c¢; de colunas de uma sub-matriz A;, Rx R,

de A por p* nos da a seguinte relacdo no determinante dessa matriz
k
det A = p™det A;.

Desta forma, se denotarmos por ¢y, ..., ¢, o nimero de colunas de cada matriz A;, para

1 < j < m, que foi multiplicada por p* no passo (ii) de uma p-operacao, temos que
A(B) _ pk(01+...+cm)A(A> _ pkcA(A), (26)

onde c=ci+ ...+ ¢p.

Observe também que dividir um namero [ de linhas de uma sub-matriz A;, R x R, de

A por p nos da a seguinte relacao no determinante dessa matriz
det A, = pldetA;.
Como temos m sub-matrizes, entao
A(B) = p ™A(A). (2.7)
Desta forma, combinando (2.6) e (2.7), segue que
A(B) = p" ™ A(A).

Uma p-operagao é dita permissivel se, e somente se, A(B) < A(A), ou seja, ke—ml < 0.
Da mesma forma que Davenport e Lewis [8], precisamos introduzir uma defini¢do de

normalizacao.

Definicao 2.8. O sistema de formas Fi, ..., Fg, ou equivalentemente a matriz A, é dito
normalizado se para todo primo p divisor de A(A), p-operagoes nao sdo mais permissiveis,
ou seja, se A(A) nao pode mais ser reduzido por nenhuma p-operagdo. Desta forma,
denotando por B a matriz depois de aplicada todas as p-operagao permissiveis, temos que

A(B) & estritamente reduzido.

Note que a técnica de particao de matrizes modifica o conceito de sistema norma-

lizado introduzido por Davenport e Lewis [8]. Davenport e Lewis [8] consideravam a
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normalizagao para cada p, ou seja, definiam um sistema p-normalizado, e com esta nova
técnica temos um sistema normalizado onde sao realizadas p-operagoes para cada primo

que divide A(A), isto ¢, ndo temos aqui um primo fixado.

Observacao 2.9. Se o sistema normalizado obtido de p-operagoes possuir solu¢ao nao
trivial em K, entao o sistema original também teré solucao nao trivial em K. Isto é
possivel porque apenas realizamos uma redugao nos determinantes de cada sub-matriz, e

cada passo de uma p-operagao pode ser revertido.

Desta forma, quando investigamos o nimero de varidveis necessarias para a solubili-
dade nao trivial do sistema de R formas considerado, nos inteiros ou nos p-adicos, podemos
assumir que temos um sistema normalizado. Veremos agora a principal propriedade de

matrizes normalizadas.

Lema 2.10. Sejam Fiy, ..., Fg formas aditivas de grau k > 1 em n varidveis e matriz
dos coeficientes A. Suponha que A seja m-particiondvel e normalizada. Entao para todo
primo p, a matriz A contém uma sub-matriz n-particiondvel com os determinantes das n

sub-matrizes R X R nao diwvisiveis por p, onde

-l

e [T] denota o maior inteiro menor ou igual a T.

Demonstragao: Considere os primos que nao dividem A(A). Por A ser m-particionavel
e por valer (2.4), ja temos o resultado requerido, e observe também que temos um nimero

até maior que n de tais sub-matrizes. Portanto, vamos considerar os primos que dividem

A(A). Paraum J C {1,...,n} definamos
t=1,(A;) = posto de A; (modp),

isto é, t é o posto de A; quando vista como uma matriz sobre o corpo Z/pZ. Assim, as R—t
linhas de A; devem ser congruentes modulo p & combinagoes lineares das outras linhas.
Deve existir uma matriz inteira unimodular U, com entradas no conjunto {1,...,p — 1},
tal que UA; tenha n— R linhas divisiveis por p. Logo, podemos (7) multiplicar a matriz A
por essa matriz unimodular inteira U; (i) multiplicar as n—|J| colunas por p*; (7ii)dividir

as R — t linhas por p. Assim, aplicamos uma p-operacao nas formas consideradas e
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denotando por B a matriz obtida, temos que
A(B) _ pk(nf|J|)fm(R7t)A(A>'

Como por hipotese, temos A uma matriz normalizada, temos que A(B) > A(A), e assim,
o expoente de p na equacao acima deve ter grau nao negativo. Desta forma, usando

n = [m/k], vemos que para J C {1,...,n} temos
n—|J|zm(R—-1t)/k=n(R-1),

com t =1,(Ay).

Pela aplicacao do Lema 2.3, concluimos que a matriz A quando vista como uma matriz

sobre Z/pZ, é n-particionavel, o que conclui a demonstrac¢ao do lema. |

2.3 Congruéncias

Vamos considerar o sistema de congruéncias
F; = b;(mod p®), para 1 <i <R,

onde by, ...,br sao inteiros dados e s > 0.

Definigao 2.11. Uma solucao = = 5 deste sistema é dita ser de posto R modulo p, ou

equivalentemente, ser nao singular médulo p se a matriz

auff_l coapp Rt

CLlef_l CLRngﬁ_l

tiver posto R quando vista como uma matriz sobre Z/pZ. E isto acontece se existe um
J CA{l,...,n} tal que

|lJ|=R e detAJnfj #Z 0 (modp). (2.8)

jeJ
Caso contrario, dizemos que a solugao é singular moédulo p.
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Vamos novamente considerar a definicao de v apresentada no primeiro capitulo.

Definicao 2.12. Seja k > 1 inteiro e p um primo. Seja p” a maior poténcia de p que

divide k. Definamos

1 se T=0
vy=vk,p)=< 7+1 se 7>0ep>2
T+2 se 7T>0ep=2

Lema 2.13. Sejam Fi, ..., Fg formas aditivas de grau k e by, ..., bg inteiros dados. Para
cada s > 1, seja M(p®) = M(Fi,...,Fr;by,...,bg;p°) o nimero de distintas solugoes
modulo p° do sistema

F; = bj(mod p®), para 1 <i <R, (2.9)

e seja N(p*) = N(Fi,...,Fgr;by,...,br;p°) 0 nimero de solugoes de posto R mddulo p
deste sistema. Entao para s > 7,

M(p*) > pm=RE=DN(p).

Demonstragao: O resultado a seguir é cléssico e pode ser encontrado, por exemplo, em

[10]. Vamos usa-lo no decorrer de nossa demonstragao.

Se 2% = m(mod p”) possui solucio, onde v é como na Defini¢ao 2.12 e m # 0(mod p).

Entdo a equagao y* = m(mod p*) possui solucio para todo s >+ com y = x(mod p?).

Seja © = E uma solugdo de posto R moédulo p do sistema de congruéncias (2.9)
com s = . Ent@o, por (2.8), existem R valores de j tais que & # O(modp) para
todo j=1,...,R e tais que as colunas correspondentes na matriz (a;;) tenham posto
R (modp). Podemos assumir sem perda de generalidade que as primeiras R colunas de

A tenham posto R (modp) e assim, & ...&g #Z 0(mod p).

Seja s > 7 um inteiro positivo. Como o determinante das R primeiras colunas é
nao divisivel por p, existem R combinacoes lineares de Fi, ..., Fr as quais, consideradas

modulo p®, sao da seguinte forma

F = caaf+...+0% + Yi(Tpe,....2)

Fi, = 02V +...+cgrrh + Yr(rper,...,70)
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onde ¢i¢y. .. cr#0(mod p). Estas combinagoes lineares sdo formadas com multiplos intei-

ros racionais dos quais o determinante nao é divisivel por p. Além disso, temos

— —

F/(§) =0(mod p?),..., Fp(§) = 0(mod p?),
e como &1,&, ..., &R nao sao divisiveis por p, segue que

Vi(ri1s -+, &) £ O(modp) 1 <i<R.

Assim, pelo resultado mencionado no comego dessa demonstragao, existem i1, . . ., g tais

que
Cz,uf + wi(ngH? ce >€n) = O(mOdps>7

parai=1,..., R e yu; = &(mod p”). Desta forma,

N17"'7MR7€R+17"‘7§TL

constituem uma solugao também de posto R (mod p) para

Fy = 0(mod p®), I, = 0(mod p°), . .., Fr = 0(mod p*).

Substituindo &gy 1, ..., &, pelas p" =) distintas (n — R)-uplas (mod p®), as quais

sao congruentes a g1, .. ., & (mod p?) e considerando que podemos encontrar outros ele-
mentos congruos a &1, &y, . . ., g diferentes de pq, o, . . ., g, obtemos o resultado desejado.
|

Investigamos agora as congruéncias
Fy = ... = Fr = 0(mod p°).

De forma a podermos usar o Lema 2.13, desejamos estabelecer a existéncia de pelo menos

uma solugao de posto R (mod p) do sistema
Fy=...=Fr=0(modp) (2.10)

onde v = v(k, p) é como na Defini¢ao 2.12.

Lema 2.14. Sejam Fi, ..., Fg formas aditivas de grau k, impar, em n = Rm varidveis
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e matriz dos coeficientes A. Suponha que A seja m-particiondvel e que os determinantes

das m sub-matrizes R x R sejam nao divisiveis por p primo. Se
2m > pri
entdo o sistema (2.10) tem uma solugao de posto R mddulo p.

Demonstragao: Como A é m-particionavel temos que

onde para cada j temos
detA; # 0(mod p).

Seja Sy = {(z1,...,2m);7; € {0,1}, paratodo j =1,...,m}. E simples ver que

|So| = 2™. Considere as formas lineares

Li(y) = Li(y1, .-, Ym) = cath + Cioy2 + ... + CimYm para 1 <i < R, (2.11)

Agora, modulo p?, existem, no méaximo, p?¥ vetores do tipo (Li(%),..., Lr(¥)), com as
coordenadas variando entre 1 e p?. Logo, se 2™ > p'® existirdo v e y; € Sy distintos tais

que
(L1(0), - - - Lr(0)) = (Li(91), - - -, Lr(y1)) (mod p7),

ou seja,
(Li(9o—v1)s---» Lr(yo —v1)) = (0,...,0)(mod p?)

eyo—uy1 # (0,...,0), pois sao distintos.

Observe que as coordenadas do vetor gy — yi pertencem ao conjunto {—1,0,1}. Re-

tornando ao sistema F} = ... = Fr = 0(mod p”), defina
Ci1 = @1 + @2 + ...+ ar
Ciz = iR4+1 + (iR+2 + ... T+ aigr (2.12)
Cim = Qi(m—1)R-m T GQim—1)R—(m+1) + ... T QimR

com 1 < ¢ < R e considere as formas (2.11) com estes coeficientes. Como visto acima,

existe uma solu¢do nao trivial para L; = ... = Lr = 0(modp?), e as coordenadas
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dessa solu¢ao pertencem ao conjunto {—1,0,1}. Por hipotese, temos k fmpar, logo

78 = 2 quando z € {-1,0,1}, logo vemos que existe uma solucio nao trivial para
Fy =...= Fr =0(modp”) dentro do conjunto

S = {(:ca),xé),...,x(?”)); 20) = @b ou & para todo 1< j < m} CZ"'n=Rm,
onde @ = (0,...,0), b = (1,...,1) e &= (—1,...,—1) sado vetores com R coordenadas,

pela construcao (2.12) dos coeficientes das L;’s. Como a solugao é nao trivial, existe j tal

que 200 # @. Como detA; # 0(mod p), segue que esta solucao é de posto R modulo p. B

2.4 Resultados Importantes

Lema 2.15. Sejam Fi, ..., Fr formas aditivas de grau k em n = Rm varidveis, by, ..., bg

inteiros e 6 = mdc(k,p — 1). Seja M o nimero de solugdes do sistema
F; = bi(modp) para 1 <i<R. (2.13)

Entao
|M o pR(mfl)} < pR(mfl) [((5 . 1)mp17m/2)R _ 1i| . (214)

Demonstragao: Vamos encontrar um limite inferior para o ntimero total de solugoes do
sistema (2.13) considerado. Escrevendo £* = exp(2mia/p), temos a tipica expressao para
M em termos de somas exponenciais:
p—1 p—1
M = pr Z Z g[ul(Flfbl)+~--+uR(FR*bR)}_

UL,eo s, uug=0 21,...,2n,=0

Vamos tirar do somatoério acima o elemento obtido quando w1 = uy = ... = ugr = 0 e

indicaremos por ¥’ essa nova soma. Desta forma

p—1 p—1
M :p(n—R) _|_p—R Z/ Z f[ul(Fl—b1)+...+uR(FR—bR)}.

U1,.., up=0 21,...,x,=0

Como n = Rm, temos que p" % = pfim=1 _ Reescrevendo ui F} + usFy + ... + upFp para
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a forma

k k k k k k
uy(anay + apxs + ...+ apzn) + ...+ uglag ) + are®s + ...+ agpt;)

k k
= (ulan + UgGo + ... + URCZRl)iUl + ...+ (ulaln + Usagy + ...+ URCLRn).Z'n.

E colocando A; = Aj(uy,...,ug) = Zf;l a;;u; para 1 < j < n, obtemos que
wF 4+ ...+ upFr = Ala:’f + ...+ Anxﬁ. Portanto, segue que

p—1 p—1 p—1
M _pR(m—l) _ p—R Z / [(Z gAlxlf) o (Z €Anx7’§> é—[—ulbl—...—uRbR]] ’

Ut ,...,ug=0 z1=0 zn=0
e pela Defini¢ao (1.7), apresentada no Capitulo 1, temos

p—1
M — pR(m—l) _ p—R Z ! T(Al) - .T(An)f[_ulbl_“'_uRbR].

ut,...,up=>0

Portanto,
p—1

M —pR=D] <p™® N T(Ay) . T(A)].

Ut,...,ug=0
Aplicando a Desigualdade de Holder ao somatoério do lado direito da desigualdade acima

temos

TN T(A)] < (2.15)

p—1 1/m p—1 1/m
( > |T(A1)...T(AR)|m> ( > |T(An(m1>R)...T(An)|m> )

Ui, ugp=0

e como temos m blocos de A’s, os expoentes da desigualdade acima satisfazem

1
—+...+—=1.
m m
Agora observe que se cada uy,...,ug percorre o conjunto de residuos médulo p, entao o
mesmo vale para Ay, ..., Ag, uma vez que os det A;’s nao sao divisiveis por p. Além disso,

todos os u;’s sdo divisiveis por p se, e somente se, o mesmo vale para todos os Ay, ..., Ag.
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Usando este fato, somando e subtraindo o valor quando u; = ... = ug = 0, temos
p—1 p—1
ST TAR)™ = )T T (w) . T(ug)|™
ug,...,ugp=0 Ul,...,ug=0
p—1

= Y |T(w)...T(ug)|™ —T(0)™

. (Zmu)]m) — T(0)".

De (2.15) e usando a observagao acima para os m blocos de R A’s distintos nés obtemos

B p—1 1/m7 ™
|M = pfm ] < ( > rT<u1>.--T<uR>1m>
UL ,...,ug=0
p—1 R
= ZIT(u)\m> —T(0)""
u=0

Pelo Lema 1.14, temos que |T'(u)| < (6 — 1),/p. Logo 37—¢ |T(w)|™ < (5 — 1)™p'+m/?

e usando o fato que T'(0) = p, segue que

M = pRmD| < (6 — 1ympttmsz)t  phe

_ pRm=D [(<5 _ 1)mp1—m/2)R _ 1] '
|

Lema 2.16. Considere as mesmas hipoteses do lema anterior. Seja S o niumero de

solugoes singulares mddulo p do sistema (2.13). Entao

m—1
S < §fpRim=1) <§> : (2.16)
p

Demonstragcao: Vamos escrever

—

F= (a0, 20, . a0m),

onde cada z0) pertence a Z®. Se # ¢ uma solucao singular médulo p, entdo cada 20) deve

ter pelo menos uma componente divisivel por p. Vamos obter um limite superior para S.
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O namero de R-uplas com componentes no conjunto {0, 1,...,p — 1} e com pelo menos

uma componente zero é

p

Pt —(p—1)F <pt <§>.

— —

Portanto, o nimero de possibilidades para (22, x®) ... 2(™)) é no maximo

m—1
pR(mfl) (E) .
p

Uma vez que estes sdo escolhidos, os valores de 2, %, . . ., 2% sdo unicamente determinados

pelo sistema (2.13). E o ntumero de possibilidades para cada x1,z,...,2g ¢ no maximo

9, onde § é o numero de k-ésimas poténcias em Z/pZ. Portanto

m—1
S < 5RpR(m_1) <E> .
N D

Lema 2.17. Sejam Fiy,..., Fr formas aditivas de grau k > 1 em n = Rm wvaridveis,
m > 3. Seja A a matriz dos coeficientes. Suponha que A seja m-particiondvel e os
determinantes das m sub-matrizes R X R sejam nao divisiveis por p primo. Sejam N(p) o

nimero de solugoes de posto R mddulo p do sistema (2.13) e § = mdc(p — 1, k). Suponha

que
p > max { (26™)Y" VR (3R(5 — 1))/ (m2 1. (2.17)
Entao o sistema acima tem pelo menos uma solugao de posto R modulo p. Em particular,
se
m > max{R+ 1,4}
p > 3Rk‘2m/(m_2) ’

entdo vale a condi¢ao sobre p dada em (2.17).
Demonstracao: Como A é m-particionavel temos que

onde para cada j temos
detA; # 0(mod p).

Considere p > (26%)Y/(m=YD R, Substituindo esta condi¢io em (2.16) do Lema 2.16,
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temos

R m—1 1
R,_R(m—1) _ -, R(m-1)
S < 6%p ((2§R)1/(m—1)R) = op . (2.18)

Considere agora p > (3R(6 — 1)™)>™m=2)_ Dai, p™~%2 > 3R(§ — 1)™ e denotando por
X = (0 —1)"p"~™/? temos que X < 1/3R < log (2)/R. Assim

3
X" =expRlog X < expRX < 3

Desta forma nés temos

1
M _pR(m—l) > _§pR(m—1) o M> 1/2pR(m—1)‘ (2'19)

Por (2.18) e (2.19) temos, portanto, que

N(p)=M—5>0.

Precisamos ainda mostrar que as condigoes m > maz {R+ 1,4} e p > 3RE?>m/(m=2)
equivalem a condigao (2.17).
Considere p > (26%)/(m=DR. Observe que § < k e -2 > L Togo

m—2 — —1

k2m/m72 > 5R/m717
e portanto

3Rk2m/m—2 > 21/m—1Rk2m/m—2 > 21/m—1Ré‘R/m—1 — (25R)1/m_1R.

Para p > (3R(§ — 1)™)%(m=2) basta observar que § < k, entdo § — 1 < k, logo

"V32<3e "VR2<R.
Portanto

32/(m—2)R2/(m—2) (5 . 1)2m/(m—2) < 32/(m—2)R2/(m—2)(k)Qm/(m—Q) < 3Rk2m/(m—2)

Desta forma, temos uma equivaléncia nas condigoes. Portanto N(p) > 1. [ |
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Lema 2.18. Suponha que valha as mesmas condigoes do lema anterior. Suponha também
quem > 6 ep>+/C, onde

C = C(R, k) = kRR? + 285,

Entao temos
N(p) = p™mD(1-p2C) > 0.

wl3

Demonstracao: Considerando X = (§ — 1)™p'~2 | como na prova do Lema 2.17, temos

que 0 < X < 1. Assim
X 1<(1+X)fF-1=X0+1+X)+1+X)*+...+(1+ X)) <2fX.
Logo, substituindo essa cota na expressao (2.14) do Lema 2.15, temos
M — pR(m—l)} < pftm=1) (2kap1—m/2) _

Logo
M > pR(m—l) (1 . 2kap1—m/2) )

Considerando S como no Lema 2.16 e usando o fato de que N(p) = M — S, temos

Nlp) = M-S

R m—1
_ pR(m—l) (1 o 2Rk,mp1—m/2) o 5RpR(m—1) (;)

R m—1
_ pR(m—l) (1 . <5R (E) +2Rk:mp1—m/2>> .

Vamos encontrar uma estimativa para Y = 6%(R/p)™ ' + 28kmp'=™/2. Para m > 6,
temos que 1 —m/2 < —2. Portanto p'™™/2 < p=2. Em — 1 > 5 > 2 desta forma, pelas
condigoes em p, temos que R/p < 1. Logo, (R/p)™ ' < (R/p)?. Portanto, para m > 6,

temos

2 2
Y S 5R (%) 4 2Rk6p72 S ]{ZR (%) + 2Rk6p72 :prC.

E multiplicando por —1, temos a desigualdade desejada. Portanto substituindo a cota

encontrada para Y na igualdade em N(p), temos o resultado desejado. |

O proximo resultado trata-se de uma aproximacao alternativa baseada no resultado
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de Tietéaviinen|[19]|. Portanto, ¢ valido somente para k impar.

Lema 2.19. Sejam Fiy, ..., Fr formas aditivas de grau k, impar, em n = Rm varidveis e
matriz dos coeficientes A. Suponha que A seja m-particiondvel e os determinantes das m
sub-matrizes, R X R, ndo divisiveis por p primo. Seja também & = mdc(p(p?), k), onde a

funcao ¢ € a funcao de Fuler. Se

272 > m?(26)" .

Entao o sistema de congruéncias Fy = ... = Fr = 0(mod p”) tem uma solugao de posto

R modulo p.

Demonstragao: Como A é m-particionavel, novamente temos que
A=[A1]As| ... |An],

onde para cada j temos
detA; # 0(mod p).

Se p? = 2, entdao ¥ = x(mod 2) para todo x. Assim, nosso problema é reduzido a solucao
de um sistema linear de equacoes e, obviamente, pode ser resolvido nao trivialmente desde

que o numero de varidveis seja par. Assim, basta tomar m > 2 e temos uma solucao.

Portanto, podemos assumir que p” > 2. Sejam L = Z/p"7Z o anel de residuos modulo
p? e M o grupo das k-ésimas poténcias da classe de residuos relativamente prima com p.

Temos que
e(p7)
5

Vamos verificar as condigoes da Proposicao 1.19 para

Ll =p” e [M]=

G:LReGj:{Ajgj; ngMRU{O}}, com 1 <j5<m.

Temos que |L| = p” e como detA; é uma unidade em L, obtemos que
() \"
G5l = {MRU{O}‘ = (T) + 1 para 1 <57 < m.

Usando o fato de que se a € M entao —a € M e que cada detA; é uma unidade em L,
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colocando g =per—1= (gp(p”)/(S)R temos, pela Proposi¢ao 1.19, que se

5R

2m72 > m?(pH — 1)W :

Entao
gi+g2+...+9n=0 comg;€q,,

tem uma solu¢ao nao trivial e portanto uma solugao de posto R moédulo p do sistema

considerado. Mas as hipoteses acima sao satisfeitas pois

1\ " 1\ "
() =p" (1 - Z—)) > pt (5) > 27 (prit - 1),
e isto implica que

2(, YR o* m? YR _ —5R
T D gmyr = Vg )

Desta forma, a hipdtese do Lema assegura a validade da solucao. Portanto completamos

=m?(26)".

a prova. [ |

2.5 Teorema de Low, Pitman e Wolff

Nesta se¢ao vamos considerar que a condi¢ao abaixo ¢é valida em todos os resultados.

Seja my = mo(k, R) o menor inteiro positivo tal que
2% > min {m?(2k)", (3RK*)"} . (2.20)

Proposicao 2.20. Suponha n = Rm, com m > mg. Sejam Fi,..., Fr formas aditivas
de grau k > 1, impar, em n varidveis e matriz dos coeficientes A. Suponha que A seja m-
particiondvel e os determinantes das m sub-matrizes, R X R, nao divisiveis por p primo.
Entao o sistema de congruéncias Fy = ... = Fr = 0(mod p?), com v como na Defini¢ao
2.12, tem uma solucio de posto R mddulo p. Além disso, para by, bs, ..., bg, se p>+/C,
com C = C(R,k) como definido no Lema 2.18, o nimero N(p) de solugdes de posto R

mddulo p para o sistema (2.13) satisfaz
N(p) = p"m V(1 - p?C) >0
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Demonstrag¢do: Primeiro consideramos o sistema [} = ... = Fr = 0(modp?). A
existéncia de uma solucao de posto R médulo p é imediata pelo Lema 2.19 se as hipoteses

sao satisfeitas, isto ¢, se 2m~2 > m?(26)".
Portanto, podemos supor que 2™~2 > (3Rk?)E,

Considere v > 1. Pela Definigao 2.12 de =, temos que k = p”l, onde mdc(l,p) =1, e

assim k% = (p7)%%. Logo p? < k?, assim
om 2 2m72 2 (3Rl€2)R 2 (3R)Rk2R 2 (BR)RpfyR 2 p'yR’

portanto pelo Lema 2.14, temos uma solugao de posto R modulo p. Desta forma, podemos

assumir que v = 1.
Se p < 2™/ novamente pelo Lema 2.14, temos uma solucio de posto R modulo p.

Portanto, basta considerar

p> 2m/R _ (2m—2)m/R(m—2) )

Observe que 2™2 > (3RE*)T > (2RK*)® > 28 portanto temos m > R+2 > R+ 1e

também que m > 6. Assim
P > ((3Rk2>R)m/R(m—2) _ (3R)m/m—2k2m/m—2 > 3Rl€2m/m_2 :

e pelo Lema 2.17 temos a solugao desejada. A tltima parte segue direto do Lema 2.18

visto que quando p > v/C implica que p > k e assim temos que v=1. |

Corolario 2.21. Sejam Fi, ..., Fr formas aditivas de grau k impar em n = RV wvaridveis

e matriz dos coeficientes A. Suponha que A seja V -particiondvel e normalizada. Se
%4 2 kmo.

Entao para toda poténcia de primo p° com s > 0, o sistema de congruéncias modulo p®,
Fy = ... = Fr =0(modp®), tem uma solu¢io de posto R mdodulo p. E, se além disso,
p>+VC, com C =C(R,k) como definido no Lema 2.18, entio o niimero total M(p®) de

solucoes desse sistema satisfaz

M(p®*) = p" P (1-Cp?)>0.
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Demonstragao: Considere p um primo fixado. Pelo Lema 2.10, encontramos m sub-
matrizes R X R, disjuntas e com determinantes nao divisiveis por p, onde m = [V/k].
Portanto, pela hipétese, temos que m > mg. Atribua o valor zero a todas as colunas
a;’s fora das m sub-matrizes. Neste novo sistema temos n = Rm e m > my, logo, pela
Proposicao 2.20, o sistema considerado com s = 7 possui uma solugao de posto R médulo
p. Portanto, pela demonstracao do Lema 2.13, temos uma solugao de posto R médulo p

para todo s > .

Suponha, além disso, que p > v/C, com C = C(R,k) como definido no Lema 2.18.
Segue que p > k e entao temos que v = 1. Como p > k, temos que x? é também um
residuo modulo p, para todo 1 < 57 < n. Vamos agora, no sistema original, atribuir valores
de {0,1,...,p — 1} a todas as colunas a;’s fora das m sub-matrizes. Podemos fazer essas

n—Rm

atribuicgoes de p maneiras, e para cada nova atribui¢ao obtemos um sistema da forma

F; = b;(mod p), para 1 < i < R, para os quais vale a conclusdo do Lema 2.18. Logo
N(p’y) > pn—RmpR(m—1)<1 . C«p—Q) > 0.
Mas pelo Lema 2.13,

M(ps) > p(n—R)(s—l)N(pv) > p(n—R)(s—l)pn—RmpR(m—l)(1_Cp—Q) — p(n—R)s<1_Op—2) >0.

Como querfamos mostrar. ]

Teorema 2.22 (Low, Pitman e Wolff). Sejam F,..., Fg formas aditivas de grau k

impar em n varidveis. Suponha que

n > Rkmyg .
Entao o sistema
Fi(zy,...,2n) = anab+apts+.. . +apat = 0
(2.21)
Frzy,...,2,) = ama¥ +apeas+... +apa® = 0

tem uma solucao p-ddica nao trivial para todo primo p.
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Demonstrag¢ao: Podemos reescrever o sistema (2.21) acima como

F1 = CLHI”f+...+G1RI%+91<I%+1,...,ZE2)
: (2.22)

— k k k k
FR = aR1x1+---+CLRR'TR+6R('TR+1;---;$H)

Pelo Lema 2.5 e pela Observacao 2.9, é suficiente provar este resultado para
n = Rkmy

quando a matriz A é kmg-particionavel e normalizada. Sob estas condigoes, pelo Corolario
2.21, temos que o sistema de congruéncias F; = ... = Fg = 0(mod p®) tem solucao
5’ de posto R modulo p para todo s > 1. Logo existem R coordenadas de E que sao
nao divisiveis por p. Sem perda de generalidade, podemos assumir que as R primeiras
coordenadas sejam nao divisiveis por p. Como, por hipotese a matriz é kmg-particionavel,

podemos reescrever o sistema (2.22) como

Fy = Aih+ ... +0+05(ah,, ... ak)
: : (2.23)
Fy = 0+4...+ Agafy + 05 (ahy ... 2k)

E as formas
Alxl = 91((‘%']}%—&-1) te 7x§z)(m0dps)

Apal = Op(2h 4, ..., 2F)(mod p*)

consideradas separadamente tém solucao para todo s > 1, logo pelo Lema 1.17, tem

solugao p-adica nao trivial para todo primo p.

Portanto, quando substituimos estas solugoes p-adicas no sistema (2.23), temos uma

solucao p-adica nao trivial simultanea para o sistema de R formas. |

A condicao 2™72 > (3Rk*)" produz uma significativa redugao na cota obtida por

Davenport e Lewis|8|. Pois,

2m=2 > (3RKHF &
(m—2)log2 > Rlog(3RE*) &
R
m > log (3RK?) + 2.

log 2
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Como n > Rkmy temos n > % log (3Rk?) + 2Rk. Portanto,

R?*k
> 1 :
n > [logQ 0g (SRk)}

A condigao 2™2 > m?(2k)® determina em muitos casos o tamanho de my. Para isto,

vemos que dados € > 0 e R temos

log k
my < (R‘FE)%,

para todo k impar suficientemente grande.

Afirmamos se m = (R + €)log k/log 2 implicar em 2™2 > m?(2k)" para k > ko(e)

suficientemente grande, entao teremos my < (R + €) log k/ log 2.

De fato,

o(R-+e) =k 2

v

((R + e)f)il;f (2k)F

log k log k
—2log2 > 21
<(R+6) Tog 2 > 0g2 > og ((R—i—e) og 2

€ logk —2log(logk) > 2log(R+¢€)+ Rlog2+ 2 log2 — 2 log (log2).

) + Rlog2k &

Que é verdade para k suficientemente grande. Como mg é o menor niimero que satisfaz a

desigualdade 2™ > m?(2k)", temos entdao que my < (R + €)logk/log 2.
Como vemos, temos uma generalizacao do Teorema 1.22 de Tietéviinen, com R = 1.

Colocando € = (2log2 — 1)R, obtemos um corolario do Teorema de Low, Pitman e
Wolff, pois
mo < (R+ (2log2 —1)R)logk/log2 = 2R log k.

Logo, pelo Teorema de Low, Pitman e Wolff, teremos
n > 2k R? log k.

Podemos enunciar esse resultado da seguinte forma.
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Corolario 2.23. Eziste uma constante ko = ko(R) tal que se
n > 2kR*logk, k > ko,

entdo o sistema de R formas aditivas de grau k em n varidveis tem solugao p-ddica nao

trivial para todo primo p.
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Apéndice A
Demonstracao do Lema 2.2

Para maior comodidade, escrevemos novamente o enunciado do Lema 2.2

Sejam A uma matriz sobre um corpo K, m um inteiro positivo e ¢ um inteiro nao
negativo. Suponha que

|[J| <mr(A;)+t
para todo

J C 2 n}, onde |J| denota a cardinalidade de J. Entdo existem
S1,82,...,8m € {1,2,.

.,n} que particionam {1,2,...,n} e sdo tais que

m
n < Z r(As,) +t
i=1
Em sua demonstragao, usaremos o resultado a seguir

Lema A.1. Sejam A uma matriz R X n sobre um corpo K, m um inteiro positivo e t um
inteiro nao negativo. Suponha que Sy, S, ..., S, € {1,2,...,n} sejam tais que

|J| < Z (Asins) +

(A1)
para todo J C {1,2,...,n}.

(i) Se wvaler a igualdade em (A.1) para L C {1

n}peM C{1,..
tgualdade ird valer para LU M.

.,n}, entio a

(i) Para cada j € {1,2,...,n} existe um tinico conjunto mazimal JU

9 tal que j ¢ J e
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vale a igualdade em (A.1) com J = JY). (Note que JYU) pode ser vazio).

(iii) Se J9), como definido acima, € ndo vazio, entdo existe um sub-indice i; €{l,...,m}

tal que S = S;;, contendo j, e satisfazendo

r (Asnugy) =7 (Asng) +1, (A.2)

para todo J tal que vale a igualdade em (A.1) e j & J.

Demonstracao: Primeiro observamos que o posto de uma matriz pode ser visto como a

dimensao de um espago vetorial. Considere V,W espacos vetorias, entao
dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W).

Observamos também que (VU W) C (V + W), assim dim(V U W) < dim(V + W) e
portanto, dim(VUW)+dim(VNW) < dim(V') +dim(W). Logo, vendo novamente como

posto de matrizes, considerando L e M subconjuntos de {1,2,...,n}, temos que
r(Arom) + 7 (Apam) < r(A) +7(Aum). (A.3)

(i) Suponha que a igualdade em (A.1) seja valida para J = L e J = M entao, usando
(Al)em LUM e LN M, (A.3) e a igualdade em (A.1) para L e M, obtemos

ILUM|+|LNM| <

NE

(7” (Asin(LuM)) +r (ASiﬂ(LﬂM))) +2t
1

.
I

[
NE

(r (Ainnyusinan ) + 7 (Asinnynsinan ) + 2t
1

-
I

NE

< D (r(Asar) + 7 (Asinn)) + 2t = | L[ + [M].

1

()

Uma vez que |L| + |M| = |L U M| + |L N M|, devemos ter a igualdade para cada
estagio acima e portanto temos o resultado para |L U M|.(O mesmo valendo para
|L N M]).

(i) Se ndo existe J tal que j ¢ J e a igualdade em (A.1) entdo, JVY) é vazio. Caso

contrario, usando o primeiro item vemos que
JU) = U{J;j ¢ J,JC{1,2,...,n}, e com a igualdade em (A.1)}.

o1



Apéndice A. Demonstracao do Lema 2.2

E pela construcgao, esse conjunto é maximal com essa propriedade.

(iii) Suponha que JV) seja ndo vazio e considere J = JU). Se ndo existe 1; satisfazendo

(A.2), entao Ag,nsugs}) tem posto r (Agns) e nos temos

m

T+ 1] = 1O GH € 30 (Asiogy) +1= 37 (Asen) +1 =]
=1

=1

uma vez que J satisfaca a igualdade em (A.1), temos uma contradi¢ao. Portanto,
existe um i; tal que S = S;, satisfazendo (A.2) para J = J@. Observamos também
que (A.2) é valida se, e somente se, j € S e a; ndo pertence ao subespaco formado
pelas colunas de Agn;. Desta forma, a verdade de (A.2) para J = JY implica que
j ¢ Jeque (A.2) évalida para todo subconjunto .J de J) e portanto, pelo segundo
item do lema, para todo J tal que valha a igualdade em (A.1) e j ¢ J.

|
Demonstrag¢do: (Lema2.2) Considere colegoes de m subconjuntos Si, Ss,...,S, C
{1,2,...,n}, que ndo necessariamente particionam o conjunto {1,2,...,n}, tais que para
todo J C {1,2,...,n} valha (A.1). Estaremos especialmente interessados em subconjun-

tos J para os quais assumam a igualdade, isto é,

[Tl =Y r(Asns) +1,
i=1

Comecemos com S; = Sy = ... = S, = {1,2,...,n} tais que S; N J = J para todo

Jj e tais que as hipoteses do lema impliquem que valha (A.1). Modificaremos a colegao

S1,59,...,5, em n passos.

Para o passo j, consideramos o conjunto J¥) como definido no Lema A.1 . Se JU)

esta vazio, definimos i; = 1, caso contrario, definimos ¢; como em (iii) do lema anterior.

Ti:{si\{j}, se il (A4)

Si Se Z:Z]

Definimos também

Entéao j pertence a exatamente um 17, ...,7,,(0 i; - ésimo) e os conjuntos 11, ...,T,,

ainda cobrem {1,2,...,n}. Mostramos agora que T1,T5,...,T,, e J sempre satisfazem
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(A.1) para todo J C {1,2,...,n}. Seja J C{1,2,...,n}. Se j ¢ J entao
T;NJ=5;NJ para todo ¢
e portanto, Ty, Ty, ..., T,, e J satisfazem (A.1). Assim supomos que j € J e escrevemos
J=LU{j} com j ¢ L. (A.5)

Existem dois casos a considerar:

Caso 1- Se valer desigualdade estrita em (A.1) para Sy, Ss,...,S, e L, entao

[J|=1+|Ll <14+ r(Agnr) +t,
=1
e dai,

|| < ZT (Ag,nr) +t < ZT(ATiOJ) +t,
i—1 i1

uma vez que (A.4) e (A.5) implicam que para todo ¢
SiNL=(S;\{yHNLCT,NnJ (A.6)

E portanto, fica provada a igualdade de (A.1) para 171,75, ..., T e J.

Caso 2- Supomos agora que valha a igualdade em (A.1) para Si,Ss,...,S5, ¢ L.

Conseqiientemente,

[T =1+L =1+ r(Asn)+t.

i=1

E como ¢é valida a igualdade em (A.1) para S;,Ss,...,S, e L, entdo JU) deve
ser ndo vazio e por isso, por (iii) do lema anterior e (A.4) para i;, o conjunto
S = 8;=5;, =T, satisfaz

1+ 7 (Ag,n) = (Asinugy) = 7 (Ann) -
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Usando isto com (A.6) para todo i # i;, temos

|J| < Z (Arng) +

e assim vale a igualdade em (A.1) para 171,75, ..., T, e J.

Completamos o passo j renomeando 14,75, ..., T,, como Sy, Sy, ...,S,. Desta forma,
com o fim desse passo, temos excluido o inteiro j de todos os S;’s exceto um, mas os 5;’s

ainda cobrem o conjunto {1,2,...,n} e satisfazem (A.1) para todo J C {1,2,...,n}.

Aplicando o passo j para j = 1,2, ...,n, chegamos a uma situagao onde S1, 5, ..., S,
é uma particao de {1,2,...,n} e satisfaz (A.1) para todo J C {1,2,...,n}. Assim,

colocando J = {1,2,...,n}, obtemos

n < ZT’(ASi) +1
i=1

como queriamos mostrar. [
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