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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de atrator global para problemas parabodlicos envolvendo
pertubacoes lipschitiziana de um operador maximal mondtono.

Palavras-chave: Atratores Globais, Problema Quasi-linear, Operadores Maximais Mono6tonos.



Abstract

In this work we study the existence of global attractors for parabolic problems involving lipschitzian
perturbations of a maximal monotone operator.

Palavras-chave: Global Attractors, Quasi-linear problems, Maximal Monotone Operator.
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia de atrator para o problema:

D) 4 Ault) + Bult) = 0,¢ > 0

dt (1)
u(0) = uy,

onde A é um operador maximal mondtono univoco e B uma fungao globalmente Lipschitz. A existéncia
de atratores globais para foi demonstrada por A. N. Carvalho, J. W. Cholewa e T. Dlotko em [6].
Se p > 2, conforme [6], para todo A € R o problema

u = Apu+ Au
u=0, x €N (2)
u(0) = ug € L(),

onde Q C R™ ¢ aberto, limitado com fronteira suave e Ayu = div(|Vu[P~2Vu), possui um atrator
global. Observamos que, se p = 2 a existéncia de atrator global para depende do valor de A. Isto
deve-se ao fato de que as propriedades dissipativas do p-laplaciano, p > 2, serem mais fortes do que as
propriedades correspondentes ao laplaciano, p = 2.

Em [I4] utilizando os mesmos argumentos de [6], foi provado que o problema com o p(x)-laplaciano

possui um atrator global.

Em [7], mostra-se que o problema

B ) + Aput) + Bu(t) = 0,£ > 0

dt (3)
u(0) = uo,

onde B é um operador localmente Lipschitz. Sob hipé6teses adequadas sob o operador B o problema
possui um atrator global.

O interesse em provar que um dado sistema possui atrator global reside no fato que o atrator
descreve todas as possiveis dindmicas que o dado sistema pode produzir e também que dentre todos

os conjuntos limitados que atraem limitados o atrator é o menor considerada a relacao de inclusao.



INTRODUAAO

Afim de propocionar um melhor entedimento dos assuntos abordados nessa dissertagao, organizamos-
a da seguinte maneira: No primeiro capitulo estudamos propriedades de operadores maximais moné-
tonos e dirigimos uma atencao especial para a subdiferencial de uma fungao convexa, pois o operador
p-laplaciano é subdiferencial de uma fungdo convexa. No segundo capitulo, estudamos os conceitos
de solugao forte e solugao fraca para inclusoes diferenciais bem como resultados de existéncia de solu-
¢ao. No terceiro capitulo apresentamos um breve resumo da teoria de comportamento assintético para
sistemas dindmicos dados por semigrupos e mostramos que um semigrupo ponto dissipativo e comple-
tamente continuo possui um atrator global. No capitulo quatro aplicamos a teoria desenvolvida nos
capitulos antecedentes para garantir a existéncia de solucao do problema e sob condicoes adcionais

para a existéncia de atrator.



Capitulo 1

Operadores Maximais Mond6tonos

Neste capitulo estudaremos propriedades relativas ao operadores maximais monétono, veremos sob
quais hipdteses podemos garantir que um operador maximal monoétono é sobrejetivo e que a soma de
operadores maximais monétonos é um operador maximal monotono. A principal referéncia para este

capitulo é Brezis [5]

1.1 Definicao e propriedades

Definigao 1.1. Seja (H,(. ,.)) um espago de Hilbert sobre R. Um operador (multivoco) A é uma

aplicagao A : H — P(H) cujo o dominio é D(A) = {x € H; Ax # 0} e a imagem Im(A) = U Azx.
z€D(A)

Quando para todo € D(A) o conjunto Az contém apenas um elemento, A é chamado de operador
univoco. Se A e B sdo operadores de H e \, 4 € R, entdo AA + uB é um operador de H defindo por
Mz 4+ pBx = { u+ pv;u € Az,v € Bx}, e D(AMA + uB) = D(A) N D(B).

Identificamos A com o seu grafico em H x H, isto é, {(z,y);y € Az}. Dessa forma podemos ordenar

o conjunto dos operadores pela inclusao de graficos, isto é,
A< B&Vxe H Ax C Bx.

O operador A~! ¢ definido como sendo o operador cujo grafico é simétrico ao grafico de A, ou seja,

ye A le & 2 € Ay.
Definigao 1.2. Um operador A de H € mondtono se para todos y; € Axy, yo € Axs temos

<y1 — Y2, 71 — 332> > 0. (1.1)
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Por simplicidade de notacao escrevemos
<Ax1 — Axo, 21 — x2> >0, Va1, 2 € D(A),

quando a relagao (|1.1)) é satisfeita.

Exemplo 1.1. Seja A um operador monétono, entdo A=, A definido como sendo o fecho de A em
H x Hy,, onde H,, denota o espaco munido com a topologia fraca e fl, dado por Az = convAz, também

sao maximais mondtonos.

Proposicao 1.1. Seja A um operador de H. A é mondtono se, e somente se, o operador (I + \A)™!

é uma contragao, isto é, para todos x1, x2 € D(A) e A >0
|z1 — zo] < |21 — 22 + AM(Az) — Ax9)|,
onde | - | denota a norma de H.
Demonstragao. De fato, sejam x1, 9 € D(A) e A > 0. Para todos y; € Az e yo2 € Az, temos
|1 — @2+ My — y2)* = a1 — @2 + 2My1 — y2, 21 — w2) + N2Jy1 — 2.
Se A ¢ um operador monétono, entdo 2\ (y; — y2, 1 — o) + A%y — y2|? > 0, logo
|71 — 22+ My1 — y2)| > |21 — 22|
Reciprocamente, se |1 — 2 + A(y1 — y2)| > |x1 — z2|, entdo
2(y1 — y2, w1 — w2) + Aly1 — 2> > 0.

Fazendo A — 0T, concluimos que A é mondtono. ]

Observamos que a caracterizacdo dada na Proposigao [L.1] utiliza apenas a norma do espago H.
Assim, no caso em que consideramos um espago de Banach (V,||.||y/) um operador A : X — P(X) ¢é
dito acretivo se,

Hml — a;QHV < H.%'l — T9 + )\(Axl — A.%'Q)Hv, X1, Tg € D(A)

A proposi¢ao acima mostra que o operador A mondtono em um espago de Hilbert é um caso particular

de operador acretivo definido em espago de Banach para mais detalhes ver 3, p. 71].

Definigao 1.3. Um operador A € mazimal mondtono, quando ele € mondtono e € maximal no conjunto

dos operadores mondtonos.
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Como o conjunto dos operadores mondtonos de H ¢é indutivamente ordenado, a definicdo acima

estd bem posta.

Observagao 1.1. Um operador mono6tono A é maximal se, e somente se, para todo par (z,y) € H x H

tal que <y — Al x — §> > 0 para todo £ € D(A) entao y € Ax.

Exemplo 1.2. Seja A um operador maximal monétono de H, entdo os operadores A~ e A\A, para

todo A > 0, sao maximais mondotonos.

Teorema 1.1. Sejam C' um subconjunto convexo fechado de H e A um operador mondtono de H.

Entao, para todo y € H existe x € C tal que

n+z,6—x) > (y,&—x), V() € A

A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada em [5], p.24].

Observagao 1.2. Seja C C H um conjunto convexo fechado. Consideremos F o conjunto dos ope-
radores monotonos de H cujo dominio esta contido em C. Notemos que F # (), pois o operador
identidade definido em C' ¢ monétono. Pelo Lema de Zorn existe A’ elemento maximal de F.

Vamos mostrar que Im(I + A’) = H. Com efeito pelo Teorema dado y € H existe x € C tal
que

(n+x,&—1x)>(y,&—x), V(&n) € A

Logo, pela Observagao temos que y — x € A'z. Portanto, Im(I + A’) = H.

Proposigao 1.2. Seja A um operador de H, sdo equivalentes:
(i) A é mazximal mondtono.
(i1) A € mondtono e Im(I +A) = H.
(iii) Para todo X\ > 0, (I + A)~! é uma contragio de H em si mesmo.

Demonstragao. (1)= (iii) Desde que A é maximal mono6tono, entdo o operador AA também o é, para
todo A > 0. Consideremos C' = H na observagao anterior, assim A’ = AA. Logo, Im(I + \A) = H, e
pela Proposicao temos que (I + AA)~! é uma contragao.
(iii) = (ii). Pela Proposigao A é monotono, fazendo A =1 temos Im(I + A) = H.
(il)= (i). Seja B um operador monétono, tal que A C B. Se y € Bz, por hipotese existe 2’ € D(A)
tal que
r+yca +Ax c 2’ + Ba'.
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Assim, y + x — 2’ € Bz'. Considerando (£,71) = (z,y) € B, pela monotonicidade de B temos que
0<(y+az—2 —ya' —x)=—|z -2

Logo, x =2’ e y € Ax. O

Outra consequéncia do Teorema [I.1] é:

Corolario 1.1. Seja A um operador mondtono, entao existe A’ mazximal mondtono tal que A" € uma

extensao de A e D(A") C conv(D(A)).

Para demonstrarmos o corolario acima, basta tomarmos F, como o conjunto dos operadores moné-

tonos cujo dominio esté contido em D(A) e que estende A, e proceder de maneira analoga a Observagao

O proximo exemplo mostra que operadores maximais mondtonos sdo uma generalizagdo de opera-

dores maximais monotonos lineares apresentada em [4, p. 102].

Exemplo 1.3. Seja A um operador linear, ndo limitado, mon6tono. Entdo A é maximal mond6tono
se, e somente se, D(A) é denso em H e A é o elemento maximal no conjunto dos operadores lineares

monodtonos.
Proposicao 1.3. Seja A um operador univoco com D(A) = H em H. Se A é hemicontinuo, isto ¢,
A({1 —t}x +t&) — Az, quando t — 0, para todo £ € H, entao A é mazimal mondtono.

Demonstra¢ao. Com efeito, seja (x,y) € H x H tal que
(Az' —y, 2’ —x) > 0.
Assim, para todo £ € H et € (0,1) temos
(A1 = e + 1) —y, & —x) = 0.

Como A é hemicontinuo temos

Portanto, Az = y e pela Observagao [I.1] segue que A é maximal monotono. O

Exemplo 1.4. Seja (V,||.||y) um espaco de Banach reflexivo, tal que V < H < V* com imersoes

continuas, e V' é denso em H. Seja A : V — V* univoco, monétono, hemicontinuo e coercivo, isto &,

A "
lim 7< Uy Uy v

= 007
lully =00 [Jullv
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onde (, )y« denota o produto dualidade de V' e V*. Consideremos D(Ay) = {v e V;Av e H} e o
operador A como sendo a restrigdo de A a D(Ap), entao Ay é maximal mondtono em H. Com efeito,
Ap é mondtono. Segundo [13], a equacdo = + Ax S y tem solugao para todo y € V*, em particular

paray € H.

No Capitulo 4, estudaremos a resolucao de inclusao diferencial cujo operador é Ay. A proposicao
a seguir serd bastante utilizada, quando provarmos que um elemento esta no dominio de um operador

maximal mono6tono A.

Proposicao 1.4. Seja {(xn,yn)} C A tal que x,, — z, y, — y e limsup(zp,yn) < (x,y). Entao
(2,y) € A € (Tn, yn) = (T, y)-

Demonstragao. Seja (€,m) € A, como A é monétono e (zy,yn) € A, temos
(@ —&yn—m) =20, V.
Desde que limsup(zy, yn) > (z,y), z, — x € y, — y, concluimos que
0 <limsup(zn — & yn —m) <z — &y —1n).

Logo, pela Observacao segue que (z,y) € A.

Além disso, segue da monotonicidade de A, x, — x e y, — y que
0 <liminf(zx — zn,y — yn) = —(z,y) + liminf(x,, y,).

Assim, liminf(z,,, y,) > (z,y). Portanto, (x,,yn) — (z,y) O

Seja A um operador maximal monétono. O operador resolvente de A é definido por
Ix=(T+XA) "z, VA>0 Ve H.

Segue da Proposicao [1.1] que Jy é um operador univoco e como consequéncia da Observagao [1.2

Jyr € D(A) para todo z € H e A > 0. Além disso, o operador resolvente satisfaz:

Ia(@) = J, (%:c +(1- %)m) .

Teorema 1.2. Se D(A) é um conjunto convero de H, entdo para todo x € H,

/1\13% Jyr = Proj5 Ay -
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Demonstragao. Seja C' = conv(D(A)), pois D(A) é convexo e fechado. Sejam x € H e x) = Jyz,

assim,
T — Xy

A

Inicialmente provemos que ) — proj-x. Para isso consideremos (£,7) € A, pela monotonicidade de
p q projc n

)+ ANz = 2 <— € Axy.

A temos

)

Logo,

o < —(2,€) + (2x, 2 + &) + M~ (n.20) + (,6)}. (1.2)

Assim, utilizando a Desigualdade de Young para todo € > 0 temos que

oAl € 1= (@) + (rna + &) + M=lma) + (1)
<V, &1+ laalle + €+ Aalleal + Alfn, €)
2 2

< elaal 4 I, &)+ Alfn, )] + LA,

1
Tomando € = ok temos
A l* <2 ({2, )+ AL, )] + [ + €12 + A%|n]) .

Logo, {x)} é limitado quando A\ — 0. Seja A, > 0 uma sequéncia tal que A\, — 0, assim existe 2o € C
tal que zy, — o e como | - |? é uma fungdo convexa e semicontinua inferiormente segue de ([1.2)) que
[wol* < liminf oy, |* < (@ + € 20) — (2,€), ¥ & € D(A).

Como os elementos de C' sao limites de combinagbes convexas de elementos de D(A) a desigualdade

precedente é valida para todo n € C. Dessa forma concluimos da desigualdade anterior que
(x —mo,20— &) <0, VEEC.
Assim xg = projcz. Da unicidade da projegao concluimos que

lim x) = projox, em Hy,.
A—=0

Mostremos agora que o limite acima é valido na topologia de H. Pela desigualdade (|1.2)) e propri-
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edades do limitte superior temos que

limsup |zx|* < (z,z0 — &) + (z0,£), V€ € D(A).
A—=0
Novamente obtemos que a desigualdade anterior permanece vélida para todo £ € C, em particular para
¢ = xp, assim

lim sup |z [* < [ao|*.

A—=0
Como H é um espaco de Hilbert, x) converge fracamente para xg e )l\in% |za| = |x|, concluimos que
—>
xzx — x9. Como D(A) é convexo e fechado temos que C' = D(A). O

Notemos que utilizamos o fato de D(A) ser um conjunto convexo para inferir que conv(D(A)) =

D(A). Entao se z € D(A) temos que Jyr — x mesmo que D(A) ndo seja um conjunto convexo.
Sabemos que o operador A definido em D(A), por Az = conv(Az), é mondtono, quando A é
monoétono. Se A é maximal entdo Ax é um conjunto convexo e fechado, pois do contrario o operador

A é uma extensao de A o que contraria a maximalidade de A.

Definigao 1.4. Seja A um operador mazimal mondtono, definimos o operador A° que a cada x € D(A)

associa o elemento de norma minima de Az, isto €, A’z = proj4,0.

Definicao 1.5. Seja A é um operador maximal mondtono, entdao para todo A > 0 definimos a apro-
. ~ . I—Jy
zimacgao de Yosida por Ay = T

Notemos que a aproximagao de Yosida é um operador univoco em H, pois, Jy é uma contragao de

H em H. Uma vez que A nao é necessariamente univoco temos que Ay C AJjy.

Proposigao 1.5. Seja A um operador mazximal mondtono, entdo as sequinte afirmacoes sao verdadei-

ras:
(i) Ax é um operador mazimal mondtono e lipschitziano de constante %;
(1) (Ax)p = Axgps VA, > 0;
(iii) Para todo x € D(A) , |Axz| 1 |A%| , Axx — A% quando A — 0 e |Ayz— A%| < |A%z|? —|Ayx|?;
(iv) Para todo x ¢ D(A), |Axx| T oo quando A — 0.
Demonstrag¢ao. (i) Sejam x1, xo € H, entao

(Ayay — Axza, Jawy — Jawe) + N Ayey — Ayaa)? = (Ayay — Az, 1 — 29)

< |Ayz1 — Axzal|lzr — x2).



(i)

(iii)

CAPITULO 1. OPERADORES MAXIMAIS MONOTONOS
Pela definigdo de Ay temos que Ayx € A Jyx para todo = € H. Assim,
(Azx1 — Ao, Jyz1 — Jrza) > 0.
Logo, Ay é mondtono e
AAyzy — A)\xg\Q < |Axz1 — Apzallzy — 22|

Portanto, Ay é monoétono e lipschitziano. Mostremos agora que Ay é hemicontinuo e pela Pro-

posicao concluimos que é maximal. Seja £ € H, entao para todo ¢t € (0, 1) temos
1
|Ax(z{l —t} +t&) — Ayz| < Xt|x +¢ —0,t—0.

Observemos que (z,y) € Ay se, e somente se, (z — Ay,y) € A. Pois,

yzm_;w = z-Ay=Az =z ([ +A)(x—Ay)

— —(z—My)+xeN(x—\y) <= ye Alx—\y).
Aplicando o fato acima trocando A por A, o resultado segue.

Seja x € D(A), como A é mondtono e Ayx € AJyx temos

<A0x — Ayz,x — Jyx)y >0

— |Ayz|* < (A%, Ayx).

Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que |Ayz| < |A%z|. De maneira analoga,
concluimos que

[Anppel? < (Axpuz, Axz) e [Angua| < [Axz], A, p>0.

Assim, pelas desigualdades anteriores temos que
| Ay — Axz)? = |Azz|? — 2(Axi 7, Azz) + |Ani ) < |Azzl® — |Axgpuz]?

Logo, |Axz| é uma sequéncia de Cauchy. Assim, existe y € H tal que Ayx — y. Por outro lado,
como |z — Jyz| = A\ Axz|, temos que Jyxr — x quando A — 0. Pela Proposicao temos que
(z,y) € A, com |y| < |A%|. Portanto, y = A%x.

Suponhamos por absurdo que |Ajz| é limitado, quando A\ — 0 e x ¢ D(A). Assim, existe
y € H tal que Axx — y quando A — 0. Seja C' = conv(D(A)). Pelo Teorema temos,
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)1\15)% Jyr = projcx. Assim, pela Proposicao temos (projoz,y) € A. Por outro lado,
o~ projal = min o — €] < lim o — Jye| = lim Al Ava| = 0.

Logo x € D(A), o que contradiz a suposi¢ao x ¢ D(A). Portanto, |Ayz| T oo quando A — 0.

Definigao 1.6. Seja A um operador maximal mondtono. Uma se¢do principal de A € um operador

univoco A', com A" C A e D(A") = D(A) tal que para todo (x,y) € D(A) x H com
(A'¢ —y,6—1) >0, VEED(A).

Entao, y € Ax.

Proposicao 1.6. O operador A° é uma secao principal de A.

Demonstracio. Consideremos M = {(z,y) € D(A) x H; (A% —y,& —x) >0, V& € D(A)}. Notemos
que para todo (w, z) € A temos que (A% — z, & —w) > 0, pois A é monédtono, logo A C M. Portanto,
é suficiente mostrarmos que M é um operador mondtono, pois A é maximal.

t —;m € D(A), entao para todo £ € D(A) temos

Sejam (21,y1), (2,y2) € M, e x =

(= A%, Z = 426 >0

e
<y2—A°§,%+“+x—é’> >0,
Logo
Tl — T2 —x1 + T2
0 < (n-A%T T2 ha-g+ (- A% LT o)
1
= §<y1 — Y2, 21 — @2) + (y1 +y2 — 24°% 2 — £).

Assim,

St~ — 22} 2 s 1, — €) + 2(4%,7 ).

Em particular, se ¢ = Jyz temos que 2(A%Jyz, z — Jyz) > 0. Logo,

1
§<y1 —Y2,T1 — JJQ) > —<y1 + Y2, T — J,\x>.
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Fazendo A — 0, temos Teorema que Jyr — projm T = x e assim

(y1 — y2, 21 — x2) > 0.

Portanto, M é mondtono. ]

Corolario 1.2. Sejam A e B dois operadores maximais monotonos.

(i) Se D(A) = D(B) e A’ = B? entio A = B.

(ii) Se D(A) C D(B) C D(A) e A’ C B entio A = B.

Demonstragao. (i) Sejam £ € D(A) = D(B) e (z,y) € A, entao
0< <A0§_y7£ _‘T> = <BO£ - y,§—$>

Como BY é uma se¢ao principal de B temos (x,y) € B. Logo, A C B, como A é maximal segue que
A=B.
(ii) Seja (x,y) € B entao por hipotese para todo £ € A temos

<A0§*y,€*$> ZO

Como A° & secdo principal de A temos que (x,y) € A, logo B C A. Como B é maximal monétono
temos que A = B. O

Agora, analisemos condi¢Ges necessarias e suficientes para que um operador maximal mondtono A

seja sobrejetivo. Para isso necessitaremos de algums resuldados preliminares.

Definigao 1.7. Seja B um operador de H. Dizemos que B € limitado em uma vizinhanga de xg €

D(B), se existe uma vizinhanca U de zq tal que U Bx € limitado. Dizemos que B € localmente
zelU
limitado, se é limitado em vizinhangas dos pontos de D(B). O operador B é dito limitado se para todo

U C H limitado, entdo U Bx ¢ limitado.
zelU

Lema 1.1. Seja B um operador mazimal mondtono tal que B° seja limitado em uma vizinhanca de

xg € D(B), entao xg € D(B).

Demonstracio. De fato, seja x, € D(B) tal que z, — . Por hipétese B? é limitado em uma
vizinhanca de xg, assim existem y € H e Bz, tais que Bx,, — y. Pela proposigao 1.4 segue que
(x,y) € B. O



1.1. DEFINICAO E PROPRIEDADES 11

Lema 1.2. Seja {D,} C P(H) uma sequéncia crescente de conjuntos, isto é, D, C Dy+1 para todo
neN, eD= UDn. Suponhamos que Int(conv(D)) # 0, entio Int(conv(D)) = UInt(conv(Dn)).
n

n

Demonstragao. Inicialmente notemos que conv(D) = U conv(D,,). De fato, claramente U conv(Dy,) C
n

n

k k

conv(D). Agora se x € conv(D), entao x = Zaixi comz; € D e Zai = 1. Como {D,} é uma
i=1 i=1

sequéncia crescente, existe Ng € N tal que z; € Dy, parai=1,--- , k. Logo, z € conv(Dy,).

Consideremos K = Int(conv(D)), entao

K C Uconv(Dn) CK.
n

Aplicando o Teorema de Baire ao espago K e a sequéncia de fechados K Nconv(D),,), temos que existe
no € N tal que Int(conv(D,,)) # 0. Como Dy C D,, para n > ng, temos que Int(conv(D,,)) C
Int(conv(D,,)) logo

conv(D,,) = Int(conv(D,,)).

Pela inclusao K C U conv(D,) C K, temos K = U Int(conv(D,,)). Mas o conjunto U Int(conv(Dy,,))

n n n
é aberto e convexo. Portanto K = U Int(conv(D,,)). O

n

O teorema a seguir seré aplicado para demonstrarmos uma condicao suficiente para que um operador

maximal seja sobrejetivo.

Proposigao 1.7. Seja B um operador mazimal mondtono, tal que Int(conv(D(B))) # 0. Entao,
Int(D(B)) € convezo, Int(D(B)) = Int(D(B)) # 0 e B ¢ limitado em uwma vizinhanga de todo ponto
de Int(D(B)).

Demonstragao. Consideremos B, = {(z,y) € B;|z| < n, |y| < n}, a sequéncia {B} é crescente em
P(H) com B = U B,,. Por hipotese sabemos que Int(conv(B)) # ), assim pelo lema anterior temos
n

que
Int(conv(B)) = U Int(conv(By)).

Afirmamos que dado x € Int(conv(D(B,,))) existe uma vizinhanga V, tal que Bly, é limitado. De
fato, sejam zg e 7 > 0 tais que By(zo) C conv(D(By)), seja (z,y) € B tal que € Br(zo). Entao,
para todo (&,7n) € By, temos

0<(n—y&—x)
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Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(y,€ —x) < Inll¢ — 2| < n(n+mn) =2n%

A desigualdade acima permanece vélida para todo £ € conv(D(B,)). Consideremos £ de modo que

Y ~
§E—x=r——, entdo &£ € B(xg) €

4 2
Assim, |y| < i, desta forma B é limitado em B, (x¢).
r

Segue do Lema que Int(conv(D(B))) € D(B). Como conv(D(B)) é um conjunto convexo,

temos que Int(conv(D(B))) = Int(D(B)). Dessa forma concluimos que, Int(D(B)) = Int(D(B)), e
portanto B é limitado em uma vizinhanga de todo ponto de Int(D(B)) O

Segue imediatamente da proposi¢ao acima que, se A é um operador maximal monotono tal que
Im(A) = H, entdo A~! & localmente limitado, pois, Int(conv(D(A7!))) = H e A~! é monétono

maximal. O resultado a seguir também é uma consequéncia imediata da proposi¢ao precedente.
Corolario 1.3. Seja B um operador mondtono univoco com D(B) = H, entao sao equivalentes:
(i) B € mazimal mondtono.

(i) B € demifechado ( i.e. o grifico de B é fechado em H x H,).

(iii) B € demicontinuo (i.e. B € continuo de H em H,,).

(iv) B é hemicontinuo.

Demonstragao. ()= (ii) Segue da Afirmacao 1.1.

(ii)= (iii) Sejam B uma extensdo maximal de B, e {z,} € D(B) tal que z, — = € D(B). Pela
proposicao anterior temos que B ¢ localmente limitado. Logo, existe y € H tal que Bz, = Bz, — Y,
como por hipotese B é fechado de H em H,, temos que y € I'm(B) e assim pela proposi¢ao 1.4 temos
que y € Bz. Pela unicidade do operador B concluimos que y = Bz. Portanto B é demicontinuo.

(iii)= (iv) Segue imediatamente da definicdo de continuidade.

(iv)= (i) J& demonstramos na Proposicao O
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o

Seja A um operador maximal monétono tal que A~! é localmente limitado, dessa forma (A~1)°
limitado. Assim, pelo Lema temos que D(A™!) = I'm(A) é fechado. Nessas condicdes, Im(A)

aberto, e portanto Im(A) = H. Com efeito, sejam (zg,y0) € A e 7 > 0 tais que A~! ¢ limitado em

>

B, (yo), consideremos y € B,(yg). Como A é um operador maximal temos que, para todo £ > 0 existe
Yy + exg

xe tal que . = Ji( ). Seja, ze =y +e(xg — x:) € Az, entao pela monotonicidade de A temos

<y0 — Ze, X0 — xa) >0,
logo,
<y0 — Zey Ze — 3/> > 0.

Assim,

0< <y0 — Zg, Ze —y0> +<yo—z5,yo—y).

Dessa forma,

lyo — 21> < |yo — 2zellyo — yl = |yo — 22| < |yo —y| < -

Desde que, r. € A~ 'z, temos que {z.} é limitada, logo 2. = y + e(zo — z) — ¥y, quando & — 0.

Portanto y € Im(A) como I'm(A) é fechado temos que y € Im(A).
Como ja sabemos se A é um operador maximal monétono tal que Im(A) = H, entdao A~! ¢é

localmente limitado. Temos assim, demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 1.3. Seja A um operador mazximal mondtono de H. Entio A € sobrejetivo se, e somente se,

A=Y ¢ localmente limitado.

Como consequéncia temos os seguintes corolarios.

Corolario 1.4. Seja A um operador mazimal mondtono de H com D(A) limitado, entdo A é sobreje-

tivo.
Corolario 1.5. Seja A um operador mazimal mondtono tal que

lim |A%| = oo, 2 € D(A).

|z|—o0

Entao A € sobrejetivo.

Demonstracio. Sob essas condi¢des o operador A~ é limitado. De fato, suponhamos por absurdo

que A~! ndo é limitado, entdo existe yg € Im(A) e uma vizinhanca U limitada tal que o conjunto
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U A7y, nao é limitado. Seja x,, € A~ (U) tal que |z,| — oo, assim,

yelU
lim |A%,| = occ.
Tp—>00
Obtemos assim uma contradi¢ao, pois {A%,} C U. Portanto A é um operador sobrejetivo. O

Corolario 1.6. Seja A um operador mazimal mondtono coercivo, isto €, existe o € H tal que

lim (A%, x — x0)

| o0 ||

=00, ¢ € D(A),

entdo A € sobrejetivo.

Demonstragio. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que (A%, — xo) < |A%2||z — z0, logo
para x € D(A) temos que

lim |A%2| = oo,
|z|—o00

pelo coroléario precedente temos que A é sobrejetivo. ]

Sabemos que se A e B sdo operadores monotonos, entdo A+ B é um operador monétono. Entretanto
nem sempre A + B é um operador maximal monétono quando A e B sdo maximais mondtonos, pois
pode acontecer que A N B = ). Veremos a partir de agora condi¢oes para que a soma de operadores

maximais mondtonos seja um operador maximal monétono.

Lema 1.3. Sejam A operador mazimal mondtono e B um operador lipschitziano de H em H, entao

A+ B é um operador mazximal mondtono.

Demonstracao. Seja | a constante de Lipschitz do operador B, suponhamos inicialmente que [ < 1.
Seja y € H, entao a equacao
x4+ Ax + Bx 3 y,

é equivalente a,

z=(I+ A~ (y— Bzx).

Logo, a aplicacio K : H — H dada por Kz = (I + A)~!(y — Bz) é uma contracdo, pois (I + A)~!
e B s@o contragoes. Dessa maneira, K tem um ponto fixo. Assim, pela Proposigao (ii), A+ B é
maximal monétono.

. - , A B .
No caso em que [ > 1, consideremos os operadores maximais mondtonos AT Pelo caso anterior
A+ B

5] ¢ maximal nondtono e portanto A + B também é maximal moné6tono. O
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Sejam A e B operadores maximais mondtonos, dado y € H o Lema [1.3] garante que para todo

A > 0, existe x) a solucao da equagao,
T+ Ax) + Baz) D v, (1.3)

uma vez que a aproximagao de Yosida B) é um operador maximal mondtono lipschitziano. Sob certas

condigoes x) é uma aproximacao da solucao x da equagao x + Ax + Bx 3 y.

Teorema 1.4. Sejam y € H, A e B operadores maximais mondtonos. y € Im(I + A+ B) se, e
somente se, Byxy € limitado quando A — 0. Neste caso, xy — x onde x € solu¢do de x + Ax+ Bx 3y
e Byxyx — m, onden € o elemento de norma minima do convexo fechado Bx N (y — x — Ax). Além

disso, temos

2y — 2| < VAl Brzx —nl.

Demonstra¢ao. Suponhamos que y € Im(I + A+ B). Sejam x a solugdo de y € x + Ax + Bx, en o
elemento de norma minima de BzN(y—x—Ax). Sejam{ =y—xz—n € Az e &) = y—x\—Brx) € Ax).

Pela definigao de £ e &) temos,
[z — o> + (& — & za — x) + (Bawy — 05 — 1) =0, (1.4)

Escrevendo z), — 2 = x) — Jf@\ + Jf:z»\ — x, onde Jf é o operador resolvente de B. Segue da
monotonicidade de A e da equacao (1.4) que

o
IN

(& —&an—a) = —|oy — 2’ — (Bazy — & 2) — )

—|zy — 2| = {(Bawy — m,2x — J22)) + (Bawy — 1, JX ) — 1)}

< —lzy— 2 = (Bazy —n 2 — JP)).
Assim,
(Bawy — & JPauy — 1) < —|ox — z. (1.5)
De modo que,
(Byzy —n, JPxy —2) = \M(Byzy — 0, Bazy) < 0.
Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, concluimos que

[Baza| < [n]. (1.6)
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Além disso, segue de (1.5) e (1.6 que
25 — 2> < MBaza — 0, Baza) < 2Xnf°.

Dessa forma, temos que x) — x e J/{B:c)\ — x quando A — 0.

Seja A\, uma sequéncia tal que \,, — 0, entao existe 71 € H tal que B), x), — m. Pela Proposicao
temos que (z,71) € B. Ademais, &\, — & =y —x —n1, com & € Az, pois A demifechados, dessa
maneira concluimos que

m € BxN(y—x— Ax).

Mas |n1] < |n| e n é o elemento de norma minima de Bz N (y —x — Ax). Logo, m1 = n e pela unicidade
do limite temos que Byz)y — 1, quando A — 0, com |Byxy| < |n|. Assim, Byzy — 1. Por (1.5]) e (1.6))

temos que

[z = =] < V/AIn[[Bazx — 1.

Reciprocamente, suponhamos que Byx)y é limitado. Para todo A > 0 definimos
=y —xy— Byx) € Ax).
Entao, pela defini¢do de &), temos
|z — $u|2 + (& — &y — xp) + (Bary — Buxy,xy —xy) = 0.

Como, =) — x, = AByz\ — uBux, + Jhxy — Jux,, pela igualdade anterior e por A ser um operador

mondétono temos,
0 < (& =& mn—apu) = —|or—2u* + (Buxy — Bawa, ABAwx — t1Buay) — (Bazy — Buay, JVax— T2 x,).

Pela desigualdade precedente e monotonicidade de B temos que

IN

|z — mHIZ (Bux, — Bz, \Byzy — uBux,,)

< |Bux, — Bazy||AByxy — pBux,l.

Como Bjyx) ¢é limitado quando A — 0, temos que {z)} é uma sequéncia de Cauchy quando A — 0.

Dessa maneira, existe x € H tal que z) — x quando A — 0. Além disso, existem &y, 19 € H tais que

Byzy — no, &\ — So-

Como A e B sao fracamente fechados temos que &y € Ax e 19 € Bx assim, y = x + £ + 1g. Portanto
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yeIm(I+ A+ B). O

Lema 1.4. Sejam A e B dois operadores maximais mondtonos, com D(A) N D(B) # 0, entio para

todo y € H as solugoes xy de (1.3) permanecem limitadas quando A\ — 0.

Demonstragao. Com efeito, seja xg € D(A) N D(B) e yx € xg + Axg + Bz, como A é monoétono

temos

o
IN

(y —xx — Bawy — (yn — 20 — Bazo), x\ — o)
= (y—yror — 20) — |27 — 30> — (Bawy — Bawo, T\ — T0)

< {y —ya,ox — z0) — oA — 0|,
onde a ultima desigualdade deve-se ao fato de B) ser mon6tono. Assim,
[z — zo|* < (Y — yn, 2x — 20) < |y — yallzr — w0l
logo, |7y — 20| < |ya — y| que é limitado, pois, |Bawg| < |B%xg|. Portanto, {z\} é limitado. O
Utilizemos o lema anterior para demonstrar alguns corolarios do Teorema [1.3

Corolario 1.7. Sejam A e B dois operadores maximais mondtonos tais que B € dominado por A, isto

é, D(A) C D(B) e existe k <1 e uma fungao continua w : R — R tais que
|B%| < k|A%2| 4+ w(|z|), ¥ = € D(A).

Entao, A+ B € um operador mazximal mondtono.

Demonstragio. Dado y € H, mostremos que Bz , como no Teorema[I.4]é limitado para todo A > 0.

De fato, como A% é o elemento de norma minima de Az temos que

1A%\ < |yl + [@a] + | Baza|
< |yl + |za] + | B,
<yl + |zl + kA% + w(|za).
Dessa forma,
|A0$>\| < |y[+|x/\|+w(|x>\|)

1—-k
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Desde que w é continua e |zy| é limitado temos que |A%z,| é limitado, quando A — 0. Logo |Byx,|

também ¢é limitado quando A — 0, pois, pela Proposi¢ao (iii), |Baza| < |B2y| e
|B x| < k|A%| + w(|zal)
que ¢ limitado. Pelo Teorema 1.4, A+ B é maximal monotono. O

Corolario 1.8. Sejam A e B dois operadores mazimais mondtonos, tais que Int(D(A)) N D(B) # 0.

Entao, A+ B é mazimal mondtono e

DA)ND(B) = D(A) N D(B).

Demonstragao. Inicialmente, suponhamos que 0 € Int(D(A))ND(B) e 0 € BO. Como Int(D(A)) # 0,
segue da Proposicao 1.7 que existem r > 0 e M > 0 de modo que, B,(0) C D(A) e |n| < M para todo

(&,m) € A tal que [€] < r. Assim, se (u,v) € A pela monotonicidade de A temos
<U_777u_£> > 0.
Pela bilinearidade e Desigualdade de Cauchy-Schwarz concluimos que,

(v,€) < (v,u) + M{r + [ul}.

(Y

[l

Tomando £ = r—— temos que

rlv| < (u,v) + M{|u| + 7}, V (u,v) € A.
Em particular, se u = x) e v =y — Byx) — x) € Azx) temos
rly — Baxxzy — zx| < (y — Baxy — xx, x2) + M{|xy\| + 7}
Da monotonicidade de By temos que (Byzyx,z)) > 0, pois, se 0 € B0 entdo 0 = |B%0| > |B)0|. Assim,
r[Baea| < r{lyl + [eal} + [y — 2allzal + M{|zr| +r}

Como |x)| é limitado, concluimos que |Byzy| é limitado e pelo Teorema obtemos que A+ B é
maximal mondtono.
Além disso, seja x € D(A) N D(B), pela Proposicao [1.7| temos que Int(D(A)) = D(A), assim para

todo € > 0 existe zg € Int(D(A)) tal que |z — zo| < e. Notemos que JPzy — xo quando A\ — 0, pois
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zo € D(B). Logo, para A suficientemente pequeno JEzy € D(A) N D(B) como

\JPxg — x| < |JPxo — JPx| 4+ |JP2 — 2| < |wo — 2| + | TPz — 2| < 26.

Assim, D(A) N D(B) ¢ D(A)N D(B). Portanto D(A) N D(B) = D(A)N D(B). No caso em que
0 ¢ Int(D(A)) N D(B). Fixemos z € Int(D(A)) N D(B), e consideremos os operadores A e B!, cujos
os dominios sdo D(A') = D(A) — z e D(B') = D(B) — z, definidos por

Az = Az + Bz, e B'w = Bw; — B%z,

onde 7 =z — 2z e w=w; — z, com x € D(A) e w; € D(B). Notemos que os operadores A! e B! sdo
maximais monétonos, pois sdo translacdes de operadores maximais monétonos, A + Bl = A+ B e

0 € Int(D(A)) N D(B). Portanto, segue do caso anterior que A + B ¢ maximal monotono. O

Decorre desse corolario que A + B é maximal mondtono, sempre que A hemi-continuo definido em

H e B é maximal mondétono.

1.2 Subdiferencial

Seja ¢ : H —] — 00, 00| uma fun¢do convexa propria, isto é, ¢ # oo e para todos z, y € H et €]0, 1]

p(tr + (1 —t)y) < tdp(x) + (1 —t)d(y).

O conjunto D(¢) = {zx € H; ¢(x) < oo} é um conjunto convexo. A subdiferencial d¢, é definida por

y € 0¢(x) == ¢(§) > ¢p(z) + (y,§ —x), VE € H.

Notemos que a subdiferencial 0¢ define um operador monétono em H. Por defini¢do de d¢, temos
que D(0¢) C D(¢). Assim, se y; € dp(x1) e y2 € Op(x2) entao,

(o) > d(z1) + (y, 22 — 1) e B(z1) > d(22) + (Y2, 71 — T2).

Logo,
(y1 — y2, 21 —22) > 0.
Além disso, se ¢ é semicontinua inferiormente, s.c.i., isto é, para todo 5 > 0 o conjunto {¢ < 8} =

{z € H;p(x) < } é fechado. Entao 0¢ é maximal mondtono.

Para demonstrar esse fato, necessitamos das seguintes afirmacées.
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Teorema 1.5. Seja ¥ uma fun¢do conveza, s.c.i e propria em um espaco de Banach V. Entao, 1 é

limitada inferiormente por uma funcao afim, isto €, existe * € H e o € R tais que
P(x) > (", x)y=y +a, Ve eV

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [3, p. 51| . No caso em que V = H é um

espago de Hilbert, obtemos como consequéncia do Teorema de Riesz que existe y € H tal que
Y(z) = (y,2) ta,Va eV

Proposigao 1.8. Seja ¥ uma fungao convexa, s.c.i e propria definida em um espaco de Banach
reflexivo. Suponhamos que
lim (z) = oc.

|z| =00

Entao, ¢ atinge um valor minimo.
A demonstracao do resultado precedente pode ser encontrada em [3, p. 52].

Lema 1.5. Seja ¢ uma fungao convexa, s.c.i e propria em H e 8> 0. Dadoy € H, a fung¢do conveza

d(x) = o(x) + §|x —y|? atinge seu elemento minimo em xq se, e somente se, B(y — wo) € Ap(x0).

Demonstracao. Antes de demonstrarmos esse lema, observemos que zq existe devido ao Teorema [1.5
e a Proposicao
Suponhamos, que S(y — xg) € dp(xp), entao

B8 — B(z0) > Bly — 70, € — o) = & (20 — y? + I& — wol? ~ 1€ — o).
Logo,
SE)+ D1~y > olao) + o — P

Ou seja, zg é ponto de minimo.
Reciprocamente, suponhamos que ¢ atinge seu valor minimo em xy. Dado 1 € H, consideremos

& = (1 —t)xo + tn, para todo t €] 0,1[. Entao,

t(p(n) — d(x0)) = d(&) — d(x0) = g(lwo —yl? = (1 =t)zo +tn—y|?) = tB(n — z0, 20 — y) +t*|1 — wo|*.

Logo,
¢(n) — (o) > B(n — w0, x0 — y) + tln — zo*.

Fazendo ¢t — 0 temos que S(y — zo) € 0¢(xo). O
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Fazendo 8 = 1 concluimos do lema acima que dado y € H, entao existe g € D(A) tal que
y € xo + 0¢(xg). Portanto, se ¢ é uma func¢do convexa, s.c.i e propria, entdao d¢ é um operador

maximal monétono.
Consideremos A = ¢, é possivel mostrar que A~! = 9¢*, onde ¢* a funcao conjugada de ¢, isto &,

¢"(z) = sup{(z,y — 6(y)}-

ye

Definigcao 1.8. Um operador A de H € ciclicamente mondtono, se para toda sequéncia ciclica
{x()v L1, " 3T = f]f(]} C D<A)7

e para todos y; € Ax;, 1 =1,--- ,n entdo

Notemos que todo operador ciclicamente monétono é um operador monétono, mas a reciproca nao

¢é verdadeira.

Seja ¢ : H —] — 00,400| convexa, s.c.i. e propria entdo d¢ é ciclicamente mon6tono. Na ver-
dade, todo operador ciclicamente mon6tono admite uma extensao a uma subdiferencial de uma func¢ao

convexa ¢.

Teorema 1.6. Seja A um operador mondtono. Entdo A € ciclicamente mondtono se, e somente se,

existe uma fungao convexa ¢ : H —] — 0o, +00| s.c.i. e propria tal que A C O¢.

Demonstrag¢ao. Se D(A) = () ndo a nada a fazer.

Sejam (xg,yp) € A e z € H. Consideremos

o(x) = sup{(x — zp, Yn) + (Tn — Tn—1,Yn—1) + - -+ + (&1 — Z0,Y0) },

onde o supremo acima é tomado sobre todas as sequéncias finitas (z1,41), (z2,%2), -+, (Tn,Yn) € A.
Como ¢ é o supremo de fungdes lineares continuas, temos que ¢ é s.c.i. e convexa. Além disso, como
A é ciclicamente mono6tono temos que ¢(xg) < 0, logo ¢ é propria.

Mostremos que se (z,y) € A, entdo (z,y) € 0¢. Sejam (x1,y1), (z2,42), -+, (Tn,yn) € A e
¢ € H, por definicao de ¢ temos

d(&) > —x,y) +(x — Zn,yn) + (Tn — Tpn—1,Yn—1) + - + (&1 — 20, Y0)-
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Assim,

$(§) = +(& —z,y) + ¢().

Portanto, y € 0¢(x). O

Coroléario 1.9. Seja A um operador mazximal mondtono tal que A° € ciclicamente mondtono. Entio,

A € ciclicamente mondtono.

A demonstracao do cordlario precedente pode ser encontrada em [3, p.39].
Notemos que se A é a subdiferencial de uma funcao convexa, propria e s.c.i. entdo a aproximacao

de Yosida Ay é ciclicamente monétona. De fato, seja x1, zo, -+ ,x, € H como,

T — Ti—1 = My — Myxi—1 + ey — e,

n

Z (Anzs, Iz — Jywi—1) > 0,
i—1

pois, A é ciclicamente mondtono. Por outro lado,

n

S (wiwi—micy) = AY(Awmi, Asay — Ayaia) + Y (Anas, Jawi — Jamioa)

i=1 =1 i=1

A (Anmi, Ay — Ayai1) > 0

=1

v

Proposigao 1.9. Seja ¢ uma funcdo s.c.i. convexa e propria, e A a sua subdiferencial com

D(A) € D(¢) € D(¢) = D(A).

Sejam A >0 e ¢y : H —] — 00, +00|, dada por,

yeH

or(a) = mip { 311y = o+ 0(0) .

Entao, ¢(x) = %|A>\:n| +o(Jax), ¢x € uma funcao convexa, Fréchet diferencidvel com Ay = O¢y. Além
disso, ¢x(z) T ¢(x), para todo x € H.

Demonstracdo. Pelo Lema sabemos que ¢, atinge o minimo em Jyx, pois, Ayz € d¢(Jyx) para

todo x € H. Agora mostremos que ¢ é diferenciavel e que d¢) = Ay. Para isso consideremos z, y € H,
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entao, pela definicao de subdiferencial, temos que

O(Iay) — o(Iazx) = (Axz, Ly — Jaz)
= ) — o) =Gl + (Axr, Ty — )

v

A
= oa(y) — dalx) §{|Axy!2 — Az} + (Aaz, Ly — J\)

Vv

A
= oa(y) — Palm) §!AA3/ — Ayz? + (Ayz,y — 2).

Logo,
A
OA(y) — () + (Arz,y — 1) > §\Aw — Ayl

Permutando x por y na desigualdade acima temos

—{0a(W) ~ r(@) + (Awpz — )} > lAvy — Al

= 0r) — 6a(@) — (Anay — o) — (Any — Arey — ) < —5lArg = Axal
= oY) — oa(x) — (A, y —x) < (Ayy — Ay, y — )
1
= ) —oa(@) — (Aay —2) <Ay = Ayally — o < {ly — 2]

Assim, .
[62(y) = ¢a(2) = (z,y — )| < Sly = zf.

Portanto, ¢y é Fréchet diferenciavel e ¢y = Aj.

Sejam tg, t1 € R com tg < t1. Para todos x,y € H, segue da monotonicidade de Ay que
<A)\(t133 + (1 - tl)y) - A)\(tox + (1 - to)y),tlx + (1 - tl)y — (tox + (1 - to))y> > 0.
Assim,
(Ax(tiz + (1 = t1)y) — Ax(tox + (1 = to)y), (t1 — to)(z — y)) = 0.

d
Logo, a fungao t — a@(tm + (1 —1t)y) = (Ax(tx + (1 — t)y),z — y) é crescente em ¢, dessa forma,

temos ¢y é uma fun¢do convexa.

Resta mostrarmos que ¢y(x) 1T ¢(z) quando A | 0. Por definigdo de ¢, temos que ¢y (x) cresce
quando A | 0 e que ¢y(z) < ¢(z), ja que

—x|? x—x/|?
onta) = mig {250 4 o)} < 2R 4 o) = o).

Por outro lado, seja z € D(A) entao ¢x(x) > ¢(Jax). Pelo Teorema Jyr — x, quando A | 0 e
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como ¢ é s.c.i. temos ¢(x) < liminfyjg ¢(Jyz), dessa forma

6(a) < liminf 9(J32) < lipinf 63(2) < lmsup 91(2) < 6(2).

Logo, ¢ T ¢(x) quando A | 0 e x € D(A). Agora, se = ¢ D(A), entao

MAyz|? = |Azzl|lz — Jaz| — oo,

ja que, |Axz| 1 oo quando A | 0 e |[z—Jyz| > dist(x, D(A)) com e D(¢) C D(A). Portanto ¢x(z) T ¢(x)

quando A | 0 para todo x € H, e D(¢) = D(A). O

Corolario 1.10. Sejam ¢ e b fungoes convexas, s.c.i. e proprias. Se O¢p = O entdo existe uma

constante ¢ tal que Y = ¢ + c.

Demonstrac¢ao. Como 0¢ = 01, entao pela defini¢do de aproximagao de Yosida d¢y = 0y, para cada
A > 0. Como ¢) e ¥ sao fungoes Frechet diferenciavel, existe uma constante cy tal que ¢y — 1y = c).
Seja x € D(¢) = D(v), seja ¢ = ¢(x) — ¢(x) entdo ¢y — ¢ quando A — 0, pois, ¥x(z) = P(z) e
oA(z) = ().

No caso em que z ¢ D(¢) temos que ¢)(x) — oo e assim, 1)(x) = co. Portanto, ¢ =1 + c. O

A proposi¢ao abaixo ilustra como as propriedades da subdiferencial estao relacionadas com aquelas

da func@o que a origina. A demonstragao dessa proposigao pode ser encontrada em [5 p. 40] .

Proposicao 1.10. Seja ¢ uma fung¢ao convexa s.c.i propria. Entao Int(D¢) = Int(0¢) e ¢ € continua
em x € D(¢) se, e somente se, x € Int(D(¢)).

Corolario 1.11. Sejam ¢ 1 fungoes convexas, s.c.i. e proprias, com D(¢) N Int(D(y))) # 0. Entao,
(¢ +1p) =06 + 0.

Demonstragiao. Como D(¢) N D(v) # (), entdao ¢ + 9 é convexa, s.c.i e propria. Pela Proposigao
anterior temos que Int(D(v)) = Int(D(0v)) e por hipotese temos D(¢) N Int(D(0y)) # 0, dessa
forma concluimos que D(9¢) N Int(D(9vy)) # B. Assim, pelo Corolario temos que ¢ + O é
maximal monétono.

Além disso, se (z,y) € (0¢ + 0Y), entdo, para todo £ € H temos

(@ +¥)(&) 2 (¢ +¥)(x) + (y,§ — ).

Assim, 9¢ + Oy C (¢ + ). Portanto, ¢ + I = d(¢ + ). O
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Proposigao 1.11. Seja ¢ uma fungao conveza, s.c.i. e propria. Entdo 0¢ € sobrejetiva se, e somente

se,

lim {¢(y) — (z,y)} =00, V2 € H.

ly|—o0

Demonstragao. A condigao ¢ suficiente, pois dado x € H, consideremos ¢ (y) = ¢(y)—(x, y) € convexa,

s.c.i e propria. Pela Proposigao existe yo € H tal que ¢, (yo) < ¢(y) para todo y € H, dessa forma

(o) — (w,y0) < d(y) — (2, y), Yy H
= (o) + (x,y —vo) < ¢(y), Vy € H.

Assim, = € 9¢(yo)-

Reciprocamente, suponhamos que d¢ é sobrejetivo e que para todo M > 0, existe uma sequéncia
{yn} C H com |y,| — oo tal que
QS(yn) - <x,yn> < M.

Consideremos a sequéncia {z, = yn/|yn|}, 2zn € limitada, entdo existe z € H tal que z, — z. Mas
(2z,yn) € nao limitado, pois

lim(z, y,) = lim(z, z,)|yn| = oco.

Como 0¢ ¢é sobrejetivo, existe £ € H tal que z + z € 9¢(&), assim

(yn) = d(E)(x + 2,4 — &)

isto é,
<Zayn> < (z)(yn) - <‘7;7yn> - (;5(5) + (LU + Zv§> < M+ _¢(€) + <JZ + Z,f).

Absurdo, pois (z,y,) é nao limitado. Portanto,

lim {¢(y) — (z,y)} =00, V2 € H.

ly|—o0

A resultado a seguir é consequéncia proposi¢ao anterior e do Teorema [T.3]

Proposigao 1.12. Seja ¢ uma fungio convexa s.c.i. propria e A = 0¢. As propriedades abaizo sdo

equivalentes:

(i) Para x € D(¢), temos lim ole) _ +o0

lejotoo x|

(it) Para todo xy € D(¢), lim @ —20)

= +o0, (z,y) € A.
|z| =400 ]a;\
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A —
(1it) Existe xg € D(¢) tal que lim (A2, & — z0)
|x| =400 |J;|

=00 zcD(A)
(iv) lim |A%| = 400, € D(A).
|| =400
(v) A=Y é um operador limitado.
(vi) Existe um operador univoco limitado B com D(B) = H, tal que B C A™L.

Utilizaremos o proximo resultado no Capitulo 2 para obter uma regularizagao de solugao de inclusao

diferencial no caso em que o operador A sera dado por uma subdiferencial.

Proposicao 1.13. Sejam A wm operador mazimal mondtono de H e ¢ uma funcao convexa s.c.i

propria. Supondo que existe uma constante ¢ > 0 tal que
d(JIaz) < d(x) + A, VaeH, YA > 0.
Entao, A+ 0¢ é mazximal mondtono e
|A%| < |(A+ 0¢) x| + Ve, Yo € D(A) N D(D¢).

Além disso,

D(A+09) = D(A) N D(99) = D(A) N (D(09).

Demonstragao. Com efeito, seja y € H. Como o operador Ay é lipschitziano com D(Ay) = H, temos

pelo Lema [I.3] que existe x) solugao de
y € xx+ 0p(x)) + Arz).
Pela defini¢do de subdiferencial temos
(y — Axax —ar, § —an) < —o(an) + 9(§), VEe H.
Em particular, para £ = Jyz). Como por hipdtese vale que ¢(Jyxy) — ¢(z) < cA, temos
(y — Ayzaxy, —ANApzy) = (y — Axxy — zx, hey — zy) < A
Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos,

|[Axza|? < |y — || Aaza| + ¢,
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e completando quadrados obtemos que

|Ayza| < ly — x| + Ve

Mostremos agora que |z,| € limitado. Seja {o € D(A) N D(¢), entao

#(&0) = P(zn) + (y — Axzy — 25, &0 — 22) = (Axéo — Axzn, o — 2a) + (¥ — Axéo — 21, & — 1))

Assim,

B(&) — d(zn) = (y— Ao —zx,& —2x) = |2a]° — (Arbo +y — &, 22) + (¥ — Ar&o, &)
> |zal? = |Axéo +y — &ollmal + (y — Axéo, &)
2 o 2
> oy — |x;\| AN +2y Sol* = Axéo, &)
2 A _ 2
= |x§| - | )\‘SO +2y go, - <y - A)\507§0>a

isto é,

o2 9
+|AA€0+3/ &ol > || ‘

P(&o) — d(za) + (¥ — 2x — Ax&o, o) 5 5 (1.7)
Por outro lado, como ¢ é convexa e s.c.i, existe w € H e ¢ € R tais que,
¢(§) = (w,§) +c, VEe H.
Assim,
— () < (—w,an) = < | —wllaa] = ¢ < w2 + Sfeal? = ¢,V e > 0. (1.8)

= 2
Escolhendo-se ¢ = £ e substituindo (I.8) em (1.7) temos,

A%y 4y —
+| So+y—2E&o

° 2
/

liI;\l sgp 25| < 4{o(&) + (y — A%, &)

isto é, |z,| é limitado quando A — 0. Dessa forma, concluimos que |Ayx)| é limitado quando A — 0.

Pelo Teorema 1.3 temos que A + d¢ é maximal mondtono.

Agora, para todo x € D(9¢) e z € d¢(x) temos,
P(\x) — ¢(x) = (2, hw — x) = (2, —AAya).

Dessa forma, se z € D(A) N D(9¢) sabemos que Az — A%z quando A — 0. Logo, (A%, z) > —c,
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para todo z € d¢(z). Além disso, existem u € Az e v € d¢(z) tais que (A + 9¢)°z = u + v, assim,

(A%, (A+06)°0) = (A%,u) + (A%, 0) = {|A% + [uf® ~ 4% — u?} + (4", 0)
> |A%2 —¢
Dessa maneira,
1A% |* < |A%]|(A + 0¢)%z| + c.

Completando quadrados, obtemos |A%z| < |(A + 9¢)°z| + c.
Resta mostrarmos que D(A) N D(0¢) = D(A)N D(¢). Claramente D(A) N D(0¢) C D(A)ND(¢

)-
Em primeiro lugar mostremos que D(A) N D(¢) C D(A) N D(¢), para isso consideremos z € D(A) N

)
D(¢) e us € D(¢) tal que u. — = quando ¢ | 0. Seja y. = Jou., entdo por hipotese ¢(ye) < ¢p(u:) + ¢
dessa maneira, y. € D(A) N D(¢) e satisfaz

lye — x| < |ye — Jex| + | Jox — z|.

Como J. é uma contracgao para todo € e J.x — = quando € | 0, obtemos y. — x, quando £ — 0.
Além disso, D(A)ND(¢) C D(A) N D(9¢). De fato, seja x € D(A)ND(¢), como A+ 0¢ é maximal

monodtono, para cada € > 0 existe x. a solugdo da equagao

x € xe + e(Az. + 0d(x2)).

T — X

qb(ﬂ?) - qb(xa) > < — Zey X — 338> = é|x - 338|2 - <A0=T,ﬂf - SUg> + <AOJI — Zey, & — SCE>

g
1 9 1 €

> Lo (A% 1 —2) > o —af? = 5|4

= €|=T «Te’ < xz,T x5>_2€|m xe’ 2| x’

Pela desigualdade acima, x. — x quando € — 0. O

A hipétese feita no teorema precedente permanece valida por adigao, isto é:

Proposigao 1.14. Seja ¢ uma fungdo convexa s.c.i propria, e Al e A% dois operadores mazimais tais
que Al + A? ¢ mazximal mondtono. Seja Ji, Jf e Jy os resolventes associados ao operadores A', A% e

Al + A2, respectivamente, supondo que

o(Jix) < ¢(x) + e\, o(Jix) < o(x) + co.

Entao, ¢(Jrz) < ¢(x) + (c1 + c2) A para todo x € H e todo A > 0.
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A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [5], p. 50]. O exemplo a seguir sera utilizado

no Capitulo 2 para garantir a existéncia de solucao de inclusao diferencial homogénea.

Exemplo 1.5. Sejam (S, B, 1) um espago de medida positiva, com u(S) < 0o, A um operador maximal
monodtono de H.

Consideremos H = L?(S, H) entdo o operador A definido por,
v e Au <= o(t) € Au(t), q.t.pem S.

O operador A é maximal monédtono de H.
Além disso, se A é a subdiferencial de uma funcéo convexa, propria e s.c.i ¢, entdo o operador A é

a subdiferencial da funcao

1
D(u) = /S¢(“(S))du(5’), ¢(u) € L'(S)

, caso contrario.



Capitulo 2

Inclusoes Diferenciais

Seja (H, (,)) um espago de Hilbert, e A um operador maximal monétono em H. Dada

f € LY0,T;H) e ug € H, estamos interessados em encontrar solucdes de:

D)+ Au(t) 5 £(0),

dt (2.1)
u(0) = up.

d
Definigao 2.1. Dizemos que uma fung¢io u € C([0,T]; H) € solugao forte de ditt + Au > f se, u é

du

L) + Au(t) 3 £()

absolutamente continua em todo subconjunto compacto de |0, T, u(t) € D(A) e
q.t.p. em 10, 7.
Dizemos que u € C([0,T]; H) ¢ solu¢io fraca se evistem sequéncias f, € L'(0,T;H) e u, €
d
C([0,T], H), tal que u, € solugao forte de % + Auyp, 3 f, un — u uniformemente em [0,T] e f, = f

em L'(0,T; H).

Lembramos que uma fungao g : [a,b] — H é absolutamente continua, se para todo £ > 0 existe
0 = d(¢e) tal que
> lglan) — g(ba)| < e.
n

sempre que Z lan — bp| < 8, Jan, bp] N Jam, byn[= 0, se n # m, onde, Jay, by[ sdo intervalos arbitrarios
contidos em [Z, b]. Além disso, toda func¢ao absolutamente continua em [0, 7] é diferenciavel q.t.p. (Ver
[16], [3]).

Veremos que o problema de valor inicial sempre tem uma solugao fraca, quando ug pertence ao

fecho do dominio de A. A principal referéncia deste capitulo é [5].

30
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2.1 Inclusao Homogénea
Teorema 2.1. Seja ug € D(A), entao existe uma inica fungao u: [0,00] — H, tal que
(i) u(t) € D(A), para todo t > 0 e u(0) = ug.

d
(ii) A funcao u é Lipschitz em [0, 0], isto €, di: € L>(0, oo; H) (no sentido das distribuigdes) e

du
- < | A%y
HdtHLOO(O,oo; H) | UO‘

d d
(i) d—?(t) + Au(t) 3 0 em quase todo ponto de )0, ool, isto €, —d—?(t) € Au(t) q.t.p em ]0, ool.

Além disso, u satisfaz as sequintes propriedades:

(iv) u € derivdvel a direita de todo ponto t € [0, o[ e

d+
d—t“(t) + A%(t) = 0.

(v) A funcio t — A%u(t) é continua a direita e a funcio t — |A%u(t)| é decrescente.

(vi) Se u e 4 sao duas funcgées satisfazendo (i), (ii) e (iii) com condigoes iniciais uy e g, entao

lu(t) — a(t)] < |u(0) —a(0)| para todo t > 0.

Demonstragao. Inicialmente mostremos a propriedade (vi), que tem como consequéncia imediata a

unicidade. Sejam u, @ : [0,00] — H satisfazendo (i), (ii) e (iii). Segue de (iii) que Au(t) > _d;;(t) para

quase, todo t > 0, assim pela monotonicidade de A temos
du di
—-—— — — U > 1.p. .
(-5 0+ GO0 =) >0, atp.t€ 0.

Logo,
du du
—— —a@®))?={—@) - — — 4 < 0.
)~ a0 = {5 (0 = G 0.t~ a(0)) <0
Assim, a funcdo t > |u(t) — a(t)|? é decrescente. Portanto, |u(t) — @(t)| < |u(0) — @(0)], para todo
t>0.
Mostraremos que para cada to > 0 existe uma tnica fungao u € C([0,to], H) solucao satisfazendo

(1), (ii) e (iii), pois dessa forma pela unicidade concluimos que u : [0, 0c0[— H.
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Para mostrar que dado tg > 0 existe uma tnica solugao, dado A > 0 o problema:

d
TN+ Ayur(t) = 0, t € ]0,%]

dt (2.2)

ux(0) = ug.

Conforme os resultados apresentados na Secao 1.3 de [5], existe uma tnica solu¢ado uy do problema

anterior, uy é de classe C! e satisfaz

[Axux(t)] =

du du
0] < |5 0] = Ao < 4] (2.3

A sequéncia uy é de Cauchy em C([0,%0], H) quando A — 0. Com efeito, sejam A, p > 0, entao por

(2.2)) temos que
du), du
W_FA)\UA_ T:—Auuu =0.

Multiplicando a igualdade acima por uy — u,, obtemos

1d
iﬁlu)‘ —uMIQ = —(Axuy — Ayuy, uy — uy). (2.4)
Como,
uy — Uy = uy — uy — uy + Juuy, + uy — Ju, = NAyuy — pAyu, + huy — Juuy,
segue que,
(Ayun — Apup,uy —uy) = (Anuy — Apuy, AMyuy — pAyuy) + (Azuy — Ayuy, Jhuy — Juuy)
> (Ayuy — Apup, MAyuy — pAyu,)
= )\|A)\u,\|2 + N|Auuu|2 — (A + M)<A>\UA7Auuu>
> AAyua + N‘Auuﬂz — (A + ) Axua|[Apuyl.

Completando quadrados obtemos,

1 1 A
(Ayun — Apug,uy —up) > AM[Axua| — Q\Auuu!)2 + (| Apup] — §\AAUA\)2 - Z!Auuulz - %\AMP

A 7
> Al = JlAu .
Pela desigualdade acima e ([2.3) temos

A
(Ayuy — Apuy, uy —uy) > —Z]AOUOIQ — %|A0u0\2.
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Substituindo a desigualdade acima em ([2.4)), obtemos

1d A+1) 0 2
el _ < M TR
L ) — o)) < AT 402

Integrando em ]0,¢[ C |0, tg[, obtemos

A+
fur(t) = (1) < S5 F | Auo P,
isto é,
A
lu(t) — ua(t)] < %ﬂAouOL v t €]0, to[.

Dessa forma temos que u)y é uma sequéncia de Cauchy em C(]0,to], H). Portanto existe u : [0,tg] - H
tal que u)y — u quando A — 0. Além disso, concluimos, pela desigualdade anterior, que a convergéncia

¢ uniforme em [0, o], pois,
A
lux(t) — u(t)] < 5to|AOuO|.

Logo, u € C([0,t0], H). Ademais, u é absolutamente continua, pois, se 0 < t; < to < g, temos pelo
Teorema do Valor Médio e (2.3) temos

lua(ty) — ua(t2)] < |A%uol(t2 — 1),

dessa forma,

[ultr) = u(ta)| = lim ux(t1) = ux(t2)] < |4 uo| (82 — t1).
Notemos também que Jyuy(t) — w(t) uniformemente, ja que

| Tua(t) — ux(t)] < AlAxua(t)] < A[A%uql.

Seja A\p, > 0, tal que Ay, uy, (t) = 2(t) e Jy,uy, (t) = u(t), quando \,, — 0, segue pela Proposicao

[L.4] que (u(t), 2(t)) € A. Por (2.3) temos que z € L(0, to; H).

u
Mostremos que z(t) = ——t(t) no sentido das distribuigoes, para isso consideremos uma funcao

teste «, isto é a € D(0,ty) (ver [3, p.18]), entao

d
< (]A0u0|t0 + |up|) max d?(t)‘ ,

t)—(t
W) dt ®) t€[0,to]

da'

duy,,
dt

ta(t)] < |A° t)].
(0a(0) < 14"l s ()
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Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

<w,/0t0 u(t)cclg(t)dt> - /Oto Jlim <w,u)\n(t)62(t)dt> - —/Oto Jlim <w, di‘l;" (t)a(t)dt>

_ <w, - /Om —z(t)a(t)dt> ,

para todo w € L?(0,ty; H). Logo,

Consideremos agora o operador A, dado no Exemplo 1.5, entdo, pela Proposicao temos que

du

- < |A%p|.
dt < A uol

L>°(0,to;H)

(u, 2) € A, ja que, Jyuy — u uniforme em C([0,to]; H), Ayuy — z em L2(0,to; H) e (Jyuy, Axuy) € A.
Portanto,
du

e + Au 3 0 g.t.p. em |0, ¢o[

Seja t1 > 0, entao por (i), (ii), (iii) e (vi) a funcdo ¢ — u(t; + t) é solugao da equagao

dv
E(t) + Av(t) 20

v(0) = u(ty).

Dessa forma temos que |A%u(t + t1)| < |A%(t1)|, para todo t; > 0. Assim, a funcio t — |A%u(t)| é
decrescente.

Para mostrarmos que a fungao t — Aou(t) é continua a direita, observemos que se ela é continua
a direita em um ponto entao por translagao ela é continua a direita em todo ponto. Consideremos
{t,} C [0,00] tal que t, — 0 e A%u(t,) — &, como A é maximal monétono & € Aug. Segue da

desigualdade (2.3)), que |¢] < |Aug), assim ¢ = A%ug. Logo, A%u(t) — A%, quando ¢t — 0.
du
dt
t1 > 0e h >0 (u é absolutamente continua). Portanto, se t; € E entao %(tl) + A%(t1) = 0, pois

Seja E = {t €]0, 00[; — + Au(t) > 0}. Por (i) temos que |u(t; +h) —u(t1)| < h|A%(t1)| para todo

d
d—?(tl) < |A%(t1)]. Integrando em EN]0,t[ temos que

t)—u(0) 1 [

u(t) — u(0) + / A%(s)ds = 0.
/ tJo
0 , . N .. , ., N .. d+u

Como t +— A%u(t) é continua a direita, temos que u é derivavel a direita em ¢ = 0 e que W(O) +
A%(0) = 0. Por translagio obtemos que u ¢ diferenciavel a direita em todo ponto ¢ € [0, ool. O

Para cada t > 0, consideremos a aplicagao T'(t) : D(A) — D(A), definida por T'(t)up = u(t), onde
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u é a solugdo de

du
— () +Au>0
dt()+ u >

u(0) = ug € D(A).
Pelo Teorema (vi), {T'(t),t > 0} é uma contragao, assim podemos estendé-la continuamente até
D(A). A familia T'(t) é um semigrupo continuo de contragoes, isto é,
(i) Para todost, s >0, T(t+s) =T(t)T(s) e T(0) = 1.

(ii) Para todo ug € D(A), %in% T (t)ug — up| = 0.
—

(iii) Para todo ug, vg € D(A) e todo t > 0 temos

]T(t)uo — T(t)?)o’ < ]ug — Uo‘.

Dizemos que o semigrupo T'(t) é gerado por —A. No Capitulo 3, analisaremos com mais detalhes
as propriedades dos semigrupos. No caso em que A é a subdiferencial de uma fung¢ao convexa, este

operador tem efeito regularizante sobre o semigrupo 7'(t), a saber:

Teorema 2.2. Sejam ¢ uma fun¢do conveza, s.c.i. e propria em H e A = 0¢. Seja T'(t) o semigrupo

gerado por —A em D(A). Entao, para todo ug € D(A) e todo t > 0, temos T(t)ug € D(A) e

1
| AT (t)uo| < |A| + ~luo =, ¥v e D(A), vt > 0.

Isto é, para todo ug € D(A), existe uma unica fungao u € C([0,00[; H) tal que
(1) u(0) = up e u(t) € D(A), para todo t > 0.

(i1) w € lipschitziana em [d, 00| para todo § > 0, com

(i1i) A funcao t — ¢(u(t)) é convexa, decrescente e lipschitziana em todo intervalo [0, 00| e satisfaz

du

1
= < |on|+g|uofv],VU€D(A),V5>O.

Leo(8,00;H)

2

d+
YD vi>o.

dr
Solu(t) = — | =)

Demonstrag¢ao. Dado uyg € D(A), assim como na demonstra¢do do Teorema para todo A > 0
consideremos uy : [0, 00— H solugao de
dU)\

—2(t A =0
p (t) + Ayuy

ux(0) = up.

(2.5)
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Conforme visto na Proposigao Ay = ¢y, para todo A > 0. Assim, fixado v € H temos
oa(u) — da(v) > (Ayv,u —v), Yu € H.
Consideremos a fungao v : H — R, dada por
Ya(u) = da(u) — da(v) — (Ayv,u —v).
A funcao ) € propria, convexa, s.c.i., ndo-negativa e Fréchet diferencidvel com
Oa(u) = 9¢x(u) — Ayv.

Logo, a equagao (2.5)) pode ser reescrita como

d
% +Oa(uy) = —Aye. (2.6)

Por outro lado,

Ya(v) = ha(ur) = (OPa(un),v — uy).

Como 1) (v) = 0, obtemos pela desigualdade precedente e (2.6))

d
Ua(uy) < <u>\ + Ayv,v — u>\> )
dt
Logo,
to 1 5 1 5 to
Wa(u(t))dt < §|uo —v|* — i\ux(to) — v +/ (Axv,v — uy(t))dt. (2.7)
0 0

d d
Calculando o produto interno em ambos os lados de (2.6)) por t% e lembrando que @do\(u A) =

<8@ZJ,\, CZL;‘> obtemos

duy,

t
dt

2
d B duy,

Integrando em |0, ¢[, obtemos

to
/t
0

duy to

2
(t)' dt + toa(ua(to)) —

i ¢)\(U)\(t))dt = —top <A)\’U,U)\(to) — U> + /Oto <A)\’U,U,)\(t) — ’U> dt.

0
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Como 1) > 0 e por (2.7) temos

to
/t
0

Aplicando a Desigualdade de Young em to|Ayv||uy(to) — v|, temos

dux

2
1 1
il (t)' dt < §|U0 —)? - §|UA(tO) — 2 —to (Arv, up(to) — v) . (2.8)

uémt %Z?@)Zdtg %hmgfuﬁ4—%noAAm2.
Pelo Teorema [2.1] temos
%(to) < %(t) , t < to,
e por (2.8)) temos ,
tj D 10)] < gl — o+ §|Aw|2.

Portanto, se v € D(A), entdo pelo item (iii) da Proposi¢ao [1.5, que |A%]| > |A\v| para todo A > 0 e

assim,

duy,
—(t
5 (o)

1
< t—|u0 —v| + |Ayv|. (2.9)
0

Mostremos agora que uy(to) — T'(to)uo. Dado € > 0, consideremos 1y € D(A) tal que

- 9
]uo — UO‘ < §

Segue da demonstragao do Teorema [2.1] @) (t) — T'(¢)up quando A — 0. Além disso, pelo item (vi) do
Teorema 2.1] temos

[ua(t) — ax(®)] < |uo — tol,
onde 1) € a solu¢ao do problema ([2.5) com problema valor inicial #y. Dessa forma,
|U)\(t0) — T(to)w)\ <eg,

para A suficientemente pequeno. Como dstA(to) é limitada e wuy(to) — T'(to)uo temos pela Proposigao

que T'(to)ug € D(A).

De maneira anéloga ao que foi feito na demonstragao do Teorema concluimos por (2.9) que

1
|A0T(t0)u0] < tf|U0 —v| 4 [Ayv], Vtg > 0.
0

Por fim consideremos a fungao u : [0,00[— H, dada por, u(t) = T'(t)up. Pelo que foi mostrado

acima u(t) satisfaz (i) e (ii).
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Para verificarmos (iii) fixemos 0 > 0 e consideremos t €]0,0] e h > 0, entao

otatt+ 1) = 6(u(0) = — { GO ule +1) (o)) (2.10)
€ +u
Bu(t)) — dlut + b)) > — <ddt(t T h)ult+ h) - u(t)> . (2.11)
Como dtu dtu dtu dtu
| <| G| < [5E0)| ¢ uter 1) - w0l < 1)L

segue de (2.10), (2.11]) e das desigualdades precedentes que

2

dtu
6(ult-+ ) — out))| < n| 22 (6)
Logo, ¢(u) é lipschitiziana em [d, co[. Ademais,
. dfu,  u(t+h)—ul)\ |dTu 2
1?3%< a h >_ PR
¢ + + 2
. dtu ut+h)—u®)\ _|d'u
}336<dt(t+h)’ dt >_ a D]

d+
pois, pelo Teorema a funcao t — d—tu(t) é continua a direita. Logo, segue de (2.10]) e (2.11) que

2

. (u(t +h)) — (u(t)) d'u
1 - _
Po0 h ar
. . ) dtu 0 )
Portanto, a funcao ¢ — ¢(u(t)) é decrescente. Pelo Teorema [2.1| (iv) e (v), | = |A%u(t)| o qual é
dte, ., . < .
decrescente. Logo, W(u) é crescente e assim a funcao ¢ — ¢(u(t)) é convexa. O

Sob as hipéteses do teorema anterior pode-se mostrar que

—_— d
Proposigao 2.1. Seja ug € D(A), entao ¢(u) € LP(0,0) e \/Ed—;&(t) € L*(0,0; H). Além disso,

d
ug € D(A) se, e somente se, d—Z: € L*(0,0; H), para todo 6 > 0. Neste caso, u satisfaz

2

ool ds. viso.

o(u0) = oult) = [ |5
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Em particular se ug € D(A), entao ¢p(u(t)) T ¢(uo) quando t | 0 e para todo t > 0 temos

cz;u<t)‘ . \/¢(uo) —t¢(u(t)> . WS\/¢(UO)—¢(u(t)).

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [5, p.61].

2.2 Inclusao nao-Homogénea

Antes de demonstrarmos que dado ug € D(A) o problema (2.1) tem uma tnica solucdo fraca,

demonstraremos propriedades importantes no estudo das inclusdes nao-homogéneas.

Lema 2.1. Sejam A um operador mazimal mondtono, f, g € L'(0,t; H), u e v solugdes fracas de

d d
£+Au9f 2 £+Avag.

dt dt
Entao para todo 0 < s <t <T temos
¢
u(®) ~ o(t) < fu(s) ~ v+ [ 1f(w) - glw)ldu (2.12)

(ut) —u(s), u(s) — ) < lu(t) — ]2 — =[u(s) - |2</t<f()— (w) — 2)dw, ¥ (,y) € A. (213
u u(s), u(s) —x) < 5lu "= Sluls) —2" < i w) —y,u(w) —x)dw, ¥V (z,y) € A. (2.13)

Demonstragao. Inicialmente notemos que é suficiente estabelecermos (2.12)) e (2.13)), no caso em que
u e v sao solucoes fortes de
du

dv
— 4+ A — 4+ A .
dt+ u> f e dt+ vy

respectivamente; pois uma solugao fraca é por definigao limite uniforme de solugoes fortes em C'([0, 7], H).

Segue da monotonicidade de A, que

L9ty — wit))? = <‘f;;<t> - D), u- > < (F(8) - g(t), ult) — v(®)), at.p. em 0, T,

Como, |u — v|? é absolutamente continua em todo compacto de ]0,T[, integrando em ]s,t[C [0,7]

obtemos

1) 0O = Slus) ~v(s) < [ {#(w) = glw)u(w) = o(w))du. (214)



40 CAPITULO 2. INCLUSOES DIFERENCIAIS

Logo,
51(t) = v(OF < Glu(s) = (o) + [ 1) =g uw) = wlew)ldu:

Pela desigualdade de Grownwall temos,
t
u(t) —v()] < fu(s) —v(s)| +/ |f(w) = g(w)|dw.
Fazendo v(t) = x e g(t) = y em (2.14), obtemos

t
slu(t) = af = 5lu(s) o < [ (W) = pu(w) - a)dw,

por outro lado,

0 < glult) ~u(s) = ghult) —af + L Ju(s) — f?  (u(t) 2, u(s) ~ )
= Shult) — 2 — Slu(s) 2 — {u(t) — u(s), uls) — ).

Dessa forma,

Teorema 2.3. Se ug € D(A), A um operador maximal mondtono e f € LY(0,T; H), entdo (2.1) tem

uma unica solucao fraca.

Demonstragao. Notemos que se u e v sao solugdes de (2.1)), entdo, por (2.12)), u = v.
Para demonstrarmos a existéncia, consideremos inicialmente f uma fun¢éo do tipo escada, isto é,
O=agy<a;<as<---<ag=T1T, com f|[an_17n[:yn paran=1,--- k.

Primeiramente consideremos a equacgao

du1
— 4+ Auq — 0
a + Au; —y1 2

Ul(O) = Ug.

Pelo Teorema , sabemos que existe u; € C([0,00[; H) solucao da equagao acima, pois o operador

A — 1 sendo a translagdo do operador maximal monétono A por y; também é maximal monotono.
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Em seguida, consideremos a equacao

dus
—= + Aug —
7 U2 — Y2 50

UQ(O) = ul(al).

Como u;j(a) € D(A) novamente pelo Teorema sabemos que existe uma solucao ug € C([0, c0[; H)
tal que u2(0) = uy(aq).

Prosseguindo desta maneira temos que existe u,, € C([0,00[; H) comn =1, -,k — 1 tal que u,, é
solucao de

%+Aun_yn90

un(o) = un—l(an—l)-
Seja u : [0,T] — H dada por u(t)|a,_;a,]
satisfaz (2.1)), portanto u é solugao forte de ({2.1)).

= up(t — ap—1). A funcdo, u é absolutamente continua e

No caso em que f € L'(0,T; H) e ug € D(A), sabemos que existe uma sequéncia de funcées escadas
f; tal que f; — f em LY(0,T; H) (ver [16]). Seja {ug} C D(A) tal que ug-) — ug quando j — co. Pelo

caso anterior, sabemos que para cada j € N existe u; solucao forte de

du;
ditj + Auj ) fj
u;i(0) = u?.

Por (2.12)) temos,

|Um(t) - uj(t)‘ < ’u(r)n - u9| +/0 |fm(3) - fj(s)‘dsﬂ Vie [OaT]'

Logo, u;(t) ¢ uma sequéncia de Cauchy em H. Seja u = lim u;(t), pela desigualdade acima temos que
J—00

uj — uwem C([0,T]; H), com u(0) = ugp e que u satisfaz (2.1). Portanto, u é solugao fraca de (2.1). O

Lema 2.2. Sejam A um operador mondtono de H, f € L*(0,T; H) e u € C([0,T]; H) uma solugdo
d
fraca de ditL + Au > f. Sejam «, B € H e {t,} C [0,T] satisfazendo

(i) t, = tg ety 75 to;

(i) M=t

o1 K '

(ii1) — f(s)ds — B;
1

(iv)

t
|f(s)|ds é limitado.
——.
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Entao, u(ty) € D(A) e B —a € Au(ty).

Demonstracao. Sabemos que

! /t" (f(w) —y,u(w) — z)dw — (B — y,u(ty) — x), quando t — tg.
tn — 1o to

Se tp, >to e (z,y) € A, segue da desigualdade (2.13) que

<“(t”)_u(tO),U(t0) - x> <t L i /t: (f(w) — g, u(w) — )dw.

t, —to
Caso t, < tp, segue novamente pela desigualdade (2.13]) que

<U(to) — utn)

to — tn

Ju(tn) —x> <1

T to—1tn

/t " () — g, u(w) — 2)dw.

Em ambos os casos, quando t — tg temos

(o, ulto) — ) < (B =y, ulto) — x).

Isto é,

(B—a—y,u(ty) —z) >0,V (z,y) € A

Como A é maximal monoétono temos que (u(tp), 8 — a) € A. O

Definigao 2.2. Seja ty € [0,T[. Dizemos que ty € um ponto de Lebesgue a direita de f se existe o
limite

1 to+h
lim/ f(s)ds.

h Ji,

hl0

Se tg € um ponto de Lebesque a direita, denotemos por f(to + 0) o limite anterior.
Conforme [16], se f € L'(0,T; H) entdo f(t +0) = f(t) q.t.p em [0, T].

Teorema 2.4. Sejam A um operador mazimal mondtono, f € LY(0,T; H), u € C([0,T]; H) solugdo
d
fraca de d—?: + Au > f ety um ponto de Lebesque a direita de ty de f. Entdo, as sequintes propriedades

sao equivalentes
(i) u(to) € D(A);

R |
(ii) hrﬁbnf E!u(to + h) —u(to)] < oo
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(i1i) w € derivdvel a direita em tg e

dtu

o = (flto+0) — Au(to))® = f(to + 0) — projau(y) f (to + 0).

Demonstragao. E claro que se u é derivavel & direita, entao (ii) ¢ valida.

Se (ii) é verdade, consideremos {h,, > 0} com h,, — 0, tal que

u(to + hyn) — u(to)
hn

—n, n€eH.

Como ty € ponto de Lebesgue, segue do Lema que u(tyg) € D(A).
Supondo que u(tg) € D(A), apliquemos (2.12) com respeito a g(t) = f(to+0)— (f(to+0)— Au(to))°
e v(t) = u(tp), para obter

to+h
[ulty + h) — uto)] < / 1£() = Flto+0) + (F(to +0) — Au(to))°|ds.

to

Logo, como tg é ponto de lebesgue a direita de f temos que

1 1 to+h
lim sup E|u(t0 + h) —u(ty)] < limsup— / |£(s) — f(to)|ds + (f(to + 0) — Au(tg))°
hl0 hl0 to

= (f(to+0) — Au(to))".

1
Seja h, | 0 tal que h—]u(to + hy) — u(ty)| = a. Pelo Lema temos que f(t+0) — a € Au(ty), pela
desigualdade precederrllte

la < |(f(to +0) — Au(to))°].
Dessa maneira, concluimos que o = (f(to + 0) — Au(to))? . Portanto, u ¢ derivavel a direita de tg e

dtu B 4 B
W(to) = (f(to +0) — Au(to))".

Seja z = Proj ays)f (to +0), entdo para todo v € Au(to) temos
(f(to+0) — 2,0 — 2) < 0.
Por outro lado,
(0= {f(to+0) = 2}, {f(to +0) — v} = {f(to +0) — 2}) = (f(to + 0) — 2,0 — 2),

portanto,
(f(to +0) = Au(to))” = f(to +0) = Proj au(sy) f (to + 0).
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O

Teorema 2.5. Sejam A um operador mazimal mondtono, f € L'(0,T; H) e u € C([0,T); H). Entdo,

sGo equivalentes:

d
(i) u € solugao forte da equagao d—? + Au> f.

du
(i1) u é absolutamente continua em todo compacto de]0,T[ e u € solugao fraca da equagado I +Au >

f.

(i1i) uw € absolutamente continua em todo compacto de |0,T[ e para todo (x,y) € A, u verifica

(u(t) —u(s),u(s) —x) < / (f(w) —y,u(w) —x)dw, VO <s <t <T. (2.15)

Demonstragao. Por definigao de solugao forte, temos que (i) implica (ii). Notemos que se (ii) é verdade,

entdao por (2.13]) temos que (2.15)) é valida.

Para mostrarmos que (iii) implica (i), consideremos to €]0, T tal que u é diferenciavel e f(to+0) =

f(to). Entao por (2.15))

1 1 [loth
i 5 ulto-+ ) = ulto). u(to) =) < lim & [ () =y utw) —a)du.
Logo,

0 < (Flto) — % (t0) — y,ulto) — ), ¥(a,y) € A

_du

dt

du

A .
dt+ usf O

Portanto, (u(to), f(to) (tg)) € A q.t.p. em ]0,T[. Logo, u é solugao forte de

O proximo resultado mostra que quanto mais regular a fungao f for, mais regular sera a solugao

fraca u de ([2.1)).

Proposicao 2.2. Seja A um operador maximal mondtono, f uma func¢ao de variagao limitada de [0, T

em H eu e C([0,T]; H) uma solugdo fraca de CC%L + Au > f. Entao as propriedades sao equivalentes.
(1) u(0) € D(A);
(ii) u € lipschitiziana em [0,T).

Neste caso, u(t) € D(A) para todo t € [0,T] e

dtu

— (1) = (f(t+0) = Auto))®, ¥ € (0,71,
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dr
Além disso, se f € WHY(0,T; H), entdo d—tu é continua a direita em todo t € [0,T], e ph é

continua em t €]0,T] se, e somente se, |—| € continua em t €]0,T].

Se A € univoco e f for continua, entao u € fracamente diferencidvel em 10,T[ e — € fracamente

dt
continua em ]0,T].
Demonstragao. (ii)=(i).
Desde que f tem variagao limitada, entao f admite limite & direita de todo ponto ¢ € [0, T'[. Assim,

f(t+0) existe para todo t € [0,T[. Além disso, seja L a constante de Lipschitz de u, entao
liminf - [u(t + h) — u(t)| < L, ¥t € [0, T
iminf — — .
A Y W= & ’

dr
Pelo Teorema temos que u(t) € D(A) e d—tu = (f(t +0) — Au(t))? para todo t € [0,T], em

particular u(0) € D(A). Ademais, decorre diretamente da Proposigao que u(T) € D(A), pois,

+
dd—tu(t) é limitado.

(1)=(ii)
Reciprocamente, suponhamos que u(0) € D(A), entdo, pelo Teorema temos que u é derivavel
a direita do zero. Considerando g(t) = f(t + h) e v(t) = u(t + h) em (2.12)) obtemos

u(t + h) — u(t)] < yu(h)—u(0)|+/0 \f(w + h) — f(w)|dw, ¥t €]0,T — h.

Logo,
u(t +h) —u(®)] < [u(h) —u(0)| + hVar(f;[0,T]).

Como u é diferenciavel a direita, para h suficientemente pequeno temos
|u(t 4+ h) —u(t)] < Ch,

assim concluimos que u ¢ lipschitziana.

Supondo que f € WH(0,T; H), entdo f é absolutamente continua e

, q.t.p. em 0, T7. (2.16)

h)— d
gy W1 g0

Consideremos ¢(t) = f(t+ h) e v(t) = u(t + h) em obtemos,
t
lu(t + h) —u(t)] < |u(s+h) —u(s)] +/ |f(w+h)— fw)|dw,V0<s<t<T.

Dividindo ambos os lados da desigualdade anterior por h e fazendo h | 0, concluimos pelo Teorema da
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Convergéncia Dominada e por ([2.16)), que

dtu dtu t
i < |2 =
dt (t)‘ = at (S)‘Jr/s

Dessa forma fixando tg € [0, 7], temos

df
%(w) ‘dw.

ﬂ}@kzi}%ﬂ+é]ﬁwwwL

Logo, . .
lirif(?p)%(t)‘ < ‘%(to)‘-

. dtu dtu
Sejam n € H e t, | tg, tal que W(tn) — 7. Como, u(t,) € D(A) e f(t,) — W(tn) € Au(ty), para

(2.17)

todo n e
dtu

Fltn) = = ) = flt0) =1,

logo pela Proposigao temos que f(ty) —n € Au(tp).
d* d*
Além disso, segue de (2.17)) que |n| < ‘d—tu(to)‘ = |(f(to) — Au(to))?|, dai, n = d—tu(to). Portanto,
- dtu ) N
a fungao t — e é continua & direita.

d d
Agora, suponhamos que a fungao t — ’ditt(t)‘ seja continua em ty €]0, T, entao ‘d—?(t)‘ é limitada

u
em uma vizinhanga de ¢y. Dessa forma, existe ng € H e t, 1 to, tal que —(¢,,) — 19, com

dt
dtu
< |——(to)] -
[0l < | =5~ (to)
Como,
dtu
. dtu , dtu

segue da Proposicao [1.4] que ng € f(to) — Au(ty), logo ng = W(to)' Notemos ainda que, se - ¢
continua em £y temos

t) — u(t 1 tdt

JOETS N T
t—to t—to Jy, dt

Portanto, u é diferencidvel em t.

Suponhamos agora que A seja um operador univoco e f continua. Entao a funcao t — Au(t) é
+

d
continua de [0, 7] em H,, pois |Au(t)| é limitado. Logo, t — d—tu — Au(t) é continua de [0, T] em H,,.

Assim, u é fracamente diferenciavel em |0, 7. O
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Proposicao 2.3. Seja A um operador mazimal mondtono tal que D(A) ¢ fechado e A° limitado em
conjuntos compactos de D(A). Seja, f € LP(0,T;H), 1 < p < 00, ug € D(A), entao existe uma unica

d
fungio uw € WHP(0,T; H), tal que df? +Au > f qt.p. em |0,T[ e u(0) = up.

d
Demonstragao. Seja u € C([0,T]; H) a solugao fraca de di: + Au > f com u(0) = ug. Mostremos que

di;fb € L>(0,T; H), para isso, consideremos o conjunto compacto K = u([0,T]). Pela Proposicao
temos que K C D(A). Por hipotese, A® é limitado em K, assim existe M > 0 tal que |A%u(t)] < M,
para todo t € [0, 7.

Seja s €10, T, tal que u é diferencidvel em s. Consideremos g(t) = A%(s) e v(t) = u(s) em

temos

u(t) — u(s)] < u(s) — u(s)| + / 1 (w) — A%u(s)|dw < / 1 w)|dw + Mt~ s).

Logo,
u(t) —u(s
w < I fllze 0,6y + M.
d
Assim, d—Q: € L>(0,T; H). Portanto, u € WP(0,T; H). O

Antes de enunciarmos mais resultados sobre solugao de ([2.1]), necessitamos do seguinte lema cuja

demonstracao pode ser encontrada em [5, p. 146].
Lema 2.3. Sejam g:[0,T] - R e
t+h)—g(t
h—07t h

Entao, temos as sequintes implicacoes:

t
(i) Se existe, v € L*(0,T;R) tal que g(t) — g(s) < / ~y(w)dw, para todo 0 < s <t <T;
S

t
(ii) g € de variagao limitada e g(t) — g(s) < dg

=/ g(w)dw;

(iii) § € LY(0,T; H);

(iv) existe 6 € L'(0,T; H), tal que 6(t) > 8(t).

Proposicao 2.4. Sejam A um operador mazimal mondtono, com D(A) fechado, f € C([0,T]; H) e
ug € D(A). Entao existe uma unica funcao u € C([0,T]; H),com u(0) = ug, u diferencidvel a direita
0.7 dtu
em e ——
’ dt

du

E—i—Auaf e u(0) = ug.

(t) + Au(t) > f(t) em todo t € [0, T[. Além disso, u coincide com a solugao fraca da
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d
Demonstragao. Seja u a solugdo fraca de di: + Au > f, u(0) = ug. Como f & continua, segue da

Proposicao que u é diferenciavel a direita de todo ponto t € [0,7] e

dtu
T ) + Ault) 3 £(1).

dtv

Suponhamos, que exista v € C([0,T]; H) tal que W(t)-i—Av(t) > f(t), paratodo t € [0, T. Entao,

pela monotonicidade de A temos

+ +
<ddtu - %v“(t) - U(t)> < (f(t) — f(t),u(t) —v(t)) =0, Vte0,T]
Isto é, X
1d
iﬁlu(t) —v(t)] <0
Logo, |u(t) —v(t)] < 0 para todo t € [0,T]. Portanto, u = v. -

Agora, estamos em condig¢oes de caracterizarmos uma solugao fraca de (2.1).

Proposicgao 2.5. Seja A um operador mazimal mondtono, u € C([0,T); H e f € L'(0,T; H). Entdo, u
du
€ solugao fraca da equagio E—I—Au > f se, e somente se, para todo (z,y) € A, para todo0 < s <t <T

temos

lu(s) — z|> + / (f(w) —y,u(w) — x)dw. (2.18)

1 , 1
Zlu(t) — <
Slu(t) — o < 3

Demonstrag¢ao. Suponhamos que u satisfaga (2.18)). Inicialmente mostremos que uy = u(0) € D(A).
Fazendo x = Jyu(0) e y = Ayug em (2.18)) temos

1 ! 1 ¢
§|u(t) — Jyuol? + / (Axug, u(w) — Jyup)dw < i\u(()) — Jyugl? +/ (f(w),u(w) — Jyup)dw.
0 0

uo — Jrug
Como, Ayug = — temos

t

/01t <u0 — Jyug, u(w) — J,\uo> dw <\ {;]u(O) — Jyuol? + /0 <f(w),u(w) — JAu0> dw} )

Pelo Teorema limy 0+ Jxuo — projprgyuo. Assim,

t
/0 <u0 - projmuo,u(w) — projmuo> dw < 0.

Logo,
t

. = B < _ - _ o L 2 _
lgfgt ; <uo prOJD(A)u(),u(w) pl“OJD(A)U0> dw = |uyg pI"OJD(A)’lLQ| 0.
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Dessa forma, ug € D(A).

Agora, consideremos vy € D(A) e g € WH1(0,T; H), entdo a solucio fraca v da equagio

dv

—+ A

pn +Av > g
v(0) = vp,

dr
é solucao forte. Pois, pela Proposigao v é lipschitziana em [0, 7] e satisfaz d—tv(t) + Av(t) 3 g(t)

dv
para todo t € [0, T, portanto v é absolutamente continua e pr € L>°(0,T; H). Consideremos, x = v(s)

dtv

ey=g(s) - W(S) em ([2.18]) obtemos,

1) = v = 5lu(s) = o) < [ (7(w) = 9(s) + T (9. uw) = ().

Como,
u(t) = v(s)[* = |u(t) = v()]* + [o(t) = v(s)|* = 2(v(s) —o(t), u(t) — v(t)),
temos

%\u(t)—v(t)IQ—%IU(S)—U(S)I2 < <v(8)—v(t),U(t)—U(t)>+/ (f(w) = g(s) + ——=(s), u(w) — v(s))dw.

Além disso,

dtov

t oy
[ o)+ e utw) — e < ('dt

+ ||9||Loo([o,T];H)>
o0 (0,T;H)

(oo ooy + o oromy ) (£ = 9)-

dv

(v(s) = o(t), u(t) —v(t)) < (¢ - S)‘ dt

Lo (0,T;H) <”UHL°°([O:T]§H) + HuHL"o([O,T];H))

Assim,

10l = o) = Glu(s) v < Cut =)+ Ca [ If(w)ldw.

onde, Ca = [|v]| oo (jo,77: 1) + 1wl oo (0,77 1) ©

dtv
= (2|22
2 ( H dt

+ ||g||L°°([O,T];H)> (HUHLOO([O,T];H) + ||UHL°°([O,T];H)>-
L>(0,T;H)
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Logo,
_ 2 _ _ 2
L i 120) = 0O~ fus) — v(s)
t—s t—s

< 00,Vs € [0,T7.

1
Pelo Lema temos que a fungao t — §\u(t) —v(t)|? é diferenciavel q.t.p. em ]0, T, com

~ L () — w2 € LY0,T) e

lu(s) — v(s) 2 +/ L, ) = v(w)Pdw, 0< s <t <T.

S

Slul) ()P <

Segue de ([2.19)

Dessa forma,

3100 0O < 510 —vOF + [ () =gl us) () Ve €0.T) (220)

Agora, sejam g, € WH(0,T; H), vo, € D(A) tais que g, — f em L'(0,T;H) e vop, — u(0) em H.

Consideremos v, solugao forte da equagao,

dv
4 Av, n
ar +Av, 3 ¢
v (0) = vop.
e U solugao fraca de,
du
—+ A
7 +A>f

Por (2.12)), temos que v, converge uniformemente para @, e por (2.20) temos

1 ~ 2 . 1 2
— —_— = —_ — < .
Jlu(t) ~ a0 = tim_ L ju(r) — () <0
Portanto, u = @ para todo t € [0,T].
Reciprocamente, se u ¢é solugao fraca ([2.1) segue do Lema que u satisfaz (2.18)). O

Assim como no caso homogéneo, quando A & a subdiferencial de uma func¢ao convexa, sob certas
condigoes a solugao fraca de ([2.1) é na realidade solugao forte. Nos resultados a seguir, consideramos

uma fungao ¢ convexa s.c.i. propria e A = d¢ com mlﬁ{qﬁ(aj)} =0e K ={ve H;¢(v) =0}
xe



2.2. INCLUSAO NAO-HOMOGENEA 51

Lema 2.4. Seja u € WY2(0,T; H) tal que u(t) € D(A) ¢.t.p em |0,T[. Supondo que existe g €
L2(0,T; H) tal que g(t) € Au(t) g.t.p em ]0,T[. Entdo a funcdo ¢(u(-)) € absolutamente continua em
[0, 7.

Seja D o conjunto dos pontos t €]0,T| tal que u e ¢(u) sao diferenciaveis. Entao, para todo t € D

temos
%Qﬁ(u(t)) = <h, Ccll?(t)> , Vh e Au(t).

Demonstragao. Seja gx(t) = Ayu(t). Entao,

92 ()] < [A%u(t)] < |g(t)] e ga(t) = A%u(t) q.t.p em ]0, T'.

T T
Como, / lgx(t)[2dt < / |g(t)|?dt segue do Teorema da Convergéncia Dominada que gy (t) — A%u(t)
0 0

em L?(0,T; H). Por outro lado, temos que

%@(u) = <Aw, fg> q.t.p 0,7

oa(u(tz)) — oalu(tr)) = /t f <A)\U, Cf;t‘> dt.

Como u € WH2(0,T; H) e Ayu — A° em L?(0,7T; H), novamente pelo Teorema da Convergéncia

to to
lim <A)\u, du> dt = / <A0u, du> dt.
A—0 t1 dt t1 dt

d(u(ts)) — d(u(ty)) = /t ’ <A0u, CZ:> dt,¥t1, ta € [0,T).

Dominada temos que
Logo,

Dessa forma concluimos que a funcdo ¢ — ¢(u(t)) é absolutamente continua.

Agora, consideremos t € D e h € Au(t), pela defini¢ao de subdiferencial temos
6(v) — Bu(t)) > (hyo — u(t)),¥ v € H. (2.21)

Tomando v = u(t +¢€) em (2.21)), com £ > 0 suficientemente pequeno, temos

¢u(t +¢)) — ¢ut)) h u(t +¢) —u(t)
5 - 5

2

fazendo € — 0 temos p p
U
il > - .
o) = (150)
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Tomando v = u(t — €) em , concluimos de maneira anéloga que
du
— h, t
ot < (15 0).

Portanto,

O

d
Teorema 2.6. Seja f € L?(0,T; H), entdo toda solu¢cdo fraca da equagdo d—Q; + Au 3> f € uma solugdo

du
forte e \/Za(t) € L?(0,T; H), e sdo vdlidas as sequintes estimativas:

(/OT 2td7j)é < </OT’ @) tdt) / \dt+—dzst( (0), K), (2.22)

du

dt

du |?

% T % 1 0 1 .
= dt) g(/o ]f(t)\th> +m/0 F(Oldt+ s dis(u(0). K), ¥ 3 0. T (223)

(/

Além disso, a fungio t — ¢(u(t)) pertence a L*(0,T) e é absolutamente continua em [5,T] para todo

2
+%¢(u) = <f, Ccl;:> ¢.t.p. em]0,T[. E seu(0) € D(¢), entao du € L*(0,T; H),

(

e a fungao t — ¢(u(t)) € absolutamente continua em [0,T].

du
6 €]0,T —
€]0,T[ com g

com
du

du dt) < Wl + (B(u(0)? |

Demonstracdo. Inicialmente suponhamos que u(0) € D(¢). Consideremos H = L?(0,T; H) e o ope-

d
rador B definido em #, dado por, Bu = di: com D(B) = {u € WY2(0,T; H); u(0) = ug}. Definido

dessa forma o operador B ¢ maximal monotono De fato, sejam u,v € D(B), como

%%W(t) o)) = <C§Z(t) — %(t),u(t) — v(t)> ,q.t.p. em ]0, 7.

Integrando de 0 a T" temos,

os|u<T>—v<T>\2:<f;;—f;,u—v> .
L2(0,T;H)

Logo, B é mondtono.
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Para provarmos que B é maximal, pela Proposigao é suficiente mostrarmos que Im(B+1) = H,

isto ¢, dada f € L?(0,T; H) queremos encontrar uma solucio para

d—u +u>sf
dt (2.24)

u(0) = up.

Como o operador identidade é maximal moné6tono e limitado em conjunto compactos, segue da Pro-

posi¢ao que a solucdo u de (2.24) pertence a W12(0,T; H).

Procedendo de maneira analoga a resolucao de equacoes diferenciais de primeira ordem mostramos

que o resolvente de B, Jy, é dado por

1 t s—t
Jau(t) = uge A + )\/ u(s)e x ds.
0

Consideremos, a funcao ® : H — R definida por

T
/0 o(u(t))dt, d(u) € L}(0,T)

00, caso contrario.

Sabemos pelo Exemplo [I.5] que ® é convexa, s.c.i. e propria. Como ® é convexa e s.c.i. temos que

Hvu(t)) < e F(uo) + 5 /0 Bu(s))e T ds

Logo,

(Jau(t)) = ¢ (Sru(t))dt < /T€ X (uo) dt+/ (/ o(u

= Ml—e2)o //(;5 ))e ™ dtds

= (- e )p(uo) + / (155" olus))ds

s )

< Ad(uo) /¢ ))ds = A(uo) + B(u).

Logo, pela Proposicao 1.13, temos que o operador B + ¢ ¢ maximal moné6tono de H, com

1Bull 207,y < (B + 02)u)°l| 20y + v/ é(uo), ¥ u € D(B) N D(9P).
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d
Dessa forma, se f € He [ € ditt + 0¢(u) q.t.p em ]0, T, entao

|

Assim, concluimos que o operador (B + 9®)~! ¢ limitado e pelo Teorema que B 4 ® ¢é sobrejetivo

du

Agora suponhamos que ug € D(¢), seja {ug,} C D(¢) tal que up, — ug. Consideremos u,, €
C([0,T]; H) solugao forte de

du
dt

< W flle20,1;m) + V/ S (uo).
L2(0,T;H)

em H. Portanto, u é solucao forte da equacgao f €

du
- Au,,
dt+u9f

un (0) = ugp.

Segue de (2.12) que u, — u uniformemente, e u é solucdo fraca de (2.1). Como wu,, € W12(0,T; H)
segue do Lema [24]

d du,, duy,
£¢(Un) = <_dt + f, dt> , q.t.p. em |0, T7,

isto é,
du,

dt

2
+ otun) = (£,%2 ), (225)

Multiplicando ([2.25)) por ¢ e integrando em |0, 7|, obtemos

2 T
du,
tdt = — Y tdt.
/0 <f ’ dt>

Aplicando as Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, obtemos

/OT QtdtS/OTqﬁ(un)dt—l—</OT|f]2tdt>é(/OT

Completando quadrados na desigualdade anterior, obtemos

(/OT Qtdt)é < </0T Gﬁ(un(t))dt>é - </OT !f\%dt)é . (2.26)

duy,

T T
Tofun () - [ twar+ [ |

duy,

dt

duy,

dt

Por outro lado,

duy,

60) = 9(un(0) = (£0) = GO0 = 00} atep. em 0.7

Assim, se v € K temos
d

Hun(t)) + 5 o lun(®) = o < Ol un(®) — o]
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Integrando em |0, t[, temos

3 (10— oP 2 t¢<un<s>>ds>

t
;|U0n_11|2—{—/ |f(8)||un(s) —v|ds

l
|u0n—v| —I—/ |f(s) (!un —v[2+2/ O (un (o da> ds.

IN

IN

Pela desigualdade de Gronwall temos,

(o) = o2 [ blun(sDs ) < o =1+ [ 151t
1

</¢>un > <f<|u0n v|+/|f \ds) (2.27)

Substituindo a desigualdade precedente em ([2.26|) e fazendo n — oo, concluimos
1

</OT tht>2 < (/OTlf!Qtdt) +\}§ <|u0—v +/0tyf(3)|ds).

Como a desigualdade anterior é valida para todo v € K, temos que (2.22)) ¢ verdade.

_

Assim,

DN |

du

dt

Dado ¢ €]0, T, pelo Teorema da Média existe t, €]0,d[ tal que

0
b)) =5 | otun(os

Segue de ([2.27)) que,

2

é
olun(t) < 35 (luon = o1+ [ 17(5)as) (2.29

Integrando (2.25)) em ]¢,,, T e usando o fato de ¢ > 0, temos

/T
tn

2 T
dun S ds < ¢(un(tn))+/
tn

i,
Blunlta) + ( /T \f|2dt) :

IN

[
VRS
—

~
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Completando quadrados,

duy,
E(S)

, A\
ds) < i) + |l

(I

Substituindo (2.28)) na desigualdade precedente, obtemos

(I

Como, 6 > t,, temos que

duy,

E(S)

2 \E ;
d8> < 75 OUOn — +/0 |f(3)|d5> + [ £l 2 0,7;m)-

Assim, fazendo n — oo temos,

(f

Jun

duy,

W(S)

2 3 5
1
ds < g ——= u—v+/ sds),VveK.
) I Nl 220,71 5 <\ 0o— v ; 1f(s)]



Capitulo 3
Semigrupos e Atratores (Globais

Neste capitulo estudamos propriedades béasicas de semigrupos e veremos um criterio que garante
a existéncia de atratores globais para um semigrupo continuo. A principal referéncia deste capitulo é
Hale [9].

Definigao 3.1. Seja (X, d) um espago métrico. Uma familia de fungoes {T'(t), t >0}, T(t) : X — X

€ um semigrupo se para todo r € X:
(1) T(0)z=z;
(it) T(t+ s)x =T(t)T(s)x, para todos t, s > 0.

Se, além disso T'(t)x € continuo em t e em x dizemos que o semigrupo {T'(t),t > 0} é um semigrupo

continuo.
Definicao 3.2. Seja {T'(t), t > 0}. Para todo x € X definimos

(i) A orbita positiva v (x) através de x € definida por

v (@) = {T ()t = 0}.
(i) Uma orbita negativa através de x é uma fungao ¢ :] —00,0] = X, tal que ¢(0) =z e T'(t)p(s) =
d(t+s) para todo s <0 e <t < —s.

(i1i) Uma drbita completa através de x € uma fungao ¢ : R — X, tal que p(0) = z e T'(t)p(s) = p(t+s),
para todos s € R et > 0.

(iv) A drbita negativa vy~ (x) através de x é definida por

(@) = | Hit,),

t>0

o7
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onde

H(t,x) ={y € X; existe uma drbita negativa ¢ : | —00,0] = X, tal que ¢(0) =z e ¢(—t) = y}.

(v) A orbita completa v(z) = y1(x) Uy~ (z).

Seja B C X, definimos a Orbita positiva, negativa e completa de B respectivamente por

B = U @), v B) = @), vB)=J(@).

zeB z€EB zeB

Para todo B C X, definimos o w-limite, w(B), e o a-limite de B, a(B), por

wB) = UJr®)B, a(B)=()JH(® B).
s>0t>s s>0t>s
Lema 3.1. Sejam B C X ey € X. Entio y € w(B) se, e somente se, existem {t,} C RT e {y,} C B

tais que t, — 00 € T(ty)yn — y, quando n — co.

Demonstracao. Definimos o conjunto B; = W E claro que B; ¢ fechado e By C By sempre
que t < s. )

Suponhamos que existam {t,} C R" e {y,} C B tais que t,, — o0 e T'(t)yn — ¥, quando n — oo.
Entao y € By, para todo k, pois {T'(tp)yn,n > k} C By,. Como, t, — oo concluimos que y € B; para
todo t > 0. Portanto, y € w(B).

Se y € w(B), entdo y € B, para todo s > 0. Assim, para n = 1 consideremos t; > 0 e y; € B
tais que, T'(t1)y1 € By e d(T(t1)y1,y) < 1. Para todo n € N, consideremos ¢, > 0 e y,, € B tais que
T(tn)yn € Bi, y+1 € d(T(tn)yn,y) < % Claramente t,, — oo e T'(tp)yn — y, quando n — 0. O

Um conjunto B C X atrai um conjunto C' C X sob T'(t) se, para todo € > 0 existe ¢y tal que

T(t)C C O:(B), t > tg, onde O.(B) = U B.(z) e B:(x) é a bola com centro em x e raio ¢.
zeB
E possivel mostrar que o conjunto B é atrator para C se, e somente se, §(T(t)C, B) — 0, quando

t — oo, onde

0(Y,Z) = sup inf d(y,x).
yey €l

Definicao 3.3. Um conjunto C C X ¢é invariante sob T (t) se, T(t)C = C para todo t > 0.
Uma classe importante de conjuntos invariantes sao os conjuntos w-limites e o a-limites,

Lema 3.2. Para todo conjunto B C X, se w(B) é compacto e w(B) atrai B. Entao, w(B) € invariante.

Além disso, se B € conexo entao w(B) é conexo.
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Demonstragao. Seja y € w(B), segue do Lema que existem y, € B e t, € RT tais que t,, — oo e
T(tn)yn — y quando n — oo. Logo,

T(t+tn)yn = TO)T (tn)yn — T(t)y, n — oo.

Assim, concluimos pelo Lema [3.1| que T'(t)y € w(B), para todo ¢ > 0. Portanto T'(t)B C w(B).

Para mostramos que w(B) C T'(t)w(B), consideremos y € w(B). Pelo Lema3.1] y = limy, o0 T'(tn)yp.
Seja Hy = {T(tn, — t)yn;tn, > t}. Notemos que w(B) atrai H;, pois w(B) atrai B. Logo, existe
uma sequéncia {z,;} C w(B) e z € w(B) tais que z,; — 2. Dessa forma, existe uma subsequéncia
{T'(tn; — t)xn;} C Hy convergindo para z. Como T'(t) ¢ uma aplicagao continua temos que T'(t)z = y.

Portanto, T'(t)w(B) = w(B) e assim w(B) é invariante.

Suponhamos por absurdo que w(B) nao é conexo, entdao w(B) = K1 U Ky, onde K1 £ (e Ko # 0
sao subconjuntos compactos de X e K1 N Ky = (), que distam uma distancia ¢ > 0. Como, w(B)
atrai B existe um tg > 0 tal que ou T'(¢)B C O<(K1) ou T(t)B C O=(K2), para t > to, pois sendo
B um conjunto conexo T'(¢)B é conexo para todo ¢ > 0, ja que T'(t) é continuo. Se T'(t)B C O= (K1)
entao dado qualquer y € K» nao existem y, € B e t, € Rt tais que T(t,)yn — ¥2, absurdo pois

w(B) = K1 U K3 atrai B. De forma analoga, concluimos que o outro caso também é um absurdo. [

Observamos que de maneira anéloga podemos demonstrar o seguinte lema:

Lema 3.3. Se a(B) € compacto, v~ (B) = U H(t,B) e 6(H(t,B),a(B)) — 0 quando t — oco. Entao,
t>0
a(B) € invariante. Além disso, se H(t,B) é conexo para todo t > 0 entao o(B) também é conexo.

Lema 3.4. Seja B um conjunto nao vazio, tal que v+ (B) é compacto. Entao w(B) é nao vazio,

compacto, invariante, e w(B) atrai B.

Demonstragao. Mostremos que w(B) é nao vazio, compacto e atrai B e pelo Lema concluimos w(B)

é invariante.

Desde que B ¢é nao vazio entao y1(B) # 0. Sejam z,, € B e t,, > 0 tal que t,, — oco. Como 7+ (B)
é compacto existem = € X e T'(t,;)zy; tais que T'(t,)z, — =. Pelo Lema xr € w(B).

J

Consideremos agora, {x,} C w(B) C yt(B) limitada. Sem perda de generalidade, podemos
considerar que z, — = € y+(B). Como, para cada z, existe uma sequéncia T (t,m)ynm tal que
T (tnm)Ynm — Tn, quando m — 0o, entao considerando um argumento de diagonal, temos uma sequén-
cia T (tnm,, )Ynm,, — @ quando n — oco. Logo, x € w(B).

Agora, suponhamos por absurdo que w(B) nao atrai B. Entao, existe ¢ e existem ¢, > 0e y, € B
tais que

d(T(tn)yn,w(B)) > €p.



60 CAPITULO 3. SEMIGRUPOS E ATRATORES GLOBAIS

Como {T'(tn)yn} C v (B) e yH(B) é compacto, existem y € v+ (B) e T'(tn;)yn; tais que T'(ty,)yn, — .

j
Pelo Lema [3.1] y € w(B). Logo, y € w(B), absurdo. Portanto, w(B) atrai B. O
Definigao 3.4. Um semigrupo continuo {T'(t),t > 0} € dito assintoticamente suave, se para qualquer

conjunto B C X nao vazio, fechado, limitado com T(t)B C B existe um compacto J C B tal que J

atrai B.

P

Lema 3.5. Um continuo semigrupo {T'(t),t > 0} € assintoticamente suave se, e somente se, para
qualquer conjunto B C X nao vazio, fechado, limitado existe um conjunto compacto J = J(B) C X
tal que J atrai o conjunto

L(B) ={x € B;T(t)B € B,vVt > 0}.

Demonstragao. Inicialmente suponhamos que T'(t) seja assintoticamente suave e B C X nao vazio,
fechado e limitado. Seja L = L(B) entdo T(t)L C L, para todo t > 0 e T(t)L C L existe J C L tal
que J atrai L e consequentemente J atrai L.

Reciprocamente, seja B C X nao vazio, fechado, limitado T'(t)B C B entao L(B) = B. Logo,

existe um conjunto compacto J nao vazio que atrai B. Logo, T'(t) é assintoticamente suave. O

Lema 3.6. Se T(t) € assintoticamente suave e B C X ndo vazio, limitado tal que v (B) € limitado.
Entao w(B) € nao vazio, compacto, atrai B e € invariante. Se além disso, B é conexo entio w(B) é

CONnexo.

Demonstragao. Novamente mostremos que w(B) satisfaz as hipoteses do Lema . Observamos que
por definigdo T'(t)(y"(B)) C ¢, para todo t > 0. Assim T (B) satisfaz as hipoteses do Lema [3.5] e

como T'(t) é assintoticamente suave, existe um conjunto compacto J tal que J atrai v+ (B). Assim, J

atrai B. Consideremos £; > 0 com €; — 0, como .J atrai B, existe ¢; tal que T'(t)B C Oc,(J) quando
t>t;, comt; <tjyq.

Assim, se y € w(B) entao, pelo Lema existem y,, € B e t, > 0 tais que t,, — 0o e T'(ty)yn — ¥.
Como T'(tn)yn € Oc;(J) para t, > t; temos que y € J. Logo, w(B) C J. Assim, w(B) é compacto,
pois é um subconjunto fechado de um conjunto compacto em um espago métrico.

Suponhamos por absurdo que w(B) nao atrai B. Entao, existe ¢ > 0 existem ¢ — oo, yp € B
tais que T'(tx)yr ¢ O:(B). Como J atrai B, temos que T(tx)yr € O:(J). Logo, existe z € J tal que
T(ty)yr — z. Mas pelo Lema [3.1| temos que z € w(B), absurdo. Portanto, w(B) atrai B.

Desde que provamos que T'(t) e B satisfazem as hipoteses do Lematemos que w(DB) é invariante.

O

Definigao 3.5. Um semigrupo (T(t),t > 0) € dito condicionalmente completamente continuo para
t >ty se para cada t >ty e cada conjunto limitado B C X para o qual {T(s)B; 0 < s <t} € limitado

o conjunto T(t)B é pré-compacto.
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Um semigrupo {T'(t),t > 0} é completamente continuo se é condicionamente completamente con-

tinuo para cada t > 0 e o conjunto {T'(s)B; 0 < s <t} € limitado.

Conforme [9], todo semigrupo {T'(t),¢ > 0} condicionamente completamente continuo para t > to

¢é assintoticamente suave.

Definigao 3.6. Seja T'(t) um semigrupo continuo para algum r >0 e J C X um conjunto invariante.
O congunto J € estdvel se para qualquer vizinhanga V de J existe um wvizinhan¢a U de J tal que

T(t)U C V, para todo t > 0.

Lema 3.7. Um conjunto J € estdvel se, e somente se, para toda vizinhanca V de J existe uma

vizinhanga V' de J tal que T(t)V' C V.

Demonstragao. Se para toda vizinhanga V' de J existe uma vizinhanga U de J, tal que T(t)U C V
para todo t > 0. Consideremos V' = U T(t)U,entao JCV' CVeT(t)V' CcV.

>0
Reciprocamente, se para toda vizinhanca V de J existe uma vizinhanca V' C V de J tal que
T(t)V' Cc V' C V, para todo t > 0. Entao J é estéavel. O

Definigao 3.7. (i) Dizemos que um conjunto J C X atrai localmente pontos, se erxiste uma vizi-
nhanga V de J tal que J atrai pontos de V', isto €,

lim §(T(t)z,V) =0, Vx e V.

t—o00

(i) Um conjunto J C X é assintoticamente estdvel (a.e.) se é estdvel e atrai localmente pontos.

(i1i) O congunto J é uniformemente assintoticamente estdvel (u.a.e.) se € estdvel e existe V vizinhanga

de J tal que J atrai V.

Lema 3.8. Se J € um conjunto compacto, invariante e estdvel. Entdo as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
(i) J atrai localmente pontos.

(ii) Eziste uma vizinhanga V de J tal que T(t)V C V, para todo t > 0 e J atrai conjuntos compactos
de V.

Demonstracao. Inicialmente supomos que existe uma vizinhanga V' de J tal que J atrai pontos de V.
Como J é compacto e estavel, podemos assumir sem perda de generalidade que V' é limitado e que
T(t)V C V, para todo t > 0. Sejam U uma vizinhanga aberta de J tal que U C Int(V) e K um
subconjunto compacto de V. Entao para todo z € K, existe um ty = to(x,U) tal que T(t)z € U,
t > to. Pela continuidade de T'(t) existe uma vizinhanga O, tal que T'(t9)O, C U. A familia {O;},cx €
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n
uma cobertura aberta de K. Logo, existem x1,--- ,x, tais que K C U Oy,. Seja Ty = max to(x;, U)
N
=1 -

n
e V(K,U) = J O, Entio,
i=1
THV(K,U)CcU, Vt>T.
Agora, mostremos que J atrai K. Para isso, consideremos uma sequéncia U, C V de vizinhancas

abertas tal que Uy D U D Us, - - - tal que ﬂ Ui =J. Assim, w(K) C J, pois T(t)V(K,U,) C U, para
i=1
todo t.

Reciprocamente, se existe V' tal que T'(t)V C V e J atrai compactos de V' entao J atrai o compacto

x}, para todo x € V. ]
{z}

Teorema 3.1. Se T(t) € assintoticamente suave e J um conjunto compacto, invariante que atrai

localmente pontos, entdo sdo equivalentes

(i) Existe uma vizinhanga limitada V' de J tal que T'(t)V C V' e J atrai conjuntos compactos de V.
(ii) J é estdvel.
(iii) J € u.a.e.

Demonstragao. (1)= (ii)

Suponhamos que exista uma vizinhanga V' de J satisfazendo (i) e que J nao seja estavel. Assim,
existe € > 0 tal que O.(J) C V e para toda vizinhanga W C O.(J) existem y € W e ty € RT tal que
T(to)y ¢ W. Consideremos n € N tal que W,, = O1(J) C O, entdo existem y, € W, e t,, € RT tais
que T(t)y, € Wy para 0 <t < t,, T(tn)yn & Wy e t:: — 00. Como J & compacto existem {yy,} C {yn}
ey € J tais que yp; — y.

Fixado so > 0, seja K = {y, Yn;itn; = so} C V' & compacto. Como J atrai subconjuntos compactos
V, entao J atrai K e w(K) C J. Assim, existe z € J tal que T'(tn; — s0)yn; — 2 quando n; — oc.

Desde que J ¢é invariante T'(sg)z € J, mas por construgao T'(sg)z ¢ O(J). Portanto J ¢ estéavel.

(i) = (i)

Suponhamos que J ¢ estavel. Desde que J atrai localmente pontos, pelo Lema [3.8] sabemos que
existe um vizinhanga V' de J tal que T'(t)V C V e J atrai compactos de V.

Usaremos a equivaléncia entre (i) e (ii), para mostrarmos que (ii) implica (iii).

(i) = (iii)

Suponhamos que J é estavel. Desde que J atrai localmente pontos, pelo Lema [3.8] sabemos que
existe um vizinhanca V' de J tal que T'(¢t)V C V e J atrai compactos de V, concluimos assim que (ii)
implica (i) usaremos este fato para mostrarmos que (ii) implica (iii).

Fixada U C V vizinhanca de J. Pelo Lema podemos assumir que T'(t)U C U para todo t > 0.
Seja K um conjunto compacto de U, como J atrai K existe um tg = to(K,U) tal que T(t)K C U para



63

t > tg. Desde que T'(tp) é continuo e K é compacto existe uma vizinhanga Kj tal que T'(tg)K1 C U.
Logo, T(t)K; C U para t > ty. Desde que T'(t) ¢ assintoticamente suave existe um compacto H de U
tal que H atrai U. Desde que J atrai H temos que J atrai U. Em particular J atrai K;. Tomando
K = J existe uma vizinhanca J; tal que J atrai J;. Portanto, J é u.a.e.

(iii)==(i) Desde que J u.a.e. segue diretamente do Lema [3.§ que existe V satisfazendo (i). O

Corolario 3.1. Se T'(t), t > 0 € assintoticamente suave entao um conjunto compacto e invariante J

€ u.a se, e somente se, J € u.a.s.

Definigao 3.8. Um semigrupo T(t), t > 0 € ponto dissipativo (compacto dissipativo) (limitado dissi-
pativo) se existe um conjunto limitado B C X tal que B atrai cada ponto de X (cada compacto de X )
(cada congunto limitado de X ) sobre T'(t).

Um conjunto compacto, invariante A é dito maximal compacto e invariante se todo compacto

invariante pertence a A.

Definigao 3.9. Um conjunto invariante A é um atrator global se A é maximal compacto invariante e

atrai cada conjunto limitado B C X.

Notemos que se existe um atrator global A, dado um conjunto limitado B C X entao w(B) C A,

pois A atrai B.

Lema 3.9. Se X é um espago de Banach e J € um conjunto maximal compacto invariante para um

semigrupo T'(t) que atrai conjuntos compactos entao J é conezo.

Demonstragao. Seja K = conv(J), como J é compacto temos que K é compacto, conexo e J atrai K.

Suponhamos que J nao seja conexo, entao existem aberto U e V satisfazendo:
UNJ#£0, VNnJ#0, JCUUV, UNV =0.
Desde que J é invariante temos que J C T'(t)K para todo ¢t > 0. Logo,
UNTHK #0, VNT@)K #0,Vt > 0.

Como T'(t) é continuo, o conjunto T'(t)K é conexo para todo ¢t > 0, existe z; € T(¢t)K\U U V.
Consideremos ¢, > 0 tal que t,, — oo e o conjunto B = {x,,n € N}. Como B C K e J atrai K temos
que B é um cojunto compacto e assim J & atrator para B Portanto, existe x € J tal que x¢, — = .
Logo, x € U U V. Absurdo pois, UUV é aberto e z;, ¢ UUV. O

Os resultados as seguir estabelecem condigoes para que exista um atrator global para um semigrupo

continuo 7'(t).
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Teorema 3.2. Seja T'(t) : X — X, t > 0, um semigrupo continuo. Se existe um conjunto compacto

K # 0 que atrai subconjuntos compactos de X e A = ﬂ T(t)K. Entao:
>0

(i) A independe de K, e se X é um espago de Banach entio A é conezxo.
(i) A é mazximal, compacto, invariante.

(iii) A € estdvel e atrai subconjuntos compactos.

Se T(t) € assintoticamente suave, entdao:

() Para qualquer conjunto compacto J C X existe uma vizinhanga Jy de J tal que T (Jy) € limitado

e A atrai J1. Em particular A € u.a.e.

(v) Se C C X € um subconjuto com v+ (C) limitado. Entao A atrai C. Finalmente se T(t) € bijetivo

em A, entao T'(t) restrito a A é um C" grupo.

A demonstragao do Teorema precedente pode ser encontrada [9, Teorema 2.4.2, p.17| para o caso

discreto.

Lema 3.10. Se o semigrupo {T'(t), t > 0} € assintoticamente suave e compacto dissipativo entao

existe um conjunto compacto e invariante J C X que atrai subconjuntos compactos de X.
A demonstracao do lema anterior ¢ analoga a demonstragao do lema 2.4.4 p.18 de [?, Hale|

Observagao 3.1. Notemos que nas condigoes do lema anterior, segue do Teorema [3.2] que existe um

atrator global A para o semigrupo T'(t).

Lema 3.11. Suponhamos que o semigrupo continuo {T'(t), t > 0} seja assintoticamente suave e ponto
dissipativo. Se as orbitas positivas de cada congunto limitado sao limitada, entao T(t) € limitado

dissipativo.
A demonstracao do lema precedente é analoga a demonstragao do lema 2.4.5 p.18 de [?, Hale]

Teorema 3.3. Se existe um t; > 0 tal que o semigrupo continuo T'(t) : X — X, t > 0 é completamente

continuo para t > t1 e ponto dissipativo. Entdo existe um atrator global A.

Demonstracao. Mostremos que se B é um conjunto limitado, entdo a érbita positiva de B é limitada e
pelo Lemaé limitado dissipativo e portanto compacto dissipativo. Assim, T'(t) satisfaz as hipoteses
do Lema segue da Observagao que existe um atrator global A para o semigrupo 7'(t).

Desde que T'(t)B é pré-compacto, pois T'(t) é completamente continuo para ¢ > t1, é necesséario
mostrar que a orbita de conjuntos compactos é limitada. Seja K C X um conjunto compacto. Desde

que T'(t) é ponto dissipativo, existe um conjunto aberto limitado C' tal que para todo x € K existe
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to = to(x,C) tais que T(t)x € C para t > tgy, pois caso contrario podemos considerar o conjunto
C = O:(C), para € > 0 fixo, como atrai C' pontos de X temos que C também atrai pontos de X.
Como T'(tp) é continuo, para cada x € K existe uma vizinhanga O, de z tal que T'(t9)O, C C. A
familia {Oz} é uma cobertura aberta de K, como K ¢é compacto existem zi,---,z, € K tais que
n
K C LJl Oy,. Seja to(K) = Org%xnto(xi, C'), podemos assumir que to(K) > 1.
i=

to(H)
Como T(t) é completamente continuo o conjunto H = T(t;) é compacto e H = U T(t)C é
>0
limitado. Assim, T(t)C' € H para t > 0. Logo T(t)K C H para t > to(K) portanto vt (K) é
limitado. m

No préximo capitulo usaremos o teorema precedente para mostrar que o semigrupo associado ao

Problema [2] possui um atrator global.



Capitulo 4

Problemas Quasi-lineares

Neste capitulo analisamos a existéncia e o comportamento das solugoes para o problema:

d
P) ditL + Au+ Bu = 0,q.t.p. em ]0, 00|
u(0) = up.

Sob as seguintes hipoteses:
H.1 V & um espago de Banach reflexivo e (H,(,)) um espago de Hilbert tal que V' é denso em H,

satisfazendo:
Ve H— V",

com constantes de imersao 7; e 12, respectivamente.
H.2 A:V — V* denota um operador monotono univoco, nao linear, hemicontinuo e coercivo.

H.3 B: H — H ¢é um operador lipschitziano, com constante de Lipschitz .

Sejam D(Ap) ={x € V;Az € H} ¢ Ay : D(Ag) C H — H, dado por, Agz = Az. Conforme o
Exemplo o operador Ay é um operador maximal monétono de H.

Neste capitulo denotaremos por D(Af) o fecho de D(Ap) na topologia usual do espago H.

Teorema 4.1. Sob as hipdteses H.1, H.2 e H.3, para todo ug € D(Ap) existe uma unica solugao fraca

u de (P). No caso em que ug € D(Ap), a fungao u € lipschitziana, e portanto solugao forte de (P).

A demonstracao deste teorema é consequéncia imediata do seguinte teorema.

Teorema 4.2. Seja Ay um operador mazimal mondtono, w > 0, f € LY(0,T; H) e ug € D(A;) .

Entao eziste uma unica solugao fraca uw € C([0,T]; H) para o problema

d
a + Aju —wu > f,q.t.p. em]0,T]

dt
u(0) = up.

66
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Demonstracao. Inicialmente mostremos que a solugdo é tnica, para isso suponhamos que u e v sao
solugodes fracas de

d
di; + Aju > f 4+ wu,q.t.p. em ]0,T]

u(0) = up.

Fazendo, fi = f +wu e fo = f + wv em (2.12)), obtemos
t
() — v(t)] < [u(0) — v(0)] + / wlu(o) — v(0)|do, ¥ t € [0,T).
0
Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman, temos que
Ju(t) — v(t)| = e*|u(0) — v(0)] = 0.

Logo, u = v.

Para demonstrarmos a existéncia, consideremos ug(t) = ug e g, = f +wu,_1 € L'(0,T; H) entdo

pelo Teorema [2.3| existe uma unica solugao fraca u,, € C([0,T]; H) do problema

duy,
A n n
a + Aup > g
un (0) = ug.

Aplicando (2.12)), obtemos
t
ua®) = 01 (0)] < [un(0) — (O + 0 [ Jur(5) — w1()]ds < wt a1 = woll ) ¥t € 071
0

Aplicando novamente (2.12)) e a desigualdade acima, temos que

t t
Iww—wﬁlS|m®%ﬂﬂm+w/hﬂﬁ—m®wﬁﬁf/Hm—WMmmm%
0 0
w2t?

= ?Hul - uOHL‘X’(O,T;H); Vite [O,T]

Procedendo desta maneira obtemos
(wt)"
[unt1(t) —un(t)| < o llu1 = wol| oo (0,1 m)

(wT)"
n!

IN

”U‘l - UOHLOO(O,T;H)7 Vie [OvT]
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Logo, existe u € C([0,T]; H) tal que u, — u uniformemente em u € C([0,7]; H) e u satisfaz

d
a + Aju —wu > f,q.t.p. em |0, T

dt
u(0) = up.

Como para cada solucao fraca u,,, existem Uy, € fnm tais que uy,, converge uniformemente para u,, em

AUnm

dt
em [0,7]. Assim considerando um argumento de diagonal existem yy,, € fom, tais que upm, — u

C([0,T); H), fum converge para g, em L'(0,T; H) e unm é solucio forte de + AUpm D fam q.t.p.

uniformemente em C([0,T]; H) € fum, — f em L'(0,T; H). Portanto, u é solucdo fraca do problema
(P )Demonstragéo Teorema O
O operador Ay = A+ B + {1 é maximal mondtono. De fato, o operador B + I é mondtono e continuo
com D(B+1I) = H, segue da Proposigao que o operador B + [I é maximal monétono. Como A
¢ maximal mondétono e Int(D(B +1I)) N D(Ag) = D(Ag) # 0 entdo, pelo Corolario A; é um
operador maximal mono6tono.

Como, A+B = A1—11 segue do Teoremaque, para todo T > 0 existe uma tnica u € C([0,T]; H)
solucéao fraca de
du + Au+ Bu =0, q.t.p. em |0,T]

dt
u(0) = uyp.

Portanto, u ¢ solugao de (P).
Se ug € D(Ap), consideremos u solugao de fraca do problema (P). Claramente u é solugao fraca

de J
Yy Av=-Bu

dt
u(0) = up.

Entao pela Teorema u € diferenciavel a direita de ¢ = 0. Aplicando (2.12)) para f(t) = —Bu(t) e
g(t) = —B(t + h) obtemos

lu(t+h) —u(t)] < |u(h)—u(0)|+ /Ot |Bu(s + h) — Bu(s)|ds
< fulh) = O+ [ fuls +) — (s
Pela Desigualdade de Gronwall-Bellman temos que
[u(t + ) —u(t)] < eTu(h) = u(0)] < C(uo, T)h.

Portanto u é lipschitziana.
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Para cada ¢ > 0, consideremos a aplicacao T'(t) : D(Ay) — D(Ap), definida por T'(t)up = u(t),
onde u é a solugao do problema (P) com condigao inicial ug. A familia {T'(t),t > 0} é um semigrupo
continuo.

De fato, (i) e (ii) da definicao de semigrupo sao automaticamente satisfeitas pela definigdo de
T'(t). Resta verificar a continuidade na variavel ug pois, pelo Teorema T(-) é continua na variavel
t. Para isso, consideremos ug,vg € D(Ap) e u,v solugoes de (P) com condiges iniciais ug e vp,

respectivamente. Dado tg > 0, segue da monotonicidade de A

<Ccl;:(t) — %(t},u(t} — U(t)> < (=Bu(t) + Bu(t),u(t) — v(t)) q.t.p em ]0, to|.
Logo,
S—lut) —v(®)? < |Bu(t) — Bo(t)||u(t) — v(t)] < lu(t) — o(t)]*.

Integrando em [0, s] obtemos

Sluls) —o(s)? <

lu(0) — v(0)]? +z/0 ’ lu(t) — v(t)|?dt.

Pela desigualdade de Gronwall-Bellman, concluimos que

1

Q\u(s) — v(s)\2 < —|ug — v0]26“0.

N =

A desigualdade acima ¢ valida se ug,vg € D(A). Portanto o semigrupo {7'(t) > 0} ¢ continuo.
Afim de obtermos mais propriendades do semigrupo {T'(t),t > 0}, é necessario que o operador A
possua mais propriedades. Tais propriedades permitem demonstrar que o semigrupo T'(¢) é compacto,

limitado dissipativo e que D(Ajf) é denso na topologia usual de H.

H.4 Sejam wy, we >0, c € R e p > 2 tais que para todo v € V sejam satisfeitas:

(Av,v)y=y > wi|v]l}, + a1 (4.1)

1Av]lv+ < wa (14 Jloll§ ). (4.2)

Lema 4.1. Se as hipoteses H.1, H.2 e H.4 sao vdlidas, entao D(Ap) é denso em H.

Demonstra¢ao. Consideremos v € H e € € (0,1), desde que Ay é um operador maximal moné6tono
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existe u. € H tal que

U + cAgue. = u.

Mostremos que u. — u, quando € — 0. Calculando o produto interno da igualdade anterior por wu.
obtemos,

el + (Anrue, ue) i = (u,ue)n.
Substituindo na igualdade precedente, temos que
el + £ (il + 1) < (u,we).
Logo,
e + ewn[uellf, < lullalluslli + eleal- (4.3)

Assim,

luellZr < llullalluclla + elel.

Completando quadrados obtemos

lucllzr < llullir + Veleal. (4.4)

Portanto, ||uc||z é limitado por ||u||g + v/|c1|. Desde que, H é um espago de Hilbert existem @ € H e
en > 0 tais que ue, — @ quando &, — 0.

Mostremos agora que @ = u. Por (4.3), temos que
5||uEH{)/ S k’ VE € (07 1)7
onde k = (|lullg + v/|ci])||u|la + |e1]. Por outro lado, aplicando (4.2)) obtemos

v = wae(1+ [Juclf )
p—1

k: P 2= X
WoE <1+ <> ! ) = wa <£+kpplszl’>
€

Logo, u: — v em V*. Como u. — uem H e uc — u em V* temos que u — u em H.

Segue de (4.4) que

lue —ullys = el|Anuel

IN

limsup [Jue|| 7 < [Jul|g-
e—0
Portanto, u, — u em H. ]

Lema 4.2. Seja K uma fungdo continua em um espag¢o métrico (X,d) e W um subconjunto denso de
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X. Entao sao equivalentes:
(i) Para cada o € X er >0, K(B,(xo) N W) € pré-compacta em X .
(ii) Para cada conjunto limitado J, K(J) € pré-compacta em X.

Demonstrag¢ao. Suponhamos inicialmente que a condigao (i) seja verdadeira e consideremos J um
conjunto limitado de X. Sejam d(J) o diametro de J e zy € J, considerando r = d(J) + 1 entao
J C By(zg). Como W é um conjunto denso temos J C B, (xg) N W pela continuidade de K segue que

K(J) € K(By (o) N W) C K(By(xo) N W).

Por hipotese, K(B,(xo) N W) é compacto. Assim, K(J) também é compacto, pois ¢ um subconjunto
fechado de um conjunto compacto em um espaco métrico.
Reciprocamente, se a imagem de todo conjunto limitado é pré-compacto. Entao para toda xg € X

e r > 0o conjunto J = B,(xp) N W & limitado e por hipotese, K(J) é pré-compacto. O

Como consequéncia dos Lema e para mostrarmos que 7'(t) é compacto na topologia de H,
é suficiente considerarmos os conjuntos By (r) N D(Ag), onde By (r) é a bola de centro na origem e
raio 7.

Antes de prosseguirmos para verificagdo de que o semigrupo T'(t) é compacto necessitamos de um

lema cuja demonstragao pode ser encontrada em [3, p.140]

Lema 4.3. Se as hipdteses H.1 a H.4 sao vdlidas, entdo para todo ug € H e f € Lp/((),to; V*) existe

uma unica fungao u a qual € V*-absolutamente continua em [0,tg] e satisfaz

! d /
u € C(0,to; H) N L7 (0, to; V), d—? € LV (0,to; V*)

dﬁ(t) + Au(t) = f(t), q.t.p. emt€]0,to]

dt
u(0) = up.

Lema 4.4. Se as hipoteses H.1 a H.4 sao satisfeitas e p > 2, entdo para todo ug € D(Ag) ety >0

temos

to
| s < eafuol ), (45)
0
€ /
to || 4 P
/ %(S) ds < Ca(luol, to), (4.6)
0 Vo

onde Cy e Cy sao fungoes localmente limitadas e p' € o conjungado de p.
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Demonstrac¢do. Segundo o Teorema existe u solugao forte do problema (P) com valor inicial uy €
D(Ap). Assim, como no Teorema consideremos ug(t) = up, entao uy € C([0,to]; H) para todo
to > 0. Consideremos também a funcao f : [0,¢9] — H definida por, f(t) = B(u(t)). Como u é

continua e B um operador globalmente Lipschitiz
£ € C(0,to]; H) C LP (0, t0; V™)
e assim, segue do Lema [£.3] que a fungao u satisfaz:

/ d /
u € C(0,to; H) N L (0, to; V), di: € L7 (0,tg; V*).

Passemos agora a demonstracao de (4.5)). Como u é solugao de (P), entdo

%(f) = —Au(t) — Bu(t), q.t.p. em ]0,tpl[. (4.7)

Calculando o produto interno em ambos os lados de (4.7) por u(t) e utilizando (4.1)) obtemos

1d
§%IIU(t)H?q = —(Au(t),u(t)) — (Bu(t), u(t))
< —wilfu®)[fy, — e1 + (|Bu(t) — BO|lg + || BO a) [|u(t) || o
< —w|u(®)|[f, = er + Uu®)l[F + 1|BO||allwt) |
1 BO||?
< —wnlu@lf + (14 5) I + 1202 -
1 BO||2
< wnlu@lf +m (143 ) Rl + 5
(p/2)'
2 1 (m(l+3) |1B0||7
< (_ 2202\ () IIP 2 1501
> ( w1+p€ )”'LL( )HV+ (p/2)/ < c + 2 C1,
wip 2/p
para todo € > 0. Fazendo ¢ = <T> e

(p/2)'
l 1 B 2
b <m<+2)> . 1o,

w2y \ = T Tl
Obtemos, p
1 ’U}l
5@”“@)”%{ < —7\\U\|€/ + k1, (4.8)
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Como u é absolutamente continua em H, temos

to
o)y +wr [ (s < fuolly + 2t (19)
0
Assim,
to
| s < el to),
2
Uuo + klto

onde Ci(||u(t)||m,to0) = L
Antes de prosseguimos para a obtengao de (|4.6]), notemos que decorre de (4.9))

[l Lo 0,80: 1) < Ca(lluolla, to),

onde Cg(HUQHH,to) =14/ HUOH%{ + ]ﬁto.

Agora segue de (4.7))

du P p'—1 p’ P’
2O < 2 A + 1 Bu®I-)
V*
< 2P o (1 + [fu()|E )+ 0f | Bu(t) %)
< 27 w2 TN (1 + u(®)|[B) 4+ 27 0k (' |u(t)|[5; + || BO| m))
< k(14 JJu®)]% + [u(@®)]%),

onde ky = 2% “2max{wsy + n§l|B(0)], nalP"}. Integrando em 0, to[ obtemos,
to 4

/ dt
0 v

du
P (t)

IN

to to ,
ato + / () [t + / ()|, dt
0 0

kato + Cr(|Juol| . to) + C8 (luoll . to) =: Ca(l|uol| &, to)-

IN

Lema 4.5. Seja {T'(t),t > 0} o semigrupo associado a (P) em D(Ap). Supondo que H.1, (4.5)
e (4.6) sejam wvdlidas para todo to > 0, p > 1 e que a imersao de V. em H é compacta. Entao,
T(t): D(Ag) — D(Ag) € compacta para cada t > 0.

Demonstra¢ao. Sejam r > 0 e tg > 0. Consideremos J = By (r) N D(Apg) e

J ={T(t)up;uo € J, t € [0,%o]}.
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Pelo Teorema temos .J C C([0, to]; H). Consideremos
dv / %
W =<ve LP0,ty; V); pn € LP (0,to; V™) ¢,

munido com, a norma

dv
lliw = llvllzr,00v) + {27 :
Lp(07t0;V*)
Claramente || - ||y define uma norma em W. Mostremos agora que W munido com essa norma é com-

pleto. Dado {v,} C W uma sequéncia de Cauchy, entdo existem v € LP(0,to; V) e v/ € L (0,tg; V*)
tais que v, — v em LP(0,t0;V) e dditn — v em LP (0,tp; V*). E facil ver que d—: =, assimv € W.
Conforme [II], Teorema 5.1, p. 58|, W < LP(0,ty; H) compactamente. Segue de e (4.6) que
J ¢é limitado em W, logo, J é pré-compacto em LP(0,to; H).
Consideremos {u,} C J, entdo {T'(-)u,} C W. Assim existe {T'(-)un,} C {T()un} e v €
LP(0,t0; H) tal que
/Oto | T(s)un, — v(s)|lfds — 0, quando k — oco.

Logo, existe uma subsequéncia {T()unky} C {T(-)up, } tal que
HT(s)unkj —v(s)[lg — 0, q.t.p em ]0, ¢o].
Dessa forma, para todo t € |0, to| existe ¢1 € |0, ¢[ tal que
T(tl)unkj — v(t1) € H, quando j — oo.

Logo,
T(t)unkj = T(t — tl)T(tl)unkj — T(t — tl)’U(tl) € H.

Como tg > 0 é qualquer, seque que T'(t) ¢ um semigrupo compacto. O

Notemos que se as hipotesses H.1 a H.3 sao validas, (4.1), (4.6 sdo validas p > 2 e V' é imerso
compactamente em H, entdo o semigrupo T'(t) é completamente continuo em D(A). Pois nessas
condigbes, dado typ > 0e W C D(Ag) limitado, segue da desigualdade (4.9)) que o conjunto {T'(t)W,t €

[0,%0]} € limitado e pelo Lema [4.5| T'(tg)W ¢é pré-compacto.
Para aplicarmos o Teorema resta mostrarmos que o semigrupo 7'(¢) é ponto dissipativo. Mos-
tremos que o semigrupo {7'(t),t > 0} é limitado dissipativo, para isso consideremos o lema a seguir

cuja demonstracao pode ser encontra em [15, p.168|.
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Lema 4.6. Seja y : [0, 00[— RY uma fungio absolutamente continua satisfazendo:
y + By <a,

onde j>1,8>1ea>0. Entao para todo t > 0 temos

yu>s<g);+«ﬁu—1ﬁwﬂ.

Lema 4.7. Suponhamos que H.1 a H.3 e (4.5) sao vdlidas e p > 2, Entao o semigrupo {T(t)} associado
a (P) € limitado dissipativo em clg(D(Ag)).

Demonstragao. Consideremos ug € D(Ap) e u a solugao de (P) com condigdo inicial ug. Por (4.8)

temos que
1 d 2 w1q
——[Ju(t < ——ul’, + &
SO < Sl + by
w1 —
< Sl + b
Fazendo y(t) = ||u(t)||%, temos que y satisfaz a seguinte inequagdo diferencial

y'(t) < —wll*pyp/Z(t) + 2k;.

Pelo Lema |4.6| segue que

Entao, para todo

2k, 2/p
r> ,
B <w1l—p)

concluimos que o conjunto {ug € D(Ap); ||uol|g < r} atrai conjuntos limitados de D(Ap). Portanto

{T'(t)} é um semigrupo limitado dissipativo. O
Teorema 4.3. Se H.1, H.2, H.3, (4.1)) e (4.6) sao satisfeitas parap > 2 eV — H é compacta. Entao
o semigrupo {T(t)} associado a (P) tem um atrator global em D(Ag).

Demonstragao. Ja sabemos que o semigrupo T'(t) é completamente continuo, pelo Lema anterior o

semigrupo é ponto dissipativo. Segue do Teorema que existe um atrator global para T'(t). ]
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Agora iremos aplicar o Teorema para mostrar a existéncia de atrator global para um problema

quasi-linear.

Exemplo 4.1. Sejam Q C R™ um conjunto aberto, limitado com fronteira 9 suave, H = L?() e

f : R — R globalmente Lipschitz. Consideremos a equagao diferencial de segunda ordem

ur = div(|VulP72Vu) — |ulP~tu + f(u), t >0, z € Q
w=0, z €90 (4.10)
u(0) = up € L3(),

comp>2ep>1.
Afim de mostramos que o problema acima tem um atrator global em L?(£2) descrevemos a formu-
lacao abstrata deste problema.

. 1, .
Consideremos W, (2) munido com a norma

1/p
_ p
lollygo@ = ([ 19oPas)

e V =W,?(Q) N L/ (Q) munido com norma
Jolly 5= ol + Nollzoss oy, Yo € V.

O espago (V.|| - ||) ¢ um espago de Banach. De fato, claramente | - ||y define uma norma em V.
Seja {v,} C V uma sequéncia de Cauchy, entao existem v € Wol’p(Q) e v’ € LPTH(Q) tal que v, — v e
v — v em Wy P(Q) e LPTH(Q), respectivamente. Como Wy (Q) < H e LPTH(Q) — H, pois |Q] < oo,
temos que v’ = v.

Ademais, conforme a caracterizacao de V* dada em [10] o espago V & reflexivo.

Além disso, V C H C V*, com imersoes continuas e V é denso em H. De fato, como Wol’p(Q) e
LPT(Q) sdo imersos continuamente em H, pois [2| < co. Pela defini¢ao de ||.||y temos que V & imerso
continuamente em Wy (Q) e L/1(Q). Logo, V < H.

Para verificarmos que H C V* é continua, observamos que se u € H e v € V, segue da desigualdade

de Holder
‘ / uvdx
Q

onde c; é a constante de imersdao de V em H. Portanto, H — V*.

<Mlullalvlla < ellullallvllv,

Desde que €2 é um aberto de fronteira suave, segue do Teorema de Rellich-Kondrachov (Ver [I,

1 , . . . - .
p.168]) que WP (£2) é imerso compactamente em H. Como a composi¢ao de uma imersao continua
com uma imersao compacta é uma imersao compacta temos que V esta imerso compactamente em H.

Para mostramos que V' é denso em H, lembramos que C§°(2) é denso em H, e como C§°(Q2) C V.
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concluimos que V é denso em H.

Seja A : V. — V* definido por
(Au,v)y=y = —/ div(|Vul[P~*Vu)vdz —I—/ lulP tuvdz.
Q Q
Pelo teorema da divergéncia temos que

<Au,v)v*7\/:/ \Vu|p_2VuV'udx+/ ulP~ tuvda.
Q Q

Afirmagao 4.1. O operador A é mondtono, coercivo e hemicontinuo.

De fato, para mostrarmos que A é monétono consideremos a desigualdade de Tartar cuja demons-

tragdo pode ser encontrada em [§, p.13]: Dados a, b € R e v > 2, existe vp(n,7y) > 0 tal que
(alal"™% = b[b]"?)(a — b) = ~0(n,7)[a — b7,
Logo,

(Au— Av,u —v) = / (|Vu[P~2Vu — |Vu[P2Vv) (Vu — Vv)) dz + / (JulP~ u — o[~ 1v) (u — v) da
Q 0

1
= 0 p)lu = vl ) + 200 0+ Dllu = vllpi ) = 0.

()

Logo, A é monoétono.

Por outro lado,

_A *
(Au,u)yey / Va2 VuVuds + / Ul uuda
[ullv Q L

p p+1
B HUHWOLp(Q) + Hu||LP+1(Q) . Hpﬁl l ”p
B lullv = Hlhwgr iy ™ 1HLe@)

Como p—1>1e p> 1, concluimos pela desigualdade anterior que

. (Au, u)y= v
hIIl - =
Jully =00 [Jullv

Para mostrarmos que o operador que A é hemicontinuo, notemos que A pode ser escrito como

Aw) = =3 2 (as(Vu)) + bw),
i=1 '
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onde a;(x) = |z[P~2x; e b(x) = |z|’~tx. Como,

V((1—-tu+tv) =(1—-t)Vu+tVv — Vu,

0
6907;

(a;i(x)) e b s@o continuas, o operador A é hemicontinuo.

E possivel mostrar que o operador A é a subdiferencial de uma funcao convexa ¢ : H — R, definida

por
1 1
/ |VulPdz + / lulP T de,u e V
d(u) =< PJa I+pJa
00, caso contrario .
Consideremos também o operador B : H — H, dado por, Bu = —f(u). Como f é globalmente

Lipschitz em R, o operador B é globalmente Lipschitz em H.

Dessa maneira o problema (4.10)) é reescrito como,

du
M4 Au+ Bu=
g TAut Bu=0 (4.11)

u(0) = up.

Assim o operador Ag é maximal monétono em H, com C5°(2) C D(Ag).

Mostremos agora que o operador A satisfaz (4.1). Suponhamos que p < p+ 1, entédo

- p +1 _pyetlr pA1
2p 1”1}”2;,4,.1(()) S ﬁ”v|’zp+1(g) —|-(2p 1) p+1 m
+1— 1
Assim, se k; = max {21”_1, p} ek= (2p_1)pp+1pL, temos
p+1 p+1—0p
lully, < 27’—1||v\|1;/&,p(m + 2P|l 1

IN

1
kl(HUW;Vg,p Q) + ||UHZ—L_+1(Q)) +k= k1<AU7U>V,V* + k.

(

O céalculo anterior mostra que

<Au7u>V,V* > 71”“”1\7/ + 72,

onde n = min{p, p+ 1}, e 91 > 0 72 € R sdo constantes que dependem de 7.
Para verificarmos que (4.6 é valida, consideremos uyg € D(Ap), e u a solugao forte de (4.11)).

Entao,
du

E(t) = —Au(t) — Bu(t), q.t.p em ]0, cc].
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Calculando o produto interno por u em ambos os lados na igualdade acima temos

;c(litn ||H = —(Au,u) — (Bu,u) < —/Q|Vu\p2VuVudx—/Q\u|pluudx—l—HB(O)||HHUHH+ZHuH%I
A s L v
< wm;wm)|mmﬁmn+a+1mwﬂmﬁﬁmn+”3f”%
< Wil (1= g ) Tl +
< = (1= 20 gy + Ml ) +

p+1

B(0 _
onde ¢y é a constante de imersdao de LPT1(Q) em H e c3 = 1B )” + P ((l + 1/2)02)@“)/(/)*1).

2 p+1
Fixando ¢y > 0, e integrando em |0, ¢o[ obtemos
1 2 2 fo P 0 pt+1
S llulto)l[r + (1 - FESUNA Hu(t)HWOl,p(Q)dt + [ oo dt < esto + *HUOHH (4.12)

Por outro lado, para todos v, w € V, com v # 0 temos

[(Aw, v)y+y| < '/ \Vw[P~2VwVuvde —|—‘/ lw|P~ twoda
Q Q
(p=1)/p 1/p p/(p+1) 1/(p+1)
< (/ |Vw\pda:) (/ |Vv\pdx> + (/ \w]pﬂda:) (/ \v]pﬂdm)
Q Q Q
p—1 p+1
< (ol gy + lwlze@)livlv,

dessa forma,

lAwlly < flwlfy e g + w73y ¥ w € V.

Wlp Le Q)?
Assim,
du
’ = = ||—Au — Bul|y« < [|Au|ly- + || Bully-
V*
1
< IIUIlwlp +lull7riqy + erlllulla + 1BO) ||
1
< omwlqm+uwﬂmy+m
P 1 , . ~ .
onde ¢ = ma 1) PtD/P 4| B(0)|| 5, —— ¢ e ¢1 € a constante de imersdo de H em V*. Seja
cf e IBO)l— beer i j
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du

o o (p—1)0 9
ol dt< 5/0 (||u||vf;&7p(m - {[ull 41y + 1) dt < oo.

V*

/to
0

Aplicando (4.12]) na desigualdade acima, obtemos que a solu¢ao u de (4.10)) satisfaz (4.6]). Portanto as

condigoes do Teorema sao satisfeitas e assim temos demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 4.4. O problema tem um atrator global em L?(S2).
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