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Resumo

Neste trabalho apresentamos trés tipos diferentes de desigualdades envolvendo autovalo-
res de diversos operadores. Primeiramente encontramos uma estimativa inferior para o
primeiro salto dos autovalores para o h-Laplaciano, melhorando em particular algumas
estimativas ja conhecidas para tal operador. Em seguida, obtemos uma desigualdade
universal para autovalores do problema de vibracao de uma placa com extremidades fi-
xas sobre variedades Riemannianas. Por fim, apresentamos uma estimativa inferior para

autovalores do tipo conjectura de Polya para operadores elipticos mais gerais.

Palavras-chave: estimativa para autovalores, salto fundamental, desigualdade universal,

conjectura de Polya, operadores elipticos.
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Abstract

In this work we present three different types of inequalities involving eigenvalues of several
operators. Firstly we find a lower bound for the fundamental gap for the h-Laplacian
improving in particular, some estimates already known to such operator. Next, we obtain
a universal inequality for eigenvalues of the vibration problem for a clamped plate on
Riemannian manifolds. Finaly we give a lower bound for eigenvalues of Polya conjecture

type for more general eliptic operators.

Key words: eigenvalue estimates, fundamental gap, universal inequality, Polya conjec-

ture, eliptic operators.
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Introducao

Consideremos o problema de vibragao de uma membrana com extremidades fixas em

R2, conhecido como o problema de Dirichlet e modelado como abaixo

—Au = Mdu, em ()
7 (1)
U|3Q = O
onde € representa a membrana (2 C R? ¢ aberto conexo e limitado com fronteira suave),
nooo2
A= Z 922 é o operador de Laplace usual, e A é um ntmero real chamado o autovalor
1“
=1

de Dirichlet. E conhecido que existe uma certa proporcionalidade entre os autovalores de
Dirichlet e o quadrado da autofrequéncia de vibracao da membrana. As func¢des u que
satisfazem o problema sao conhecidas como autofuncgoes de Dirichlet, e estas descrevem o

comportamento da membrana quando esta esta vibrando.

Se modificarmos o problema de Dirichlet e escrevermos

—Au = Au, em
ou 0 J (2)

AL
com v sendo o campo normal unitario exterior a 02, obtemos o chamado problema de

Neumann. Este problema também possui um significado aplicado na fisica, por exemplo, o
fluxo de calor em um recipiente fechado. Por estes e outros motivos, torna-se interessante

o estudo destes problemas ou similares a estes.

Podemos entao pensar em estender tais questoes para outras muito mais gerais e

considerar, por exemplo, em vez do operador de Laplace, o operador de Schrodinger

A+,



Introducao

com V sendo uma funcao adequada, ou até mesmo o poli-Laplaciano

(A = AAA---A.

l—vezes

Diante disto, poderiamos estudar tanto os autovalores quanto as autofunc¢oes de pro-
blemas envolvendo tais operadores. Porém, o objetivo deste trabalho sera o de encontrar
somente relagoes para os autovalores. Por exemplo, para o problema (1), Yang [38] provou

que

Ek:(ml —\) (/\k+1 - (1 + %) /\i) <0, (3)

i=1
onde )\ significard para noés o k-ésimo autovalor. Para o operador de Schrodinger com

hipoteses adequadas sobre o dominio e condigao de fronteira de Dirichlet, Yu e Zhong [41]

provaram que

Ao — A > — (4)

onde d é o diametro do dominio.
Ainda para o mesmo problema de Dirichlet, existe a conjectura de Poélya posta em 1960,

a qual afirma que para qualquer dominio {2 C R" e todo k inteiro positivo vale

, Lo\ 2m
Ae > (2m) (W) , (5)
com || sendo o volume de (2 e w,, representando o volume da esfera unitéaria n-dimensional
do espago euclidiano. Varias outras tentativas para se provar a conjectura de Polya foram
feitas, por exemplo, em 1982 Li-Yau [27] mostraram a seguinte estimativa

AkZM(k)m_ (6)

(n+2)w2™ \1Q]

Desigualdades semelhantes para o mesmo operador com condigoes de fronteira de Neu-
mann também sao amplamente estudadas e algumas destas desigualdades podem ser
encontradas em [23] e [24]. Ao longo do texto trataremos destas trés desigualdades di-
ferentes para autovalores, cada uma relacionada a operadores distintos definidos sobre

dominios diferentes.



Introducao

Para inicio de leitura, no Capitulo 1 deixamos para o leitor uma série de definigoes,
observagoes e também resultados com o intuito de facilitar a leitura do trabalho e justificar

alguns fatos utilizados ao longo do texto.

O Capitulo 2 trata a respeito do operador conhecido como h—Laplaciano, definido
como sendo um operador do tipo A, = A — (Vh, V), onde h é uma fungao continua defi-
nida sobre um dominio apropriado. Para sermos mais especificos, estaremos interessados
em encontrar uma estimativa do tipo (4), também conhecida como o primeiro salto dos

autovalores ou o primeiro salto fundamental dos autovalores, para o problema

Apu+Vu= \u, em
(7)

U’ag =0

onde €2 ¢ um dominio limitado convexo suave em uma variedade Riemanniana completa,
h e V sdo fungoes suaves sobre Q com algumas hipéteses adicionais que serdo comentadas
posteriormente. Para o problema (7), admitindo as mesmas hipoteses impostas por Li
Ma e Baiyu Liu [30], conseguimos melhorar alguns dos resultados ja obtidos por eles em

[29] e [30].

A partir do Capitulo 3 passamos a trabalhar com operadores elipticos de maior ordem,
a saber, comegamos interessados em exibir uma desigualdade do tipo (3) (também conhe-
cida como desigualdade universal) envolvendo os primeiros k autovalores do problema

A*u—pAu = z['u em Q
ou (8)

uloa = 10 =
Neste caso, M significara para nés uma variedade Riemanniana completa n-dimensional,
2 um dominio limitado com fronteira suave 02 em M, v serda o vetor unitario normal
exterior a 0§2, z > 0 uma funcao definida em {2 e p uma constante nao negativa. Este
problema também é conhecido como problema do operador biharménico de Dirichlet ou
problema de vibracao de uma placa com extremidades fizas. Esta denominagao surge pela
aplicacao fisica que o proprio nome sugere, a forca externa exercida sobre uma placa com

extremidades fixas.
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Os primeiros a exibir uma desigualdade universal para o problema (8) em dominios de R™

com p=0e z =1 foram Cheng e Yang [14]|. Eles provaram que

k 12 , k
1 8(n+2)\ % 1 "
Ipyr — T ,-eri < (T) T Z i(Ter1 — 1))

Ainda para o caso p = 0 e z = 1, temos desigualdades envolvendo vérios tipos de varieda-
des e que podem ser encontradas em [15, 16, 42|. Xia [11] exibe vérias desigualdades para
diferentes tipos de variedades Riemannianas completas, entretanto explorando apenas o
caso z = 1. Provaremos no Capitulo 3 uma desigualdade universal para o problema (8) e
analisaremos alguns casos considerados por Xia e Wang [42|, constatando a generalizagao

desses casos obtidos por eles quando consideramos p =0e z = 1.

Por fim, no Capitulo 4, trabalharemos com desigualdades do tipo conjectura de Poélya

(5) para operadores poliharmonicos. A saber, o problema estudado é

(=A)u = M-=A)u em Q,
ou Oty (9)

Ulp = =...= — =0
| ov loa ovl—1laq ’

onde €2 C R™ é um dominio limitado conexo, » > 0 e [ inteiros positivos tais que [ > r+1,
e v o vetor unitario normal exterior a 9€). Para isso, generalizamos o Lema de Cheng e
Wei [17] utilizando de lemas e proposi¢oes de Melas [31] e Xia e Wang [43]. Isto nos levou
a uma desigualdade que generaliza a Desigualdade de Cheng e Wei [17].

Provavelmente, o primeiro a estudar uma desigualdade do tipo (5) foi Weyl em 1912, onde

em [44] provou a féormula assintotica de Weyl para o problema (1)

de~ Ol >(rér)2/n’ 1o

onde C(n) = (27)%w,?". Décadas depois, em 1960, Pélya [33] provou que para uma
infinidade de dominios congruentes a {2 que cobrem todo o espaco R"™ sem falhas e sem

sobreposicao, exceto em um conjunto de medida zero, vale a desigualdade

Ae > C(n) (’%)M, (11)
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e conjecturou que o mesmo vale para qualquer dominio em R™. Ja em 1982, Li e Yau [27|

obteram a estimativa
k

S nkC(n) ( k \*"
T on+2 Q| ’

i=1

cuja consequéncia é a desigualdade

s nC(n) ( k )2/”.

n+2 @

(12)

(13)

A seguir vieram também os trabalhos de Melas [31]|, Cheng e Wei [17] e generalizagoes,

encontradas em [25] e em Xia e Wang [43].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Como dito, neste capitulo enunciamos resultados basicos e preliminares com o pro-
posito de facilitar a leitura deste trabalho. Vamos sempre denotar por (M™,(-,-)) — ou
simplesmente M — uma variedade Riemanniana n-dimensional com métrica (-,-) e por
OM como sendo a fronteira de M. Para cada p € M, T,M denotard o espaco tangente
a M no ponto p e T'M denotara o conjunto formado pela uniao de todos os espacos tan-
gentes munidos com uma estrutura diferenciavel. No que segue a palavra diferencidvel ou
suave significard para nés O e C*(M) denotara o conjunto das funcdes reais de classe

C* definidas em M.

1.1 O Teorema do Divergente

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional. Sabemos que um campo de vetores
X em M ¢é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

O campo é um campo diferencidvel se a aplicacao X : M —— T'M ¢ diferenciavel.

Dentre os varios tipos de campos de vetores, destaca-se ao longo deste trabalho o

campo vetorial gradiente de uma funcao suave.



Capitulo 1. Resultados Preliminares

Definigao 1.1. Seja f uma funcao diferenciavel sobre M. Definimos o gradiente de f,

denotado por V f, como o campo vetorial sobre M satisfazendo
(Vf,X) =X,
para todo X € T,M, onde (-,-) denota a métrica em M.

Observacao 1.1. Com base em propriedades de diferenciacao, temos as seguintes relagoes

L. V(f+9)=Vf+Vyg,

2. V(fg) = f(Vg)+g(Vf),

para f,g € C'(M).

Definicao 1.2. Para um campo de vetores suave X em M, a divergéncia de X, denotado

por divX, é uma funcao diferenciavel em M satisfazendo
(div X)(p) = trago(Y — Vy X),
onde Y varia em T,M e Vy é a derivada covariante na direcao do vetor Y (p).
Observacao 1.2. Das propriedades da derivada covariante e do divergente, para f €
CY(M) e X, Y campos suaves sobre M, valem
L. div(X +Y) =divX + divY,
2. div(fX)= f(divX)+ (Vf X).

Defini¢ao 1.3. Considere f uma funcao em C*(M), onde k > 2. O Laplaciano de f,

denotado por Af, é definido por
Af =div(Vf).

Observacao 1.3. Em virtude das defini¢oes e observagoes dos operadores gradiente e

divergente, para f,g € C*(M) (k > 2), temos

7
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L. A(f+h)=Af+ Ah,

2. div(h(V ) = h(Af) + (Vh, Vf).,

3. A(fh) =h(Af)+ f(AR)+2(Vf,Vh).

Neste momento, suponhamos dispor de uma teoria de integragao para M tal que sua

fronteira OM possua métrica Riemanniana induzida mensuravel. Se denotarmos por dx a

medida usual de Lebesgue, temos o seguinte teorema

Teorema 1.1 (Teorema do Divergente). Sejam X um campo de vetores suave em M e v

o campo unitdrio normal exterior a OM. Entao

/M (divX)dz = / (X, v) da. (1.1)

oM
Como consequéncia do Teorema do Divergente temos as identidades de Green

Teorema 1.2 (Identidades de Green). Sejam f e h fungées suaves sobre M. Entao

_ of
[ war+@nvma= [ nila. 12)
Ainda, vale também
B of  .oh
/M(hAf — fAR)d = /OM <h% - 5) dz. (1.3)

Observacao 1.4. A partir daqui, com o proposito de nao deixar as equagoes com notagoes
carregadas, deixaremos de escrever o termo dz (medida usual de Lebesgue) nas integrais

salvo em algumas poucas situagoes para nao ocorrer risco de confusao.

1.2 Formula de Bochner

Até entao, as defini¢bes e férmulas vistas anteriormente nos fornecem relacées que de
certa forma nao apresentam entes geométricos, isto é, apesar do nosso meio ser uma vari-

edade Riemanniana, por enquanto apresentamos féormulas envolvendo somente a conexao

8
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e a métrica da variedade em questao. O objetivo desta se¢ao é enunciar a férmula de
Bochner, a qual apresenta uma relacao entre o laplaciano de uma certa funcao com a

curvatura de Ricci da variedade considerada.

Para isto, lembramos que dada uma fungao f suave sobre M, o Hessiano de f em p,

ou a forma Hessiana de f em p, a qual denotaremos por V2f, é definida por

VEIAXY) = (XY f)(p) = (VxY f)(p), (1.4)

onde V representa a conexao em M", e X, Y € T,M séo campos suaves. Ainda, se {e;};_,
é um referencial ortonormal em 7, M, a norma do Hessiano de f, |[V2f| é calculada como

segue
n

> IV (e e

i,j=1

V2 fI? = (1.5)

Considere as mesmas notagdes acima e tome |z A y| = \/|z[?y|? — (z,y), para z,y

pertencentes a um espago vetorial V', onde |z|? = (z, ).

Definicao 1.4. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional ¢ C T,M, o

numero real

(R(z,y)z,y)

K(o) = Klay) = = 00

) (1.6)

onde {z,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o em p.

Definidas estas notagoes, € bem conhecido que em um ponto p € M, a curvatura de
Ricci, Ric = Ricy @ T,M x T,M ~— R & uma forma bilinear. Assim, se {e;};_, ¢ um
n

referencial ortonormal de T,M, e v = E a'e; € qualquer vetor, entao
i=1

Ric(v,v) = Z K(ei,ej)a'a’. (1.7)

ij=1

Apresentamos agora a Formula de Bochner, cujo uso sera indispensavel para a prova

dos resultados no Capitulo 2.
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Teorema 1.3 (Formula de Bochner). Considere f € C3*(M). Se {e;};_, € um referencial

ortonormal de T,M , entao em p, vale

AV =2IV2f2 +2(Vf,V(Af)) + 2Ric(Vf, V). (1.8)

Uma demonstragao para a Formula de Bochner pode ser encontrada em [36].

1.3 O espaco L?

Denotemos por L*(M) = {f : M —— R; f & mensuravel em M e/ I < oo}. So-
M
bre L?(M) temos um produto interno (-,-) : L*(M) x L?*(M) — R dado por

(f,9)= 1 fg,
M

e induzido por ele, uma norma ||-||* : L*(M) — R dada por

12 = /Mf2 — (1. 1).

Portanto L*(M) munido desta norma ¢ um espago de Hilbert.
Suponha entao M = R". Podemos assim definir um importante operador chamado de

Transformada de Fourier como segue:

Definigao 1.5. Dada f € L?*(R") a Transformada de Fourier de f, F(f) : R" — C ¢é
definida por

F(PE) = 20)F [ @ fa)d.

n

Este operador é de fundamental importancia para a prova do teorema principal do

Capitulo 4, assim como suas propriedades abaixo e os dois teoremas seguintes.

Propriedades 1.1. Destacamos duas propriedades da Transformada de Fourier:

1. Paracadag=1,---,n, temos

WP = —iF (51 ) @

10
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2. Para cada ¢ =1,--- ,n, também vale

n

8 z 1<T,z
P = @nF [ e d,
Zq

ou seja,

VE(E) = @m)F [ infla)e

n

Teorema 1.4 (Desigualdade de Bessel). Seja ey, ey, -+, uma sequéncia ortonormal em
L*(R™). Entdo para todo x € L*(R™) vale

o0

Dl e) <l (1.9)
i=1
onde (-,-) € o produto interno em L*(R™).

Observagao 1.5. A titulo de informagao podemos trocar R™ no teorema acima por

qualquer espaco H de Hilbert.
Teorema 1.5 (Plancherel). Seja f € L*(R™). Entdo

[ @ = [ 1)t (1.10)

isto €, a Transformada de Fourier deiza invariante a norma em L2.

1.4 Desigualdades Isoperimétricas

Nesta segao veremos algumas desigualdades isoperimétricas de suma importancia as

quais ocorrem no Capitulo 4. Para tanto comegamos com uma definigao.

Seja f uma funcdo mensuravel definida em  C R™. Daqui em diante vamos denotar
|Q| = volume de Q2 e w,, = volume da esfera unitdria do espago euclidiano n-dimensional.

Iremos definir a funcéo distribuicao de f, af(f) ou simplesmente a(t) por

a(t) = [{z € [f(z)] > t}].

11



Capitulo 1. Resultados Preliminares

Definicao 1.6. A representacao esférica decrescente f* é uma funcéo definida em uma
bola B de tal forma que |B| = |Q2] e o centro de B é tal que f* depende somente da
distancia da origem. Além disso, f* é decrescente (f* |) e é equimensuravel com f, ou

seja, f e f* tem a mesma funcao distribuicao:

alt) = | {x € & ()] > 1} | = | {w € B; /()] > 1},
[{s [f* ()| > |f*(r)]} | = wnr™.

Observagao 1.6. A fungao f. (representacao esférica crescente de f) pode ser definida

analogamente.

Observagao 1.7. Como f* e f, sdo fungoes que dependem apenas de r = |z|, escrevemos

fr(r) e fulr).

Listamos abaixo algumas propriedades sobre representacoes esféricas, seguidas de dois
teoremas relevantes para os calculos que serao feitos no Capitulo 4. Para uma leitura mais
profunda sobre estas propriedades recomenda-se [4] e [34]. Sobre resultados relacionados

com os dois teoremas seguintes sugerimos [36].

Propriedades 1.2. 1. Se f = f(r) >0, f | (respectivamente f 1), entao f*(r) < f(r)
(respectivamente f*(r) > f(r));

/Bf*g*S/Bfgé/Bf*g*

Teorema 1.6. Seja (2 C R™ um dominio limitado com fronteira. Entao

2. Se f,g > 0, entao

nwl/™Q)" <109 (1.11)

Teorema 1.7 (Férmula da Co-Area). Seja M uma variedade Riemanniana com fronteira,

tal que f,|Vf| € L3(M). Entio para qualquer fungdo ndo negativa mensurdvel h sobre

M, vale
fr=1. (/ a}lww)d (1.12)

12



Capitulo 1. Resultados Preliminares

Consideremos €2 um dominio limitado de R™. O momento de inércia de ¢ definido

por

() = min/ |z — al?.
Q

a€R™
Fazendo translacoes de origem e rotagoes dos eixos de forma adequada, podemos assumir

que o centro de massa ¢ a origem, e escrevemos

1(Q) = /Q 2.

Deste modo, terminamos esta secao com uma importante relacao entre o momento de

inércia e o volume do dominio em questao.

Propriedade 1.1. Com as mesmas notagoes acima vale
QN 2
10 = [z [ ep= e (21 (113)
Q B n+2 Wy,

1.5 Autovalores de Operadores Elipticos

Tratamos nesta secao o objeto chave do nosso trabalho: autovalores de operadores
elipticos. O primeiro operador diferencial para fun¢des em varias variaveis que vem em
nosso pensamento, talvez pela frequéncia em que ele ocorra (devido ao grande nimero de

aplicagoes), é o operador Laplaciano.

Tomemos entao m um numero natural. Dizemos que o vetor « é um m-multi-indice se
a = (ag,qs,...,04,), onde 0s a;’s sdo, para cada ¢ € {1,...,m}, inteiros ndo negativos.

Escreveremos

0%10%% ... 0%

T 07 0x5? .. Oz

aa

m
ela| = Z |ai;|. Considere k € N e L um operador da forma
i=1

13
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Dizemos que L é um operador eliptico se

S aa(@)e” £ 0,
|a|=k

para todo £ € R"™ com & # 0. Discutiremos a seguir sobre o comportamento dos autovalores

para os operadores correspondentes a cada capitulo do trabalho.

1.5.1 Autovalores do operador h-Laplaciano

Considere Q C M um dominio suave limitado, h e V funcoes suaves sobre Q tal que

V' é nao negativa. Definimos o h-Laplaciano como sendo o operador

Ay =A-—(Vh V"), (1.14)

onde A é o laplaciano usual. Do operador acima podemos definir outro operador um
pouco mais geral adicionando a ele a funcao V' dada acima. Temos entao as seguintes

propriedades bem conhecidas para o operador —Ay, - +V :

Propriedade 1.2. O primeiro e segundo autovalores A; e Ay do operador —A, - +V

satisfazem 0 < A\ < As.

Propriedade 1.3. A primeira e segunda autofuncoes f; e f» sdo ambas suaves sobre Q.

Além disso, fi > 0e [, fifo =0.

Observagao 1.8. Note que para V =0, —Aj, +V torna-se o h-Laplaciano. Para V =0 e
h = 0 obtemos o operador Laplaciano usual A, e quando h = 0 e V nao necessariamente

é a funcao nula, obtemos o operador de Schrodinger —A + V.

14
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1.5.2 Autovalores para o Laplaciano de ordem [ > 1

Dizer que o operador laplaciano é de ordem [ significara para noés o mesmo que o

laplaciano de uma func¢ao calculado [ vezes, isto €, estamos falando do operador

(A = AAA---A.

l—vezes

Comecamos com um importante resultado utilizado ao longo do Capitulo 3 a respeito
do comportamento dos autovalores e suas autofuncoes correspondentes para o problema

descrito no teorema que segue.

Teorema 1.8. A respeito dos autovalores do problema de vibragdao de uma placa com

extremidades fixas

A%y —pAu = zI'u em €
ou (1.15)

Y

u _— =
o ov lon

onde Q) C M e M é uma variedade Riemanniana compacta com fronteira tal que €2 € um
dominio limitado suave, podemos afirmar que

1. cada autovalor I de A% — pA ¢é real;

2. cada autoespaco de cada autovalor tem dimensao finita;

3. autoespacos de autovalores distintos sao ortogonais;

4. L*(Q2) € a soma direta de todos os autoespacos;

5. (resultado espectral) se repetirmos cada autovalor levando em conta sua multiplici-
dade, vale

O<F1<F2§F3§—>OO
Em [18] podemos encontrar algumas versoes mais gerais do teorema acima incluindo
demonstragoes. Para outros fatos sobre autovalores de operadores elipticos, recomenda-

mos também [18], [10] e [6].
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Capitulo 1. Resultados Preliminares

De posse do resultado acima é possivel obter uma estimativa para autovalores, esti-

mativa esta bem conhecida e chamada de desigualdade de Rayleigh-Ritz:

Teorema 1.9 (Desigualdade de Rayleigh-Ritz). Considere o problema (1.15) e f uma
fungio em L*(2) tal que f # 0. Se {u;};>, € uma base ortonormal correspondente a cada

autovalor, e além disso, (u;, f) =0 para todo j =1,--- |k — 1, entdo vale a estimativa
F(A’f = pAf)
L

Q

onde ||f|]? = {f, ) = /f2. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se f € auto-
Q

A < 22

(1.16)

fungao de \.

Para demonstragao e versoes mais gerais acerca da desigualdade de Rayleigh-Ritz

recomenda-se [45] e [7].

Aproveitando o momento, podemos também falar de propriedades de autovalores para

o operador diferencial do problema abordado no Capitulo 4, a saber

(=AY = X—=A)"u, sobre Q
Ou o=ty

(1.17)
5‘89 T T ol ‘69 =0,

ulon

onde o produto interno é definido por
(f.9) = / fA"g,
Q
e ) é um dominio conexo limitado em R".

Propriedade 1.4. Sobre os autovalores do operador para o problema acima (1.17), temos
as propriedades 1-4 anélogas as do Teorema 1.8. Quanto a respeito do comportamento

dos autovalores, vale ainda (resultado espectral)

O< A< < w0
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Capitulo 2

O primeiro salto dos autovalores do

operador h-Laplaciano

Consideraremos \; e Ay 0 primeiro e segundo autovalores do operador
—Ap+V ==-A+(Vh,V)+V,

com fi e fy suas respectivas autofuncoes, isto é,

“Afi+Vi=MA
—Apfo+Vfa= Ao fa,

(2.1)

sobre um dominio limitado 2 C M (variedade Riemanniana completa) onde V e h sdo
funcoes suaves dadas sobre ). Para o operador acima trataremos neste capitulo o caso

com condigoes de fronteira de Dirichlet

—Apf+Vf = Af, sobre 2
flaa = 0.

(2.2)

Ao operador A, = A+(Vh, V) damos o nome de h-Laplaciano. Como dito anteriormente,
definimos o primeiro salto dos autovalores (ou salto fundamental) para o operador acima
como sendo a diferenca entre o segundo e primeiro autovalores, ou seja, ao niimero

A = Xy — A1, O objetivo deste capitulo é apresentar uma estimativa inferior para Ao — Aq.

17



Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

2.1 Resultados auxiliares

Listamos aqui alguns resultados de grande utilidade para este capitulo. Daqui para
frente tomamos as notagoes u = é e A= Xy — A1, onde f e fy representam a primeira e
1
segunda autofungoes do problema (2.2) e A = Ay — Ay, com A; e Ay como acima.
Observagao 2.1. Pelas propriedades (1.2) e (1.3) vistas na segao 1.5.1, faz sentido definir

u como acima para x € €, ja que f; > 0 em €2 conforme Propriedade (1.3). Além disso,

pela Propriedade (1.2), A > 0.

Lema 2.1. Para todo x € (), vale a expressao

Apu = —Au—2(Vu,Viog f1) .

Demonstragao: Fazendo os célculos,

Au = A(é

i 1 1
= o ns(g) (v (1)

_ Af2_2< 11,V f2) szfrl—Zf—g!Vf 2

ifl fi fi )
= F(—A2f1f2+)\1f1f2) 72 (f1 (Vh,V fa) = f2(Vh,V f1))

! 3
T L VA

V0V f
i h

IV A?
fP

= —du+ (Vf1,Vfa)+2f

Por outro lado,

IV Ail?
fP

<vf17vf2>
fi

- f2 = <vu7 VlOg fl) ) (23)

(VL,Vf)  fa
A h

Substituindo as relagoes (2.3) e (2.4) na expressao Au, obtemos

(Vh,V 1) = (Vh, Vu) . (2.4)

Au = A+ (Vh,Vu) — 2(Vu,Vlog f1),
conforme desejado. ¢
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

Continuando, temos o Teorema de Malgrange, o qual nos permitira afirmar que a
funcao u definida no lema acima satisfaz a condicao de Neumann sobre a fronteira do

dominio.

Teorema 2.1 (Teorema de Malgrange). Sejam U C R™ um aberto na vizinhan¢a da

origem, f:U = (t,x) — R uma fungao C* tal que

B af B 3k_1f B ak:f
£(0,0) =0, Z2(0,0) = 0-++, ==3(0,0) = 0, 5-(0,0) # 0.

Entao na vizinhanga da origem podemos escrever f como sendo um produto de uma fun¢ao
suave ¢ que nao se anula na origem com uma funcao suave de t, que € um polinémio de
grau k, ou seja

ft,x) = c(t,x)(t" + ap_1 ()" + - 4 ag(z)).

Através do Teorema de Malgrange e do Lema de Hopf, podemos provar a suavidade
da funcao u definida acima e estabelecer uma condi¢ao para a sua derivada na direcao do

vetor normal unitario exterior ao dominio.

Lema 2.2. Seja U C R™ um dominio suave limitado convexo. Entao u = % é suave
1

sobre a fronteira de OU. Além disso, u satisfaz a condicao de fronteira de Neumann.

Demonstragao: Para todo ¢ € OU podemos escolher um sistema local de coordenadas
{z1,29, -+ ,2,} em uma vizinhanca V tal que ¢ € V.NOU = V N {x; = 0}. Sabemos
que fi >0 em U e f; = 0 sobre dU. O Lema de Hopf afirma entao que g—Q # () sobre
OU. Lembrando que f; é uma fungao suave sobre a fronteira, restringimos f; ao conjunto

V NU. Pelo Teorema de Malgrange podemos afirmar, que localmente,
fi=g a1, prrazcUNV,

onde g; # 0 e & suave sobre € U N V. Por outro lado, também podemos escrever

localmente, em U NV

fz:g2'x1,
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

onde go ¢ uma fungao suave sobre U N V. Assim, segue de imediato a expressao

yo 2 _ 0
i 91’

a qual é suave em U N V. Portanto u é suave sobre a fronteira OU.

Para provar que u satisfaz a condicao de Neumann sobre a fronteira, lembremos que

podemos escrever (Lema 2.1)
2(Vu,Viog f1) = —Au — A+ (Vu, Vh) .

Por hipotese supomos h suave sobre a fronteira, logo é razoavel supor também Auw,
(Vh,Vu) e u também suaves sobre a fronteira de maneira que todas estas fungdes atinjam
valores finitos sobre a fronteira. Logo,

k

(Vu, Vg f1) = %m(fl)l + % Zzluz<f1>z

atinge valor finito sobre a fronteira. Ao multiplicarmos a equacao acima por f; obtem-se

facilmente

k
f1(Vu, Vlog f1) — Zuz‘(fl)z‘ = u1(fi)1-

Como f; = 0 sobre OU e x;, 2 < i < n, s@o vetores tangentes a OU, temos (f1);|lov = 0,
para 2 < i < n. Isso quer dizer que quando x tende para um ponto p € QU, ficaremos
com a relacao

u1(f1) =0, sobre OU.

Como f; > 0 sobre a fronteira de U, concluimos o fato de

ui(p) = %(M = 0.

Entao u satisfaz a condi¢ao de Neumann sobre a fronteira de U. ¢
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

2.2 Uma estimativa inferior para o primeiro salto de

autovalores

Nesta se¢ao vamos impor algumas condigoes sobre os dados do Problema (2.2) a fim de

obter uma estimativa inferior para o primeiro salto dos autovalores do problema descrito.

Para )2 como na secao 2.1, definimos

maxu(x) = 1; e minu(x) = —k.
€ e

Note que nao ha problema algum em supor que o méximo da funcdo u em Q é 1; assim
como nao ha problema em supor 1 > k, caso contrario tomariamos — fy ao invés de fs.
Lembrando que fQ fife = 0 e fi > 0 (Propriedade 1.3, Capitulo 1), segue que k > 0.

Com estas informagoes, definimos a fungao v por

v = (u . %) / (#) , (2.5)

1—k

a=—-

1+ &

o qual de imediato satisfaz 0 < a < 1. Isto faz com que —1 < v(z) < 1 para todo z € Q.

e o nimero a, definido por

(2.6)

Diante da construcao acima, segue de imediato o corolario

Corolario 2.1. Para a funcao v acima definida vale

Av=—-Av+a)—2(Vv,Vlog f1) + (Vv,Vh). (2.7)

Demonstragao: Segue diretamente do Lema 2.1. ¢

Estamos prontos para enunciar o principal teorema deste capitulo

Teorema 2.2. Seja 2 um dominio limitado convexo com fronteira estritamente convexa
(isto significa que a sequnda forma fundamental da fronteira € positiva definida) em uma
variedade Riemanniana completa M. Considere ainda V' e h fungoes suaves sobre Q.

Suponhamos que em )

h
Hessiana (5 — log f1> > \/gl, r > 0 real.

21



Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

Se Ricq > —+/2r, entdo para o problema

—Apf+Vf = Xf, sobre Q

(2.8)
floa = 0,
vale a estimativa
2
Ao — A\ > ¥ (2.9)

onde d € o didgmetro de €).

Para provar o teorema acima comegamos com uma proposic¢ao, seguida de um teorema

e de trés lemas. Iniciamos com

Proposigao 2.1. Considere Q2 e 9Q como no Teorema 2.2. Seja z(v) uma fun¢ao suave
sobre Q. Suponha que
G(x) = Vo] + 2(v),

max G(z) = G(p) e p € 0. Entio Vov(p) = 0.

z€Q

Demonstragao: Escolha um referencial ortonormal {ej, ey, ..., e, = v} em uma vizi-

nhanca de p. Como p é um ponto de maximo de G,

oG =
0<——(p) = 2 Z Vi, + 2'vy
i=1

— Ov
p (2.10)
= 2 Z ViUV -
i=1
Pela definicao de Hessiana, em p teremos
vy = evv— (VY)v
(Ve) (2.11)
= _(VZZ)IU7
e pela segunda forma fundamental de OS2
n—1
Viv = — Z hijvj , (212)
j=1
obtendo finalmente .
0 S —2 Z vihijvj S 0.
ij=1
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

Como 0f) é estritamente convexa, concluimos que v;(p) = 0, 1 < ¢ < n, como desejado. ¢

Utilizando a proposi¢ao acima conseguimos uma estimativa para o gradiente da funcao

Teorema 2.3. Considere Q0 e 9L, como no Teorema 2.2. Entdo, para x € S, temos

V)2 + A1+ a)v? < M1+ a).

Demonstracao: Para e > 0, consideramos a funcao F : Q — R definida por
F(z) = Vo> + M1+ a) + €]v?

Se F' atinge seu maximo em um ponto p da fronteira de €2, pela Proposicao 2.1 teriamos

Vou(p) =0, e logo

F(z) < F(p) = [M1+a)+ v*(p) < A1 +a)+e¢, poisv < 1.

Fazendo ¢ — 0, concluimos um dos casos do teorema.

Por outro lado, se p E{oz, teremos duas possibilidades a verificar:
Caso 1: Se |Vv|(p) =0, o resultado segue de imediato.

Caso 2: Se |Vu|(p) # 0, como p é ponto de maximo

VF(p)
AF(p)

0
(2.13)
0.

IN

Denotando por A = A(1 + a) + ¢, teremos

0= Fi(p) = 2(2 v;vj; + Avw;). (2.14)
j=1
Escolhendo um referencial apropriado {e;}?; satisfazendo
vi(p) # 0
vi(p) =0, 2<i<n,
a equagao (2.14) nos fornece

V11 = —Av. (215)
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

Por outro lado, pela Formula de Bochner

AF = |V*|? + (Vv,V(Av)) + Ric(Vv, Vv) + AvAv + A|Vu|?
= V2] + (Vu,V(=A(v+a) + (Vh,Vv) —2(Vv,Vliog f1)))
+Ric(Vv, Vv) + Av(=A(v + a) + (Vh, Vv) — 2(Vuv, Vlog f1)) + A|Vv|?
= |VZ|? = A\|[Vu|> + (Vu, V((Vh, Vo)) — 2(Vv, V((Vv, Viog f1)))

+Ric(Vv, Vv) — Mo(v + a) + Av (Vh, Vv) — 2Av (Vo, Viog f1) + A|Vv|?
(2.16)

1
2

Utilizando (2.15) conseguimos calcular algumas expressoes tteis em p:

(Vu,V((Vh,Vv))) = (Vou,V(hiv1))
= vihy + vihon (2.17)

= U%hn — AUUlhl;

(Vo, V((Vo,Viog 1)) = (Vo,V(vi(log fi)1))
= vi(log fi)11 + vivii(log fi)1 (2.18)
= vi(log fi)11 — Avvi(log fi)i;

n
VRP = >
ij=1

> U%

= A%

(2.19)

Substitua (2.17), (2.18) e (2.19) em (2.16) e utilize a hipotese do Teorema 2.2
hll — 2(10g f1)11 Z 2r.

Feito isto, obteremos

0> 1AF(p) > A%?+ (A —N)|Vu]? +vihy — Avvihy — 202 (log fi)11 + 2Avv; (log fi)i
+Ric(Vv, Vv) — Nou(v + a) + Avvrhy — 2Avu(log fi),
= A%+ (A= N)|Vv]? = Mou(v + a) + Ric(Vv, V) + /2| Vol
> (A—=MNF(p) — MMav.

Assim




Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

pois —1 < v < 1.
Finalmente

F(z) < F(p) < A1+a)+e

Fazendo € — 0 conluimos a demonstragao do teorema. ¢

Neste momento, o teorema acima nos permite fazer a estimativa

Vo2 < AML+a)(l-1?) (2.20)
<

AL+ a)(b* —v?),

para qualquer b > 1. Logo

[Vol?
— < A1 ) 2.21
s <AL+ 221
: = v(x) -1
Se a > 0, definimos ¢ :  — R por t(z) = arcsen - ) onde arcsen - <t<
1
arcsen <5> Portanto
[Vol?

Considere H : [arcsen(—1/b),arcsen(1/b)] — R definida por

_ [V (v/b)?
H(ty) = t%iﬁ)j W(x)-

Veja que H é continua e para todo t, € [arcsen(—1/b), arcsen(1/b)], existe xq € Q tal

o [V (v/b)?
R

Para a > 0 podemos definir uma funcao continua ¢ : Q — R satisfazendo

t(.fo) = to (§] H(to)

H(t) = A (1 n %gp(t)) . o(t) <b. (2.22)

O foco agora é procurar uma funcao ¢ que satisfaca ¢ < 1) de modo a tornar a estimativa
para o gradiente da fun¢ao v, obtida no Teorema 2.3, uma estima mais simples. Isto quer
dizer que vamos encontrar uma funcao ¢ de modo a deixar os calculos futuros faceis de

se manipular.
Lema 2.3. Seja y : [arcsen(—1/b),arcsen(1/b)] — R uma fun¢iao C* satisfazendo
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

(1) y(t) > p(t), t € [arcsen(—1/b), arcsen(1/b)];
(ii) ewiste um zo € Q tal que t(zo) =ty e y(to) = ©(to);
(iii) y(t) > —1 para todo t € [arcsen(—1/b), arcsen(1/b)];

(vi) ¢'(tp) > 0.

Entao a sequinte desigualdade é vdlida

o(tg) < senl(ty) — 1y (to) sen(to) cos(to) + %y"(to) cos®(tg).

Demonstracao: Considere a funcao J : Q) — R definida por

Vol

b2

R — M1 + cy) cos’t,

J(z) :{ [Vl —A(1+cy)}cos% -

onde b > 1 e c = a/b. Observe que J(zy) =0 e J(z) < 0. Assim zy ¢ ponto de méximo
de J, ou seja,

VJ(zg) =0 e AJ(zg) <0.
Observe inicialmente que Vu(zg) # 0, caso contrario teriamos
0= J(z0) = =AML = (v/0)*)(1 + cy)lao,

resultando em

y(xg) = —1/c=—bj/a < —1

o que contradiz (iii). Entao Vu(zg) # 0. Pela Proposigao 2.1 x¢ ¢ 052, ou seja, xy € €.

De VJ(zp) = 0, temos que em
2
0=J(z) = W Zvivij — Acy' cos®t t; + 2A(1 + cy) cost sent t;

isto é,

2
& Z ViVij| 0y = Ay’ cos*t — 2(1 + cy) cost sent]tj|a,. (2.23)
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Ainda
2 2 2
AJ = b—2|V2v]2 + (Vu,V(Av)) + 7
— A1+ cy)A(cos*t) — 2Xc (Vy, Vcos*t)
2 2 2
= b—2|V2v]2 + = (Vu, V(Av)) + ﬁRiC(VU, Vo) — Ae cos?t [y |Vit]? + ' At

Ric(Vv, Vv) — Ac cos®t Ay

— A1+ cy)A cos®t + 4\cy’ cost sent| V|2
(2.24)

Mas como Vu(zg) # 0, escolhemos um referencial ortonormal {e;}" ; tal que
U1 (.CL’(]) # 0
vi(zg) = 0, 2<i<n.

Vol

Lembrando que t = arcsen(v/b), temos |Vt|* = Logo em z( a equagao (2.23)

cos?t b2’
fica

b
vy = 5)\[cy/ cost — 2(1 + cy) sent]. (2.25)

Da equagao acima estimamos a hessiana da funcao v em x

2 & 2
ﬁzvfj = @U%

ij=1

)\2

= ?[cy’ cost — 2(1 + cy)sent]? (2.26)
)\2

= ?CQ(y/)2COS2t — 2X%cy cost sent(1 + cy) + 22%(1 + cy)?sen’t.

Separadamente, também conseguimos estimar

(Vu,V(AV)) oy = (Vu,V(=A(v+a)+ (Vh,Vv) —2(Vlog f1,Vv)))
= —AU% + U%hll + U1U11h1 — 21}1U11(10g f1)1 — 2U%(10g f1>11 (227)
Z —/\U% + Uﬂ)llhl — 2?]1’011(10g fl)l + \/5’0%,

lembrando que (h — 2 log f1)11 > v2r. Calculando outras expressoes que nos serao tuteis

A(v/b) = A(sent) = costAt — sent|Vt|?, (2.28)
At = [Av/b+ sent|Vi|*] L (2.29)
cost’
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

Em Zo, J(iL’g

obtendo

02
Acos’t = A (1— b_2)

v
= —QbQAv b—2|VU|2

= —2b2Av — 2 cos?t |Vt

) =0, e dai
[Vol?

o) = [V,

)\(1 -+ Cy)‘:co = r

b? cos*tA(1 + cy) = |Vo]?.

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Substituindo as equagdes (2.26)-(2.32) em (2.24), lembrando ainda que AJ(xy) < 0, temos

0 >

>

v

AJ(JZ())

2
|V2 2 4 [ i + vyvihy — 2v1011 (log f1)1] + 2RZC(VU V)

b

b cost  cost

2 A
+ﬁ\/§|Vv]2 — ¢ cos’t [y”)\(l +cy)+y ( L &nt)\( 1+ cy))}

+2A(1 + cy) [;j—QAv + cos*tA\(1 + cy)} + 4\%cy’ cost sen(1 + cy)

2)\ 2 4
|V2U|2 Ty b2 Uﬂ)llhl - b—2U1U11(10g f1>1 - )\QCy//(]. + Cy)COSQt
Ac ,
+Y cost|\(v + a) + hyvy + 2vi(log f1)1] — Ney/(1 + cy)sent cost
2\

+?(1 + cy)sent[—A(v + a) + hyvy — 2v1(log f1)1] + 2A%(1 + cy)?cos®t

+4X%cy’ cost sent(1 + cy)
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A2 A\
502(9/)2005% — 2X%cycost sent(1 + cy) + 22 (1 + cy)?sen’t — 2b—2vf

v

1 2
—i—gvlhl)\[cy’cost — 2(1 + cy)sent] — Evl(log f1)1A[cy' cost — 2(1 + cy)sent]

A
=Ny (1 + cy)cos®t + ?Cy’ cost\(v + a) + hyvy + 2v; (log f1)1]
0 2\
=Ny (1 + cy)sent cost + 7(1 + cy)sent[—A(v + a) + hyvy — 2v1(log f1)1]

+2X23(1 4 cy)?cos®t + 4X%cy’ cost sent(1 + cy).

Desta forma, a estimativa para o lapalciano de J em xg nos fornece

0 > =Xy cos®t(1+ cy) — 2X3(1 + cy) — 2X%c(1 + cy)sent

+A%cy cost(sent + ¢) + 2X2(1 + cy)? + N2cy’ sent cost(1 + cy),

e dividindo os dois lados da inequagio por A2c(1 + cy)|., > 0,

sent + ¢

2y — 2 t.
1+ oy + 2y sen

0> —1” cos’t +y' |cost sent + cost
Para finalizar a prova do lema, observe que
—1 <y(ty) = @(to) < b, entao |y(to)| <b.

Assim

¢+ sent
c > y(ty) senty, c+ senty > sento(1l + cy), TO > senty.
cy

Por hipotese ¢/ (tg) > 0, e finalmente concluimos o lema
1
y(to) = @(to) < sen(ty) — y'(to) sen(to) cos(to) + §y”(t0) cos*(tp).
¢

O proximo passo é enunciar o lema que segue, cujo objetivo é servir como ferramenta

para o lema posterior:
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Lema 2.4. Defina ¢ : [—m/2,7/2] = R por

(4/7)(t + cost sent) — 2 sent
cos?t

w(t) = , te <_7T/2>7T/2)>

b(=m/2) = =1, ¥(7/2)=1.
Entao i € C>® em (—m/2,7/2), continua sobre [—m/2,7/2] e ainda, y = (t) satisfaz
y'(t) >0 para t € (—7/2,7/2), com

! 1 " 2
y — sent +y sent cost — §y cos“t = 0.

Demonstragao: Ver [46]. ¢

Lema 2.5. Seja ¢ a fungao definida em (2.22) e 1 como no Lema 2.4. Entao

o(t) <(t), te larcsen(—1/b),arcsen(1/b)].

Demonstragao: Suponha por contradi¢ao que

7 = p(to) — ¥(to) = max{p(t) — ¥(t)} > 0.

Se escolhermos ¥(t) + o = 7, é facil ver que § = y satisfaz todas as condigoes do Lema

2.3. Logo teriamos
1
o(to) = 9(to) = Y(to) + o < senty — ' (to) sentqy costy + Ew”(to) cos’ty = (ty),
o que é absurdo. ¢

Estamos agora aptos para provar o Teorema 2.2:

Demonstragio do Teorema 2.2: Para todo x € Q e para qualquer b > 1, por (2.21)

temos
Vol <A1 +a)(1 —v") < A1+ a)(b* —v?),
e portanto
Vol _ iz 4 gy (2.33)
b2 — 12
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

Suponha agora ¢, e ¢ € € tais que v(¢1) = 1, v(g) = —1, e v a curva de menor

comprimento ligando ¢; a ¢o. Integrando (2.33) ao longo de 7,

[\

1 x

(1+a)d®

A

Quando a = 0 o teorema segue de imediato. A fim de provar o caso a > 0, pelo Lema 2.5
temos que
IV ? a
<A (1 St ) . 2.34
< (1 S (2.34)

Verifica-se facilmente ainda os fatos @D(O) =0e —¢(t) = ¢(—t). Como | £ a/by)(t)] <1,

Vi[* =

calculamos

! 1 1-3.5. (4k — 1) N
V1+(a/b)y \/1— (a/b)y [ Z ok 92k (b> ¥(t) ]ZQ.

k=

Integrando (2.34) (como no caso a = 0), obtemos

arcsin1/b
)\1/2d > / dt
arcsin —1/b 14 (CL/b)?/J(t)

dt

arcsin1/b 1 1
J 1<F Tamen Vi <a/—b>w<t>>
= 2arcsin

2’

Tomando o limite b — 1, conluimos que A > —, como queriamos. ¢

2.2.1 Outra estimativa para o primeiro salto

Faremos aqui outras consideragoes acerca das hipoteses da estimativa apresentada
acima. Para isto, enunciamos antes alguns resultados ja existentes e que facilitarao a

obtencao de outra estimativa.

Suponha ainda o Problema (2.2) com a fun¢ao V' = 0 e 2 C R™ um dominio suave

limitado e convexo.
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

Proposigao 2.2 (Li Ma e Baiyu Liu [29]). Considere h uma fung¢ao suave concava sobre

Qe

1
g = (200 — [VhP?)

uma func¢ao concava sobre Q) com 0 suave. Seja fi a primeira autofunc¢ao do problema

(2.2) sobre as consideragoes acima, isto é
—Afl + Vh . Vfl - >\1f1
em Q0 com filao = 0. Entdo a fungao —log f1 € convexa em ).

Observacao 2.2. Na demonstragao da proposi¢ao acima os autores conseguem também

h
provar que a funcao w = —log f; + 5 é convexa, ou seja,
h
Hess | —log f1 + B > 0. (2.35)

Com base na proposic¢ao acima, ainda com as mesmas notagoes como no Teorema 2.2,

podemos enunciar o teorema

Teorema 2.4. Considere 2 C M um dominio limitado convexo e suave, onde M é uma
variedade Riemanniana completa tal que Ricg > 0, e a fronteira 0S) seja estritamente

conveza. Considere o problema

—Af = X —(Vf,Vh), sobre

(2.36)
floa = 0
Se
h
Hess (—logfl + 5) >0,

entao
2
Ay — A\ > 7

Demonstracgao: A demonstracao deste teorema é praticamente analoga & demonstragao

do Teorema 2.2. Observamos de comego que vale
—Av =—Av+a)—2(Vuv,Vlog f1) + (Vv,Vh)
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Capitulo 2. O primeiro salto dos autovalores do operador h-Laplaciano

para a funcao v definida no inicio da segao 2.2. Calculos idénticos também mostram
a Proposicao 2.1. Neste caso vale a mesma estimativa para o gradiente da funcao v
exibida no Teorema 2.3. Os calculos para este caso sao feitos de forma analoga como na

demonstracao do Teorema 2.3, observadas as novas hipoteses:
. h
Ricq > 0; Hess —logf1+§ > 0.

O mesmo vale também para o Lema 2.3. Na hora de computarmos os célculos sobre as
novas hipoteses obtemos a mesma inequagao. Feito isso, os lemas 2.4 e 2.5 seguem de
imediato. Para finalizar, a demonstragao do Teorema 2.4 faz-se da mesma maneira da

demonstracao do Teorema 2.2. ¢

Observacao 2.3. Se M = R", tomando h como na Proposicao 2.2, teriamos Ricg = 0 e
h
Hess <— log f1 + E) > 0, e portanto
2
T
Ay — A > R
Em [29] Li Ma e Baiyu Liu provaram sob estas condi¢oes a estimativa
2
T
Ao — A\ > —.
2 E e
Isto significa que a estimativa apresentada no Teorema 2.4 é melhor do que a estimativa

em [29], além de generalizar as hipoteses consideradas.
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Capitulo 3

Desigualdade Universal para
autovalores do problema de vibracao de

uma placa com extremidades fixas

Tratamos neste capitulo com outro tipo de estimativa para autovalores envolvendo
outro tipo de problema. Para sermos mais claros, seja M uma variedade Riemanniana
completa e 2 um dominio limitado com fronteira suave 92 em M. Encontramos aqui
uma estimativa universal para o problema

A% — pAu = zT'u em
ou (3.1)

Y

oo = ol =

onde v é o vetor unitirio normal a 02, A o Laplaciano de M, z > 0 uma funcao definida

em () e p uma constante nao negativa.

Iniciamos a primeira secao deste capitulo exibindo uma desigualdade universal para o

Problema (3.1).
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

3.1 Uma desigualdade universal

Como prometido, come¢amos enunciando o

Teorema 3.1. Seja I'; o i-ésimo autovalor do problema (3.1). Considere ainda u; a
autofuncgao ortonormal correspondente a I';, ou seja, u; satisfaz

A%u; — pAu; = 2Tu; em €,

8ui
Uy |89 = o

—0
. (3.2)

/uiujzéij, Z,j:1,2,
Q

Entao, para qualquer h € C(Q) N C*(0NQ) e qualquer inteiro k, temos

k
S (Pppn — T / hus (A(wAR) + 2A (Vh, Vi) + 2 (Vh, V(Aus)) + AhAu;

i=1 Q

—p(w; A+ 2 (Vh, V)

k
<

(Trar — Ta) || 27" (A(w;AR) + 24 (Vh, Vu;) + 2 (Vh, V(Au;)) + AhAu,

=1

—p(uw; AR+ 2(Vh, Vu))|*;
(3.3)
k
D> (Tper — 1)) / (—huAh — 2hu; (Vh, Vu,))
=1 . Q
Q

i=1
2

)

z! ((Vh, Vu;) + uz%>

k
ol 2V, )} + 3 (T — T)

(3.4)

onde § € qualquer constante positiva e

HfW—Laﬂ
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placa com extremidades fixas

Demonstragao: Para ¢ =1,..., k, consideramos fungoes ¢; : {2 — R dadas por

k

¢; = hu; — E Ay Us s

Jj=1
onde

Clij = / hZUZ'Uj = CLji.
Q

Pela equagao (3.2) e da defini¢ao de ¢;, de imediato segue que

0¢;
dv

biloa =

o0N

e ainda
k

/§2¢juiz = /Q(huj —Zajlul)uiz

=1

= ay —a; =0,
isto é, ¢; L u; paratodoi,j =1,..., k. Pela desigualdade de Rayleigh-Ritz (ver Capitulo

1, equagao (1.16)), podemos escrever

¢i(A2¢i — pAg;)

Iy < (3.5)
| 6
Q
Entao calculamos
/ ¢i(A2¢i - PA¢i)
Q
k k
/gbl{ A(hu; — Zal]uj — pA(hu; — Za”u] }

Jj=1 j=1

(3.6)

k
= / i {A[hAUi +u;Ah — Z a;;uj + 2 (Vh, Vu,;)]
Q

j=1

—p(hAu; + u;Ah + 2(Vh,Vu;) — Z a;;Au;) }
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placa com extremidades fixas

Q

—p(wi b+ B + 2 (Vh, V) — S5 ay Aug) + 2A (Vh, Vuz)}

_ / b; { AhAu; + h(A%u; — pAug) + 2 (Vh, V(Aw)) + 24 (Vh, Vi)
Q

k
=D ai(A%u; — pAu) + A(wiAh) — p(uAh+2 (Vh, Vu»)}

i=1

_ / 65 {AAR) + 22 (Vh, V) + 2 (Vh, V(Aus)) + AhAu,
Q

Q Q

—p(w; AR+ 2 (Vh, Vi) Z% 545

onde

by — / w; {AWAR) + 22 (Vh, Vas) + 2 (Vh, V(Aus)) AhAus — p(us A + 2 (Vh, Vug))}
Q
(3.8)

Utilizando o fato

/Q st = / Zgbz-(hui—zk:aijuj)

j=1 (3.9)
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

podemos estimar b;; da seguinte forma:
Q

:/QAuj[uiAhm(w,vum —2/

Q

Au; div(u; Vh) +/uj(Aui)(Ah)

Q

= / Auj[u;Ah +2(Vh, Vu;)] — / Aw;[u;Ah + 2 (Vu,, Vh)] (3.10)

- /Q AujAuh) — /Q Aw; A(hu;)

:\/UlhAQUJ—/hU,]AQU“
Q Q

e também

_ / (wAh +2 (Vh, V), — — / BA(us;) +2 / h div(u; V)
0 0 0 (3.11)
Q

De (3.10) e (3.11) concluimos que

b'ij = / (uihA2uj — hUjAQUZ') — p/ (hu]Aul — thAu])
Q

Q
= F-/zhuiu-—f‘i/zhuiu-

S R R (3.12)
= (I —Tay
= b

ji-

Por outro lado, definindo

(3.13)

vemos que

/bei%‘(h) =

k
huigi(h) — Z aijbij
7 (3.14)

S— 5

k
j=1
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placa com extremidades fixas

Logo, da desigualdade de Rayleigh-Ritz (3.5) e da expressao (3.14), podemos escrever

(T — / 22 < / digi(h (3.15)

Assim
o (o)
= (L1 —10) (/ﬂ 2%, (Z_I/QQi(h) —i 2 a>>2
< (Dppr — 1Y) (/Q z¢§) /Q< —1/2¢, Zz”%)
2 (3.16)
= (/Q ¢iQi<h)) (/Q 2 lgi(h)? — Qébﬁ%(h)%‘ + (é bz‘jua‘) Z)
S(/ﬂcﬁz‘q@‘(h)) (/ zqi(h Zb )
= (/Q ¢zqz’(h)> (Hz_l%‘(h)HQ - Z: (I —Ty)° afj) :
Portanto

(Chy1 — (/ ¢iqi(h ) < Hflq@'(h)w - é (i =) al). (3.17)
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

Multiplique agora (3.14) por (Iyyq — ;) e some em 4, com i variando de 1 a k:

k k

- 2 2
> (Thp —Ty) /Q¢z‘qi(h) = > (T —Ty) /Qhui%(h) = ayby

i=1 i=1 j=1

— Z(Fk“ —Fi)2/QhUiQi(h>

=1

~.

+ 3 (D = L)* (I = Ty)ad, (3.18)

k
=Y (Tppr = T9) (T = Ty)%a.
i =1
e entao por (3.17), teremos
k k
Z Lir — / hu;g;(h) — Z (Dgr — 1) (T — Fj)z a?j
i=1 Q Q=1
(3.19)
k
<3 Crer = D) =7 ()] = ) (e = Ty) (Ty = Ty)% a2,
ij=1

donde i i
Z Tt — /Q huigi(h) <3 (Degr = T3) |27 ()] (3.20)
=1 =1

Isto prova a primeira desigualdade do teorema.

Para provar a segunda desigualdade, defina

Ah
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

Primeiro observamos uma propriedade de c;;:

Ah
Cij = / Uj ((Vh, VU1> + UlT)
Q

A
= / (—ui div (u;Vh) + u]uZTh)
0

A
Q
Ah
Q 2
= _Cji~

Além disso,

/Q (=2)6; ((Vh,VuQ—%ui%) _ /Q (—2) <hui—2k:aijuj) ((Vh,VuZ)Jrui%)

j=1

k
_ /Q (~hu2Ah — 2hu; (Vh, V) +23 agiey.
j=1

(3.23)

Se multiplicarmos a equacio anterior (3.23) por 'y — I)”

k
(Fk—i-l — FZ)Q (/ (—hu?Ah — 2huz <Vh7 VU,Z>> + 2 Z (Zl'jCij)
Q

= (Tpyr — T3)° (/Q z

2
r — T 1 1 1
S ) (Fk+1 — Fz)g (/ Zqﬁ?) + %/ (Z_2 <Vh, VUZ> + z_2ui% — 22 Zcijuj)
Q Q

k

1 A 1
(_2)¢2 <Z_ <Vh7 vuz> + Z_QuiTh — ZZQCijuj>>
=1

N|=
N =
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

Tpor — I . Ah
= 6 (Cpyr — To)* o ]|” + (“%) {/ P <(Vh, Vu;) + uiT)
Q

_QZ%/U](Vh Vu;) + u— >+Z zJ/

CU

S (3.25)

(.

k
<6 (Tpyr — Ty ) (/ hu;q;(h) + Z Pryr — )
J=1

2

Como a;; = aji, ¢;j = —cji e 'y > T'; para 1 <14, 5 <k, teremos

((Vh V) + u— )

1
+5 (D1 — 1) <

K K
2 Z (Thpr — Do) ayye; > 2 Z (T — T4) (T — T) agjcyj

ij=1 ij=
7 = (3.26)
= =23 (Tppr = 0o) (T3 = Ty) @i,
ij=1
e também
k
0 (Thar —T9)* (I — = Z (Trsr — 1) (Ti = T;)%a (3.27)
i,7=1 i,7=1

Dai vemos que

k k k
2 Z (Th1 — T)? aije; — 6 Z (Ty1 — D)% (T — % Z (Co1 —
,j=1 i i,j=1 . =1
> =2 (Tppr = To) (T = Tj) agjey + 6 Y (Cpen — To) (T = 1) af
) z,jkzl i,7=1
+5 Z (Fk—i—l - Fz) CU
ij=1
k 1 2
=3 (6t (T — T} (= Ty gy 4 e T )
ij=1 02
>

(3.28)
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Logo, somando a desigualdade (3.24) em i com 1 < i < k, restard somente

zk: (Tir — I)° ( /Q (—hu?Ah — 2hu; (Vh, vui>))

=1

2

k k
1
< 52 (Cry1 — Fi)Z/ hu;q;(h 5 Z L1 —
i=1 L i=1

-1 ((Vh, Vi) + u%)
(3.29)

Isto finaliza a demonstracao do teorema. ¢

3.2 Aplicacoes

Utilizaremos agora o resultado obtido na segao anterior. A idéia aqui é substituir a
funcao h do Teorema 3.1 por funcoes adequadas para obter novas desigualdades. Ressalta-
mos que ) e Jf2 ainda sao considerados como nas hipoteses do Teorema 3.1. Comegamos

com o seguinte corolario

Corolario 3.1. Suponha existir uma funcao ¢ : 2 — R e uma constante Aq tal que

Vol =1, |Ag] < Ay, em Q. (3.30)

k 1 2
A2 4Ay | (AT P+ pH)2 —p 3 1op
< 2P, D — )2 [ 20 0 2 AT, P 2 _LE
! ;(k“ i) P, P, 2 +P( 2+ 07)* = 3
k 1 1 3 2
(4FZP2 + p2)2 —pP A() (41—‘2P2 + p2)2 —pP Ao
| A 0 :
8 Zz;( e — 1) 2P} P 2 iz
(3.31)

onde P; = max 2(z) e Py = min z(z).

Demonstragao: Primeiramente calculamos algumas expressoes que nos serao tuteis ao
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placa com extremidades fixas

decorrer da prova do corolario:
zu — zu
P 1 P

A%u; — pAu; = 2Tu,,

€ COoImo

tem-se

w; A*u; — uipAu; = zFiu?,

e integrando a desigualdade acima

/ u A% u; — ,0/ wiAu; =Ty,
Q Q
Q Q

/|Vui|2 = / Ay
9)
- (fr)"
1/2
z
AuZ —uf)
() (m

)"
- (fo) "

Logo, substituindo (3.37) em (3.36) teremos

2
P, </ |wi|2> +,o/|wi|2—ri§o,
Q Q

isto ¢, acabamos de estimar / |V, |*:
Q

1
/MVuP<(Mﬂ%+p%2_E
Q

resultando em

Por outro lado,

S—~—
=
S
N——
=
(Y]

2P,

Esta estimativa também permite-nos estimar a seguinte integral

1/2 1/2
[lval < (/ u) (/ |w,-|2)
Q Q Q

1/2
_ (Ut etz —p
= 2P2 '
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

Agora estimamos o termo

/Q (_¢U?A¢ — 2¢u; (Vo, VU1>) =

Por ultimo calculamos a integral

= /Qdiv(ui¢AuiV¢)
(3.42)
_ /Q (u;pAu; A + (V, V(upAuy)))

_ / (1AW AD + wid (Vo, V(Aw)) + w,Aw, |V + pAu; (Vb V)
Q

donde obtemos

/ i (V6, V(Au)) = — / (wAGAS + wAw|VOP + Au, (V6, Vi) . (3.43)
Q Q

Estamos prontos para provar a desigualdade (3.31). Para isto, substitua h = ¢ na desi-
gualdade (3.4):
k

(T~ T [ (~0u26 — 260, (96, V)

Q

=1

k
i=1 Q
(s 4278, Vu)

2 <A¢)2 —1
Uiy ) z2 .
(3.44)
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Por (3.41), reescrevemos a desigualdade acima como

1 k

— > (Do — Iy)?
P1i:1<k+1 )

k
<O~ T [ (Alu)udo + 2 (0m) (Vui, Vo)

k

1 Ag|? _
#5 20 = 1) [ (IV6PIVal + il Fellaol v + 5202 ) o
i=1
(3.45)
Utilizando-se das equagoes (3.39),(3.40) e (3.43), teremos
SN
Pl - k+1 7
k
< 5Z(rk+1 —Ty)? / (17 (A@)? + du;ApAu; + 2u;Ad (V, Vu,)
i=1 Q
(3.46)

—2u; Aug|Vo|? — 20Au; (Vo, Vu;) + dpu; AdAuy)

k 2

1 2 AO 2 -1

i=1
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placa com extremidades fixas

1 1
! i (AP +p2)2 —p Ay |(ATiPy 4 p¥)2 — p Ay
- Z FkJrl - B 2 2
K 1 3
A2 4Ay | (AT P+ pH)2 —p 3 1o
(Tpy — T [ 2 . — (4T;P 2 L
z:: b+ P, P 2 + g, (Nl 447 =5
X
1 1 3
+1ip (ALP+p%)? —p | Ao |(A0P+0%)2 —p|" | Ao
i 2P2 P2 2 AP2
=1
Y
v\ 12
Tomando § = (}) , obteremos a desigualdade
k
Z (Ther — T0)?
i=1
£ > gy [(rp, + ) — ]
A by +p7)2 —p 1op
(T =2 = (4P 2 L
ZZ1 k+1 — P, 2 5 + ( 2+ p ) 5
1 1 L 1/2
zk:F 2(AT; Py + p2)2 —2p  4Ag | (AT:Py + p?)7 — p 2+A0
k1 — o2
e P; r; 2 P}
(3.47)
como queriamos. ¢
Podemos também enunciar o seguinte corolario
Corolario 3.2. Suponha existir uma funcao v : Q0 — R e uma constante By tal que
(3.48)

V| =1, Ay = By, em Q.
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

Entao

k 1 1/2

BX 2B 3(4L,P+pd)E 2

2 0 0 if2 T p P

<2P { § (Ts1 — 1) (Fz ) + 2 B (3.49)
i—1

k 1 1/2
B: (AiPy+p¥)i—p B2 ByC
T _’Fi 0 i o 0
x {Z< w1 — 1) <4p22 + 2P2 2P? T2 ’

=1

onde P, = max z(x), P, = min z(z) e C = sup|Vz(z)™ .
zeq) zeq) 2€Q

Demonstragao: Comecemos a demonstragao com célculos que nos permitirao fazer uma
estimativa importante na prova do corolério.

Observe de inicio que vale
div(uiz"'Vip) = ufz A + uf (V271 Vi) + 2uz7 " (V;, Vi) (3.50)
Integrando a igualdade acima em €2 e usando o Teorema de Stokes, obteremos

_ 2_—1 _ L2 1
0—/{9Quzz (V, V) /de(uzz V)

- / (u?z_lBo + u? <Vz_1, V¢> 4 2u;2 7 (Y, V¢>) ,
’ (3.51)
desde que A = By sobre (.
Ou seja, utilizando as desigualdades obtidas em (3.32) e lembrando que |V¢| = 1, encon-

tramos a seguinte estimativa

B 1
/ wz  (Vu, Vi) = == [ ulz ™t — / ui (V271, Vi)
Q 2 Jg 2 Jq
< i ;
< —gp |ty [aiwues (3.52)
B B,C
< —

Observe também que, de forma anéloga a (3.41), podemos escrever

/Q (—vu; AY — 2¢u; (Vo), V) > %. (3.53)

1
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placa com extremidades fixas

Ainda, também calculamos

(Y, _ 1 :
Juvu v = 5 [ (9. v0)

_ 1 2
= Q/QUiAw

B
2 Jo

(3.54)

By
< ——
- 2P

De posse das informagoes acima, partimos para a prova do corolario substituindo A = 1

na formula (3.4) lembrando que vale (3.53)

k

+hu A Au; — p(uZp A + 2vu; (Vip, Vu,)))

1< NA
+5;(Fk+1—1})/ﬂz_l (<v¢,vui>+“ 2¢) .

(3.55)
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Logo, por (3.39), (3.52) e (3.54), escrevemos

1 k

— > (D — Iy)?
Plil(k:—&-l )

k
i=1 Q

—2u; Au; |[Vp|? — 200 Au; (Vug, Vab) + u; A Aug) + Pp }
o)

4

<5Z Fk+1— |: /QU +4Bo/ﬂuz <VUJ“V77Z)>

w4 [ 1Vuvor+2 mﬂ
Q Q

k
1 -1 2 2 -1 Bg —-1,2
5 Z:: Fk+1 — 1y |:/Q z |VUZ| |V77/J| + Bo/QZ U; (Vuz,V@b} + I o Z Uy

<5ZFk+1— [Bz/u —ZBo/u +6/]Vul|2 PJ
Q Q

k
1 B BC |, B
- T o 0 0
5 2 e { /'V ~2p2 T 3p, +4P§]

(3.56)
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

By 2B 3(4TiPr+ P 2p

k
<0 Z(Fk+1 —T)?
i—1

P, P P, Py
X
(3.57)
k 1
Z | —
i ZZI( w1 =T 2P2 2P2 " 2P, | 4P?
Y

v 12
Tome agora 6 = (Y) . Portanto teremos

k

Z(FW —T;)?

By 2B | 3(4TiPr+ P 2

1/2
(3.58)
P P Py Py

1/2
24T, Py + p?)z —2p 2B2  2B,C B2
X{Z(FkJrl_Fi)[( 24 7) e ;

P} R N

finalizando a demonstracao. ¢

3.2.1 Exemplos

A esta altura podemos nos perguntar sobre a validade das hipéteses dos dois corolarios
dados na se¢ao anterior, ou seja, podemos nos perguntar: "Existem realmente funcgoes ¢ e

1 satisfazendo as hipoteses sobre elas impostas?”. A resposta é sim (que bom!) e é dada

em [42].

Exemplo 3.1. Seja M uma variedade de Hadamard tal que sua curvatura de Ricci
satisfaga Ricpyr > —(n — 1)c?, com ¢ > 0 e tome 7 : [0,00) — M um raio geodésico,
|| = 1 com d(v(s),v(t)) = t — s para quaisquer ¢t > s > 0. A fungdo de Busemann

correspondente a v é definida por

b, () = lim [d(z,(2)) — 1.

t—00
Conforme observado em [42], valem |Vb,| = 1 por [3, 20|, e pelo Teorema 3.5 em [35],
temos |Ab,| < (n — 1)c sobre M.
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Capitulo 3. Desigualdade Universal para autovalores do problema de vibracao de uma
placa com extremidades fixas

Concluimos entao que qualquer variedade de Hadamard com curvatura de Ricci limi-

tada inferiormente admite fungao satisfazendo (3.30).

Exemplo 3.2. Seja (N, ds%) uma variedade Riemanniana completa e defina uma métrica

Riemanniana sobre M =R x N por
dsy = dt* + n*(t)dsy,

tal que n é uma fungao suave positiva definida sobre R com 7(0) = 1. A variedade M é
chamada variedade produto e denotada por M =R x,, IV, e além disso ¢ possivel provar

que M é completa.

Considerando n = e~' e definindo ¢ : M —— R por ¢(t,z) = t, Xia e Wang [42]
mostraram que valem

V| =1, AY=1-n.

Portanto, variedades do tipo M = R x .-« N admitem fungoes satisfazendo (3.48).
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Capitulo 4

Estimativas para autovalores e a

Conjectura de Pélya

Finalizamos o trabalho apresentando um resultado envolvendo estimativas para au-
tovalores em busca de uma desigualdade que se aproxime (ou que de certa forma seja
semelhante) com a conjectura de Polya. Nao provamos a conjectura de Polya mencionada
na introducao deste trabalho, mas generalizamos o resultado obtido por Q.-M Cheng e

Guoxin Wei [17].

4.1 Resultados auxiliares

Considere {u;}*_; um conjunto de fungdes ortonormais e {\;}¥_; os autovalores cor-

respondentes do seguinte problema

ouy| O,

dvloa T O lan
/U,iArUj = 5@']" i,jzl,...,k,
Q

ui|ag = =0 (4.1)
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Capitulo 4. Estimativas para autovalores e a Conjectura de Polya

onde r > 0 e [ sao inteiros positivos tais que [ > r 4+ 1. Iniciamos provando uma série de

lemas tteis para nossos calculos ao longo deste capitulo.

Lema 4.1. Seja g : Q+—— C e u; como no problema (4.1). Entdo

/ gu; dx
Q

k

D

=1

2
< / g*dx (4.2)
Q

Demonstragao: Seja g = Tg+w com T'g € span{uy,--- ,ux} e de tal forma que w L Tg.
Logo
lol = NTg I+ 1w "
> | Tyl
Como Tg € span{uy,--- ,ug}, entao

Tg = S5, (Tg,u)

k (4.4)
= > (g,u;),desde que w L Tg.
Por outro lado,
k 2
- (5 o)
k =t . 2 L? (45)

3

/gui dx
i=1 1/

Substituindo (4.5) na desigualdade (4.3) obtemos a desigualdade (4.2), como desejado. 4

Lema 4.2. As fungoes fi(r) = AMui(z), comi=1,... k er = 2h, formam um conjunto

ortonormal em L*(§2).

Demonstragao: Por hipotese fi(z) = AMu;(x) e u,l Ou, &y 0

. T ni \T) = U (T U; = = .., = — =0,
¢ P 92 9v Lo ovi=1 lag
para i =1,...,k,. Aplicamos o Teorema de Stokes repetidamente:

(fi, [ = /infj

= [ (@) (ah)

54
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= [ @t ()

= [ @) ()

e

5ij.
¢

Lema 4.3 (Melas [31]). Sejam n > 1, n,A > 0 e ¢ : [0,400) — [0, +00) uma fungdo

decrescente (e absolutamente continua) e suave tal que

—n <¢Y'(s) <0
e
A= [ s 1(s)ds
Entao 0
[Tt > ey Feot + AU (16)

Em 2010 Xia e Wang [43| generalizaram o lema acima

Lema 4.4 (Xia-Wang [43]). Sejam n > 2, n,A > 0 e ¢ : [0,400) —> [0, +00) uma

fungao decrescente (e absolutamente continua) e suave tal que

Entao, para um inteiro firado m positivo, temos

mAP(0)?
n+ 2m)(2m + 1)22m—1p2m’

0 ]. n+2m 2m
/0 §" 1M (8)ds > o (nA) " (0)" ™ + (
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Capitulo 4. Estimativas para autovalores e a Conjectura de Polya

Motivados pelo trabalho de Cheng e Wei [17], provamos uma outra estimativa para
a integral acima com uma hipdtese adicional. Este lema torna-se uma das pecas chaves

para a prova do principal teorema deste capitulo. Temos assim o

Lema 4.5. Sob as mesmas condicoes do Lema 4.4 considerando as mesmas notagoes e

ainda, supondo existir uma constante d < 1, tal que
)2n+2

W
(nA)=

<d,

1[N Naw)

6nn

vale a sequinte desigualdade, para m > 1

/OO Sn_H_Qmw(S)dS
" wizm . om
(nA) == (0)~ "

>
“n+4+2m

1 B (m—1)(n+2(2—m))d 2m=1) 2Ant1=m)
+(( )( 4252 A4(0)

n + 2)6n? (n 4 2m)(n + 2)26n?

—1) _ (m=1)(n+2(2—m))d
(n + 2m (n + 2)36n* (n 4+ 2m)(n + 2)236n*

+

) n2m7147nA2m7n4+n¢(0) 4+47;72m

+

(n+2)(n + 2m)(2m — 1)22m=3p2m

(
(; o sy ) (1) (0
(&

-1
A (0)2™.
* 6(n +2m)(n + 2)(2m - 1)22m3172m) v(0)

(4.7)

Demonstragao: Observe inicialmente que pelo Lema 4.4, para m > 1, teremos

& 1 n+2(m 1) 2(m—1)
n—142(m—1) d > A 0)"" =
J Badds 2 ) (0 .
. (1 — 1) A (0)20"- |
<n+mm—nx%m—m+4m%nn )

Como a inequagao (4.6) vale para todo n > 1, temos que
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Capitulo 4. Estimativas para autovalores e a Conjectura de Polya

o0

Sn_1+2m1/1<5)d8

" 1 n+2 _2 9 ne —2(m—1)

> gy (A 0007+ Av(0)2) 7 w(0) 5
(m — 1) n+2 -2 Aw(O)Q 2m—1

+(n +2)(n + 2m)(2m — 1)22m=3p2(m-1) <(nA) (o) + 612 ) OB

1 ni2 - AP(0)? n+2 o\
)\
1 0) s
(e 20 T o
(m — 1)(nA) "+ (0) ™5 (m — 1) A(0)>"

(7 + 2) (1 + 2m) (2m — 12273272 6(n + 2m)(n & 2)(2m — 1)22m3p2m

(%)

1
“n+4+2m

20m — DAPO)*F  (m-1) (2m-1) [ A0\ e
) (” (n+ 2)6(nd) o | n2 ( n 2 1> <6(nA)"n2n2) )W

TV
Utilizando a Férmula de Taylor

o
= o (w2 e+ 200 (wayo02)

X{l—i— (m—l)A¢(02+’;12 (2_n+2(2—m) Ap(0 )2% )}WO)W
(n+ 2)6(nd) "2

+(%)
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Capitulo 4. Estimativas para autovalores e a Conjectura de Polya

1 2(m—1)

- o (e + 248 (way#uo =)

m—1 Ap(0)™5" n—+2(2—m) Ap(0)"% a2
8 { n+2 6(”14)”:27]2 < n+2 6(nA)n+2 )}¢(0)
+(x) 2
> L (a0 7 ) ()00 + 205 ) o)
+- +12m ((nA)Ww(o) %) ((nA)"Izw(O)f + Ang(](Q)) )
2(m —1) AY(0)™  m—1(m—1)Ap(0)" d(n + F2A2=m)) | g mmee
n+2 ¢nA) g n+2 (n + 2)26(nA)" 2
+(*)
1 nt2m A 2(m—1) 2(14n—m)
:n+2m( A) S (0) 5 W(Wl) o p(0)
2(m — 1)(nA)*5 snemy (m—Dd(n+22—m)), . 2w a(ot1om)
(n+ 2m)(n e O e e A A0
2(m — 1)(nd)* " sosanm  (m—1dn+22—m))  oma 2(2430—m)
(n+ 2m)(n + 2)36nn* O (n + 2m)(n + 2)236nn" (nA)= A (0)
(m — 1)(nA) 0 (0) 5 (m — 1) Ap(0)"

(n+ 2)(n + 2m) (2m — )220 3272 © G(n + 2m)(n + 2)(2m — 1)22m32m
Agrupando os termos de mesma poténcia em 1(0) a inequacao (4.7) segue de imediato.

¢

Observacao 4.1. O Lema 4.5 acima é uma generalizacao do Lema 2.1 de Cheng e Wei
[17].

Lema 4.6 (Cheng e Wei [17]). Sejab > 1, n >0 e ¢ : [0,00) — [0,00) uma fungdo
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Capitulo 4. Estimativas para autovalores e a Conjectura de Polya

suave decrescente tal que
—n <Y(s) <0

e, para uma constante d < 1,
2b+2
b

¥(0)
6bn2(bA)#

com A tomado como no Lema 4.3. Entao vale

/00 PPy (s)ds >

L) (o)t

0 b+4
! d bi2 b
* 3b(b + 4)n? B 6(b+2)2(b+4)772) (bA) o (0)® (4.9)
1
+ —

360(b+4)n*  36(b+2)%(b+ 4)774) Arp(0)*.

No lema de Cheng e Wei o problema em questao é o problema de vibragao de um
prato com extremidades fixas visto no Capitulo 3, tomando p =0e z = 1. Assim [ = 2

er =0, elogo m = 2. Fazendo m = 2 no Lema 4.5, obtemos a desigualdade (4.9), como
afirmado.
O ultimo lema desta secao trata-se de uma desigualdade puramente algébrica.

Lema 4.7. Sejam n,m > 1 inteiros com n fivo, Cy, Cy, C3 e Cy constantes positivas.

Defina a fungao P(t) com t € R™ por

P = 3n(n+ 2) N 144n3(n + 2)

(n+1—m)(n+2m) (m—l)(n+2(2—m))(n+1—m)] Oy

[(m—1)24+2n—m) (m—1)(n+2(2—m))(2+2n—m) nta
T o 2) a 864nt(n + 2) } Cat
_(m — 1)(2n(m — 1) — 2) (2n+2)(m—1)
T 2)@m e } st
m(m - 1) 2mn+2m
* 3(n+2)(2m — 1)2%4 Cat ™

Sel<m<n+1, entao P € uma func¢do crescente em t.
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Capitulo 4. Estimativas para autovalores e a Conjectura de Polya

Demonstracgao: Por hipotese, os expoentes em ¢ sempre serao iguais a 0 ou maiores do
que 1. Entao, para tentar provar o teorema, impomos a condicao de cada coeficiente do
polinémio ser maior ou igual a zero.

Nota-se trivialmente de inicio que os dois ultimos termos do polinémio, por hipdtese, sao
sempre positivos. Resta-nos provar que os dois primeiros termos do polindémio sao sempre

positivos. Temos assim dois termos a analisar:

1. Se
(m—1)2+2n—m) (m—-1)(n+2(2—-m))(2+2n—m) >0
9In2(n + 2) 864n4(n + 2) -
entao
(m—1)(2+2n —m) n+4—2m -
In?(n + 2) 96n? -
e dai 49
n+4—2m
24+2n—m > l—-—>
+2n—m >0 e 962 >0
ou
n+4—2m
242n—m <0 l—— <.
ranmmsl e 96n2

i. Caso 2+ 2n—m > 0, temos m < 2n + 2. Se ainda

_ 2 _ _
_n+4 2m>0:>96n n+4 2m>0

1
96n2 - 96n2 -

:>96n2—n+4—2m20:>m2g+2—48n2.

n+4—2m
96n?
para quaisquer m,n > 1. Logo m < 2n + 2 é solucao.

Como g +2 —48n% < 1 paratodon > 1,1 — > 0 vale sempre

ii. Caso 24 2n —m <0, temos m > 2n + 2 > 4. Se ainda

n+4—2m 96n%> —n+4—2m
]—-———M < ()= <0
96n2 - 96n2 -

:>96n2—n+4—2m§0:>m§g—|—2—48n2.

Mas m < 5+ 2 — 48n? < 3 para todo n > 1, o que ¢ absurdo! Logo este caso

possui solucao vazia.
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2. Se
(n+1-—m)(n+2m) (m—l)(n+2(2—m))(n+1—m)] -0

3n(n +2) 144n3(n + 2) -
entao

(n+1—m) (m—1)(n+4—2m)

3n(n+2) (n+2m) - 48n? ]ZO’
e daf

n+l—-m>0 e (n+2m)_(m—1)(n+4—2m)>0

48n? -

ou

(m—1)(n+4—2m) <
48n? -

n+1-m<0 e (n+2m)-—

i. Cason+1—m >0, temos m <n + 1. Se ainda

(m—1)(n+4—2m) >0,

o) —
(n + 2m) 48n? -

2m? + (96n* —n — 6)m + (48n® + n + 4)
48n?

Neste caso é facil ver que 96n?> —n — 6 > 0 sempre que n > 1. Logo a

> 0.

desigualdade acima sempre é valida para todo m,n > 1, donde m < n+1 é
solucao deste caso.
ii. Cason+1—m <0, temos n+ 1 <m. Se ainda tivermos

(m—1)(n+4—2m)
48n?2

(n+2m) — <0,

2m? 2-n- 48n3 4
_2m +(96n* —n — 6)m + (48n° + n + )SO.
48n?

Segue do item 2i. que o polinémio do numerador é estritamente positivo para

n,m > 1, donde este caso possui solucao vazia.

Portanto P(t) é crescente para 1 < m < n + 1, como desejado. ¢

Terminando esta se¢do, enunciamos um resultado devido a Xia e Wang [43], o qual

sera de grande utilidade para a prova de um dos casos do teorema principal deste capitulo.
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Capitulo 4. Estimativas para autovalores e a Conjectura de Pélya

Teorema 4.1 (Xia-Wang [43]). Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana compacta 2-
dimensional com fronteira; seja ainda l, r e s inteiros positivos com | > r + s. Considere

0s sequintes problemas de autovalores

(

(=A)Yu = A(=A)u em M,
< ou al—lu 0 (4.10)
ulon = 8u‘aM T ovttlam
(
(=A)Yu = T(=A)*Tu em M,
’ au‘ al—lu 0 (4.11)
u = — =...=— = 0.
L oM v lom ovt=tlam
Denote por
0< A <Ay <A3< ...
e
O0<Ih1 <Iy<I's< ...
0s autovalores sucessivos de (4.10) e (4.11), respectivamente. Entao vale
T, > A=) g =19, (4.12)

4.2 Generalizagao do Teorema de Cheng-Wei

Sejam ) C R™ um dominio limitado e v o vetor unitario normal exterior a 0€2. Con-

sidere o problema

A%y = Twu, em Q,

(4.13)
u = @ = (0 sobre 0f).
ov

Como ja visto no Capitulo 1, sabemos que o espectro deste problema é real e discreto
satisfazendo
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Cheng e Wei [17] provaram para o Problema (4.13) a desigualdade

k
1 n 167t .
- g 1—‘j 2 4]{3E
k= n A4 (w,|Qf)n

( nt2 1 ) n|Q| AT e (414
12n(n+4)  1152n2(n+4) ) (n+2)1(Q) (w,|Q)*

* (57671(1n +4) 27648n2(ni 2)(n + 4)) (I’(%'))Q

Como teorema principal deste capitulo apresentamos uma generalizagao para o resul-

tado de Cheng e Wei, o teorema

Teorema 4.2. Seja 2 um dominio limitado conexo em R™, r > 0 e [ inteiros positivos

tais que I > r + 1. Considere \; o i-ésimo autovalor do problema

(=A)u = MN=A)u emQ,
ou 8l_1u (4.15)

U1o0 - L. =
| v lon ovi=1lan

Facam=1—r. Sem <n+1, entao

i) ser € par, para cada k =1,2,---, temos

2m
n 2kt
> k
“n+2m w%/”’ml/n
- 2m—2
N 1 C(m=1)(n+2(2-m)) h 2mk/m Q]
124(n+2)  1152n2%(n+ 2)(n + 2m) w}/"|Q|1/n 1(Q)

2(m — 1) C (m—D(n+22-m) ] (2 o (M)Q
| (n+2m)(n+2)576n  27648n3(n + 2m)(n + 2) wn! ™| Q1 I(Q)

(4.16)
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' n(m—1) ork/n \7 /0 \ ™!
Tl 2 2mem - 1)24m—5} g <w,1/n|gp/n> (I(Q)>

(4.17)

e 2m><n(T2_><12)m - 1)24m—3] (%)m

ii) ser € impar ep=1+1—r=m+1, para cada k =1,2,---, temos

2p
n 2k
Ajo>
n—+2p w}L/N|Q|1/n
2p—2
N 1 (=D +2(2-p) 2mk/m |
24(n+2)  1152n%(n +2)(n+2p) | \ wi/™|Q1/n 1(Q)

ot o) ) (o €
(n+2p)(n+2)576n  27648n3(n + 2p)(n +2) | \ wy/™|Q|1/n

oot ] () ()

i {6<n n 2p><n(i;>1<)2p - 1)2417-3] <1|<%|>>p}p;1 |

(4.18)

Demonstragao: Consideremos primeiro o caso em que r = 2h ¢ par. Considere {u;}5_,

um conjunto de fungdes ortonormais e {\;}¥_, os autovalores correspondentes, isto é

8u,~ - 8”1ui

Uilo = =...=—
i v loa ovi=1 la
/U,Z’ATU]' = 5@', Z,] = ]_,...,k?.

Q

=0

Extendemos u; a R™ tomando u;(z) = 0 para z € R" \ Q e definimos f;(z) = AMu;(x).
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Sendo assim, utilizando a Desigualdade de Bessel (Capitulo 1, equacao (1.9)), teremos

k k
SIFEE = D@m=, fi(@) 0

S ||ei<:v,z>||2 A (27.[.)7n/2

= (2m)7"|Q.

(4.19)

Utilizando-se das propriedades da Transformada de Fourier vistas no Capitulo 1,

WrE) = -ir () e

2F(A)E) = —F (%wf) ), (420)

e fazendo m = [ — r, calculamos (4.20) repetidamente:

e Sem = 2s é par

-7 1)) = (@n) " [ e (o) s da
— (ZW)—n/Q]Ae—i<x,z>(_A>s—1fj dr
Q

— (277.)—71/2'2‘2/96i<m,z><_A)s1fj dr

— (27T>—n/2|z‘2/Ae—i<x,z>(_A)s—2fjdx
Q

— —n/2|,|2s —i<x,2> d
)z [ et g
= |2|*F(f;)(2).

e Se m = 2s+ 1 é impar

- (6(—82)%) (2)

n

D

q=1

2

= D l5F (=) ;) (=)
= D alF (AP ()P

= YAl IFA) I

= [* P F(f) ().
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Pela formula de Plancherel (Capitulo 1, equagao (1.10)) também calculamos
. O(—A)*f; ?
PR de = F(U5 ) e
/n qz; 0z
N (=8)f; (=4)°f;
_Z/F( 82q )(z)F( 0 )()dz
DA =

- / INTNINARE
= / (D) 1), d (4.21)

R’ﬂ
— 25+1+hu )A u] dz

dz

R

j 25+1+2h )u_] dZ
= ] A Juj dz

= )\J —A)"u; dz

Observando o fato de que

GF ) = @) [ ages do.

pelo Lema 4.1, segue entao

2

k k
OF(f;)(2) / <ae>
— 7 T,z d
]:Zl 0 Z fize T
< (2m) / €' <"| da (422)
= (27r)”f|xl|2 dz,
Q
e dai,
SRl AOIERS ) Y
ST SR @L< en [ e @
=1 j=1 ! j=1
Definindo
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por (4.19) teremos 0 < G(z) < (2m)7"|Q, e

IVG(z)] = ZF (f))(2)VE(f)(2)

< 2Z\Ff] I IVE(f) ()]

/2 , 1/2
< 2(Z!F(fj)(2)|2> <Z|VF(fj)(2)!2>

< 202m) /O] T(9).

(4.24)

Desta forma, podemos escrever
k
JRCr / > IFU)EP d
n n 1
Rn
= Z/ (AMuj)(AMuy) d (4.25)
j=1 /%"
k
= Z/ u;A"u; dx
j=1 7%

= k.

Concluimos entao da expressao (4.21) e do modo como G foi definida que

k
27" G(z) dz = \;. (4.26)
Consideramos agora G*(z) = ¢(]z|) a representacao esférica decrescente de G, e por

aproximacao, podemos assumir que g : [0, oo] — [0, (27)~"|Q2|] é absolutamente continua.
Definindo a(t) = [{G* >t} | = | {G > t} | e denotando w,, como sendo o volume da esfera

unitaria em R", teremos

implicando em
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para todo s € [0, oo.

Por outro lado, pela formula da Co-area (Capitulo 1, equagao (1.12))
a(t) = [{G>1}]
“ o
gfw</ ! M)d
T~— S 87
{G=s} |VG|

o) = —/ VG dA,.
(=)

e consequentemente

Faca n = 2(2m)~"(|Q 1(22))"/2. Utilizando a desigualdade isoperimétrica (Capitulo 1,
desigualdade (1.11)) e a desigualdade (4.24), obtemos

—a/(gls) = / VG| dAy
{G=g(s)}

> 7' {G =g(s)}|
> 7wy "G > g(s)]

— n_lnwi/n(snwn)":ll

= nlnw,s" 1
= n"a(g(s))g'(s)
e portanto

_77 S g/(S) S Oa

para todo s.

Logo, denotando por S(1) a esfera unitaria em R™, por (4.25)

k:/nG(z)dz = /Rn
_ / /Su ) dA, ds

0

e pelas propriedades de apresentagoes esféricas decrescentes mencionadas no Capitulo 1,
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juntamente com (4.26),

k
DA = [2[*"G(2)
R’I’L

j=1

> |Z|2mG*(Z’) dZ (427)

Rn

= nwn/ s"T2mlg(s) ds,
0

lembrando que z — |z[*™ ¢ uma fungao radial e crescente. Estamos interessados agora

em utilizar o Lema 4.5. Para isto, considere A como definido no Lema 4.5, e tome

b(s) = g(s), A=y =200/ 19). (4.28)

nwy,

Podemos entao escrever (Capitulo 1, equagao (1.13))

) = 2en)OTTE)
> o) \/mr ol (2)" (420

= 2(2m)™" (n+2) w9

Por outro lado, 0 < ¢(0) < supG*(z) = supG(z) < (2m) ™[], e consequentemente

utilizando as equagoes (4.28) e (4.29), podemos escrever

2n+2 2n+2

90~ _ ((2m) "))~
A % o _n 1/2 —1/n ntl 2/n
6nr?(nA) 6n(2(2m) " (725) " w102 (£)
4
© 24n? (27)2k2/m
4
n+2 wy
24n? (21)2°
< 2me . .
Da relacao w,, = o) podemos estimar (conferir [17])
2
" 1
wn
< = 4.30
2P <3 (4.30)
donde -
B 2
9(0) nte g (4.31)
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Podemos observar entao que a fungao ¢ (s) = g(s) satisfaz as condigoes do Lema 4.5 com

n sendo a dimensao do espaco euclidiano e

2
0 = 2027) "/ T(Q), d:%, em=1—r
n

Logo, pelo Lema 4.5 e por (4.27), teremos

> ]{} n n n T n
~n+2m W 9(0)
n 1 B (m — 1)(n + 2(2 — m)) w;%kmmﬁwng(()) 2(n+’i7m)
61m%(n+2)  283n2n%(n+ 2)(n + 2m)
4=2m  om_q4n
N 2(m —1)  (m=1DM+2(2-m)) Jwn" kT (0)2<2+2n_m)
((n+2m)(n+2)367  172802(n + 2m)(n + 2)1" n Y
[ (m — 1) _2 n+2 2n(m—1)—2
n"nk g0 n
T 20 5 2m) @m = Dz | @ "k 9(0)
(m—1) )
kg(0)“™.
* | 6(n 4 2m)(n + 2)(2m — 1)22m—3y2m 9(0)
(4.32)
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Neste momento definimos uma fungao F' por

_m o,
Ft) = — =0, n %
n+2m
[ 1 _]. 22_ _2m=2 9(m—1)+n 2(n+l-m
. oD 22-m) | et e s
16m2(n+2)  288n2n%(n+ 2)(n + 2m)
N [ 2(m—1) ~ (m=1)(n+2(2-m)) S amesin 2@t In-m)
| (n+2m)(n+2)36nnt  1728n3(n + 2m)(n +2)nt| "
i [ n(m— 1) k‘nﬁ 2n(m—1)—2
| (n+2)(n+2m)(2m — 1)227”*3772(””‘*1) '
[ —1
+ (m —1) kt>m.
| 6(n + 2m)(n + 2)(2m — 1)22m—3y2m

(4.33)

Facilmente vemos que

[ 1 B (m—l)(n+2(2—m))}
6n%(n+2) 288n’n%(n+ 2)(n + 2m)

2(n+1— m)> w;ﬁi—?kz(mjwntwtm

2(m —1) _ (m=1D+2(2—m)

. ]
(n+2m)(n+2)36nn*  1728n3(n + 2m)(n + 2)n*

X wn® kT

— N /" /X

2(2+2n—m)) 4-2m o, 4+n 4+3n 2m
n

i I n(m — 1) 2n(m — 1) -2 kn+2 2nm—3n—2
| (n+ 2)(n + 2m)(2m — 1)22m=3p2(m—1) n T

i (m—1) -
+ | 6(n+2m)(n +2)(2m — 1)22m—3772m] (2m)kt _

(4.34)
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Pela propriedade (1.13) do Capitulo 1 sobre momento de inércia, e lembrando que n =

2(2m)7"/|2| 1(€2), calculamos

2 o () (2

= 2emie ()

3

n -+ 2
1
n+1 _1 4: 2
= anrie it ()
n—+ 2
> (2m)"w IQI"+1
donde obtemos
1 n+1
= < (@)W |07,
n

resulta em

~—

cuja substitui¢ao na equagao (4.34

2 nt2m  —2M  _om_p
F/<t> S <— m )I{: +7L2 (,Un nt 2n

n+2m

[(n—l—l—m) (m—l)(n—|—2(2—m))(n—|—1—m)]
3n(n+2) 144n3(n + 2)(n + 2m)

2m—2 m— n n n m
Xw;TkQ( n1)+ (2 )ann|Q| 2( +1)t +2n2

{(m—l)(2+2n—m) (m—l)(n+2(2—m))(2+2n—m)}
(n 4+ 2m)(n + 2)9n? 864n*(n + 2m)(n + 2)

4—2m
Xwn "k

2m—4+n 4(n+1) 4+3n 2m
n t

(2m) e ]

[ (m—1)@2n(m 1) -2) on 2Ant) -t —; nt2  Inm-3n=2
+ L (n+2)(n+2m)(2m — 1)22m_3:| ((27r) wn 21O > e =

2'm(n+1)

m(m — 1)

t2m_1
| 3(n+2m)(n + 2)(2m — 1)22m—3

| sempma o
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_ n42m k
n n—+2m

y {{(n—i—l—m)(n—l—Qm) B (m—l)(n+2(2—m))(n+1—m)] & g
3n(n + 2) 144n3(n + 2) !

[(m—1)2+2n—-—m) (m— 1)(n+2(2—m))(2+2n—m)] i pint
In2(n + 2) 864n*(n + 2) 2

((m—1)2n(m —1) —2)] ~  ensaim-
+ | (n+2)(2m — 1)22m-3 ]03 !

m(m - 1) ~ 2mn+2m —im 2m
HECEP e 1)2%_3} Cat™ " — (2m)wn™ ko } ,
(4.35)

onde definimos
2(7n 1) 2(n+1) M

Cr=k = @r)"Q " w. ",

4(n+1) 8—2m

Cy = k™ (2m)™Q % wn

2(m—1)(n4+1) 2m=—4

Cs = ka (2m)2 0 DIQ= " w,
2m(n+1 2m
Cy = (2m)2™ |0
Neste caso podemos entao fazer C = 51, Cy = 52, (3 = 53 e(Cy = 6’4, onde (4, Oy, Cs

e Cy sao definidos como no Lema 4.7. Entao por (4.35) podemos escrever

tn+2m n + 2m

F(t) < {P(t) - (2m)w _imk””} (4.36)

onde P(t) é o polindmio definido no Lema 4.7. Impondo a condigdo 1 < m < n+1, o

mesmo lema nos diz que

~ =2m 9.,

P(t) := P(t) — Cm)wn" k= (4.37)

¢ uma funcao crescente em t. Provaremos que a fungao F' é decrescente em ¢t € (0, (2m)"(€|].
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Para isto, primeiro estimamos P(t) em t = (27)~"|Q2] como segue:

(m—1)(n+4— 2m)}
48n?

(n+1—m) B
) {(n+2m)

13(<27T)_H|Q|> m

2(m—1) —2(n+1) —2)

—2(m
xk= o (2m)MQ T wn ¢ ((2m) 79|

) 2n+42

(m—1)(2+2n—m) n+4—2m
9n2(n + 2) [“W]

m—4) 4(n+1)

2 4 —2(m—4)
Xk (2m) T |Q wn " ((2m) 70

) 4n+44

(m — 1)(2n(m — 1) — 2) 2 n(rm— —2(n+1)(m—1) 2(”:1—2)
{ (n +2)(2m — 1)22m=3 ko (2m) 201 =5 wn

_n (2n+2)(m—1)
x((2m) Q)
m(m — 1) “2m(nty 2m
2 anQ e
* [3(n+2)(2m— 1)22m—3} (2m)™ (2] w
x((2m) Q) 5 — 2m)wn k.

Caso P((27)™"|Q]) < 0, a inequacdo acima é equivalente a

(m—1)(n+4—2m) 2=t _2(m=2)
48n? "

(n+1—m)
6nm(n + 2)

Q(m,n) {(n +2m) —

(m—1)@2+2m—-—m) [ (n+4-—2m) k%w;m@;@ (2m)4
18n2m(n + 2) 9612

[(m—1)2n(m—1)—2)] » 2m=>
m(n +2)(2m — 1)2%—2] knwn ™ (2m) 720D

[ (m—1) 2m _2
nn 2 m
- 6(n 2@ = s | e ()

< N

(4.39)
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Utilizando (4.30), calculamos

2m

2m—2 _2(m=2) 2m—2 _2m 4

Eon (2m) 2w, 7 =k n wnTwﬁ(Qﬂ)_2<k2me;”; (4.40)

2(m—2) _2(m=4) om  _2m 4 4
Emnwn ™ (2m)7 < kvwn ™ (wi (2m) 7)) (wn (27)72)
b _2m (4.41)
< knwn ™
2(m—2) 2(m=1) 2 2(m-=1) _ 2(m-—1)
m _2m 4
< kwn " (wir(2m) 2! (4.42)
_2m
< EWRw, :
2m am  _2m
wn" (27.‘_)—2m — (27T)—2mwnn W "
4 2m
= (wr(2m) ")) ™w, ™
( LSL ) ) (4.43)
< wp "

_2m

2m
<Wnnkn.

Utilizando (4.40)-(4.43) em (4.39) e lembrando que 1 < m < n + 1, podemos conluir que

Caso a) Caso (n+4 —2m) <0, temos

(n+1—m) (m—1)(n+4—2m)
Q) < {2 -

(m—1)(242m —m) [ B (n—|—4—2m)}
18n2m(n + 2) 96n2

e

! [6(71 + 2)%%?1)2%_3} } o R
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(m—1)2m —n —4)
48n?

(n+2m) +

&G 73 |

1 ) 2m —4—n N n(m —1)
0612 (n +2)(2m — 1)22m—3

1 _2m g,
+—} i (4.44)

- 1 n 1 n 1 n 1 n 1 . 1 7Lmk27m
— _ _— — —_— w'I’L " n
6 144n?  9n?  432n%2 2 12

_2m 2m

< wnp "k
Caso b) Caso (n+4—2m) > 0, utilizando-se dos calculos do Caso a), também obtemos
da mesma forma do caso anterior a desigualdade

2m

_2m
Q(myun) <wp, " k™.

Com estas analises concluimos que de fato vale

P((2m)7"|Q) < 0.

Logo, por (4.36) F'(t) < 0 para t € (0,(27) "], isto é, F é descrescente para t €
(0, (27) 1))

Por outro lado, como 0 < ¢(0) < (2m) "2 e o lado direito da desigualdade (4.32)
¢ exatamente F(g(0)), a qual é uma fun¢ao decrescente sobre (0, (27)7"|€2|], podemos

substituir ¢(0) por (27)~"|2], o que nos da (lembrando que n = 2(27)~"/|Q2| I(2) por
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(4.28))
k
pBRY
j=1
n nt2m 2m
= wwn m(2m) Q)
> kM ((2m) 7))
1 (m—l)(n+2(2—m)) _2m=2  3(n-D)4n St m)
o n "k n 2m) " Q) "
i 6n2(n+2)  283n2n%(n+2)(n + 2m) w ((2m)~"[82])

2(m —1)  (m=1D(n+2(2-—m))
[(n+2m)(n+2)36n*  1728n2(n + 2m)(n + 2)n

W™ kT m 2(24-2n—m)

((2m)~"Qf) =

4=2m 2m—4+n
4]

n

(m—1)
| (n4 2)(n 4 2m)(2m — 1)22m=3p2(m=1)

2n(m—1)—2

] o kS (2m) Q)

[ (m—1) I
+ 6(n + 2m)(n + 2)(2m — 1)22m—3n2m:| k((2m)~™Q))

__n orkt/m "

 n+42m leL/n|Q|1/n
- 2m—2

N 1  (m=1D(n+2(2-m)) L 2mkl/m Q]
124(n+2)  1152n2(n+ 2)(n + 2m) wi! " |1/ ()

2(m — 1) B (m—l)(n+2(2—m))]k okt <ﬂ>2
| (n+2m)(n+2)576n  27648n3(n 4 2m)(n + 2) leL/n|Q|1/n

1(2)
‘ n(m—1) arkln " ]0] \"!
2 2m)em - 1)24,”_5} g (w;/mp/n) (1(9))

660+ 2m)(n + 2)2m — 1)24’”‘3} (W) | (4.45)

Isto prova o item 1i).
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Considere agora o caso em que r é impar. Do item i) do Teorema 4.2 e da desigualdade
(4.16) sabemos que os autovalores A; do problema, com j =1,2,...,k,
(=A)Yu = A(—=A)""'u em M,

au al—lu (4.46)
U’aM = a_‘ = = 07
1%

oM Ovi-llam

satisfazem

2
n orkt/m \
A, >
n—+2p w;/n|Q|1/n
2p—2
. 1 (p—Dn+22-p) omkt/m 8]
24(n+2)  1152n2(n +2)(n + 2p) | \ wy/"|Q[/n 1(92)

B A & (o)
L(n+2p)(n +2)576n  27648n3(n + 2p)(n +2) | \ wi/™|Q/n I1(§2)

n(p—1) okt \ Q] \*!
e e =T <w;/n|9|1/n> (1)

i (r—1) 2] \*
66+ 20)(n +2)(2p 1)24“'] (I(Q)) ’

(4.47)
onde p =141 —r. Usando o Teorema 4.1 obtemos
A\ > Ag'pfl)/p7

finalizando a demonstracao do teorema. ¢
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